ATEMATICAS

desarrollar el razonamiento formal en matematicas

Una de las necesidades reco-

nocidas en la educacién a nivel
mundial es la de desarrollar el
razonamiento matemadtico de los
estudiantes. En este articulo se
exponen algunas ideas sobre el
tema y cémo colaborar a su des-
arrollo en los niveles educativos
de Secundaria y Bachillerato.

Cuando nos referimos al razo-
namiento matematico tratamos
de delimitar las fronteras con el
razonamiento légico, el pensa-
mientc matematicoe y el pensa-
miento critico. Estas no son tan
claras. El pensamiento matemati-
co conlleva el uso de habilidades
y destrezas de pensamiento para
comprender las ideas, descubrir
las relaciones, anticipar conjetu-
ras, resolver problemas. El razona-
miento matematico podria ser
caracterizado como parte del pro-
ceso de pensamiento mateméti-
co, Cuando nos referimos a pro-
cesos cognitivos implicados en &
pensamos en procesos tales
como comprender, representar,
visualizar, generalizar, clasificar,
conjeturar, inducir, analizar, sinte-
tizar, abstraer, formalizar.

Pensar matematicamente no
es fin en si mismo; es un proceso
mediante el cual podemos
aumentar nuestro entendimiento
del mundo que nos rodea vy
ampliar nuestras posibilidades de
eleccion, Y al ser una forma de
proceder, tiene unas aplicaciones
muy amplias, no sélo para enfren-
tarse a problemas matematicos o
cientificos, sino mucho mas gene-
rales. Fl estudio de estos procesos
en el aula permitird al profesor
describir diferentes formas de
enfrentarse a situaciones matemsa-
ticas complejas y ayudar a formar
en los estudiantes capacidades y
competencias necesarias para
una ciudadania responsable.

El razonamiento es fundamen-
tal para el conocimiento y el uso

de las matemiticas. La evaluacion
de la capacidad que tengan los
alumnos para razonar matemati-
camente debe ofrecer evidencia
de que son capaces de:

- Utilizar el razonamiento
inductivo para reconocer patro-
nes y formular conjeturas.

- Utilizar el razonamiento para
desarrollar argumentos plausibles
de enunciados matematicos.

- Utilizar el razonamiento pro-
porcional y espacial para resolver
problemas.

- Utilizar el razonamiento
deductivo para verificar una con-
clusién, juzgar la validez de un
argumento y construir argumen-
tos vélidos.

- Analizar situaciones para
hallar propiedades y estructuras
comunes.

- Reconocer la naturaleza axio-
matica de las matematicas.

Ofrecemos algunos ejemplos
e ideas que pueden ayudar al pro-
fesorado de matematicas a des-
arrollar las habilidades de razona-
miento en los estudiantes.
Consideramos que es importante
dotar al profesor de herramientas
que permitan poner mayor énfa-
sis en los procesos de prueba y
demostracion, y que pueda en su
instruccion llevar a cabo un pro-
ceso gradual hacia la abstraccion.

1. CAPACIDAD PARA
EXPERIMENTAR,
OBSERVAR Y
CONJETURAR

Se puede iniciar a los estudian-
tes en este proceso planteando
cuestiones o problemas en los
gue tengan que buscar regularida-
des. Por ejemplo:

NATURALES CONSECUTIVOS

Toma cuatro ndmeros natura-
les consecutivos y mutktiplicalos;
;qué observas?

Los estudiantes comienzan
experimentando con ndmeros:
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1x2x3x4=24

2x3x4x5=120

3x4x5x6=360
4x5x6x7=840

Los nlimeros que se obtienen
24,120, 360 y 840 sugieren una
pregunta sencilla: ;se pueden rela-
cionar estos nimeros con otros
sencillos? Estos nimeros (24, 120,
360, 840...) son “casi cuadrados
perfectos”, ya que todos se dife-
rencian de un cuadrado perfecto
en una unidad. Surge una conje-
tura: “El producto de cuatro
nimeros naturales consecutivos
es igual a un cuadrado perfecto
menos uno”. ;5era esto cierto?
;Podremos demostrarlo? El estu-
diante experimenta con nimeros
mas grandes y observa gue fun-
ciona. Vuelve a los primeros ejem-
plos:

1x2x3x4=5%-1;Qué rela-
cidon guarda el namero 5 con los
nimeros anteriores?

2x3x4x5=11%-1 ;Qué rela-
cibn guarda el nimero 11 con los
nGmeros anteriores?

sPodria ser 5= 1 x 4 + 1 {pro-
ducto de los extremos mas 1)

11=2 x 5 + 1 (producto de los
extremos mas 1)

Parece que estas relaciones
son ciertas, [o que nos lleva a for-
mular [a situacién mas general:

axfatDxfa+2)x(a+3)=

[ax{a+3)+1]2-1

Fsta formula soluciona el pro-
blema y da sentido a las situacio-
nes que han aparecido a lo largo
de la resolucién.

Al utilizar ejemplos de este
tipo damos al estudiante opartu-
nidades de trabajar la justificacién
que lleva a la demostracion. Una
conjetura es una afirmacién gue
parece razonable, pero cuya vera-
cidad no ha sido demostrada.
Consiste en sentir y adivinar de
alguna manera que algo debe ser
cierto, e investigar su veracidad. El
hecho de que algunas conjeturas
resulten falsas tras su comproba-
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cion, incita al alumno a bhacer
demostraciones. El hecho de con-
jeturar prepara la demostracién y
la utiizacién del método cientifi-
co. La conjetura va precedida de
una observacién y finaliza con
una experiencia de algin tipo que
permite su comprobacion.

Las conjeturas, normalmente,
son faciles de enunciar, pero los
intentos de justificacion dan lugar
a gran cantidad de métodos y
resultados auxiliares. La conjetura
lleva de forma natural a proble-
mas como: ;por qué no puede
hacerse? y ;qué es lo que puede
hacerse? La transicion a pregun-
tarse qué puede hacerse es un
aspecto importante del proceso
de hacer conjeturas porque des-
arrollando el problema inicial,
generalizindolo o alterandolo,
puede surgir una ley. Formular,
comprobar y modificar conjeturas
son procesos que constituyen la
columna vertebral del razona-
miento matematico.

2. CAPACIDAD DE
ORGANIZAR Y
REPRESENTAR LA
INFORMACION

Tomamos el siguiente proble-
ma:
CIERRA TU TAQUILLA

En el Instituto “Ada Byron” de
Madrid hay 50 alumnos de cuarto
de secundaria. Cada estudiante
dispone de una taquilla (numera-
das del 1 al 50}. Al principio todas
las taquillas estaban cerradas, y
luego aparecio por alli el primer
alumno y las abrid todas. Detras
del primer alumno aparecid el
segundo, que cerrd una taquilla s
y otra no. Un tercer alumno invir-
tié la situacidon de una taquilla
cada fres (si estaba abierta, la
cerrd, v si estaba cerrada, la
abrié). El cuarto alumno invirtié la
situacion de una taquilla cada
cuatro, y asi sucesivamente. Por
altimo, el quincuagésimo alumno
invirtié la situacion de la taquilla
nomero cincuenta (la dltima).

;Qué taquillas se encuentran
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abiertas ahora?

En él es necesario representar
graficamente el estado de cada
taquilla de forma que se pueda
variar de cerrada a abierta y vice-
cersa. Esto podria consistir simple-
mente en una lista de ndmeros
con una A para abierta y una C
para cerrada. Podemos cambiara
de un estado a otro tachando o
borrando cada vez que un nuevo
alumno entra en escena. Con cin-
cuenta taquillas aproximadamen-
te surge un patron que revela que
las taquillas que permanezcan
abiertas seran aquellas cuyo
nGmero sea un cuadrado perfecto
{por ejemplo, 1, 4, 9, 16, 25, etc.).

3. CAPACIDAD PARA
BUSCAR EJEMPLOS Y
CONTRAEJEMPLOS

A los estudiantes les cuesta,
habitualmente, aceptar el hecho
que una simple excepcién basta
para que no se confirme ia regla.
Les cuesta comprender que cons-
tituye un contrajemplo, ver que
satisface la condicién pero no la
conclusién. Los ejemplos condu-
cen a conjeturas y sirven de com-
probacién. Los contraejemplos
confirman conjeturas o enuncia-
dos. Algunas veces es la Unica
forma de demostrar la falsedad de
una teorfa.
MAXIMO O MINIMO

Si f'(c)=0 para una funcion f,
entonces f tiene un Maximo o un
minimo en x = c. ;Es verdadero o
falso? Justifica tu respuesta.
DIVISORES

Supongamos que se tienen
dos nimeros que dividen 72. ;E!
producto de ambos dividira tam-
bién 727 ;Se da esto siempre asi?

Los ejemplos como estos tie-
nen dos partes. Por una parte, los
estudiantes tienen que pensar si
los postulados son verdaderos o
son falsos, v de otra deben
demostrarlo o buscar un contra-
jemplo, es decir un ejemplo que
satisface las condictones pero no
la conclusidn. Este tipo de cues-
tiones impide que el estudiante
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aprenda los teoremas y definicio-
nes de memoria, promoviendo
una mayor comprension.

4.- CAPACIDAD PARA
ENCONTRAR EL
ERROR O DETECTAR
ARGUMENTOS
IMPERFECTOS

En esta misma linea, es necesa-
rio familiarizar al estudiante con
experiencias en las que se discuta
sobre las ideas erroneas, se razo-
nen y sometan a critica. En algu-
nos casos, cenviene que las ideas
se pongan en crisis y que los
alumnos se vean obligados a revi-
sarlas. El siguiente ejemplo sobre
semejanza de tridngulos, razon y
criterios de semejanza puede ilus-
trar esto.

AFIRMACIONES VERDADERAS

Indica cudles de las siguientes
afirmaciones son verdaderas,
explicando tu respuesta.

- Dos triangulos son semejan-
tes si tienen los angulos iguales y
los lados proporcionales.

- Si dos tridngulos tienen los
angulos iguales, son semejantes.

- Si dos triangulos tienen los
lados proporcionales, son seme-
jantes.

- Si dos tridngulos tienen dos
angulos iguales, son semejantes.

- Si dos triangulos tienen un
angulo igual, son semejantes.

- Si dos tridngulos tienen dos
lados proporcionales, son seme-
jantes.

- Si dos tridngulos tienen un
angulo igual y los lados que lo for-
man son proporcionales, son
semejantes,

5. CAPACIDAD
PARA DEDUCIR Y
DEMOSTRAR

Hay que iniciar a los estudian-
tes en la demostracion y este pro-
ceso ha de prepararse convenien-
temente, haciendo que los alum-
nos:

a) sientan la necesidad de la
demostracién
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b} tengan claros los presupues-
tos y reglas de la demaostracion.

Desarrollan estas capacidades
actividades como las siguientes:

a) demostrar afirmacicnes

b} completar demostraciones

¢) ordenar demostraciones
a) Demostrar afirmaciones

Es muy corriente la confusién
entre prueba y demostracion. Se
ha detectado dificultad en elabo-
rar una demostracion, por las
siguientes causas: a) confundir
hipotesis con tesis, b) intentar
demostrar el teorema partiendo
de lo que se quiere demostrar o
apoyandose en ello, ¢} considerar
demostrado lo que se ve en la
figura, d) confundir en la figura
unos elementos con otros.

Por ejemplo: para demostrar
que en un triangulo isdsceles los
angulos opuestos a los lados son
iguales, un alumno utiliza el
siguiente argumento: trazando
una linea desde la mitad de un
lado hasta el vértice del dngulo
opuesto se ve que e} lado y el
angulo se dividen en dos iguales.
Se trata de demostrar que un
angulo es igual a otro, no que la
mitad de un angulo es igual a la
otra mitad. Sugerimos este ejem-
plos para trabajar con los estu-
diantes,

RECTANGULOS RAYADOS

Demuestra la siguiente afirma-
cion:

Los dos rectangulos sombrea-
dos tienen la misma drea.

b) Completar demostraciones

El ejercicio de completar demos-
traciones desarrolla en el estu-
diante el rigor légico, la deduc-
cibn. Las demostraciones geomé-
tricas son mas faciles e intuitivas
gue las algebraicas porque permi-
ten un apoyo grafico mayor. Con
alumnos no iniciados en la
demostracidn se recomienda
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empezar por este tipo.
MEDIANAS DE UN TRIANGULO

En todo triangulo, la mediana
relativa a un lado es igual a la
mitad de la raiz cuadrada del
doble de la suma de los cuadra-
dos de los otros dos lados, menos
el cuadrado de aquél.

Demostracion

A

b

R

H
L 1M a2,

B

En el tridangulo AMC el angulo
M es

El cuadrado del lado opuesto a
un angulo obtuso es igual:

En el tridngulo AMB; M es un
angulo

Fl cuadrado del lado opuesto a
un angulo agudo M es igual:

Sumando

4

Tenemos

luego
m=1/2 (2(b2 +¢2)-a2)1/2

c) Ordenar demostraciones

Permite trabajar las secuencias
logicas necesarias en el proceso
de prueba.

MAYOR QUE NUEVE

Ordena la siguiente demostra-
cion:

Probar que si la suma de los
nimeros positivos a, b, ¢ es igual
a 1 entonces

1/a+1/b+1/c>9

Demostracion:

Por tanto

Ta+1/b+1/c>3+2+2+2
yl/a+1/b+1/c>9

1/a+ 1/b+1/c>{a/b+b/a} +

(bic+ /by + (c/a+ a/c)
1/a=1+b/a+c/a
1/b=a/b+1+c/b
1/c=aj/c+bic+1
De aqui se sigue que a/b + b/a

> 2 y andlogamente:
b/c+¢/b>2; ¢c/a+ajc> 2.
va que a/b + b/a= (a2 +b2)/

ab={(a-h)2 +2ab)) /ab = (a-b)2 /ab

+ 2
Dividiende ambos miembros

delaigualdad 1=a+b+c, pora,b

y C.

PARA CONCLUIR

Hemos tratado de poner de
manifiesto que entre los objetivos
principales de la Ensefanza
Secundaria y del Bachillerato esta-
ria desarrollar el razonamiento
matematico, No obstante, consi-
deramos que hay que dotar al
profesorado de recursos més ade-
cuados para facilitar su ensefian-
za. En esta (ltimas décadas las
finalidades de la educacioén han
ido variando de la comprensién
conceptual en la matematica
moderna de los 60 al énfasis en el
desarrollo de habilidades basicas
en la matematica de los 70, de la
relevancia de la resolucién de
problemas en los 80 al énfasis en
el desarrollo de la potencia mate-
matica en los 90. ;Serd el razona-
miento matematico lo dominante
en las finalidades de esta discipli-
na en la proxima década?
[ntuimos que si.

Estos ejemplos estan tomados del
material gue disefié para el curso
Construcion de los procesos de pensa-
miento matematico. Estrategias para el
aula que se enmarca dentro def XXIV
Curso del Veerano del IEPS bajo el titulo
Educar para el ejercicio de la ciudadania,
julio 1999,

Fundamentalmente consistia en un
andlisis, dirigido a profesores de matema-
ticas, sobre herramientas y materiales. El
curso esta articulado en tres bloques de
contenidos; formas de comprender las
matematicas, formas de pensar en mate-
maticas, y formas de trabajar en matema-

ticas.
k%
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Dpto. de Didactica de fas Matemdticas
Instituto de Estudios Pedagogicos
Somosaguas. Madrid.
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