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Dantro del "XI01 Plam Naciomal de Inveastigaci dr

Educativa * del OF

durante los afos 19684 v 1985, an @l
Grupmo Arargquiel realizamns una investigacion en la cual
analizamos los erroraes que con mas frecuencia aparecen en las
clases de matemdticas de 10 de BUYP y en la gue se confirmaban

aiguﬁa% Mipdhesis us Enpiic#haﬂ las causas de dichos errores
C omemprizact &0 de raeglas, generalizacidn abusiva, uso
indepido del signo lgual, reduccian de campo, necesidad de
clavsura, Yraduceidn literal e enunciados, etc...). Ahora se
wratendia analizar en praofundidad alguno de astos arrores,

centrandornos en su eetudio v tratamdo de ponerlo de

manifiesto mediante activids

% gua contengan las

dificultades gue 1o oroducen.

La ldea inicial de esta investigacion era estudiar
"los errores cometidos por los alumnos en la resolucisn de
problemas de enunciado con solucidn algebraica, amalizando

qué procesos siguen para pasar del lenguaje natural al

lenguaje algebraico"




La hipatesis de particda mra ouse en ia reasolucidan de

ITove weoblemas oe onunctacds con solucltdn algebraica habia tres
¥ 1

fases: comprensien del enunciado, traduccidn del lenguaije

natural al lenguaje algebraico y destrezas de calculo.

Emoun o orimer momento creianos oue las tres fases
Comdrian aprosymacaments el mison nivel de difticultad. Por
tanto, considerananos que la compraension lectora tendria un
peso constderablie en 1m.weﬁm1uaidh de un problema v comenza-
mas poro analizar La iﬁﬁluemmia de diferentes snunciadcs para

W mismo problema.

Las enunciacdos han sido tomaros de libros de texto
e 1O de BUP ova gus en @2l Algebea escolar tienen un peso con-
ﬁiﬁmrabl& Tos proablemas de enunciado con solucidn algebraica
Vopor @ss pensAbamos oue sra dmportante gque el éﬁtudim He
michess sore 1os enunclados r@al&% con gue suelen trabajar

PuEsTron al umnos.

Hacemos un astudio de los errores porgue de ellos
vames a obtenee dormacidn sobre la forma eo gue wn alusno
va un arobhlema v los procedimientos gue utiliza para

el verl on, i

informaci on Tleme también interés porque
puede sugerir maneras de avudar a los alumnos para evitar

aatos a@rrores v ooorous nos puede ayu glar A ex D‘i icar por o gua ne

£




progresa un alumno al resolver un prablema ( SESM, 198

Feosr tarmto, oquarenos detectar 108 @rrores descunr e -
1 Y

los sosibles obstAdul os ammﬁémtualﬁs gue pueden subyacsr en
ellos. Fues, los ercrores que aparecen {(Matr, 1983 son el
reasulbado de razonables, adngue infructussos, intentos de
adaptar el conocistento previanmente adgquirido a una nueva
sltuanildn,

Tomamos del cmn%tfuctivigmm la idea de que los
Brrores umﬁﬂwmtumimm M E0N nunca arbitrarios sing que surgen

de alguna interaccion entre la experiencia y otros conceptos

Femaamos um @9 necesario intbroducier e2ste nuevo
punto de vista a la hora dg considerar lasgs dificultades de ‘
aprandl zaje que Tilenegn nuestros alumnos vy oen particul ar

cuando intentan resolver problemss de este tipo. ‘

Yo obtrelaves més, mr@émmﬁ gue la ensefanza de las
matemética%\mwmwwitm cambiar la orientacidn que hasta ahora
s le ha dador oo oreciso dejar de hacer largas listas de
@lerciclos sindlares v practicar los automatismos del

caloulo, con Lo gue oseobablemente se fijan de forma

detinitiva los erroresy v oen su lugar organizar la discusidén

el Forma ablerta del significado de las ewpresionses v la

"




maturaierza de Tos aroplios arrocss concephual 9., T

to waene gue reflelares en la practica, puss la

goncsncian actual gus pratende "avibtar! gue aparszca 2l errar

A

Prévra opde o prae Toonfusion” reduce el papel del profesor

@ "ensefar’ al alumno la forma correcta de resolver los
problemas. tra alternativa ssria quﬂ-@l'prmﬁagmr
intervinisra para crear &) "conflicto cogritivo” para gue
aparazcan los srrores concephbuales ( Bell, 1983 }; .as
imtervenctornes de mayoar éxito serian anuéllas gue diesen al
alumno ideas oue permanszcan activas fuera de la clase vy
wabrategias de aywda para el praplo avcendirzaje. Esto le
permi b lrd comprobae sl sus dtdeas en wna determinada tarea son

carrectas oo ono.

Loy investigacidn se ha realirado cubriendo varias

gl A AH

La primera narte @stuve forzosamente dedicada a un
intenso trabajo de bdsgueda v lectura de documentacion

Felaciorada comn el tema, de la que gqueda constancia en la

prtenga Bibliogratia gue citamos al final.

Aocontingacidn realizramas lo que hemos llamado ia

CERIMERA FRUERS v que como se explica fue una especie de

a




bautismg en las Jdifioul bades v 2quil vOCaoiones Que  apar s L an

ern das respuestas de nuestros alunnos.

Dasoudés olaboramas la SESUNDS PRUEES an donde,

atinarndo un poco mas, intentdbamos un cantrol mavor de Las

variables gue pestenddameos sstudiar,

Otra etapa may importante ha sido gl periodbd

dedicado a hacer Lo

SNTREVIETAS v a amalizarlas, lo gque ha
aumentasto nuestra condlanza #2n este instrumento gara

profundizar en el pansamianto de nuestros alumnos, al misme

tiempo que nos ha beeho ver las difice hades de conseguirlo

sin que hayva ~ancih as del sntrecistador,

o nltimo cocoganos los resul tados de la TERCERA

e A0y donde noy o

clicamos, sahretods, a los ercores de
Traduccion v en particular al error que denominamos Letra

coma Obhieto.

izar esta investigacidn hemos contado

Fara r

cesy la dedil oned B

ara de Inmacwlada Fuentes Gil miembro del

Grupa Moarguilel oo obtuvo adends una licencia por astulios

para ool mar proyacto. S3in esta sitwacidn no hubiera

sido posibhle la «o

moulta de casi o toda la bibliografia que

Rabia sobre soalo Soma,

f':.




predot i caments

investigaci anes sin teneyr

total en este trabajo, pues estas_investigaciones

pelcopedagigicas exigen que las personas que las realicen

swan Ruperios sn investigacion educativa v oa
profasnres en active en contacto directo con los alumnes.
gque partiliendo de nuestra realidad conereta,

contradiceidan dificil de superar,

impositlie realizar este tipo de

Lna persona encargada a Liempo

SLUPONE una

Lo

Como consecuencia de 1o anterior, en esta memoria

nes retericenos con frecuencia a la menoria presentada —para

Gl loencia por sstuwdios - por Inmacuwiada Fuentes con el

H

"
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ERIMERA EBUERA

la prueba se planted como un experimento previo para
entrar en contacto directo con las respuestas de los alumnos

& los problemas de enunciado.

Con @ste fin decidimos seleccionar algunas

variables gue incluiriamos en los enunciados:

- Influencia de determinadas frases —— "mayor que,
"mads alto que”, "veinte metros mayor que, “tres

dias antes que"...

- GQue se pudiesen resolver por sfatemam sancillos de

ecuacicnes de primer grado o simplemente por tahtaa.

~ Considerar la operacidén por la gque estdn

relacionadas las variables. eatc.

Todo esto aparece recogideo en l1a memoria de

Inmaculada Fuentes y lo incluimps en el Anexo 1.
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entudian las respuestas de los alumnos a los p?nblemag R,
Bl, C, v D,y a partir de la tabla III.3, aparece un tipo de
"error'" denominado "Traduccion literal" y gue después
estudiamos con muchao mas detalle en las pruebas siguientas y

en las entrevistas.

Es la primera vez que se nos presenta directamentse
en una respuesta de nuestros alumnos, después de haber
esﬁudiadn que podia aparecer. Por el momento podemos decir
gque consiste en utilizar las letras -—variables -—- como
abreviaturas de palabras -— torre A, torre B, etc, -- ¥y
haciendo una interpretacidn muy simplificadora de las
operaciones traducif el lenguaje normal a simbolos que son

matematicos pero sin hacer ninguna interpretacidn de

g2 tratase de pasar de un lenguaje natural a otro haciendo

correspander el orden de lcs simbelos que aparecen en la

|
\
relaciones cuantitativas al escribir la expresion. Es como si

ecuacisn con el orden de las palabras an el anunciado

{ Clemant, J. 1982 ),

-0 -
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Después de haber realizado esta Prueba vy tras el

estudio detallado de las respuestas de los alumnos nos

parecid que habia algunos hechos importantes que destacar

como tonsecuencia de los cuales ibamos a tomar algunas

decisiones para continuar nuestro trabajo:

En primer lugar era preciso hacer un estudio mas

detallado de las variables que pueden influir emn la reso-

lucion de problemas de enunciade con el fin de seleccionar

ra
aguellas en las gue

grror y abandono en

recoge en la tabla,

En segundo

1u§ar

dado.. los altos porcentajes de

los alumnos de nivel bajo,

concantrariamos nuestro sstudio.

gpgun se

o bien haciamos el estudio eligiendo

problemas de distinto nivel para cada uno de los grupos de

alumnos o debiamos optar por uno de los dos niveles. Elegimos

aﬁf& Gltima forma de actuacidn concentrandonos a partir de

entonces en los alumnos de nivel medio.

X" 0-25 25~30 50-75 75-100
Error{Aban, | Error|Aban. { Error| Aban,|Error| Aban,
Nivel 01*93 :,;p.“‘.‘-a‘ Ry=Ay-An Bz-C;
Medio ‘ _%c‘ 8i-83-c,] Az |
St g, Dy
. 3
Nivel :*‘%“‘;‘& A3~ Ch| 0= ¢y [A-C, A, - 8
P 2787
3a jo G-00 3|30y [D2-Ay |P3-D; 8, -85
- 1 -
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También, en'relacién con el tipo de problemas,

‘decidimos dedicarnos a problemas cuya estrategia prevista de

solucidén fuese utilizar una ecuacidn de primer grado o un

zistema lineal de dos scuaciones con dos incdgnitas.

Algunos de los problemas se elegirian teniendo la

misma estructura profunda gue B= v Cz por ser, junto con D= ,

los gua habian obtemido mayores porcentajes de error. Sin

embargo no sa introducird ningdn enunciado con la misma
estructura que este Ultimo problema porque la estrategia mas
evidente para resoclverlo mediante algebra es plantasar un
sistema de tres ecuaciones con tres incégnitas y este nivel

de dificultad no era adecuado para nuestros alumnos.

#a




SEQUNDA PRUEEA

Como habiamos decidido, a la vista de los resultados
de la Primera Prueba comenzamos haciendo un astuﬁio de los
posibles factores gue pueden aparecer en el enunciado de un
problema @ influyen en que el alumno comprenda, plartes
vy par fin lo resuelva correctamente . Iniciamas una
reflexidn sobre los snunciados de los problemas que {bamos a
proponer con el fin de_aver;guar cuélas eran las variables

qQa padian influir para que el alumno llegase a resolverlos.

Llegamos a elaborar la siguiente relacién que esta
recogida en la memoria de Inmaculada Fuentes e incluimos en

el Anexc 2.

-
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Obviamente, la frecuencia y el tipo de errores gue
W alumno comete cuando intenta resolver un problema de

&,

"!ﬁ% i

st

%&"\E
]
%

- Bnunciado depende de la interaccidn entre las variables de la

gi pregunta: vocabulario, sintaxis, complejidad de las ideas en

-,

ﬁf la pregunta, 21 nivel de matemdticas gue son necesarias. Y de

Nﬁ% las variables personales: habilidad de lectura, conocimientos
habilidad matematica, perseverancia, etc. Por todo ello es
inevitable que los alumnos cometan errores en aste iipc de
problemas., Esta circunstancia nos llevd a tomar la dncisiﬁﬂ_

de controlar algunas de estas variables, fijando en los

enunciados las condiciones siguientes:

= Tener culdado con palabras que por su significado

puesden ger dificiles de comprender para los alumnos.
-~ Proponer situaciones reales con numeros concretos.

- Gue el orden en gque aparezcan los hechos en el texto

- sea el mismo gque en el gue ocurren naturalmente.

a




~ Utilizar numeros enterocs vy racionales no muy grandes
~ Que no existan datos implicitos ni superfluos.

- Que la incégnita no aparezca mencionada mas de tres

veces en el texto,
- (lue no haya mas de dos incdgnitas.

- fue los problemas se puedan resoclver con una
ecuacidn o un sistema de dos ecuaciones de primer

grado.

De esta forma se elaboraron los enunciados de la
siguiente pruieha, gue estédn recogidos tambiéﬁ en la memoria
de Inmaculada Fuentes, junto con los detalles de la fase
experimental v de la organizacidn de las dogs sasicnes de tres

problemas cada una que se hicieron con los alumnos. Anexn 3.

"
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Al mismo tiempo nos propusimos hacer el estudio

—
e

———

analizamdo los errores gue cometen los aiumnbé.gi‘resalvar
prablemés de este tipo, clasificandolos, cuantificandolos e
intentando profundizar, madiénte entrevistag, en las lingas
de pensamiento gue hay detris de algunos de all&étﬂh&emésm”
pensdbamos due todo ello neos ayudaria & encantrar estrategias

didadcticas adecuadas para tratarlos.

Para analizar los errores de los alumnos nos basamos
en las categorias de error definidas por Newman (1977), que
presuponia que asociado a cualguier problema de enunciado
Mabia una serie de obstiaculos que debian ser supa?ados para
cbtener una sclucidn correcta, vy gue un Fracéam er cualquier

obgstaculo impide superar el siguiente para conseguir la

" solucidn correcta. En este sentido Newman definid una

jerarqguia de causas de error en la resolucidén de problemas

gscritos de matematicas de un paso.

La Jerarquia de Newman tiene cinco nivelas,
empezando por el mas bhajo o primero gque ap&?éﬁe=-LECTURQ,
COMPRENSION, TRQNSFGRMAdIDN, DESTREZA EN LOS PROCESOS vy
DECODIFICACION de la respuesta. El fracaso en cualquier
nivel impide & la persona obtener la réspuesta correcta, a

menos gque la obtenga por azar.




Ademas -~ segun Newman =-- hay errores gue s deben
a la FORMA DE LA FREGUNTA, aungue este "defeoio! nggawpueggﬂ
\\ .
atribuir a la persona que intenta resolver el problema, vy - -

grrores por él llamados de DESCUIDD v de MOTIVACION: Newman
gice también que Sstas tres cateqorias pueden ser asociados &

cualguier nivel de las obtras. Un error de Comprensiﬁn puede

Cser un error de Motivacion, =i el alumno no tienes interés en |

el problema.

CORADTERIBTIOAL CINTERACZCION erntre la pregunta
e la pregunta y la persona

DECODIFICATTON

DESTRIELAE DR ROGESOS 1
' I

DESCUIDOS
THRAGEORMAL LON '

\ '
' COMPRENS TN MOTIVACION |
FORMA de la /
pregunta t LECTURA ‘
i
(Jerarguia de NEWMAND
- 17 -




Casey (1978), modificd y extendié la jerarguia de
errores de Newman, construyendo una jerarguia mas general gue
puede ser aplicada al analisis de errores cometidos en

problemas verbales de matematicas de varios pasos.

Casey dice que éualquiera gue intente resclver
un problema de varias etapas tiens que identificar,
gecuenciar y resolver un conjunto apropiado de subproblemas.
Segun se avanza en la bgaqueda de aolﬁ:ién se vuelve sobre
pasos anteriores de la jerarguia no %610 después de resolver

cada subproblema sino tambiénm mientras se intemta hacerlo.

En el Anexo 4  incluimos las anptaciones sobre las

clasificaciones de Néwman y Casey gue hace Inmaculada Fuentes

.8n 88U memoria.

& Ha sido obtenida la Fresentacion de la
” . . . .—_——-—’
solucién final 7 respuesta

t $

anipulacidn de destreras
P

'ﬁwlecciéﬁ tde destreras

T

i
!
+
I Geleceion de estrategi as
H

A

i : s \
éthmprenﬁmﬂﬂ de la pregunta
I

" Blogue de
conpoimientos

»
; £§¥ Blogue de
¢ / deficiencias
=¥ Lectura de la pregunta

t

Forma de la pregunta

- 18 - (Jerarguia de CABEY)
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Como el objetivo de esta invesiigécién‘ﬁra gatudiar
"los aerrores cometidos por los alumnos en la resoluciodn de
problemas de enunciado con solucidén alguhraica, analizando
qué procesos siguen para pasar del lenguaje natural al
lenguaje algebraiceo", hicimos alguna hodificaciﬁn de las
Jerarguias de Nawmaﬁ y Casey para adaptarlas a este tipo de
problemas, en particular la categoria de Newman de |
Transformacién y de Casey de Seleccidn de Egtrategias vy
Seleccisdn de Destrezas. En 21 tipo de problemas que nos
proponemos estudiar, estas categdrias s8 corrasponderan
con el procesc de aescribir las acua:ioﬁes adecuaéas para
resolverlos madiante procedimientos aléabraicng. ‘Esta
actuacisn suele calificarse en la literatura especializada
(Clament 1982, Lochhead y Mestre i?ﬁﬂ, etc) como "TRADUCCION"

del lenguaje natural al lenguaje algebraico.

En las prushas escritas es di#i:i1 datgctaP los
errores de Lectura pues lo mas que pusde llegarse a conocer,
y @80 na en todos los casos, es si el alumno ha comprandide o

no el enunciado del problema. También hemos tenido

_1?—
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dificultades, en algunos caesos, para diferenciar si el error
gra de "COMPRENGION" o de la clase siguiente en la jerarquia,
por lo que apargce un nimero de casos que hemos catalogado
como "SIN CLASIFICAR". La categoria de Destrezas en los
procesos la hemos 1lamado “HﬁBILIDADES* para manipular vy
resoiver-laﬁ gcuaciones algebralicas establecidas. Por dltimo
aparecen los errores de "DESCUIDDY, v de "CODIFICACION" de la
splucidn de la ecuacidn para responder correctamentse a la
pregunta del problema. En las p?uébas escritas no hemos

podido detectar srrores de Motivacidn.

INDICE
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Se ha hecho una cuantificacidon de los errores
aparecidos en cada uno de los enunciados y las respu@%ta% =)
han estudiado clasificando los errores apovandonos en las
jeFarquias gue hemos expi;cadm antes. El error gque se ha to-
mado en consgideracidn es el primero gue aparece en el ejerci-
cic de cada alumno, esto es, la primera equivocacién en el

camino hacia la solucién del problema.

Eroblens de las Vasiiss.-

S A S . T S W o A" 2o s o Sy S

En dos vasijas hay la misma cantidad de agua.
Sacamos 26 litros de una de ellas vy los echamos #n la otray
é¢sta tiene ahora triple nimero de litros que la primera.
¢Cudntos litros habia al principio en cada vasi ja?

Enunciado Condicional
‘En dos vasi jas hay la miema cantidad de agus. 8i
sacdramos 15 litros de una de ellas v los echdramos en la

otra, entonces ésta tendria triple nimero de litros gue la
primera.. iCuadntos litros habria al principio en cada vasija?

En primer lugar hemos hecho una cuantificacidén sepa—-
rando los ejercicios con error de los que no tienen error.

Los %esﬁltadcs-aparacen en la siguiente tabla:

- 21 -




Tabla 1 Ej. bien resueltos| Ej. con errores
E. Afirmative 1,9 4 &8 %
E. Condicional 39,2 % 60,8 %

Facilmente calculamos el tanto por ciento de
ejercicios bien resueltos y el tamto por ciento de ejercicios
con error. El nimero de ejercicios resueltos con enunciado
afirmativo es el mismo que el nﬁmerc de ejercicios con

enurciado condicional, vy este nimerc coincide com el total de

alumnos.
Tabla 2 Ejs bien resusltos| EJ. Ean arrores T
Afirm. mas Condic. IV, s % _ . 64,4 %

Haciendo ahora una clasificacidn de los errores
segun el modelo previsto mds arriba y haciéndola también para

2l total de prcblema& Afirmativos o Condicionales obtenemos:

w— P -




Tabla 3 Compr. |Traduc. |Habil. |Codif.|Desc. |8in CI1.
|E-Afirm. | 18,1 % | 30,3 %|75,1°% | 33,3%| 1,5 %| 23,7 %
E.Condic. | 18,6 % | 84,1 %| S,1 % | 1&,3% 18,2 %
Total 16,8 % | 35,8 4] B,6 % | 20,8%| 0,8 %] 19,6 4%

Eg interesante comparar los tantos por ciento de
cada tipo de error con el tanto por ciento de ejercicios que
estan bien hechos, Lo vamos a hacer Unicamente para el Total

de ejercicios Afirmativos o Condicionales:

Tabla 4

Bien Compr. |Traduc. |Habil. |Codif.]Desc. |8in Ci.

Total] 35,6%] 10,8 % | 23,7 %] 3.6 % | 13,4%| 0,58 %| 12,6 %

En este trabajo mos vamos a centrar, tal comc hemos
dicho, en los errores de Traduccidén. Fodemos observar en la
tabla los altos porcentajes que amrréspnndan a este fiéa de
error, aungue también son altos los porcentajes correspon-

dientes a Codificacidn de las respusestas.

_23—
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En los arrmres‘da Compremsién intervienen muchos
factores personales y de preparacién del alumno (motivacidén,
desarrollo, capacidad de reflexion etc.), asi como de la
Forma de la Pregunta (Jerarquia de Newman) qué no nos hemos
propuesto analizar, En las entrevistas hemos trabajado
intentando separar este tipo de error del de Traduccion
procurando sieampre gue el alumno Comprenda el enunciado.
Hemos comprobado que, aunque &e de esta :ircuﬁstan:ia, el
error de Traduccidn se sigue prcdu&iendo, tiegne entidad
propia, y parece gue tiene que ver con dificultades
relacionadas con el aprendizaje del propio lenguaje
algebraico y matematico separadas de otro tipo de

dificultades.

Fi jandonos dnicamente en los errores de Traducﬁién,
obtenemos un 30,3 % en el enunciado Afirmative y un 44,1 % en
éi enunclade Condicional, Ahora biem esta diferencia (13,8 )
podria verse disminulda si se tiene en cuenta que en el
apartado "8in Clasificar" en el ernunciado Afirmative
( 22,7 %) hay un porcentaje mas alto de errores que en el

Condimional (15,2 %) .
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Por dltime vamos a presentar una tabla en la que se
recogen los principales errores ﬁe Traduccién que hemos
encontrado em el problema QEX ernunciado Condiciomal. El tanto
por ciento se ha hecho teniendo en cuenta el nimerc de veces
que aparece cada error sobre el total de errores de

Tréduccian.

Tabla 5
=15 = T(x+15) =15 = IT(x-1Y) ¥=15 = y+l5
, 29,8 % i 14,9 % : I 8,9 % l
XK+1B = JTx Tin—185) = x X-1% = Ix

l 11,9 % l 8,9 % I s % '

Por el momento vamos & ;1amar la atencién sobre el
tips de error que aparece :on‘porcantaje més alto:
¥=15 = B(x+15) que se corresponde con x-26 = JF(x+26) en el
otro enunciado y que hemos llamadeo de COMPARACION ESTATICA,

después haremos un estudio del mismo, en las entrevistas.
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La incognita es el total per el gue se pregunta

En una parcela la piscina ccupa 20 metros cuadrados,
la casa ocupa tanto - " como la piscina v la cuarts parte de
los metros cuadrados dque tiene la parcela, el jardin ocupa
tanto como la casa y la piscina juntas. JCudntos metros
cuadrados tieme la parcela?

L A W e W W WA W T o e e e e e i e Mo S M e r—r— — —

En una parcela la piscina ocupa 20 metros cuadrados;
la casa ocupa tanto come la piscina v la mitad del jardin, &l
Jardin ocupa tanto como la piscina vy la casa juntas. LCudntos
metros cuadrados tieame la parcela?

Los resultados globales los tenemos en la tabla

eiquiente:

Tabla & | Ej. bien resusltos| Ej. con errcres
“Incog. Total ‘ 37,5 4 62,5 %
“incag. D. Interm. 17,3 % B2,7 %
“Total mas Intwrm. T 27,4 % 72,6 %
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Cuando la incégrita e un dato intermedic, hay una

diferencia significativa de ejercicios con error ( 20,2 %4 )

Esta diferencia pusde sxplicarse, porgque el enunciado

prezenta dificultades, comp manifiesta ur alumno an una de

las entrevistas:

No termgas mingun problema...8i, td me vas diciendo lo gque
piensas & Por gué lo haces 7 & For qué no 1o haces 7 Lees
ern alto el problema. Toudo lo gue se te ocwrra.

({ Lee en alto el problema )
Lo primero gue haria seria ilamar ® 0 v a los metros
para averiguar.

& Cual 7
seraguég tiene el jardin.
Metros cuadrados del Jjardin.,

Luego, tendriamos que averiguar la casa. Seria.. la
piscina gque es veinticinco metros, bueno 25x mas la mitad
del jardin gue primero tendriamos gQue averiguar 1o que era
@l jardin. El jardin tiene que estar agui metido y el
jardin tiene que averiguar la piscina, o sea la casa.
Entonces mo sé cémo se podria hacer, porgque para saber el
jardin tienes que saber primeroc lo que ocupa la casa y
para saber la casa tienes que saber el jardin que es
correlativo, Que ocurre... ’

¢ Emstas intentando acordarte del problems, ¢ te surge
ahora esa dificultad ?

No, o sea es que esto, me parece gue también me pasd estio
en el problema, o sea cuando lo hicimos. ‘




-

e
Esta especie de "circulo vicioso” desconcierta a B

nuestros alumnos vy  tienen dificultades en encontrar la
igualdad que precisan para la scuacién., Ademds en esta
situacidn se requiere una comprension del canﬁaptu de
variable mas profunda que en otro tipo de situaciones: Tienan
quie eﬂfender gue un valor gue desconocen depende de otro que
también desconorcen vy qﬁe depende a su ver del primerﬁ, no les
sirven interpretaciones elementales de las letras y por tanto

de las variables ( Hart, K. CSMS 1981 ).

Veamos ahora los porcentajes de los distinteos tipos

de errores sobre el total de srrores:

Tabla 7 n Compr. |[Traduc. |Habil. (Codif. |Desc. |8in Cl.

I. Total | 9,2 % | 41,5 %| 29,2 %| 7,7 %| 1,5 %] 10,8 4%

I.D.Interm| 10,5 % | 40,5 %| 10,5 %| X3,5%| 2,3 %4| 12,8 %

Total 5,9 % | 52,3 7| 18.5 %| S,3%| 2 % | 11,9 %
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Seria interesante comparar los tantos por ciento de
cada tipo de error con el tanto por ciento de ejercicios que
estAn bien hechos, pero lo vamos & hacer dnicamente para el

Total de ejercicios:

Tabla 8

Bian | Compr. [Traduc.|Habil. |Codif.|Desc. |8in C1.

Total| 27,8%| 7,2 % I8 % | 13,4 4| 3,8%] 1,5 %| 8,6 %

£l pof:antaje de errores de Traducciton es grande,
sobretodo en el caso en gque la incdgnita es un dato

intermedio.

Far atra parte, el porcentaje de errores en las
Habilidedes es mayor en el enunciado gue tiene mEeNnOS errores

de Traduccién, yva que, tal como hemos hecho la corrececion,

Caungue ademés hqbiesé error en las Habilidades se ancta el

error de Traduccidén.
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Ha:iandc ahora los pofceﬂtajes de los principales

grrores de Traduc:ién ancontrados sobre 21 total de errores

de Traducecidn:

En cada tipo de error hay tres numeros que corres—

parnden respectivamente as

- Ejercicio en el gue la incégnita es el total.

- Ejercicio en el que la incégnita es un dato

intermedio.

- Totalt

3

Letras como objetos

Tabla 9

Letras cualguier
valor dessconocido

No hay ecuacién

0 ZI 26 %l 17,7%

12"21 20 % |16, 5%

Fraccisn como valor
absoluto

Reduccién de campo

32 z; 16 x*zz,sz

Clausura

22, 0%

~20 zl 24 %

<8 %l & Zf 13,9

8 zl 8 % l 7, 8%
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Con la denominacidn de "lLetras utilizadas como
objetos” o "Variable etigueta", como también se denomina,
querenos nnmb?ar un tipo de error que #atad bastante extendido
entre las formas de actuacién de los alumnos ( 26 % en uno de
%stos préb;emés } vy gque consiste en wtilizar la letra cbmo el
nu@bre de un objeto en lugar dekccma el nmmbhe de una
variable numérica asociada a ese objeto. Por ejemplch
utilizar las letras x @ y para para representar los
ocbjetos "jardin " y "parcela”, en lugar de las medidas del

Jardin v de la parcela.

"Letras como cualquier valor desconocide". E)l uso
generalizado en gste tipo de‘problemas de las letras x, vy
etc. como "incégnitas" junte con la no comprensidn del

concepto de variable provoca la utilizaciom indiscriminada de

las letras para representar cualquier valor desconocido, sea’

o no conveniente. Dice um alumnc "Como no sabemos su valor

, T
80N incégnitas y yo siempre a las incognitas las llamo X,

élgunos alumnos esﬁfiben alguna expresidén
algabraicé, pero no llegan a escribir la ecuacién, %sta forma
de proceder implica que el alumno actia siguiendoc otros
modelos: intarprataciﬂn de "Letras como cbietos" vy

“Traduccidn literal"
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El error gue hemos calificado como “"Fraccién como
valor absplute® consiste en que los alumnes utilizan las
fraccioﬁes que aparecen en los problemas no como fracciones
de una cantidad, la medida de la parcela o del jardin,
si Mo como numeros absolutos, como si fuesen enteros. Este

tipo de error corresponde a la aritmética, pero como el

dlgebra que estamos trabajando esta apoyada conceptualmente y

operacionalmente en la aritmética los conceptos y actuaciones
erréonsas en aritmética afectan dife:tamente al algebra
escolar. Este es un aspé:tm éuy importante dellapréndizaje
del algebra (Booth L. R. Yearbook 1988) pero gque no vamos a

astudiar ahora.

Readuccioén de Campo y Clausura son dos modelos de
actuacion hastante conocidos y que nosotros éismcs hemos
estudiade antes en el cnntexfo de nuestra anterior
invegtigatidn "El error an mateméticas. Otro punto de vista
para su estudio” realizada dentro del XIII FPlan Nacional de

investigaciém Educativa del CIDE los afos 1984 y 1983,
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Problema del Restaurante.-

Un grupo de personas va a un Restaurante a cenar. Si
se sientan tres personas en cada mesa gquedan dos personas sin
mesa. 51 ge sientan cuatro personas en cada mesa queda una
mesa vacia. dluantas personas y cuantas mesas hay?

Veamos los porcentajes obtenidos en la clasificacidn
de errores sobre el tmtal,de-ejercicimg hachos de egte

problema:s

Tabla 10

-Bian " |Bien Tra= |Habi- Codi-|Des— Sin En
Algbr. |Tanteoducc. [lidad. |fica. |cuid. |Traduc|Blanc

4,2 % 10 %|48,3%| 0,8 % 0,8% 1,7 %4| 15,8%|18,3%

Este problema presenta bastantes diiicu;tades, hay
un 18,2 %4 de alumnos que lo dejan en blanco, y sélo el 4,2 %

1o resuelven utilizando métodos algebraicos.

I .




May, sin ambérgo, un 10 % de alumnos que lleagan a
la solucidn realizando pruebas, que en muchos casos van
acompafadas de ideogramas representando mesas y personas, gque
después cuentan para ver si se adaptan a las ccndi:icnes del

problema,

Es muy significative también el alto porcentaje de
errores de Traduccién: 48,3 % sobretodo porque no hemos
detectado errores de Comprensidn, pues aparecen un 15;8 % de
ejercicios en los que si hay Comprensidn del texto pero no se

ha realizado Traduceiodn.

En estos casos '1os alumnos intentan seguir una
estrategia de recuento v llegan, ﬂnicémente, 3 expresiones
del tipo "el nimero de personas tiene que ser miltiplo de
cuatro v no puede ser miltiplo de tres”, lo gue indica
Comprensidn del enﬁnciadu, pere no llegan al fipal ni hacen

Traduccibn.

Al estudiar los errores de Traduccidén, nos hemos
encontrado con gran dispersién en las respuestas, sin embarge

hay dos aspectos en comin que nos interesa destacar:

- X4 -
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Por uma parte los alumnos utilizan en casi todas
eaaa-respuéstaa, las "Letras para representar objetos". Este
tipo de error lo hemos encontrado antes en el problema de la
parcela y correspande a una-intarpretacidn de las letras de
urn nivel mas bajo fKﬁchamann, D. en ﬂ&rt, KoM, 1981)Aque el

Fequeridc para comprender el concepto de variable.

Pero utilizar las "Letrés para represantar ubjetas“
permite a los alumnas responder con éxito a muchas preguntas,
sin embargo esta reduccién de signi*iﬁada falla cuando es
egsencial distinguir entre los objetos mismos (en este cééu
parsonas y hesas) yfsa namero. kEsta digstincién a vetes as

muy dificil de comprender.

L \En este enunciado, los alumnos identificanm dos
cateqmriasrdistintass personas y mesas, y utilizan las letras
X ey para representarlas, pero quizas por ;a forma en que
estd expresado en el anﬁhciado:‘"ﬁi‘se sientan tres perscnas
en cada mesa quedan‘dos personas sin mesa ...", no distinguen

si se trata del "objeto" personas o de su namero. De hecho

escribe: "x = personas”" e "y = mesas',

- .




Después, en el paso siguiente, escriben lag
gcuaciones correspondientes utilizando una estrategia de
Traduccidn que llamamos "Traduccién Literal” y gue ya nos

hemps encontrado en la prueba inicial.

Para hacer este tipo de Traduccién los alumnos

utiliza distintas operaciones:

- Unas veces 1o hacen con la suma o la restas "Tres

personas en uwna medsa quedan dos personas sin

mesa'", escribens "Ik + y = 2" & "I 4y = =2" 4
“3"‘ o+ y - zxﬂ 6 “3“ + Y — _ZK" 6 “3}: -Y - 2".

O para la segunda frase, escriben: "4y - y = "
6 "4y + 1 w -1 o "4R + y = =yl atc. y

dicen ¢ "Cuatro personas en una mesa gqueda una

mesa vacia'.

- V' N
La situacidn de“queda? unas veces la expresan con
un signo més y otras con un signo menos,

apare:iendo por igual las dos versiones.

[

. En este caso Say un 39,6 % de las respuestas.




— También utilizan la multiplicacién, vy en este caso

dicen: "Tengoe que celocar tres personas por cada
mesa y dos personas que sobran daran las mesas" y

escriben: "3xy + 2x = y 8 Iny + 2 = y",

En la seagunda frase dicen: "Cuatro personas por
masa ( 4xy ) menos una mesa ( -y ) dard las

personas; escribent "4xy -~ y = x'",

En este caso hay un &,6 % de las respuestas,.

0w cacilntmé "Termgo que repartiv tres personas
en cada mesa y me sobran dos" vy escriben:
"Ik /Sy = 20 6 "ZIn/y = =2" & "In/y = 2x" 0

-

"In 4y = =2x".

En la segunda frase: "Tengo que repartir las
personas poniendo cuatro en cada mesa y me sobra
una mesa" escribiendo: "4y / y = 1" 6

l!q.x /Y = _1'! 0 ||4x,y = Y" é ”4>€/Y = ,_yH.

- Dandose esta respuesta en el 5,7 % de los casos.
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Haciendo un recuento de todas las respuestas

ochtenemos:
Tabla 11 Traduccidén Literal Otros Bien
Primera frase 52,9 % 35,8 4] 11,3 %
Sagunda frase 50,9 %4 49,1 % 0%
Total 51,9 % 42,5 % S,6 %

Hemos distinguido en el recuento las dus frases del

prabléma donde se establecen relaciones cuantitativas:

- Primera frase: "Si se sientan tres personas en una mesa.

quedan dos personas sin mesa".

- SBegunda frase: "Si se sientan cuatro personas en cada mesa

gqueda una mesa vacia”,




Problema de los Coches.-

Teniendo en cusanta el plan de una fabrica deben
congstruirse 4Q coches diarios. 8in embargo, si cada dia se
fabrican cinco coches mas, tres dias antes del final
solamente guedan 75 coches por hacer. dCudntos dias tenian
gue trabajar segun el plan inigial? LCuantos coches tenian
que construirse en total?

Es un enunciado largo y de dificil comprension.

En la Tabla 12 estan reflejédus 1ns porcentajes obtenidos en

la clagificacien de errores, asi como 1os'pcrcahta3es de
ejercicios bien resueltos y en blanco sobre el total de

ejercicios propuestos.

Tabla 12

Bien Compren|Habil. |Descu. |Sin En
Resuel . | Traducc ‘ Traduc| Blanco

6,7 % | 47,5 %| 0,8 %| 2,5 %| 14,2%| 28,3 %
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Hay un alto porcentaje de alumnos ¢ 28,3% %

) que no
han hecho @l problema dejandolo en blanco.

En la columna "Sin Traduceisn" hay un 14,2 % de
ejercicios en los que se inicia algin tipo de razonamiento,
por tanteo o por Algebra sin llegar a escribir nznguna

ecuacion, y después lo abandonan.

Entre estas dos situaciones sumam un 42,% % de

aJerci:ios,

Al raalizaf la clasificacién de errores no ha sido

posible diferenciar entre Comprensidén y Traduccion v ademas
en estos casos ha habido una gran digpersisén por lo que no ha

8180 posible agrupar las respuestas,

Todos estos reﬁultadns nos indican gque el probl ema

no era adecuada para el objetivo que nos hab;amas propuesto,

solo padammﬁ estudiar respuestae aisladas, sin poder hacer

cuantificacién global Y @n muchos casos Nno podemos

identificar el error segun la clasificacisén propuesta.
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También en alguna respuesta se produce "Traduccidén

Literal", Jjunto con "Letras utilizadas para nombrar objetos":

w = coches

y = dias ' | .

40% = y

By = «70x « 3y

Escribiendo:s Cada dia ;é fabrican 5 coches mas: "Sx" ( 5
coches } .y { por dia 3

Esto seria igual a2 que tres dias antes ”*3x" quedarian "79x"

-< 75 coches )

D en otro caso escribens

4% coches por dia ( ¥ ) mas tres dias antes ( x-3 ) dan los

"7% coches'.

4By + x -~ X = 79 ¥ son los dias'.

. Eacribiendo: 40 coches por dia seriaz 40x = 1y

II : : -4y -
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En las pruebas escritas cual quier respuesta gque s

dé aporta una posible explicac;én pero hay otras muchas vy

cualquier inferencia que se haga scbre el pensamiento de un

alumno a partir sélo de las respuestas escritas serd una mera

conjetura. La técrnica gque hemos utilizado para nuastro

trabajo s la de la sntrevista porque nos daba ideas sobre la

clase de conceptos que tenian los alumnos y sobre los
procedimientos que utilizaban para resolver diferentes
problemas matematicos. Léa entrevistas, siempre qua #e hagan
de forma estructurada, permiten determinar modelos
cmnsistanﬁas de 155 grrores con un cierto grado de

verosimilitud ( Clements, 1980 ).

¢ Cémp deberia hacerse wna antrevista 7.~

La entreviéta'puede suminfstrar informacidn
detallada sobre los peraﬁaﬁ cmgﬁitivma de leos alumnos. Si
s@ secuencia adecuadamente (Liedtke W. 1988), la informacién
resultante puede adaptarse facilmente y trasladarse

direcfamente a tareas de recuperacion.

Durante la entrevista es necesarioc adaptarse al

alumno que estamos entrevistando, para lo cual aunque nos
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hayamos trazado un plan serd conveniente modificarlo sobre la

marcha,

Rudnitsky et al (1981) describen formas de situar un
nivel adecuado de dificultad v sugierem cuatro posibles

reajustes, cuando sea necesario:

« Definir un concepto W apa&ration =n términos mas
concretos que los utilizados en la respuesta qua

s habia dado antes.

. Cambiar la linea de la entrevista a niveles muy

diferentes.

» Wiilizar ejemplos para ayudar a explicar un

procedimiento.

» Comprobar si un alumno ahli:a las reglas

gzpecificas a ejemplos diferentes.

A la hora de realizar una entrevista hay gue tener

mucho cuidado porque a veces np se consigue 2] objetivo de

're:cgsr la maxima informacidn relevante que sea posible. Es

contraproducente utilizar algumas preguntas como por ejemplo:

é& Podrias 7, 4 Puedes 7 pues parece gue llevan al alumne a
contestar inevitablemente, -NO, 10 gque seguramente provocara
la intaﬁrupcién del proceso perdiéndose la informacidn

obtenida hasta ese momento. Tambkidn las intervenciones del

2




tipo: & Estds seguro 7 0 ...Explicamelo de nuevo... llevan
implicito que algo se ha hecho incorrectamente. Como
resultado de esto el alumno pusde cambiar su respuesta vy la

infarmacién gue cobtenemos puede tener poco valor diagnédstico.

Sin embargo, hay intervenciones como por ejemplo:
Dime cdémo podrias...... o Intenta.....que facilitan la

comunicacién vy permiten sequir recabando la informacidn que

deseanos,

¢ Gémp se ha hecho realmente 7 .-

Nuestras entrevistas no siempra han tenido en cuenta
esus principios generales, y es interesante contrastar con la
realidad de gque aungue la mayoria de las vecss aunqgue nes'
habiamos trézada un plan, las respuestas de los alumnos nos
desbordaban y no sabiamos cdmo éacarle todo 81 partido gque

después hemos visto gue se podia sacar.

& veces, después de la trascripcidn, hemos
comprobado que las preguntas estaban muy influenciadas por
las ideas previas que taniamos‘nasutras sobre lo que dreiamos
que guerian expresar los alumnos o sobre los procedimientos

gue habian utilizado a la hora de resolver un problema.

El éxitp de una entrevista depende fundamentalmente

del grado de comunicacidn que se eastablece entre

- Al
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entrevistador y entrevistado y hemos comprobade gque aquéllos
alumncs gue tenian "muchos errores’-en las pruebas escritas
estaban en tal grado de confusidén gue era imposible tratar,

en una dnica entrevista todos los errores gue pretendiamos.

Es muy interesante tener en cuenta que en la

entrevista aungue una regla de oro o8 que "hay que escuchar

al otro y deiarle pensar a su propio ritmo", a veces éste es

tan lento gue se produce aburrimiento por ambas partes{

Es muy dificil tener paciencia para esperar que un

alumna, con un pensamiento aparentemente “demencial’, llegue

a una raspuesta correcta, o al menos nos dé alguna pista

sobre come es sw forma de pensar en e@sa geasion. Los procesos

cagi siempre son demasiado lentos.

Obistive de la entrevista.-

¥ Obtener informacidn sobre las concepciones vy
estrateglias en que estan basadas los errores gque comete un

alumno al rescolver un problema.’

W T W S WM W S W A W e Wt i Wi b M O VO S

¥ Alumnos de 1° de BUF selecrionados a partir de los

grrores cometidos en la prusgha escrita.
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Digefo de la entrevista.- )
] ¢

La duracidén de la entrevista fue aproximadamente de

43 minutos.
Se grababan en video y se trascribieron después.

Durante la entrevista los alumnos tenian que
explicar, con el ejercicio delante, los procesos sequidos en

la resoclucidén del pfmblema.

La entrevista se realizé la semana despues de pasar
la pruasba, siempre que fue posible, aunque a veces, debido a
causas ajenas é la investigacidn, se realizd pasado algun
tiempo. En estos casos, allalumnb comenzaba haciendo de
nuevo el ejercicio sin tener delante lo que habia hecho en la
prueba anterior. Esta madi?icacidn la haciamps porgque
:raiamns, que pasado algun tiempo, no podian recordar por gué

se habian resuelto los problemas de una determinada forma.

El plan seguido para la entrevista fue flexible para
parﬁitir: al alumno seguir su propio ritmo de pensamiento y
al entrevistador poder perseguir los aspectos gue consideraba

de interds,.

‘Ninguna de estas dos cosas es féacil de conseguir
porgque hay muchos factores externcs que ﬁ;storsionén lo
previsto. -
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HQEQriala§ utilizados para la entravisia.-

P - Sl . Yov0H. s g s . . L S i R

~ Ejercicios de igﬂ alumnos, que habian realizado

con anteriocridad {( Prueba ascr;ta )y en los que estaban

presentes los errores gue gueriamos analizar.

- Buiones de entreviatas, en los que se tenian
previstas posibles preguntas gue sirvieran para detectar los
procesos mentales que habian seguido los alumnos al dar sus

respuestas.

Comentarios sobre algunas epntrevistas. -

"En las entrevistas se han pussto de manifiesto
algunos errores cmncaptualéﬁ fue ya'espeFAbémns Que iban a
aparecer como: Tradu:ﬁién Literal, Variable como objeto,...
pero también han aparecideo otros que no esperdbamos como: la
Ccmparaci&# EgtAtica, problemas de rechazo a la igualdad

"xmY", ...

Antes de smpezar a hacer entrevistas, part{amos de
la idea de que algunos problemas no los hébian resuelto
porque los alumnos tenian dificultades de comprensidn
lectora, debidos ala forma en gque estaban redactados los

enunciados, pero después pudimos comprobar que no era asi ya
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que todog los alumnos durante la entrevista fueron capaces de
explicar en qué consistian los problemas, y muchos de ellos

fuefon capaces de resolverlos utilizando meétodos informales.

l.os alumnos expresaron, tcon cierta claridad, gque el

problema sstaba en el paso a escribir las ecuacionas.

( Joséd Manuel, 15 afos )

Mientras intentaba resolver el problema del

restaurante.

A: Es gue yo lo que no sé 8s cémo poner tres personas en cada
mesa, tres por X no. No tiene sentido multiplicar las
mesas. Dividir las mesas entre tres, tampoco. Y las
personas sntre tres igual a las mesas, tampoco. Es que no
88 qué poner. _

F: A ver, a ver, has dicho tantas cosas!, tres equis no
. tieme sentido. LPor queée?

Ay FPorque dpara gué vamos a multiplicar las mesas por tres?
Lo que se trata de hacer es poner tres personas an una
mesa, 0 s€a, 10 que yo pensaba era y / 3 , tres personas
gs igual a equis partido del total de mesas, como no sabes
el total de mesas, seria ® / y perce no.

P: &Cémo?, 4Lcomo? A ver. Pero & x qué es?

A: E1 nuamaero total de mesas.

: Entonces gsto (Y /7 3 ) lo pondrias igual a ...

Ar A 1/ % . NDy 25 que no tiene sentido.

r 0 sea, 1 /7 % no tiene sentido, y & 1 / x gue
significaria? .

Ar Pues, seria una mesa.

- a8 -
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Al

«Una mesa?

iClarog!

L ¥ gué es?

El namerﬁ total de mesas.

O sea que & uno partido por el numerc total de mesas es
igual a una mesa 7

No, pero no sé como poner, tres persornas en cada MEGA,
s lo dificil de este pr

d t oblema.

=

En las respuestas de este alumno, vemos que su

dificultad esta en traducir el enunciadoe a una axprasién

algebraica. Comg pmdemms ver, recurre a todas las pasibles

combinaciones de numeros con operaciones. Ninguna le

convence. No podemos saber cudl es el procedimiento que

‘utiliza para rechazar las exprasiones incorrectas.

{ Raguel, 15 aRos )

P

Resolviendo @l mismo problema anterior.

-1 T e o L e A e e e e o A

& Cuantas incégnitas tienes 7
Das: las personas y las mesas. Por e;emplo, X son las

personas 8 Y son las mesas.

Ahora no sé cémo poner....."si se sientan de tres en treg"
me parece que pondria: tres equis igual a mesas.

& Bué significa tres eguis ?
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A1 Fero, & cémp lo ponge ?

En esta alumna vemos, que ademds de los problemas
con las variables, su dificultad esta en escribir una
ecuacidn que refleje lo que alli pone. No tiene dificultades
ﬁe'coﬁprenmién, porque 21 problema 1o ha resu%ltc por

métodos informales sino en el pase al algebra.

/

En el”ejefci:ia del Raestaurante 29 en ai que hubo
mds errores. La mayoria de los alumnos cuando lo resolvieron
1o higieron por métodns informales. Curicsamente, para dar
BU respuesta, se apay&haﬂ sieﬁpra en ur dibujoe en &l que
figuraban las mesas y alrededor las personas. Esto parece
reflejar un pensamiento muy concreto, bastante lejano al que
paré:e necesario para pasar a una expresion aigebrai:a que

incluya dos ecuacipes con dos incdgnitas.

Es interesante, tamhién, rFeflexionar aqui sobre lo
gue supong, para un alumno, volver a resolver un problema
gue ya habia hecho bien por um método propio. Esta propuesta
carace de interds porgque lo anico intaragan§$ habria sido
poder comprobar los resultados pero el éigehra, no es para
nuestros alumnos un méta&m de comprobacidn sino un método,
gue aungue a veces les resulte mésAfacil, en general les

complica mas que les ayuda.
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Creemos que no se deberian hacer sugerencias del

tipo:

F: Muy bien, lo has hecho por tanteo. Ahora intentalo por

agcuaciones,
¥ mucho menos de fste otro tipos

P: Ahora ya no se puede utilizar "la cuenta la vieja" . Hazlo

*

por algebra.

El alumno sdlo dejard de utilizar estos métodos
cuando sea consciente de sus limitaciones, s0lo en este caso
gsentird la necesidad de procedimientos mas podercsos. En ase

migmo problema, quiza el alumno dejard de usarlos si la

- respuesta a ese mismo problema viniera dada por niumeros mas

grandes.

Problemas relacionadas con la igusldad x = y .-

No contabamos con que los alumneos tuvieran éantaa
dificultadéﬁ al encontrarse con una iguaidad de sste tipo. Lo
descubrimos al realizar entrevisgtas relacionadas con el
“ Problema de las Vasijas " puas en este problema como se
parte de cantidades iguales en las dos vasi jas aparece una
sxpresidn de este tipo. En un principie, atribuimos esta

dificultad a que los alumnos no identificapan esta expresidon

.
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con una ecuacidn de las que tenian costumbre de aparecer an
los sistemas de dos ecuaciones con dos incégnitas. Y asi, &n
las entrevistas las preguntas intentaban averiguar algo en

@sa linea. £&n ningun momento barajamos la idea de que el

opbstaculo conceptual estaba en’'la idea de que diferentes

simbolos literales representan diferentes valores (Qlivier, A

1988).

{ Vardnica, 14 afios )
Estad resolviendo el Problema da las Vasijan.

PROFESOR: 4Bué dificultad tienes para resolver este sistema?

y+ 26 = 3{ x=-26 )

ALUMNDO: Tengo #sta, que para resolver aesto como un sistema de
ecuaciones agui tengp U x=y Y, entonces para resolver
cualguier cosa me da lo mismo X que y, pera luego no.

Interesa reséltar agui qua la alumna estd

verbalizando que los simbolos diferentes aunque esten

igualados no expresan lo mismo.

P: & Cémo que luesgo no 7

At Me he explicado mal.

P: No te he entendido.

A: Agui % o5 igual a y. No hace falta despejarlo, es como =i
estuviera despejado. 5i 1o voy a hacer por sustitucidn,

sustituyo donde hava Yy pohgo X.

A: Pensé que era un problema pero no e ningun problema.

- =D .
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A: El problema que vo creia tener era que "x=y", y lupgo como
era que al sustituirleo no iba a ser igual poner una
incégnita gue otra , que iba a dar igual.

Fr & Y qué prbblema tenias para que si diera igual 7

L B BN B I AN B R BB

F: Yo digo que a lo mejor has pensado gue el problema es que
se te anulaba la incégnita, poner x @ y indistintamente...
entonces da igual poner x que Y. '

As Si, pRro eso no.

" EEE R

P: Y eso &Por gqué la ecuacidn "xX=y" no te convence como
seuacisn 7

A: No sé, seria gue la vi '‘como muy desnuda” o algo de eso,

no 8 , &5 una tonteria.

P: & 0 es que no es una ecuacién 7
t No. Si, s8i "u=y'" es una ecuacion.
Fi1 & Y por qué no te convence ?

Az ( Sonrie ) No sé.

LE s omoA A4 w3

P1 ¢ Puedo interpretar 7 A ver si acierto. ¢ Ouizds es que
necesltas que ern laszs acuaciones haya numeros..?

At No, no sé ( dudosa y pensativa )...sard gque, no sé¢, los
habreé cogido mania.

P: Porque por ajempia: en la ecuacidén "x = Jy" {4 Se te
hubiese ocurrido tambiém lo mismo ?
A1 No.

P: No, por eso digo yo, a lo mejor, 8l hecho de gue no haya
AUMSrOE, » «
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P: «2.Y como no hay numeros, necesitas que an las
cuaciones haya nameros para despejar y para trabajar.
Vamos @50 es 1o gue yo habia pensado.

A: Es gue agqui, no sé “x = Jy", ( piensa ) es que
agui si "x = y" tienes que remitirte a lo que te he dicho
antes ¢ No 7 Gue una es igual a la otra pero aqui X ya no
es igual a v. No es lo mismo, no es la misma relacidn.
L Entiendes lo que te guiero decir 7

: Entiendo, perb lo que no acabo de entender es por gque
con éste no tienes dificultad para trabajar y con éste si.
No termino de entender.

o

A L #B8ta ? No, no sé, pero no ...Es lo que te he dicho
antes. Es gue agqui ( primera ecuacidén ) tienes que pansar
gue los dos sean iguales, pero agqui no es la misma
relacién de que sean iguales. Es como si me hubieran dado
un dato mas. No un dato distinto en el problema.

Pr i AR ' va estoy entendiendo algo, entonces esto
o "w o= y" ) es que lo consideras como 8i no fuese un dato.

At 5i lo considero un dato, pero no me termina de convencer.

Pt ¢ No te aporta ninguna informacién 7

A: Si vyo no digo que la informacidn que me aporta sea valiosa
para luego el desarrollo del problema, lo que quisro decir
gs que a lo mejor, puade que sea el numero que td dices,
que a lo mejor al ver un namere 1o ves COMD MAS seenas

P: & Mas concreto 7?

A Bi, como que, como si el dato fuera mas, de mids peso a lo
mejor. No sé, @5 una tonteria.

Lo mas interesante de estos trozos de entrevista es

comprobar que por mucho gque las preguntas se desvian

we SNl im
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de lo que alli estd pasando ¥y que no permiten a la alumna
poner de manifiesto &1 problema que tiene, en ningdn momento
acepta gue esa igualdad es faeil ¥ en muchos momentos retoma
la situacidn para pretender eéxplicar en qué consiste su

problema. Se desaprovechan todas las ocasiones.

No siempre los alumnos actuan asi vy ante alumnoas mas
ingeguroas, éuﬁqua los abstaculos concaptualps Mo dajan'dn
manifestarse, verbalmente aceptan cambios en ol problema.

-

{ Raul, 15 afos )

Cuando le falta una e:ﬁacidn-pmrqua tiena dos
in:dgnitas en el problema de las vasijas, no considera hasta
este momento la posibilidad de que "la gtra' ecuacidn sea
“K %'yu .

F: Tiemnes "x = y" ¢ ahora yva sabes resolver el sistema 7
L& 0 édsta no es una ecuacidén ?

At Yo piehsc que 850 NO...

P: Esto no es una scuacidn <& Por gquéd 7

Ar Forque, primero yo pienso que.falta el término
independients vy luego que dentro de una ecuacidn tiene
que haber dos incdégnitas y agui tensmos wuna y aqui tenemos

otra. U sea gque éste seria el primer miembro y éste el
segundo. EN una ecuacidn tendria que ser por ejemplo

M3xty+26 = ,.." En un caso podria ser igual que y pero
tiene gue termer dentro del primer miembro tiene que haber
dos. '

P: 0 sea, dentro del brimer migmbro tiene gque haber dos
incégnitas & Quieres decir 7
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A 8i, x & vy.
P1 O sea, que esta scuacidn no nos sirve tampoco.

Ar NO.

N RS R N

Como vemos este alumno ante el mismo problema y un

tratamientoc muy parecido por parte de la entrevistadora,

enseguida modifica su idea y recurre a algo que suelen hacer

todos los alumnos cluando quieren contentar a su profesor,
recurren a la Memorizacidén de Reglas que les suenan todas
parecidas y gue no estdn seguros si sera ésta la ccasidon de
utilizérlas. Asi Radl ante una situacidén que ;a daesborda
intenta pensar gué tienen en comdn todas las ecuaciones que
forman parte de un sistema de dos ecuaciones con dos
incégnitas. Recuerda gque las dos incdgnitas estan en el

primer miembro y que ademas hay un término independiente. Y

no duda en utilizarlo con la esperanza que asi responderd lo

que gquiere su profesora.

EI alumno se resiste a dtilizar la igualdad'porqua
en realidad no entiende que el valor de una incégnita =1
independiente de la letra utilizada y no puede ver que dos
letras diferentes astép represantando algo igual. No
relaciona en ningun momento que esas variables representan

numeros.
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Cuando la entrevistadora guiere prestarle una ayuda
recurre &lla misma a apoyar la Memorizacidén de Reglas e

insiste de nuevo en la misma idea:

P: Pon esta x en 2l otro miembro o la y y te gquedara
"=y = 0", & Esto lo recondcerias como una ecuacsisn 7

Al Bi, porgue va tiene, o sea por osto, va si, porque tisne
lag dos incdgnitas.

P: Claro va aqui tienes las dos incdgnitas, entonces.ya si,
pero esto { “sx-y = 0" ) @g lo mismo que esto { "x = y" ).

A Si.

P: & Te das cuenta 7 & 0 na ? & Eh 7. Luego esto si puede
servir como una ecuacidn, vamos no @8 Que puade servir es
que es una ecuacidn. Entonces, s8i esto ( "x = y" ) es una
gcuacidn v con esta otra ( "y+26 = Ti(x-26)" ) entonces ya
1o puedes resolver. ¢ Piensas &n alguna razdén mads por la
gue creias gue esto no ara una.ecuaciéﬂ ?

Al No.

P: O sea, para ti no efa una ecuacidn porque no tenia la y o
agui no tenia la ¥ o porque no habia ningdn término
indepandiente ?

A: Buenc, v ademés-es'que también pensaba gque... 0 s=a no
pemsaba en que se podia, no pensaba en gque se trasladase,
entonces lo veia un poco dificil resolver este grupo, o

sea este sistema de ecuaciones. Entonces,...digo bueno
asto no puede ser..

Curiosamente, cuanﬁo al alumno intenta resolverlo,
despeia la incégnita en la ecuacidn astru:turalmaﬁﬁe mas
complicada <-“y+é5 = Z{u-26)" )., Esto es un clare sintoma de
que a pesar de gque aparentemente ha resuelto el problema

cahceptual que parecia.tener , sigus habiendo un profundo
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rechazo a la ecuacisn "x = y", aparentemente mucho mas

facil.

P

A

P

La entrevists continua asi:

0 sea, que es cordenar el sistema asi y despejar ia
1ncégn1ta ahi ( "y = 3x + 104 = 0" ) .... <& Y no te
atreves a despejarla de aqui ( "y - x = Q" ) ? & Por
& En sustitucidn se pueds daapeiar de cualquiera de
gcuaciones, o no ? -

Si.

8i, entonces tu has despejado de agqui la y.

=i

LY de aqui no te atreves a hacerlo, despejando de la
ecuacidn? ( "y = y" ), LGué problema tienes para no
despejar de esta ecuacidn?

No sé. Bueno, espera, ahora sustituir la y que siendo
positivo v seria igual ... pues a x®. Luego donde est
y pasaria la x aqui arriba ~3x mas 104 1gua1 a cero e

Eéldl"la —2:‘{ més 104 LR N I

Ademds, no has tenido mayor dificultad, entonces por
antes te has quedado un pocto parado...

Porque, iba primero sustituyendo eso, pero, o sea, no
me ha venido de pronto diciendo ihuy que esto es muy
dificil vamos a por esto!

LY por qué es muy dificil despe;ar de ahi y menos X
igual a cerop?

Ne sé, DO sea.
iPor qQué has pensado que era méas dificil?

Forque por 21 simple hecho de que te =zaldria y igual
¥, entonces digo eso 88 més dificil, va a ser més....

# B B R B EEF ¥EER AN
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Esta resistencia a aceptar que diferentes simbolos
literales pueden tener valores iguales y a utilizar la
expresion "y = y'" @n los procesos de rgénlucién de sistemas
puede. atribuirse a Giveraas‘factores de madurez cognitiva,
pero pensamos que esta dificultad esta estrgchamentg
relacicnada con otro tipo de error gque as ei de la Letra como

Objeto.

La entrevistadora no ha sabido indagar cudl es el
vetdadero p?QSIEma con que s@ estaba encontrando aste alumno
¥ sigqa queriendo trasmitirle lo que le parece muchisimo mas
facil, porque ella 1o que'esta viendo es simplemente una

igualdad entre variables, que de forma mecanica le van a

narmitir resolver ese sistema de s;uacinnes,inaturalmente por

sustituci6n.

La letra comg obisto.-

El error gue con mas frecusncia nos hemos encontrado
a% el de considerar las letras no como variables sino como
objetos ({ Kuchermann, 1981 ). Creen que las letras en vez de

representar nameras, representan objetos.

Este error conceptual es el que aparece sin ninguna

dificultad en cualquier entrevista. FPero a veces a pesar de
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sar muy frecuente.llega a sorprender:

( Rauly, 15 afos ?

Ay

P

Al
P

Al

Fs

A

Se estd refiriendo aqui al problema de La Parcela.

Luago saldria... :
Seria esto. El jardin tendria 50, el jardin saria igual a
S0m vy el jardin tendria 1 m .

Pero vames a ver, vamos a ver gue yo me entere. O sea,
é @l jardin tiene SO m vy el jardin tiena 1 m ..7

No, i Ah‘!ﬁég verdad i claro !

Yamos a ver K. ¢ A quéd has llamada » ?

A los metros cuadrados que tiene el jardin.

&Yy ?

Gtra vez al jardiﬁ.

Vamps a ver, o sea, has llamado x a l1os metros cuadrados
que tiene el jardin, y luego y al jardin. ¥ entonces, has
puesto 1a casa es igual a 285« & Por que 7

2%x% porque es, la casa, la casa gque es 25.

MO, la casa no, la piscina.

Bueno, si, la piscina. i Ah ! Claro la % sobraria,

¢ Por que has puesto 28x ? Piensa a ver, intenta pensar un
poquite, a ver qué4 has pensadoc, qué has razonado tQ para
ponar ahi la x.

Pienso que es que, me he tenido que confundir en cuanto a
gue X creia que eran metros cuadrados y no metros
ctuadrados que tiene el jardin.

Entonces has sustituido la palabra aquis par metros
cuadrados. Pues sntonces, venga, vamos a pensarlo otra
vez. Busno, édsta ha sido una dificultad, has puesto

ademas, dos variables que significan lo mimsmo & No 2.
¥ igual a metros cuadrados que tiene el jardin, e y igual

-
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al jardin, y las has trabajado como distintas.

También an ssta otra entrevista vemos que para
distinguir antre cbieto v ndimerc eate a1anm al intentar
resslver el problema de las vasi}aé llame letras diferentes a

"las doa vasijas, y al nimero de 1itkug que estdn contenidos

en 2llos.

( Padro, 14 aflos )

Py & Gué es a y b 7
Az & v b son las dos vasijas.’
P: Y qué es x e y 7

A: X e vy son los litros gue hay dentro de cada vasija.

También es curioso obsarvar que 28te obstacule esta

tarn presenta gua a veces les hace madificar una explicacidn

n - . v g o .

correcta por otra que no lo es.

{ Raquel, 15 afos )

Al resolver el problema del Restauwrante cuando le

preguntan por las incégnitas no duda en decir:

P: & Cudntas incégnitas tienes 7

A: Dos, las personas y las mesas:
X 50N las personas @ y son las mesas.

- N
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Para poner gque se sientan-de tres en tres pone &n un

mamento dado 3Ix y entonces:

Pr & Gué significa 3x 7

Ar i AR ! Son las personas,

P: Pero entre el 3 v la x i hay. alguna operacidn o

stlamente es una forma de escribir "3 persaonas" ?.
A daro, garia una forma de poner "3 parsonas", pero yo lo

intarpreté como wuna multiplicacién aunque as una forma de
expresar "3 persanas”.

No esta clara , de todas faormas, que hubiera
sntpndido'qua la equis representaba @l numero de perscnas,
2ino gue podia pensar que las paerscnas ( tomadas aqui como
abjaio ) quedaban.multipiicadas por tres. Pero vemos qua al
traducir la expresion con palabras traduce directamente la

incégnita como el objeto que cree rapressntar.

Este error eﬁ probable que puede proceder del uso de

las letrasz en aritmética donde realmente se utilizan como

stigqueta que acompafa al numero ( Im significa I metros ),

perc.tambidn =8 probable que proceda de la tendencia a
utilizir'la inicial del nsmbre del objeto que varia para
designar a la variable ( p. 2j. m se Jtilizaria ﬁara
degignar el numern de mesas ). Algunos alumnos no distinguen
entre m mesas vy m ndmero de mesas. Y asi, leen

expraesicnes tales como "3m" como "tres mesas" en vez de "tres
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veces al numeroc de mesas".

En todo caso se obsearva lo poco relacionado gue =sta
el uso de las letras con la idea de variable. Este concepto
% necesarioc para realizar la transicién dasde la aritmética
al algebra y es necesario para hacer un usc signii{cativo de
lasg mateméﬁicaﬁ.-Coma dice Schoenfeld (1988) al concepto de
variable es fundamental en la ensefanza y en el aprandi;aié
de las matemdticas y sin embarge, la mayoria de las veces se
tratan las variables camo‘términos que despuds de alguna
practica los comprenderan 8in ningdn problema la mayoria de
los alumnos. Las « las_ Y .. 58 manejan habitualmente de
una fnrm; natural, sin tén&r an cuenta l1gs miltiples

significados y usos de los términos que manipul amos,

Generalmente, la notacidén simbdlica se presenta
aisladamente Y no nécesartamanta ?ela:innada con un soporte
fisico y concreto (Qrtdn A., 1987). En el caso de las
variables, no se suele partir de la mecesidad de utilizarlas,

5in0 que se crea e@sa necesidad de forma artificial.

LO que es mas curioso as que este problema, que en
principio lo tienen sélo laos alumnos, muchas veces se
traslada al lenguaje de los profesores. Y estos a su ver

contribuyen a que el problema permanezca.
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En las entrevistas se pone de manifiesto con
facilidad la relacién gue tiene este error conceptual con el
tratamiento que dam lops alumnes a las letras, tratandolas

como si representaran objetos en lugar de numeros.

Los éiumnms supeonen gque el orden de las palabras en
lps.prcblemas se corresponde diractamente con el orden de los
simbolos en la expresién. Parece que la &nica e%trafagia que
utilizan és la de hacer corresponder mecanicamente el orden

de los simbolos en la ecuacion y el orden de los simbolos en

2l problema. ( Clement J., 1982 )

{ Raguel, 14 afos )
En el problema del restaurante:

A: Si se sientan tres personas en cada mesa quedan dos
personas sin mMesa......
Sn+y = 2x

Previamente ha llamado %X a las personas € Y & las

-

mesat.

Hay casos mids curicosos como el de la alumna gque va
cambiando el signo que relacicna el 3 con la variable segun

va creyendo que su expresion no es correcta,
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{ Beatriz, 14 affos )

A: No sé como poner tres perschas en cada mesa....& Puede ser
SR P

F: Piensa un poco..

A & 3x P o0 & x/3 7 . _
No s¢ lo que tengo que hacer...

También hay respusstas éorprendentes. muy

relacionadas con la variable etigueta.

( Verdnica, 14 afios )

Ha llamado, como ﬁasi todma'los alumnos, x las
mesas y no el nimero de mesas e y las pgrsonag; y no el
namero de personas. Y tiene escrito en su papel: "4x+0 = y"

( para escribir una ecuacison que expresa; «+"8i ge sientan de

4 en 4 gueda una mesa vacia" ).

Fi & Gué has querido poner agui 7

Al ( Piensa un rato )
Més cero personas en una mesa...Es que hay una mesa vacia.

LS I B N B B B B B B AN

A: "4xY ( 4 personas en una mess )
Mag O ( 1 mesa sin personas. )
Es igual a vy ( todas las personas )
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Este error conceptual esta, en parte motivado por la
¥drma de trabajar los pfmblémas de enunciado con resolucidén
algebraica, generalmente se trabaja el paso del lenguaje'
-natural al lengﬁaja algebraico pero no al revés, esto aes,
escribir historias o problamés que sean adecuados f Bell

AW,y 1981 ) . T

Hay gque desarrollar también la capacidad para
interpretar expresiones y trabajar la interpretacidén de
gimbolos. Ante una expresion incorrecta los alumnos no tienen

mecanigmos para verificar si es correcta o no.

Comparacidn estdtica. -

Se pone de manifieste cuande al intentar simbolizar:
una relacisén entre grupos desiguales se coloca delante del
grugs'da mayor tamafo @l nimero mayor. Este tipo de error

aparece cuando se intenta comparar el tamafo de dos grupos de

fgrma estéatica.

El signo igual lo utilizan para simbolizar una
correspondencia entre dos grupns desiguales y las
coeficientes actuan como adjetivos en lugar de como

operadores de otro namero.

En principio, parece que no se ha comprendideo el
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tamafo relativo de dos grupos y que es debido a una confusion
de cantidades pero, cuando preguntamos en la entrevista
pudimos comprobar que en todos los casos se sabia

perfectamente en que grupo habia mas cantidad.

La éétrategia seguida al cometer este error no esta
basada como en la traduccidén literal en mantener el orden de
lag palabras sino gue es una forma razonable de simbolizar su

concepcién semantica de la situacién., ( Clement J., 1982 ).
{ Vicente, 14 afos )
Después de leer el problema de 1as Vasi jaB...e...
P: Me puedes ir contando lo gque dice aqui,..'
A: Nps gice que hay dos vasijas y que de una de ellas sacamos

26 litros, y gue al sacar 24 litros, ésta tiene el triple
numero de litros que la otra vasija. :

P14 Y los 26 litros qda has sacado dénde los has metido ?

A En la otra vasija, he sacado 26 litros y los he puesto en
la otra vasija v entonces en la que lo he echado tiene el
triple numero de litros que la otra.

At Los 26 litros que se gquitan de uma vasija se echan a la
- otra. Esto es, si la vasija es x queda x-26, y ahora
dice que estos 26 litros se le echan a la otra y entonces
al echarlos ésta tendrd el triple que la otra....Podria
ser 3 por x+2&6. & 0 no 7

F: & Qué relacidén hay entre x-246 y tres veces x+26 7
A: 8i, una ecuacidnt u-2&=F(x+28)

P: ¢ Son iguales x-26 y I(x+26) ?

...67-




A No en la segunda vasija hay triple cantidad que en la
primera ....

En la entrevista se mantuvo muy seguro a la hora de
dar explicaciones sobre lo que glli estaba ocurriendo. Se
apoyd incluso en un dibujo para reforzar sus razonamientos.
Todos correctos. Tardd en entender que no era correcta la
ecuacidn y trataba de reiqrzar LS argumentos con frases del
tipo: | |

Ay Como tiene el triple, pues se multiplica por tres y ya
esta. :
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TERCERA PRUEEA

Después de cm@prnhar gue las mayores dificultades

con que s@ encuentran nuestros alumnos al resolver los

problemas de enunciado con resolucidn algebraica no son los

de Comprensidn lectora sino de Traduccidn y que el mayar

obstéculo conceptual gue tenian era
como Objeto, nos pusimos a trabajar
conceptuales. perc ya con anunci ados

alumnos.

La tercera pruaba consiste
dos cussticnarios gque ademis de =u
presantaban un modelo sobre como se

temas.

Cuestionario i.-

el esquema de la Letra
estos errores

més cortos y con menos

en pasar dow
valor diagnéstico

podi{an tratar astos

Para estudiar con mas detalle la trﬁducciﬂn pasamos

la siguienta prueba, adaptada de la

Mestre ( Lochhead 1988 3!

- &G -
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1= Escribe uma ecuacidn utilizande las variables A y P para

representar lo siguiente: " Hay & veces mds alumnos que
profesores ", Donde A representa el numero de alumnos y P
representa el numero de profescores.

i~ ( Dtra versién del problema anterior )

Egcribe una scuacion utilizando las variables A y P para
representar lo siguiente:” El namera de alumnos de asta
Universidad es & veces el nomero de profesores ". Utiliza
A para designar el namero de alumnos y P para deszgnar el
numero de profesores.

2- Escribe una ecuacién utilizando las variables T y F para

representar lo siguienter " En este restaurante por catda 4
personas gue piden tarta hay S que piden flan”. utiliza'T
para representar el numero de tartas y F para representar
al namero de flanes que se piden.

Los pescs estan ceigadcs de un muelle v se mide ol
alargamiento del muelle. Los datos de la tabla son:

Alargamiento Paso
3 cm 100 g
6 : 200
9 300
12 400

Escribe una ecuacidn gue nos permita predecir el
alargamiento del muelle (A) dado el peso (P).

Escribe una frase gque dé la misma informa&ién‘qun la
siguiente scuacidn: "C=4F"

C es el numero de camisas gue hay dentro de un armario
F es ®l ndamero de faldas que hay dentro de un armario.
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S- Un sefor toma una fotografia desde un aeroplano de un
campo @&n el que hay vacas y cerdps. Escribe una ecuacion
utilizando las letras V y C para escribir la relacién
entre V el ndmero de vacas v C el ndmero de cerdos gue hay
en la fotografia.

‘o3 ‘
2 1 do

o | P

Se parte de la idea de que las dificultades de
traduccion no se dan dnicamente cuande el enunciado viene
expresado con palabras sino que también existeﬁ cuando se

pide:

- eBcribir una ecuacién gue represente una relacidn

entre dos variables dadas en forma de tabla.

~ una frase en castellano a partir de una ecuacion

lineal entre dos variables.

- una ecuacién que represente una relacion entre dos
variables expresada en forma de grafica mediante

un dibujo.




.

Con asta pruaeba rastringimaﬁ nuestro estudio a dos

tipos de errores:

a) la tendencia a interpretar y actuar de izquierda
a derecha cuando se analizan-tsxtcs y se hace 1a
traduccién a enunciados algebraicos ( Traducclén

Litaral .

1

b) la confusién entre variables y objetos ( La Letra

como Objeto ).

El cuestionaria-sa-ha pasado en 12 de BUP a 28
alumnos vy en 22 a otros 28. Los resultados los ﬁapareremns

por ejercicios y por cursos.

Solo estdn contabilizados los Ejercicios Correctos y

los Errores de Traduccién.

1~ Escribe una ecuacidn utilizando las variables A y P para
rapraesentar 1o siguiente: " Hay &6 veces mds alumnos gque
profesores ". Donde A representa el namero de alumnos y P
representa el nuimero de profesores.

.

Ej. correctos Errores traduc,.

18 de BUP 26,4 % ) 35,7 %
29 de BUP 57,1 % 42,8 %
-T2 -




Los errores de traduccidén que aparecen
preferentemente'spn los del tipo:s ThA=RY, aungue también

ap&racan: H&+R=PY,

17~ ( Qtra versioén del problema anterior )

" Escribe una scuacidn utilizando las variables A y P para
raepresentar lo siguiente:" El numero de alumnos de esta

CUniversidad es 4 veces al nameros de profescres ". Utiliza
A para designar el numero de alumnos y P para designar el
numarc de pro*asnrag._ -

Ej. correctos Errores traduc.
12 de BUP 43,3 % 30,0 %
22 de BUP 63,8 % ' 19,4 %

Como se puada observar por las tablas hay una clara
majora an los resultados de esta sagunda version.
Disminuyendo considerablemente los arrores dp traduﬁciﬂn an
29 turs&. ﬂtribu;maﬁ esta mejora, ademas de que la redaccidn

es més correcta, a que la palabra veces se asocia mejor con

@l signo de multiplicar y qun‘parecu que en este enunciado la

forma como estan ordenadas las palabras Favéra:e la respuesta
corracta. Asi la respuessta corracta que mas aparece =%
precisamante: "A=46F" {( 21 mismo orden en gque se haria la

traduccion ).

w TE -
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. 2~ Escribe una ecuacidn utilizando las variables T y F para

representar lo siguiente: " En este restaurante por cada 4

personas que piden tarta hay S que piden flan”. utiliza T
para representar el numero de tartas y F para representar

2l nimerc de flanes gue se piden.

Ej. correctos

Errores traduc.

12 de BUP 0 %

67,8 %

29 de BUP 3%

64,2 %

El arror de traducci én quu se ha detsctade en ambos

cursos ha sido el de esscribir: "4TaSFv

Hay otra respusata gque no hemos contabilizado como

error de traduccidn pero quiza si lo seas "T+laf"

I~ Los pesos estan caléadma de un mualle v se mide el
alargamiento del muelle, Los datos de la tabla sont

Alargamjsnto Pasg
I cm 100 g
6 200
? 300
12 400

Egcribe una escuaclidn que nos permita predecir al
alargamiento del muelle (A) dado el peso (P).
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No vamos a tener en cuenta los resultados de este
- ejercicio, ya que, debido a gue tenian muchas dificultades
con las relaciones numéricas , no pudimos observar ningun

problema relacionado con la traduccidon.

4~ Escribe una frase que dé la misma informacion que la
siquiente ecuacidn: "C=4F"

C es @l nimero de camisas que hay dentro de un armario.

F es el nﬁmero de faldas que hay ¢antro de un armario.

Ej. correctos Errores traduc.
18 de BUP 46,4 % 42,8 %
28 de BUP T 35,7 % 53,5 %

En sste ejercicio se dan respuestas que parecen
tener relacion muy directa con él'ﬁachc de considerar a la
.variablelcama un obieto. Por éjemplo respuestas dal(tipos
" Eﬁ-un armario las camisas que hay &8 igual a 4 faldas "

" Hay una camisa por cada cuatro faldas.

5 Un safor toma una fotografia desde un aaroplano de un
campo en &l que hay vacas y cerdos. Escribe una etuacion
utilizando las letras V y C para escribir la relacion
entre V el nimero de vacas v C el nimero de cerdos gue hay
en la fotografia. S
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Ej. correctos Errores traduc.
18 de BUP 21,4 . . &7,8 %
28 de BUP 23,0 % : &7,8 %

La respuesta mas frecuente fus "SV=iC" gue

. explicaban: "Por cada 5 va:aslhay 1 cerda". éunque hay otras
respusstas curioses, quizd motivadas por la forma como esta
enunciado @l ejercicio: "SV+1C=6" gue explican: "5 vacas mas
1 cerdo, total 6 animales". Hay otras respuestas originales y
que se repiten en los dos cursnﬁ, P, 2.1 "V=C+4" que

~explican: "Para escribir una igualdad he sumado la diferencia

entre cerdos y vacas" o "4V=1C" que explican como: "Hay
tuatro veces mMas Vacas gue uerd&g“. Como vemos estos dltimos
alumnos tienen mas asimiladas las relaciones aditivas que las

multiplicativas.
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.anhhéad ( 1988 ) dice que estas equivocaciones
algaﬁraicas 5@ dan en alumnos de todas las edades y
nacionalidades. Lo que hace suponer que la ?arma an gue se
trabaja el algebra no permi#e-aprender a interpretar
adecuadamente las cadenas de simbolos. Los alumnos no
aprenden a leer y escribir en matematicas. 8in la capacidad
para interpretar expresiones, los alumnos no tienen
mecanismos para comprobar si un procedimiento an parti:ular
@8 adecuado o no. Tienen que recurrir a la meamoria, casi

- -

siempre, para resolver un problema.

En el arii:ulc del que hemos sacado la pruaba,
Lochhead y Mestre sugieren algunas técnicas pridcticas para

ayudar a los alumnos a superar las dificultades de

s L W M e v o T S G L W e e e S L i s e i i

T A Yl W s S S Uk wo- o v - - - p— g T

- alslandolos de otros aspectos de la resolucion de Broblemas.

Para superar un error conceptual los alumnos deben
participar activamente en el proceso, por eso es interesante
el aborar un material que provoque conflicto a partir de la

inconsistencia de sus propios erroras.

Para conseguir provocar 2l conflicto %@ pueda seguir

un procteso de tres pasos:

. =~ Comprension :ualitativa,'que consiste en preguntar

en qgue conjunto hay mas slementos.
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~ Comprensidén cuantitativa que consiste en sustituir

las variables por valores particulares.

- Comprensidn conceptual dgue consiste en una vez que
eatdn escritses todas las respuestas posibles ir
analizandolas uma a una y rechazando las gue no

gson correctas.

cuastionario-g.-

Esta prusba se centra en averiguar por qué , loas
alumnos interpretan que, diferentes simbolos literales
nacasariamanta_represantan diferentes valores ( Kichermann,

1981; Booth, 1984a ).

FPara estudiar con méas detalle guéd hay detris del
rechazo a la igualdad "x = y' pasamos la siguiente prueba

adaptada de la que aparece en el articulo de Clivier (1988):

1- 4 Cudndo es cierta la siguiente igualdad 7

L+M+N = L+P+N

SIEMPRE, A VECES, NUNCA.

2- 8i a+b = 4 L Qué valores de a vy b hacen cierta esa
igualdad 7
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3= 8i 2m+3p = 20 entonces m = 4 y p = 4 es una solucidn de
la ecuacién. ¢ Verdadero o Falso 7

4- Resuelve para x e Y X+y

S5- Escribe una expresidn algebraica que indigue el ndmero
total de personas gue pueden comer en un restaurante an el
que hay mesas grandes ( Se pueden sentar 3 personas ) vy
mesas pequefas ( Se pueden sentar 3 personas ).

Escribe esa expresidn para 8l caso particular en gue hayay

-

a) 4 mesas grandes y 2 mesas pequeras, ' .

b) 4 mesas grandes y 4 mesas pequefas.

Esta prueba se ha pasado a 30 alumnos de 12 de BUP y
a 36 alumnos de 28 de BUP. Daremos los resultados por

separado en ambos cursost

1- ¢ Cudndo es cierta la siguiente igualdad 7
L+M+N = L+P+N

SIEMPRE, A VECES, NUNCA.

NUNCA A VECES
18 de BUP 33,3 %, 33,3 %
29 de BUP 27,7 % 44,8 %
- TP -
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En algunas raayuaatas aaracepta gue podria ocurrir
"a veces" aunque se r;chaza porque dicen qués " Se podria
hacer gi M fuese igual a P, pero eso no es posible " o "
Cuando a P le den =21 valor de M pero yo creo que a cada valor
le tienen gque dar una letra. Si sa quiere‘sa puede hacear pero

a mi me pareceg incorrecto .

También es intaresante observar que hay respuestas

gue para expresar "a veces" contestan simultaneamente

“siamp?e" y ‘nunca’.

2= 8i ath = 4 ¢ Gué valores de a y b hacen cierta esa
igqualdad ? ‘

am2 v h =l

12 de BUP b 83,3 %

20 de BUP 83,3 %

En este ejercicio nuestros resultados no coinciden

con los previstos en la prueba, seguramente debido a que la

hemos pasado en 12 y en 28 de BUP, que a y b no tomaban
simul taneamente el valor 2. Sin embargo, aungue nuestros
alumnos si prueban con el dos un alto porcentaje ( 40 % en 18

y 19,4 % en 28 ) no prueban con la pareja (0,4), lo cual
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indica gue tndavié £l O no es un numero como los demds para
alumnos que van de 14 a 17iaﬁas Y con cuatrao afos minimos de
aprendizaje del 4lgebra. También es interesante observar, que
para la mayoria de estos alumnos ( 90 % en 18 v 69,9 % en

28 f, gue se supone gque ya'ccnmcan Haﬁta los nameros
compleios, no axisten méas numeros que los naturale%, vya que

no hacen comprobaciones con otros numeros.

3—- 81 2m+3p = 20 entonces m = 4 Y P =4 es una solucidn de
la gcuacién., & Verdadero o Falso 7

VERDADERG ‘ FALSO
19 de BUP 80,0 % 20,0 %
22 de BUP 80,5 % 13,8 %

Las respuestas que contestan: FALSO son debidas a
errores an los calculos. Algunos de los que contestant
VERDADERQ hacen algunas objeciones del tipor. " es verdadero
porque sale bien, pero hay que poner gque m y p valen 4 ", *©
verdadaro, aunque dos letras diferentes no pueden tener el
mismo valor " o " es una solucidn aunque crec que a cada

letra habri{a que ponerle un valor .

- Rl o~
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4~ Resuelve para x ey ~ x+y = &
2u+y = 9

BIEN RESUELTO MAL. RESUELTO

18 de BUP 35,3 % 53,3 %

28 de BUP 51,1 4 16,6 %

-
PR

Ningun alﬁmnn mostrd sorpresa al obtener el mismo
valor para dos letras diferente x e y. Lawler (1981) explica
esto aceptando que cuando se resuelven los dos tipos de
nsroblemas los alumnos estan operando en dos micromundos
completamante diferentas vy separadost 21 mundo de la

concaptualizacidn v el de los automatismos.

5= Egcrib§ una expresidén algebraica que indique el n&éarn
total de personas que pueden comer en un restaurante en el
gue hay mesasg grandes ( Se pusden sentar 35 perscnas ) vy
mesas pequeras ( Se pueden sentar 3 personas ).
Escribe esa expresidén para el caso particﬁlar en gue haya?
&) 4 mesas grandes y 2 mesas pagueRas.

b) 4 mesas grandes y 4 mesas pequeRas.
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CAS0S CONCRETOS

CAS0O GEN. Y CONC.

18 de BUP

50,0 %

20,0 %

22 de BUP

79,0 %

La mayoria de l1os alumnos que contestan

correctamente a todas las preguntas consideran a las

variables como si fueran objetos, asi escriben correctamente

la expresidn general: 5x + 3y pero afaden gua x son Ias_..

mesas grandes e y son las mesas pequeRas.

Hay esxpresiones curiosas comos "3n + 3n = namero de

personas'donde n es el numero de mesas, que pueden ser

grandes o paéueﬁaa” ( la sustitucion la hace correctamente )

A" Ty = 4p + 2p, donde p es el numero de

persoras gque se pueden sentar en una mesa’ ( Hace biem la

gustitucidén ).

ra
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Fata Lnvest:gacion ha pasado por distinbas stapas,

podriamos decir gue Memos jdo de lo mas dificil a lo mbs

facil. Fero aoud como siempre, saber gué es lo facil ha sido

-
-

io mas dificil,

Ahora gue creemos estear mbas centrados en cdmo se

debe trabajar, nos damos cusnta de que teniamos gque haber

sido mas modestos! nemos empezadd Ccon suchos alumnos, con

muchos enunclados, con muchas variablo

¥, &n daefinitiva,

muchas pretensiones.

Fara la deteccidn de errores debiampos haber
trabajado con maenos alunnos.  Tambidén hemos visto que

podiamns precisar vV profundizar mejor en los ercores,

+

complejos. )

Hamos aprendldo que trabajando de forma adscuada

grupos e alumnos

oacoud ere mucha experiencia sobre su
forma de pensar vy sobre los procedimientos que utilizan vy

avarnta mucha en si o conocimisnto de los obstdculos gue les
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impiden progresar en 1 aprendizaie.

Famaamnos que seria muy provechase para los
profescras ategrar en su trabajo habitual técnicas de diag-
nostico v tratamiento de los conceptos y falsos conceptos
DAMH (U md s@ prodazean irnhibicionas en los alumnos y

adguieran mas seguridad en el aprendizaje.

La experiencia que hemos adguirido en la realizacion
de entrevistas nos ha parecido muy positiva: parque por una

parte ha aparecido ante nosotros como una Lécnica muy

dmportante para profundizar y conocer las razones de las

FRspLEstAs de nuestros alumnos y por otra, nos ha servido
para refledonar sobre la interaccidn gue se produce entre el
arofesar ( entrevistador sn este caso ) vy &l alumno. Nos ha

aermi Lido comprobar. en términoes genersles @l Ypeso " ogue
f f ; [

n

tienen las opiniones del profesor &n nusstros alumnos. S 00
e toma conciencia de ello v ae modifica la forma de actuar

s@ pueden producir influencias inhibidoras en su pensamiento,
provocando que 2l alumno responda de la forma gque oree gue le

gusta & su profesor, aungue no esté convencido en el fondo.
Tambion hemns tomado conciencia & partic de las

entrevistas de la 2norme cantidad de Reglas de Actuacidn que

el profesor tiene asumidas y unas veces "sin guerer” y otras
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"gueriendo', dado gque proporcionan éxito a corto plazo,

trasmite al alumno sin gue 2sts las comprenda contribuyendo

eon ello a aumentar suw ocontusldn.

Er el transcurso de esta investigecldn nos hemos

srcontrado fon algunos de los Errores Conceptuales gque mas
'l

by

irciden en las didicuwltades que tiensn nuestros alumnos en

problemas.
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\ Esta mos ha servide para consplidar adn mas nuestra
-~ . R
! opinidn de gque los errores de los alurnos no hay que verlos
come Yfalltas? gue es oreciso ooultar v evitar, Sin0 Como

manifestaci on

de s nropla forma de oensar GUE MO PAaresen
£ 0 i _

sar aleatorios vy, en general, siguen un modelo consistente.

£
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e ]

rardn es fundamental gue el orofesor Los

conczoa v ftome an consideracidn para elaborar las estrategias

R e e

de ensefanza a
Ea muy dieportante haber constatado, sobre todo a
través de las antravistas, que los Errores de Traduccidn
tienen entidad por sl mismes vy gue estdan relacionados con
proaplemas samincioos vy sintdcticos del lenguaie algebralco

asi como con los procesos por 10s cuales se produce 1a
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traduccidn de) lenguaje natural al lenguaje algebraico.

Burgian problemas con la traduccién incluso en los
Casos #n que el alumno resolvia bien los problemas utilizando
otros procedimientos lo gque queria decir gque entendia perfec—

tamente el enunciado .

Los resultados de la Tercera Prueba muestran que lops
erroraes de Traduccidn siguen apareciendo aunque el problema
‘venga dado por un dibujo o tabla, son independientes del

sistema de exprmﬁiém @lggido para dar la relacidén entre las

variables,

Parecse ser ademds ( Lochhead 1988 ) gque estos
L @errores se producen con cierta independencia de la capacidad

de manipulacidén algebraica del sujeto.

También nos hemos anccntfadu con uwn modela de arror
que llamamos Letra para representar Objetos o Letra como
Dhjatc.K Tal interpretacidn, aunque en algunds casos permite
alcaﬁéar solucionas correctas, supone un baio nival‘d@
respuesta yva que para qué,aicanzar una coamprension real de
los principios el Algebra se rFaquisere al menos gque la letra
8@ interprete como incognita especifica, esto @B, COMQ un

numero concreto pero desconocido ( Kichemann @n Hart, K. M.

ac




19817.

Farece ser gue 1a mayoria de los alumnos %igue para

los simbolos literales dos Bsquemas aparsntements

independientes: el esguema de la Letra camp Obieto ous
recalca la diferencia entre letras diferentes Y Que No crea
pr@blamaﬁ muaﬁdo s@ uwhilira para realizar automaticamente
manipulaciones rutinarias de simbolos (Skemp, 1971) vy el
esquema de la Letra comg Nimerg Generalizado, que'inciuye la
paﬁibiiiéad de que simbolos difafentes puedan terer el mismo

valor.

Nos parece gque en esta contradicecion estd la base
de la resistencia a aceptar(la ecuacidn "x = y" qug'ﬁ@mms
observado én los alumnos que rasulvian @l problema de las
Va%ijag: @l e%quemé de la Letra como Obietn se ha convertido
an un obstaculo para @l aprendizaje posterior, inhibiendo el

asquama de la Letra como Namero Generalizado, necesario para

comprender y aceptar @l significade de las ecuaciones an al

W

proceso de resolucidn del problema,

Bi los simbolos literales no representan ndameros
5iN0 nombres de obietos u objetos en si mismos, la igualdad
Hoy,

®omoyt no expresa una relacién de cantidades sino una

situacidn cualitativa determinada y par tanto dificil de




aceptar junto a stra expresion en la gue los numeros hacen
mas evidents su cardcter de ecuacisn.

Este error conceptual se Puede corregir trabajando
adecuadamente el concepto de yariable Y proporcionandog y
“discutiendo @rperiencias en las que se contraste 1%
manipulacidn dm'ﬂimbmlag, que puede hacerse con el esquema'de
Letra como Objeto, con el significado de estos simbolos

correspondiendn a varliables,

Dtra estrategia de Traduccisn que hemos en:ontrada
es la que hace corresponder ma@canicamente @l orden de log
simbolos en la euacidn con el orden de las palabras en el
problema ( Traduccidnm Litefal Yo Es una estrategia
sintdctica, en ol %ehtid@ de que el dnico andlisis de los
simbolos que implica os el mantenimiento del orden, apovyado
generalmente sn la concepeion de la Letra como Objeto. B

-

importants por el peso que tiene entre las respuestas de

nuestros alumnos,

La Comparacidn Estdtica nos Aparecid an el problema
de 1a§.Vasijaﬁ y alli lo calificdbamos coamo error de
Inversion, pues ass manifissta en Wna inversion de los
coeficientes que aparecen en la gruacion. Esto también se

Produce a veces cuando realizan Traduccién Literal. i

oA




Es interesantg reflexionar saobre el significado de
pste error contrasténdeolo con el proceso que debe seguirse
guando se escribe la ecuacion &crrecta. En este caso, la
clave estd en la capacidad para inventar una operacion gue
restablezca el pauilibrio, roto en Bl problema dé las Vasijas
por los cambios producidos al echar agua de una vasija en la
otra; en este caso para restablecer la igualdad con la que
tiene mas cantidad hay gque multiplicar por tres el nimero de.

litros de la gue tiene menos cantidad.

Esto es importaﬁte porque la igualdad no esta en la
raalidad‘hay‘que crearla con la scuaciin. Hay que forzar la
raalidaﬁ marra bbt@nﬁr la ecuacidn., Esto es lo dificil de
asumir por los aluwmnos y 8s donde estd la clave de esa

@euacion.

El alumno entiehde, comn s ve én la entrevista,
cual es la vasija gue tiene mayor cantidadrde litros, pero no
comprende que 2] fundamento de la ecuacidn gque tisne que
escribir estd en restablecer la igualdad pntre las cantidades
de agua de las dos vasijas, modificando, mediante la
maltiplicacidon por el namero tres, las cantidades que se dan
en la realidad . Se limita a exé?esar, de alguna forma, 1o

gue "ve' v coloca @l factor tres en el término mayor,

siguiendn para @llo un proceso gque tieme algo de razonable.

- GO -




Todas estas formas de pensar "equivocadas" estan
profundamente asentadas en nuastros alumnos vy ofrecen  gran
resistencia a dejarse sustituir por otras. Recordemos las

gntrevistas de Fadl v Verdnica con la expresidn "y = y"

Fs muy posible que en una misma persona coexistan
formas de pensar centradictorias, una propia y otra tomada

del profesor pero no aceptada en el fondo. El que se

manifieste una W otra depende de las circunstancias pudiendo

realizarse cambios enire las dos.

El hecho de gue se "aprenda" .na nueva idea no

garantiza gque s abandonen las viejas ideas, dependiendo su

whbilizacidn de si el nuevo método es mas satisfactorio en las

nuevas situaciones gque &1 propio

Ersedar a un alumno un método no garantiza gue sua
propio método intuiltive no prevalezca en wa situacidn
posterior, por tanto se dehe procurar gque los alumnos

practiquen suficiantemente estos procesos de traduccidn

aislandolos de otros aspectos de la resolucién de problemas vy
ademds es preciso realizar ejercicios para gue el alumno tome
conciencia ode sus propios errores. Salo es posible un dominio

completo cuando se han enfrentado con sus ideas incorrectas vy

e




entienden cual as au origen.

No basta con que escriba la ecuacisn aproplada, hay
que pedirles comprobacionss de sus respuastas para provocar

las contradicciones gque resultan de sus falsos canceptos

=

v

Las claﬁe% teberan ser un lugar de‘digcusiéﬁ donde
se confronten las distintas concepciones gue tiemen los
alumnos v el Ppapel de los profesores deberd consistir en
hacer de moderadores para permitir gue se manifiesten los
diferentoes nmhtog‘ﬁm vista., Los profesores tienen que gser
capaces de proponse ﬁua%timnea que mantengan viva la
discusidn durante el tiempo suficiente para que la razaéan

llegue a prevalecer,

S¢ corre ol r{esgc de ihterrumpir la forma propia de
pensar de los alumnos por criterios de autoridad del profesor
w‘pmr falta de tiempo. Este lleva en muchos CASDS &
desarrollar estrategias de Memorizacidn de Reglas gue

cantribuyen a aumentar la confusidn. T

Cuancde Loz alumnos resuelven lops problemas por

métodos personales @ intuitives no debemgs ippedirles gue

los ytilicen porgus estos métodos muestran sus conocimientos

matematicos v es an ellos en lo que debemos apovarnos para
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hacerles progresar en el aprendizaje. Sdélo podremos
convencerles de las ventajas de un nuevo método
proporociondndo las experiencias adecuwadas que les permitan
comparar. Agqui no sirven los argunentos de autaridaa. l-&
aceptacion de mébtodos sstindar cuando no estdn adn sufi-~
cientemante asumidos, eﬁpwbrece =4 éansamiento y les impide
tener la confianza v seguridad necesaria para asumir el reto

de resolver los problemas.

No podemos terminar sin incluir algunas reflexicﬁgi
sobre otros aspectos de la ensedanza ol algebra que de
algunq manera encuadren el tema que hemos tratado en esta
investigacion. Las dificultades de traduccidn no sdﬁ mas que
uwra parte de toda una serie de #untcs de conflicto o barreras

fue inciden en @l aprendizaje del éigebra. Algunos de estos

v

El concepto de variable gue ssta estrechaménte
relacionado con el hecho de que el &lgebra e% Wwn lenguaje por
@l ﬁue wpresamos proposiciones generales v gue incide muay
directamente en los problemas de traduccioen. Es muy impor-
tante tener an cuenta la wmhraﬁién en el propio lenguaje del
alumno, por el que también se expresan generalizacioneé, de

modo gue la adguisicidn de las formas de expresion del




lenguaje algebraico debe apoyarse y ser un desarrollo de la

expresion en el suyo.

Las dificul tades de compresidn del concepto de
variable se ponen de snanifiesto por la confusidn que muaskran
los alumnos en la ubilizacidn de letras para representarlas.

Mabitualmente dan a las letras distintos significados, mids o

-
-

menos alejados del corvecto, segun sga su nivel de
compransidn.,  Algunos de metos significados ( variable objeto

) nos los hemos encontrado en esta investigacidn,.

Solo una didactice gque tenga »n cuenta, entre otras
cosas, la compleiidad del concepto v las distintas formas de

intarpretacisn gue pueden wtilizar los alumnos, puede ser

eficaz.
La relacion del dlgebra con la aritmética, dado que
en el algebra se ubilizan log misnos simbolos ( las opgra-

cionas, la igualdad, los pardntesis ) pero, a veoes, Con un

significado diferente al que se utilizan enaritmética.

El aprandizaie de las reQIas de manipulacidn para
transformar las expresionss algebraicas, también estrecha—

mente relacionado con @l aprendizaje de la aritmética.




La dificultad_ en @1 establecimiento y resolucién de
gcuaciones gue es un agpecto por el que caracterizan al
algebra nuestros alumnos y que estd relacionado con el

concepto de variabkle v con la manipulacion de expresiones.

Estos, junto con las dificultades de traduccidn y
otros factores ( como el nivel de desarrollo del alummpo o el
aprendizaje de otrag partes de las Matemdticas ), constituyesn

los nudos de una red esntre 1os cuales se estableceria un

entretejiido de relaciones y dependencias que en conjunto es

lo gue constituye el algebra desde el punto de vista del

aprendizaje a estos niveles.

Este punto de vista a nosotros nos parece may
impoftante Y REnSanns qué hay gque tenerlo muy presente,
huyends de todo planteamiento Iineal y simplificador, tanto
an &l Liempo como en el espacio - el espacio del aprendizaje
cde las matemdtices -, cuando tfabajamcﬁ para ensefdrsela a

muestros alumnos.

Todas @mﬁaﬁ ronclusiones nas llevan necesariamente a
intentar un cambio en la forma de trabajar el Algebra con
nuestros alunnos.  En este momenta estamos elaborande un
material de ensefanza con el qua pretendémos tepgr 2n cuenta

las consideraciones gue agui hemos hecho.
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Je=~ FASES DE LA INVESTIGACION

1)

Fase inicial

La primera fase de la investigacidn ha
consistido sn la recopilacidn de trabajos
realizados en la misma 1finea,consulta de
bibliografia adecuada, y toma de contacto

con otraos investigadores,.

La bdsqueda de documantacidn la hs cen

trado fundamentalmente en los siguiesntss
b Y

apartados:
SN

- Proyectos Generales de Aprendizajse
de Matemiticas,(Anexo 1),

-~ Trabajos realizados sobres Resclucidn
de Problesmas con Enunciado Gramati-
cal:"WJord Problem™, {(Anexo 2).

- Lenguaje y Matemdticas,(Anexo 3).

- Abrendizaje del Algebra en genseral,-
(Anexo 4).

- Enseffanza por Diagndstico,{Anexo 5).
- Psicologfa General,(Anexo 6).

~ Actas de Congresos Internacicnalaa,
(anexo 7).
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PROBLEMAS DE LA PRUEBA INICIAL

Grupo A

1) Una torre A es 20 m méds alta que otra torre
B, y dsta es 40 m mds baja que una tercera to-
rre C, La suma de las alturas de las tres to-
rres es 420 m., Hallar la altura de cada torre,

2) Tenemos varios conejos y varias jaulas, Si
ponemos un cone jo an cada jauia nos queda un =
consjo sin jaula., 5i ponemos dos conejos en ca
da:jaula nos gueda una jaula vacia.iludntos co
ne jos y cudntas jaulas hay? ' o

3) En el triéng;ln rectdngulo de la figura

‘ A’ c.
con centro en C y radio AC se traze un arca =

que corta a la hipetenusa en M. Con caentro &n
B y radio BM se traza otro arco que corta al =
cateto BA en N, Oibuja los segmentos AM y ANM,
4CSmo es la suma de las longitudes AC y SM com
parada con la hiputanusa?




2),

3)

~

ro- B N - -
. N , N .

-111

Grupo B

La suma da las alturas de tres edificios
es 420 m, El mds alto mide 40 m mds que el
mds bajo, y el mediano 20 m menos gue el =
mds alto., éCudnto mide cada uno de los edi-
ficio?

La cola de un pez pesa 4 kg; la cabeza =
pesa tanto como la cola y medio cuerpo,sl -
cusrpo pesa tanto como la cgbeza y la cola
juntas,é Cudnto pesa el pez? '

La caja da un juego contiene ?iguras.en -
forma de tridngulo, cfrculd,}cuadrado y rece
tdngule, Cada figura puede ser roja,verde, o
amarilla, Todas ellas se presentan en dos ta
maftos: grande y peﬁueﬁo. iCudntas figuras =
tiens la caja?
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1),

2)

3)

Grupa C

El adifico A es mayor que el edificio B8
en 40 m y el C es menor que el A en 20 m,
La suma de las alturas de los tres edifi-

cios 8s 420 m, Hallar la altura de cada =——'

adificia,

De acuerdo con el plan de una fébrica -
de muebles deben construirse 48 mesas eada
dfa. Sin embargo, se hicisron dos mesas =
mds cada dfa de las qus habfan sido sstipu
ladas en el plan, resultando que,tres dias
antes del final, quedaban solamente 100 me

sas por hacer, (Cudntos dias tenfan que -

trabajar segdn el plan inicial?%Cudntas me
sas tenfa que hacer la fibrica?

En un cuadrado ABCD de Scm de lado,ss -
toma un punto M en el lado AB de mado que
AM: mida 1,5 cm; y un punto N en el lado CO
tal qQa el segmento CN mida 1 cm.Se une M
con Ny por A se traza una paralela a MN,
Dibdjalo ® indica quéd clase de poligo es =

. cada una de las partes en que ha guedado =

dividido el cuadrado.
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Grupo O

La suma de las alturas
420 m, La torre de altura
yor qua la torre mas baja
la mds alta, <Cudnto mide

torres?

Una madre, con sus dos
compras gastando cada uno
de dinero. Sabemcs que la
gastan 4,800 Ry; el hijo y

de tres torres es
media 8s 20 m ma
y 20 m menor gue
cada una de las =

hi jos, sale deo ==
cisrta cantidad =
madre y el hijo =
la hija juntos —-

gastan 4.400 M3 la madre y la hija gastan -
gntre las dos 5,200 M ,iCudnto dinero gastd

cada uno de allos?

En un Restaurante sirvan de brimer plato

sopa, verdura o lanﬁejas;

de segundo plato

carng o pescado; y de postre flan,fruta,he=
lado o yogur. {Cudntos mends distintos pue-

den servir?
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SECUNDA PRUEBA

En dos vasijas hay la misma cantidad de
agua, Sacamos 26 litrés de une de ellas vy
los echamos an la otrajésta tiene ahora -
triple nimero de litros que la primera, ==

iCudntos litros habfa al principic en cada

vasi ja?

-

&0 dos vasijas hay l& misma cantidad de
agua. 5i sacdramos 15 litros de una d& =

gllas y los schframos an la otra,sntonces-

- dsta tendria triple ndmero de litros que

la primera.iCuéntos litros habfa al prine -

cipio en cada vasi ja?

En wra parcela la piscina ocupa Zﬂ'mzj-
la casa ocupa tantos m2 como la piscina y
la cuarta parte de los m2 gque tisne la =
parcela, el jardin ocups tanto como la =

piscina y la casa juntas, éludntos m2 tie
na la parcela?

En una parcela la piscina ocdpE.ZS ng-
la casa ocupa tanto como la piscina y la
mitad del jardin, el jardin ocupa tanto =
como la piscina y la casa juntas.iCudntos

mz mide la parcela®
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5)

Teniendo en cuenta el plan de una fabrica
de coches deben construirse 40 coches diarics
3in embargo, si cada dfa se fabrican 5 coches

~mds, tres dias antes del final, ‘sclamente —

quadan 75 cochaes por hacer., éCudntos dias ts
nfan que trabajar segln al plan inicial? ===

~ 4Cuéntos coches tenfan: qus construir en toe

6)

tal?

ufn‘ga:mp'c: de personas va a un Restaurante
a cenar, S1 se sientan tres personas en cada
mesa quedan dos personas sin mes=.31i se slso
tan cuatro personas en cada mesa queda una =
mesa vacia, éCudntas personas y cudntas me-
sas hay?
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1- Escribe una ecuacisén utilizando las variables A y P para
representar lo siguiente: " Hay 6 veces mds alumnos gque
 profesores ". Donde A representa el nimero de alumnos y P

representa el numero de profesores,

1"~ ( Otra versidn del problema anterior )
Escribe una ecuacion utilizando las variables A y P para
representar lo siguiente:” El nimero de alumnos de esta
Universidad es & veces el nimeroc de profesores ". Utiliza
A para designar 21 nimerc de alumnos y P para designar el
numero de profesores. ‘

~

2— Escribe una ecuacidn utilizando las variables T y F para
represantar lo siguiente: " En este restaurante por cada 4
personas que piden tarta hay § gue piden flan"., utiliza T
para representar el ndmero de tartas y F para representar
gl numero de flanes gque se piden.

3~ Los pesos estan colgados de un muelle y se mide el i
alargamiento del muelle. | os datos de la tabla son:

Alargamisnto Pesg |
3 om 100 g !
& 200
9 200
12 400

Escribe una ecuacidn que nos permita predecir el
alargamiento del -muelle (A) dado el peso (P).

4—- Escribe una frase gque dé la misma infarmacidén dque la
siguiente ecuacidn: "C=gF"

C &3 el namero de camisas gque hay dentro de un armario
F es el numero de faldas que hay dentro de un armario.




9- Un sefior toma una fotografia desde un aeroplano de un
' campo en el que hay vacas v cerdos. Fscribe una scuaci dn
utilizando las letras V y C para escribir la relacién

entre V 2l nimero de vacas v C el ndmeroc de cerdos que hay
an la fotografia,

Q' .dliva.cm
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- 0= Escribe una o

Cumstionario-2.~

1~ & Cudndo es cierta la siguiente igualdad 7

L+M+N = | +P+N

SIEMPRE, A VECES, NUNCA.

2= Si a+b = 4 . Qué valores de a4 vy b hacen cierta esa
igualdad 7 :

3= Si 2m+3p = 20 entonces m .= 4 yp=4

25 una solucidén de
la ecuacidn. & Verdaders o Falso 7 ‘

4- Resuelve para x e y sy

presién algebraica gue indigue el numero
total de personas que pueden comer en un. restaurante en =}
que hay mesas grandes ( Se pueden sentar 5 personas ) y

mesas pequelas ( Se pueden sentar personas j.

Escribe esa expresion para el caso particular en gue havas
a) 4 mesas grandes y 2 mesas pequefas.

b) 4 mesas grandes y 4 mesas pequefas.

2
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11) Observacidn y recogida de datas

El objetivo de ésta es detectar qué
tipos de problemas ofrecen mayor difi-
cultad en la resclucidn.

Consta da cuatro grupos (A,8,C,0) - -

distintos con trea'prcblemas cada wuyno

de ellos,

En la eleccidn de los problemas he
tsnido en cuenta las variables siguien

tag:

- £1 primsr problema de cada grupo (Al’
sl,cl,al) mantiene la misma estructuy

ra profunda,utilizando distinta esstrue

tura superficial en cada uno de ellos,
(Tabla II.1),

TABLA II.1l

A

1 yna torre A es 20m mds al
ta que otra torra B .y dst3
as 40m mas baja que una ter
cera torrs C. La suma de las
alturas ds las tras torres
@g 420m, Hallar la altura de
cada torre,

B

l‘La syma de las alturas
de tres edificios ss 420m,
£1 mis alto mide 40m mds
que sl mds bajo, y el me=-
diano 20m mencs que &l
mis alto.sCudntc mide ca
da uno de los edificios?

C
1 £1 edifific A es mayor
que el edificio B en 40my al
C os menor gue @l A ean 20m,
La suma de las zalturas da
las tres edificics es 420m.-
Hallar la altura de cada edi
ficio. -

0 .

1 La suma de las alturas
de tres torres es 420m.La
torre de altura media es
20m mayor gque la torre
mis baja y 20m menor gue
la mds alta,iCudnto midse
cada una de las torres?

£1 objetivo ds este problsma es ana
lizar la influencia de los términos:"ma

yor que®™, "mds que"™,"mds alto",stc.
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- E1 segundo problema CAZ,BZ,UZ,DZ) es
diferente en cada grupo. Todos gllos
58 puadean resolver por pracedimientas
aritmdticas aungua la estrategia recg

mendada sea 8l plantsamisnto de wuna

ecuacidn de primer grado a un sistema
algebraico,(Tabla 11.2)

TABLA II.2

A .
Z Tenemos varios ccnejos y va
rias jaulas.Si ponemos un coné
ja en cada jaula nos guedar’
un conejo sin jaula. Si pone
mes dos con@jos en cada jaula
nos quedard una jaula vacia,
:Cudntos conejos y cuantas jau
las hay? -

82 ,

La cola de un pez pesa
4Kg; la cabeza pesa tanto
como la cola y medio cuer
po, el cusrpo pesa tantd
como la cabsza y la cola
juntas.sCudntoc pesa el -
pez?

c
2 O acuerdo con . 8l plan de

una Pibrica de muebles deben

construirss 48 mesas cada dia,
Sin embargo,se hicisron dos me
sas mis cada dfa de las gus ha
bfan sido estipuladas en sl
plan,resultando gue, tres dias

antes del final, gquedaban sola .

mants 100 mesas por hacer,
iCudntos dias tenfan que traba
jar segdn el plan inicial? =
,Cudntas mesas tenia que hacer
la fibrica?

D2 :

‘Una madre, con sus dos
hijos,sale de compras gas
tanda cada uno cierta can
tidad de dinero. Sabemos
que la madre y el hijo gas
tan 4,8008; el hijo y la
hija juntos gastan 4,4CCfs
la madre y la hija gastan
entre las dos 5,200,
(Cudnto dinerc gastd cada
uno de sllas?

32.

- S@ trata de un enunciado en el

que los datos no estan dados con

cifras. La estratsgia dtil para

llegar a la solucidn pueds ser -

gl"tanteo".

2.

-~ Es un problsma sn el que la in=-

cdgnita es un dato intermedio,nc

ss pregunta por el valor de la -

inedgnita.La estratsgia recomen=

dada es el plantsamienta de " una

ecuacidn algebralca.
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Es un problema de enunciado largo

en al gue se rslacionan dos incdg
nitas mediante dos frases; una ds
ellas es multiplicativa, en la
otra se utilizan términeos tales -
como:"tres dias antes"™, 'guedaban

100 masas por hacer™.

£n el snunciado de este problema
aparecen tres incdgnitas gue es=-
tan relacionadas dos a dos Y se -
conoce la relacidn., La estrategia
recmmehdada es el planteamiantc -
ds un sistsma de ecuaciones linéa
les de no muy dificil resolucidn,

- E1 tercer problema (A;,85,C,05 ) se -
plantea con criterics distintos para =

cada das grupos,(Tabla II.3).

TABLA II.3

A
3 £pn el tridngulo rectangulo

de-la figura 51\
| A <

con centro en C y radiag AC se
traza un arce que corta a la
hipotanusa en M.Con centro en
8 y radio 8M se traza gtro ar
co que corta al cateto BA eh
N. Dibuja los segmentos AM ¥
NM,iC8mo es la suma de las =
longitudes AC y 8™ comparada
con la hipotanusa?

8

3 La caja de un juego con-
tiena figuras en forma de
sridngulo,circulo, cuadrade
y rectingulo,.Cada figura -
pusde ser roja, verdes o ama
~illa.Todas sllas se presen
tan en dos tamafos:grancs ¥
pequefo.ifudntas figuras -
tiene la caja?

c . :

3 Em un cuadrado ABCO de Scm
de lado,se toma un punta M an
el lado A8 de modo qus AM mi
da 1,5e¢m; y un punto N en el
lada CD tal goe el segmento -
CN mida lcm.S5e uns M con N Y
por A 3@ traza una paralela
a MN,Dibdjalo e indica quéd cl
ss de paligono es cada una da
1as partas en gue ha qusdado

D

3 En un Restaurante sirven
de primer plato,verdura o =
lgntejas; de segundo plato
carne o pescadojy de postre
flan,fruta,helado o yogur.
LCudntos mends distintcs se
pusden servir?

dividido el cuadrado
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Az y,Cs;u El objetivo fundamental es

observar la comprensidn de
un texto de instrucciones
geométricas gque deben rea-—
lizar, Se affade alguna pre
gunta sobre conocimientos
elementales de Geometria:
reconocimiento de .figuras
geomdtricas CCS)‘y compara
cidn de segmentos utilizan
da la propisdad que defins
la circunferencia QA3l.

83 y 03.- Se plantea un problema de
. recuento relacionande los
distintos datos.

Esta prueba se ha pasado a 180 alum
nes, distribuidos de la forma siguienta:
140 alumnos de 12 de BUP de nivel medio
y 40 alumnos de 19 de FP de nivel bajo,

Los grupos corresponden a distintos

Institutas de Bachillerato y Formacidn

Profesional de Madrid, Dos Institutos =
estdn en una.zona céntrica y el restg =
en barrios perifédricos,

La prueba ha sidc pasada antas da
que‘loé alumnos hayan estudiado,en esta
curso, los temas correspondisntes a —-
ecuaciones y sistemas lineales, Estos =
alumnos, en los dos cursos antericres =
(7¢ y 89 de EGB), se les ha adiestrado

@n la resolucidn de ecuaciones v siste-

mas, habiendo rasualto tambidn algdn --
problema sencillo de enunciado, '
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Ourante la prueba no ss dio a los -
» ” - P J
alumnos ningdn tipo de aclaracidn relae
cionada con la comprensidn del textg,

ITI) Andlisis de resultadas

-

La prueba ha sido corregida con la zntan
cidn de cuentificar los arrores cometidos en
‘cada modslo ds problemas, E1 objetivo era,cg
MG ya he indicado, detsctar en qué modelos -
de problemas se cchetxan mds errores.

He considerado interesante diferenciag -
entrs la cuantificacidn de las errorss y los
alumnos que dejan en blanco sl problema, Los
parcantajes restantes son los que  coTrespon-
den a los alumnos gque resuelven bien el pro=
blema.

En las tablas III,l y IIl.2 estdn refls
Jados los datos obtenidos,

TABLA IIl.l.- Porcentajes de errores en los

problemas,
» .
ol ALBLCL Py ] Ay e, €2 P2 | A3]85(C5 (05
N _ -
tvel I g lsg a7y 376 |68 |57 b3 33‘%19
Madin . 9
Nivel ‘ . 38
81|77|46 (33| 75]79]55 {73 | 42 ?gésa .
8ajo [ |
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TABLA IIl.,Z.~ Porcentaje de alumnos gque de=-
‘jan en blanco el problema,

A.18,4C Dl AZ 52 CZ‘DZ AS 83 [Z:3 03

% 1} %11
Nivel 8| 0| 6/13|36}112|12419 3111] 5} 8
| Medio
8a jo

A la vista de los resultados se han man-
tenido discusiones generales en clase can los
alumnos, creando el conflicto en aquellas si
tuacionaes que mds llaman la atencidn e inten
tando hacer una clasificacidn de los errores.

En los problemas A1:8y,Cy,0,, se preten=
dia analizar si con lcas términosi™mayor gque™
“menor que™, "mis qus™, "menas que®™, "mis al
to que®, "mds bajo que®, se hacfa una "tra-
duccidn literal des enunciado"™, para lo cual
he cuantificado separadaments estos srrores,
(Tabla 11I1.3).
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TABLA III,3,- Porcentajes del error "traduccidn
literal de snunciade” en los pPro

'blemas Al'al’el'nl’

Traduccidn Alumnos que | Otros errg-
% literal lo dejan egn| res

ang

—

STR T RPN IR LA DA L DA vy
Vsl sl o) 6| o | 8| of 813 |oa|27|31| 12
Medio
Vivel ! glis| | o) al1s|islss |73]61]36)33
Sa jo

Haciends un estudlo comparative podemos ob
S8rvar gque no se ha detectado ninguna "traduc
czon literal™ en 8l enunciado del problema Dl
en ninguna de los dos niveles. Sin embargao se
da el porcentaje mis alto ds abandcno‘ an ame-
bos niveles compardndolo con el resto de los =
problemas., Se ha observado,en la discusidn man
tenida en clase, que la dificultad ests en el
propio enunciado ya que, an una misma frase,se
relaciona una variable (altura media) con las
otras dos (altura mayor y altura menar)., E£sta
situacidn no se da en los enunciados A

d . " A -

1r919Cy0
En el problema Al Se observa un hecho cu-

riosa, sn el nivel bajo hay un porcentaje da =
arrores menor que en al nivel medio,.Si Fijamas
la atencidn en la tabla de los porcentajes de
otros errores vemos que en sl nival Dajo hay =
un 73% frante al 24% del nivel medio.En la dis
cusidn manteﬂzda 8n clase se ha podido compro=-
bar que estos errores se deben a dificultades
en la comprensidn dsl enunciado, no llegando -
a realizar la transformacidn,
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Con estos resultados se puede aventurar que
loé errores de "traduccidn literal" sag producen
eén mayor gradec cuando se utiliza la expresidn -
"més" y "menos"™., En las frases "20 metros m&s",
"40 metros menos", los alumnos escriben:"20 X,
"40 - x", E1 error se detscta en el segundo ca-
S0 por la no conmutatividad de la diferencia,Si
se utilizan los té€rmincs "20 metros mayor" & -
"40 metros menor" gl Indice de error baja signi
ficativamente, Influye tambien el hecho de gue
se enuncie utilizando las expresiones:el edifi
cio A ™ 8 " yn edificio" en lugar de " el edifi
¢cio mayor", " el edificic medianc® & " el adifyi
¢ie menor® ( 10% de errores frents al 4%).

Volviendo a las tablas II].1 y 111.2 {(Por-
centajes de errcres en los problemas vy Pmrcgnta
jes de alumnocs que dejan en blanco el problema)

. observamos gue el problema C2 gs an el gue se -

da un porcentaje mayor de error en gl nivel me~
d.LO.

E£n el nivel bajo no ocurre lo mismo aungue

as el problema (C ) de mayor porcentaje de aban
dono ( junto con Sl y A )

Le siguen en mayor porcantage de error 82 y
2 repitidndgse una situacidn amalaga a la antg
rior,

Az.é Es interesants recalcar lo que ocurre en -

8ste problema, se da sl % mayor ds abando
no 8n el nivel medio, incluso supsrior al
del nivel bajo. Ffluchas alumnos argumentan
. 9ue no se pod{a hacer porque " no tiens ng

meros®, ya gue las cantidades no estdn ax-

Presadas con cifras; inclusao algunos afir
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maban: " no @s un problema sino un acerti-
jo matemdtico y a mi eso se me da muy mal,

82.- Los errores comstidos en este problema san

en su mayaria, errores de "transformacidn®
0 "Tradwccion ~" debidos a que la incdgnita
es un date intermedic y no caincide con lo
que se pregunta. En alqunos casos se ha da
do un error de interpretacidn al conside-
rar la expresidn " cuerpo de un pez" con -
el significado de "pez entero®, es decir

cabaza+ cuerpo +cola,

C2.~ Ningdén alumno lo rsuelve bien porque no en

tienden el enunciado, Los que intentan re=
solverla Rédabah.iﬁ (@mpo cambiando la
situacidn por atra mis sencilla que les re
sulte mds canacida, para ello sustituyen -
La variable "tiempa" por un perfada fijo:
un mes, un affig,...

02.~ Las dificultades detectadaé se cancentran,

en lines generales en dos bloques: a) Dife-
Yewein g de inﬁ\ﬁpwfax, €1 enunciade dio lugar
3 dos interpretaciones distintas:"la madre
sale de compras una sola vez con los dog -
hijos" & "la madre sale dos veces de com=
pras, una con el hijo y otra can la hija".
b) Reduccrouw < (orapo  { los alumnos su~
ponen que cada uno de ellos gasta la misma
cantidad).

-] G-




En los problemas correspondientss a instru-
ciones geométicas Cﬁa,cs), los errores se deben
a la contestacidn de la pregunta afadida sobrs

conocimientos elementales de Geometrfia,

A3.~ Los alumnos contestan la pregunta midiendo
sobre la Figgra, muy pocos relacicnan la -
igualdad de segmentos con la' propiedad gue

dafine la circunferencisa.

5»= En este enunciado hay un alto ® de aerrores
de reconocimiento de las figuras geomdtri-
cas que se obtisnan, De un 79% de errores
en el nivel medio, el S0% se deben a no sa
ber clasificar las figuras,

En los problemas de recuento relacicnando =
los distintos datos (83,03), muchos de los errg
res sa deben a gqua los alumnas han asaciado eg=-
tos enunciadeos al tema de Combinatoria querien=
do recordar las fdrmulas, La mayoria de los =
alumnos que abandaonan gstos enunciados argumen=
tan: "es un problema de caombinatoriasy adn no =
lo hemas dada®™.

Son inferiores los % de error y abandono 2n
al problema 03 por ser un tema mis familiar. Re
saltar el hecho de gue en sl nivel bajo ningdn
alumng abandona este problema.

)G~
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Nueva observacidn y recogida de datos

a) Elaboracidn de la Segunda Prueba

Para elaborar esta prueba s& ha hechao
un estudio de posibles variables gque pue

den influir en la resolucidn de problemas
verbales,
=—razes

Las variables gstudiadas han sido:

- Estructura superficial del texto:

- Palabras gue pueden causar errores
cnnceptuales‘“rmducir","manos”,..
. Palabras que tisnen distinto 5ig~
nificado en el lenguaje matemiti-
Co que en el ordinario:"producto”
« Palabras gque dependen del contex-
to 0 dsl uso de articulos indefi-

~nidos o definidos:"ss un décimo",
"al el décimo¥

pees

- Situacidn descrita por el texto:
. Reai
« Abstracta

« Ce nimercs concretos,

~ Orden en qgue aparecen los sucesos an
el texto: )

. Siguen el mismo orden an que ocu=
rren naturalmente

« No siguen el orden natural,
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- Redaccidn da las frases:

En forma afirmativa
Usando el condicional,

-~ Datos que aparecen en el texto:

Nimeros utilizados: enteros, racig
nales,....y grandes o pequefios
Utilizar o no simbolos para los da
tos numéricos

Existencia de datos relativaos a cg
nocimientos matemdticos

Datos implicitos o explicitos

Datos (tiles o supserfluos,

~ Mencidn de los datos y la incdgnitas

. Nimero de veces que sparsce la in-

cdgnita en la expresidn simbdlica
Nimero de veces que sparsce la in-
cdgnita en el textoe y su relacidn

con el ndmero de veces que aparece

en la expresidn simbdlica
Los datos y la incdgnita se mencig

nan separadamente o0 mezclados,

- Orden de presentacidn de los datos, la
incdgnita y la pregunta:

. Condiciones del problema-incdgnita-
- pregunta .
. Incdgnita=condiciones del problema.

pregunta

. Condiciones del problema=incdgnita-

candiciones-pregunta

Variando el orden de la pregunta se
obtienen seis posibilidades mis,
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Nmero de preguntas,condicionas y

- datos
. Se prequnta o no la incdgnita,

-AEstructufa profunda del texto:

. La incdgnita es el total y todos
o parte de los datos son numéricos

. La incdgnita es una parte: el to=-
tal y los datos restantes pueden
ser nuyméricos o no,

. Las santencias estén claramenta =

separadas en el texto o mezcladas
con datos, incdgnita o pregunta.

~ Incégnitas:

. Nimero de incégnitas
. 5i hay mds ds una: |
a) Se menciona en 8l texto de |
- forma separada o mezcladas é
con los datos ‘

b) Se omite la mencidn de al-

| gquna incdgnita

c) Homogeneidad de las inndg- |
nitas, ‘
|
|

Dada lé gran cantidad de wvariables
que puaden influir en la rasclucidn de =
problemas algebraicos verbales,as impreg
cindible fijar algunas para poder estu=-

diar la inmfluencia de otras,
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Controlando estas variables y teniendo en

cuant& los enunciados de la prueba inicial con

mayor parcentaje de srror, la investigacidn se
centra en el estudio de algunas de las restan=

. -
tes,.

La Sequnda Prueba consta de seis groblémas
(Anexo %) distribuidos en dos sesiones.
Para la sleccidn de los enunciados se ha

tenido en cuenta las variables siguientes:

Problema

de_Cgmparacidn_de Cantidades

™ —-— — — -

En este tipo ds enunciados se analiza la
influencia de la redaccidn de las frases:
. En forma afirmativa
. Ysando el condicional,

Las condiciones fji jadas son:

. Puede considerarse como una situacida
qus se transforma, conoctiendo la re-
lacidn; o dos situacionss iguales de
partida que se relacionan despuéds de
sufrir una transformacidn

. Uso de paréntesis

. Urden de presentacidniincdgnita-con-
dicionss~-pregunta

. Aparecs la expresidn " tripls que"®,

-2 -
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La estrategia recomendada, para su resoly

cidn, puede ser una ecuacidn de primer grado o

un sistema de ecuaciones,{Tabla V,1),

TABLA V,1

Enunciado Afirmativo

Enunciado Londicional

En dos vasijas hay la mig
ma cantidad de aqua, Sacamos
26 litros de una de allas vy
los achamos en la otra; ésta
tiene ahora triple nimsroc ds
litros gue la primera. éCuan
tos litros habfa al principl
en cada vasi ja?

En dos vasijas hay la mis
ma cantidad de agua. 5i sac3
ramos 15 litros de una de ~|
@llas y los echiramas sn la

~otra, entonces ésta tendrfa

triple nimero de litros que
la primera,éCudntos litros -
habfa al principio en cada =
vasi ja?

— v o —

Para realizar el estudioc comparativo con
la prueba inicial se elige un problema simi~
lar al Bz,presentanda otro enunciado alternati
vo para analizar la influencia de las varia=

blast

. La incdgnita es el total por sl que

se preqgunta

. La incdgnita es un dato intermedio vy

se pregunta por el total

Fijéndu las condiciones:

. Las frases se redactan en Forma afir

mativa

« Aparecsn tres sentencias, una ss un

dato numérico y en las otras dos se
utiliza la incdgnita




. La prequnta se hace al final

. Las frases estdn claramente separa-

das,

TABLA V,Z

La incdgnita es el total
por sl que se pregunta

La incdgnita es un dato
intermedio y se pregun-
ta por sl total -

En una Earcela la piscina
ocupa 20 m”, la casa ocupa =
tantos micomao la piscina y =
la cuarta parte de los m!que
tisne la parcela,el jardin o
cupa tanto como la casa y la
piscina juntas.<Cudntos m* -
tiene la parcela?

Er una parcela la piscina
acupa 25m® ;la casa ocupa tan
to como la piscina y la mi=
tad del jardin,el jard{n ocu

-pa tanto como la piscina vy

la casa juntas,iCudntos m* -
tiene la parcela?

- o ‘_,_.,‘,, Ao h . . P L. - . .
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Los problemas elegidos en este 'apantada

tienen la misma estructura profunda gue los -

problemas AZ y C2 de la prueba inicial,

Dado que estos enunclados (Az,Cz) obtu— .

vieron los porcentajes mds altos ds alumnos -

que lo de jan en blanco, el objetivo de intra-

ducirlos en esta segunda prueba es analizar -

las raspueétas dadas por los alumnos, despuds

de haber estudiado Algebra durante este curso.

Las condiciones f1jadas son:

. Las sentencias no estin separadas

. Las ingcdgnitas no son homogéneas

« La pregunta se hace al final v sg =

preguntan las dos incdgnitas,
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TABLA V.3

Teniendo en cuenta el plan de una f4
brica de coches deben construirse 40 ¢
ches diarios., Sin embargo, si cada a{fa
se fabrican 5 coches méas,tres dias an-
tes del final, solamente gquedan 75 co-
ches por hacer., ¢Cudntos dias tenfan qus
trabajar segun el plan inicial?iCuédntos
coches tenfan que construir en tatal?

£s un problema de enunciado largo, las in-
cdgnitas estan relacionadas mediante sentencias
multiplicativas; se utilizan términos tales co=-

mo " fres dias antes”, "quedaban 75 coches por

hacar",

TABLA V.4

~Un grupo de personas va a un Restaue
rante ‘a cenar. S.i se sientan tres perso
nas en cada mesa gquedan dos personas - =~
sin mesa, Si se sientan cuatro personas
en cada mesa queda una mesa vacxa.oCuan
tas personas y cudntas mesas hay?

Se trata de um enunciado en gl que los da
tos .no estdn dados con cifras. Las incdgnitas
estdn relacionadas mediante sentencias multi-
plicativas; aparecen expresiones, "quedan dos
personas sin mesa" o "se sientan tres perso-
nas en mada mesa", de dificil traduccidn alge~
braica. |
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b) Fase sxperimental

Esta prueba ha sido pasada a 140 alumnos
de 1% de BUP de nivel medio ( los mismos —-
que habfan realizado la prueba inicial),

‘Los grugcs'correéponden a distintes Insti
tutos de Bachillerato de Madrid situados @an
barrios periféricos,

Los alumnos han realizado la prueba dds-
puds de haber sstudiado, en este curso, los

temas correspondientes a ecuaciones y siste-

mas algebraicos..

Los seis problemas se han distribuido en
dos sesiones de una hora con tres problemas

en cada sesidn,

Puesto que la presentacidn ds los enuncia
dos, en la primera o segunda sesidn, pueds -
influir en los resultados se han hecho dos -
grupos A y B, (Tabla V.S),
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TABLA V,5

Primera

Sesidn

GCRUPT A -

GRUPD B

Enunciado Afirmativo

Enunciado Condicional

La incagnita ss uwn dato
intermedio y se pregunta
par el total

La incognita es sl total
poer el gque se pregunta

feniendo en cusnta 8l =
plan da una FPébrica de =
coches,..

Un grupo dse personas -
va 8 un Restaurante,,..

-

Segunda Sesidn

GRUPO A

GRUPO B

Enunciado Condicional

Enunciado afirmativo

La incdgnita es &l total
por el_que sa pragunta

La incdgnita es un dato
intermedio y se prsgunta
por el total

Un grupoc de personas va
a un Restaurante...

Teniendo en cuenta sl =
plan de una fébrica de -
coches,..

Como puedes obsarvarse en la primera

sgsidn,los alumnos del Grupo A realizan,

el enunciado en forma afirmativa y re-
suslven el problema correspondients a:
"la incdgnita es un dato intermedio y -
se pregunta por el total™; los alumnos
del Grupo B se enfrentan con ellanuncig

do condicional y el problema corrgspon-

diente a:"la incdgnita es el total por

el que se pregunta™; de esta forma 85 =

posible cbtensr resultados comparativos

-y analizar la influencia guse pueda tener

8i se trata de la primera o segunda se-

sidn,

~28w"
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Para evxtar, dentro de 1o posible,
el factor "recuerdo® da] problema an-

terior; la primera sesidn tuvo 1lugar

un viernes vy la. segunda el 1lunas Si=
‘Quiente,

€1 profesor no hace ningdn comenta

rio ni contesta ninguna pregunta rela
‘tiva a los problemas al final de la =

primera sesidn, A los alumnos no .sg -

les comunicd que rsalizarfan una

sagdn
da- sesidn,

Ourante la prusba no se dio ningdn
tipo de aclaracidn relacionada con. la

comprensidn del texto,
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c) Correccidn de la Segunda Prueba

£n primer lugar se ha hecho una cuan

.] o : tificacidn de los srrores aparecidos san
' cada uno de los snunciados,
'3 ‘ : Esta guantificacidn se ha realizado

tomande como punto de partida la Clasi-
Ficacidn de srrores dada por NEWMAN,1973
(1) con las matizaciones introducidas =
por CASEY, 1978 (2).

CLASIFICACION DE NEWMAN:

- Habilidad de lectura:

. Reconocimiento de simbolos,

- = Comprensidn:
. Entendimiento general del texto
» Entendimiente de términos espe-
cificos,

~ Transformacidn:

4 Puede =l alumno escribir la exe
presidn simbdlica a partir del
texta?.

]
1
1
3. 7 | g . Recanocimiento de palabras
]
1
|
]

« Responde al azar

+« Eleccidn errdnea de la operacidn
. Utilizacidn de un algorftmo falso
'« Errores de cilculo.

, - Habilidad de Procesos: 7 |
; ' a) Aritmdticos ( operaciones numéricas)

(1) NEUMAN,Anne.(1977). An Analysis of sixth-grade pupils’
8rrors on written Mathematical tasks,Research in m, t.

] in Australia, , .

(Z) casey,n,p,.(1978), Failin students:A strategy of error
analysis,In COSTELLGO,P,{ed.), Aspects of motivation,
Melbourne:Mathematical Association of Victoria,




b) Habilidad espacial necesaria,
. ¢) Pansamianto légice requerido,

-~ Habilidad de codxfxcacznn dg la res-
puesta: '

» Palabras.- Sji 1a respuesta sg -
codifica con palabras
emitiendo alguna de
ellas,

. SImbolos,.~ La respussta se codi
Fica con simbolos -
omitiendo alquno de
silos.

— Errores de descuido:
" Error de descuido que es imgusiblﬂ
gque lo repita,

— &rrores de motivacidn,
£l alumno pudo resoclver el problé
ma correctamante sj hublese traba
jada,

- Errores de pregunta ( problema ambi-
guo ),

MATIZACIONES INTRODUCIDAS POR CASEY

-~ Transformacidn:
. Seleccidn de la estrategia ade-
cuada
+ Seleccidn de las destrezas ado-
cuadas, |

=31~
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- Bloque de caonacimientos (Motivacidn

sagin Newman)

- Bloque de dificultades (Descuidos -
seguin Neawuman)

~ Forma de la pregunta (intsracidn en
tre el gque propons el problema y el
que lo intenta rssolver).

Siguisndo el orden de esta sscala, los -
errores quedap clasificados en el apartadao co
rrespondiente al primer error detectado en 8l
desarrollo del praoblema,
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