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Desde una perspectiva matematica, el
fundamento de gran parte de las pruebas
estadisticas se encuentra en el Modelo
Lineal (ML) general o cldsico. Su impor-
tancia radica en que su estructura, supo-
nemos, refleja los elementos explicativos
de un fendmeno por medio de relaciones
funcionales probabilisticas entre varia-
bles. El Modelo Lineal Generalizado
(MLG), que tratamos en el presente tra-
bajo, es la extension natural del Modelo
Lineal clasico. Inicialmente expuesto por
Nelder y Wedderburn (1972), ha llegado a
suponer “una auténtica revolucion esta-
distica” (Ato y Vallejo, 2007, 53), convir-
tiéndose en una solucion especialmente
adecuada para modelos de dependencia
con datos no métricos.

En los estudios en educacion es fre-
cuente trabajar atributos, actitudes o con-
ductas que, siendo en su dimension
latente continuos, se miden de forma no
métrica (discreta, nominal u ordinal), no
ajustandose, en consecuencia, al Modelo

Lineal clasico e incumpliendo los su-
puestos de linealidad y normalidad.
Ejemplos son la clasificacion binaria de
apto-no apto, la medida ordinal del curso
académico, el recuento del numero de
anos cursados, etc., situaciones que
requieren de modelos que trabajen con
datos dicotomicos, ordinales, categoricos o
de elecciones discretas, es decir, de
modelos de probabilidad de un evento
(fundamentalmente modelos logit, probit,
modelos de regresion de Poisson y
modelos de regresién ordinal). Estos
modelos son parte integrante de los
Modelos Lineales Generalizados y, junto
con la regresion lineal, el analisis de
varianza, la regresion logistica, los
modelos de respuesta multinomial, e
incluso ciertos analisis de la supervi-
vencia y de series temporales, son, en
ultima instancia, extensiones del Modelo
Lineal clasico.

Por tanto, para abordar aqui el
Modelo Lineal Generalizado nos dete-
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nemos antes en el Modelo Lineal clasico,
justificando asi la ubicacion del primero.
Seguimos con una comparacion entre
ambos, Modelo Lineal y Modelo Lineal
Generalizado, terminando con la presen-
tacion de un caso particular de MLG: un
ejemplo de regresion de Poisson emple-
ando el software R.

Ahora bien, para hablar del Modelo
Lineal Generalizado debemos explicar
antes el marco natural en el que se desa-
rrolla, el modelado estadistico, un
entorno que, a diferencia de las aplica-
ciones mas tradicionales centradas en el
contraste de hipotesis y en las pruebas de
significacion (ver Lopez-Gonzalez, 2003),
se establece a partir de la década de los
60 atendiendo a la estimacion de parame-
tros vy a la comparacion y ajuste de
modelos de probabilidad a los datos empi-
ricos (Ato y Lopez-Garcia, 1996, 80; y Ato
y Vallejo, 2007, 40).

Modelado estadistico

El empleo de modelos es un proceso
consustancial al ser humano. Para com-
prender lo que sucede a nuestro alre-
dedor, a partir de la observacion deta-
llada de los acontecimientos solemos
elaborar “modelos” mentales sobre como
funcionan los fenomenos, pudiendo rea-
lizar, incluso, predicciones sobre ellos. En
el ambito cientifico, un modelo que
explica un fendmeno suele expresarse de
forma matematica (un modelo que, igual-
mente, ha sido derivado de descripciones
y que probablemente sera util para pre-
decir). Con esa vestimenta formal, la ela-
boracion de modelos a la que estamos
acostumbrados en la vida cotidiana puede
transformarse aparentemente en algo

extrafio, pero no es mas que una version
elegante del mismo procedimiento. Asi lo
senalan McCullagh y Nelder (1989)
cuando afirman que la construccion de
modelos requiere de una mezcla de arte y
conocimientos por parte del investigador.
Este proceso se conoce en ciencia como
modelado matemdtico o modelizacion
matemdtica, y cuando los fenomenos a
explicar son probabilisticos, antes que
deterministicos (como sucede frecuente-
mente en las ciencias del comporta-
miento, sociales y de la educacidn),
hablamos de modelado estadistico o esto-
castico [1].

En un sentido amplio, un modelo pre-
tende explicar la variacion de una res-
puesta a partir de la relacion conjunta de
dos fuentes de variabilidad, una de
caracter determinista y otra aleatoria, lo
que responde a la expresion:

Respuesta = componente sistemdtico +
componente aleatorio.

Judd y McClelland (1989, 1) toman la
expresion anterior como: DATOS = MO-
DELO + ERROR, asociando MODELO a
la parte sistematica. Asi, los DATOS
corresponderian a las observaciones que
se quieren analizar (la variable de
respuesta o variable dependiente).
MODELO es la funcion que se introduce
con objeto de explicar los datos (una fun-
cion ponderada de una o mas variables
explicativas o predictores). Y, dado que la
variabilidad recogida en DATOS no ter-
mina de estar explicada, se introduce el
término ERROR, que contiene la discre-
pancia o falta de ajuste entre DATOS y
MODELO (entre la realidad empirica y la
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explicacion tedrica o sustantiva). Es dese-
able que el MODELO sea, por tanto, una
buena representacion de los DATOS, de
forma que el ERROR se reduzca lo
maximo posible.

De la construccion, formulacion y
ajuste de modelos a los datos empiricos se
encarga precisamente el modelado esta-
distico, debiendo responder a tres crite-
rios: (a) criterio estadistico o principio de
bondad de ajuste: 1a inclusion de parame-
tros en el MODELO en beneficio de una
mejor representacion de los DATOS con
la correspondiente disminucion del
ERROR (ver McClelland, 1997); (b) cri-
terio logico o principio de parsimonia: la
seleccion de los parametros que formen
parte del modelo de tal modo que éste se
convierta en una representacion simple y
sobria de la realidad (Judd y McClelland,
1989, 3; y Ruiz-Soler, Pelegrina y Lopez-
Gonzalez, 2000) y (c) criterio sustantivo o
integracion teérica del modelo en la red
conceptual que lo generd (Ato y Vallejo,
2007, 47).

Esta construccion del modelo mas
parsimonioso que explique la variable de
respuesta con el menor error posible se
realiza atendiendo a unas etapas:

1. Especificacion del modelo tedrico,
determinando qué variables son de
interés, asi como cuales son las relaciones
entre ellas. Esta situacion da de lleno con
el dilema entre los principios de parsi-
monia versus ajuste: que el modelo des-
criba de la forma mas simple posible, o
bien que la concordancia entre el modelo
y los datos sea lo mas completa posible, es
decir, con el minimo error.

2. Estimacion de pardametros, calcu-
lando el valor de los coeficientes del
modelo examinado a partir del conjunto
de datos observados, al objeto de deter-
minar si el modelo tedrico propuesto es
aceptable como representacién aproxi-
mada de los datos.

3. Seleccion del modelo, valorando si
el nivel de discrepancia entre los datos
observados y los datos ajustados es sufi-
cientemente bajo como para optar por el
modelo o, por el contrario, suficiente-
mente elevado como para rechazarlo.

4. Evaluacion del modelo, exami-
nando las observaciones individuales
(leverage points), los datos influyentes
(influentials) y los datos andmalos
(outliers), asi como comprobando los
supuestos de normalidad, linealidad,
homoscedasticidad e independencia.

5. Interpretacion del modelo, com-
prendiendo sus implicaciones con res-
pecto a la variable de respuesta. Esta fase
conlleva una explicacion detallada de los
parametros del modelo para comprobar si
se cumplen los criterios estadistico, logico
y sustantivo.

Finalmente se acepta o no el modelo
y, Sl es preciso, se reinicia el proceso.

Un software estadistico que retne las
caracteristicas necesarias para trabajar
el modelado estadistico es R (una aproxi-
macion en el ambito educativo es el tra-
bajo de Ruiz-Soler y Lopez-Gonzalez,
2009) [2]. La manera de trabajar del pro-
grama R con decisiones y pasos sucesivos
se adapta facilmente a la filosofia del
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modelado: se van construyendo distintos
modelos, calculando, al mismo tiempo,
medidas de la desvianza o discrepancia
entre los valores empiricos y los ajustados
para valorar el modelo, aceptandolo ten-
tativamente o rechazandolo, y permi-
tiendo, finalmente, una mejor integracion
de la solucion obtenida en la teoria sus-
tantiva de partida. Por estas razones el
ejemplo que aqui presentamos sobre una
regresion de Poisson es ejecutado con R,
especialmente disefiado también para el
trabajo con cualquiera de las funciones
matematicas que comprenden los Mo-
delos Lineales Generalizados.

Modelo Lineal

La formula general del Modelo Lineal
es Y = f(X)+g(e), donde toda observacion
sobre la variable de respuesta es la suma
de: (a) los efectos de un grupo de factores
o componentes sistemdticos —f(X)—, que
implican un conjunto de parametros de
una poblacion y un conjunto de variables
independientes relevantes medidas sobre
cada uno de los sujetos con los que se tra-
baja, y (b) la funcion g(e), que representa
el efecto de los componentes aleatorios y
es resultado de una o mas distribuciones
de probabilidad dependientes de un
pequefno numero de parametros. En esta
formula general tienen cabida una
amplia variedad de modelos lineales
representativos de las relaciones estadis-
ticas entre variables explicativas y de res-
puesta. Ahora bien, interesa resaltar
aquellos que cumplen con una serie de
restricciones respecto a las variables
explicativas.

La primera es que para el caso de una
variable de respuesta Y debe haber un

conjunto de observaciones y; sobre una o
varias variables explicativas, y es nece-
sario establecer ciertos supuestos res-
pecto a la distribucion de probabilidad de
dichas variables aleatorias, los cudles,
ademads, varian segln la escala de medida
utilizada. Una segunda restriccion sobre
las variables explicativas es que cada una
representa una muestra de valores obser-
vados seleccionados arbitrariamente por
el investigador (componentes fijos) luego,
al tratarse de valores prefijados, cual-
quier transformacion de una variable
explicativa puede ser considerada tam-
bién como variable independiente. El
modelo debe incluir, ademas, un conjunto
de variables aleatorias no observables
pero si estimables: los parametros del
modelo (su estimacion es una etapa fun-
damental en el ajuste del modelo, como
ha quedado dicho). Por ultimo, es preciso
que el modelo incluya una o mas varia-
bles que no son ni observables ni estima-
bles, los componentes aleatorios, siendo el
mas importante el componente de error
aleatorio que recoge la variabilidad
debida a las diferencias individuales, a
los errores de medida y, en general, a
otras variables explicativas no incluidas
en el modelo.

Al hablar de Modelo Lineal es conve-
niente sefialar que la [inealidad puede
tener lugar de distintos modos y que,
segun ellos se obtienen modelos de uno u
otro tipo. Cabe considerar como Modelo
Lineal, no obstante, todo aquel que lo sea
en sus parametros, con independencia de
que sus variables explicativas cumplan
esta condicidn o no. Se habla, entonces, de
un Modelo Lineal de primer orden para k
variables explicativas y k+I parametros
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si el modelo es lineal en sus parametros y
en sus variables explicativas, respon-
diendo a la siguiente formula general:

k
Y=ﬁ0+2ﬁij+s.
J=

Si el modelo es lineal en sus parame-
tros pero no en las variables explicativas
seria un Modelo Lineal de m-ésimo orden
(cuadratico, cubico, etc.) con km variables
independientes y km+l parametros.
Puede incluir componentes de interaccion
y ser susceptible de ser linealizado trans-
formando sus variables explicativas. Su
formulacion es:

k

m
+ ) B, X7 +e.

J=

& &
Y=ﬂ0+218ij+ ﬁle]2'1+"'
= =

Si el modelo no es lineal en los para-
metros y/o en las variables explicativas
puede adoptar multiples formulaciones.
No obstante, al poderse linealizar
mediante las transformaciones ade-
cuadas suele ser tratado como modelo
intrinsecamente lineal (Draper y Smith,
1998, 459).

Los modelos que no se ajustan a nin-
guna de las anteriores situaciones son,
entonces, modelos no lineales.

La literatura respecto al Modelo
Lineal clasico es amplia. Una presenta-
cion sencilla se encuentra en Fox (1997);
Kleinbaum, Kupper y Miller (1988);
Neter, Kutner, Nachtsheim y Was-
serman (1996); Pedhazur (1997); y Weis-
berg (2005). Con un nivel mas avanzado
estan los trabajos de McCullagh y
Nelder (1989); Horton (1985); Seber y
Lee (2003); y Tatsuoka (1993). Desde la
perspectiva del modelado estadistico

pueden consultarse los textos de Judd
y McClelland (1989) y Losilla y cols.
(2005). E1 Modelo Lineal explicado con R
se encuentra en Crawley (2007), Fara-
way (2004), y en la imprescindible obra
de Fox (2002).

Por otro lado, el Modelo Lineal es sus-
ceptible de numerosas variaciones para
ajustarse a las particularidades de una
investigacion especifica, variaciones que
a nivel matematico se ven reflejadas en
las relaciones existentes entre la variable
de respuesta, las variables explicativas,
los parametros del modelo y el compo-
nente de error aleatorio. Sin embargo, por
lo general, tres son las principales formas
que el Modelo Lineal general puede
adoptar dependiendo de la estructura
métrica de las variables explicativas: la
forma de un modelo de regresion, la
forma de un modelo de analisis de
varianza (ANOVA) o de disefio experi-
mental, y la forma de un modelo de ana-
lisis de covarianza (ANCOVA) o de diserio
experimental con variables concomi-
tantes (Ato y Vallejo, 2007; Bock, 1985;
Dobson y Barnett, 2008; Hocking, 1985;
Tatsuoka, 1993; y Timm, 2002).

En los modelos de regresion las varia-
bles explicativas son de naturaleza
métrica, cuantitativa continua o discreta,
cumpliendo con los supuestos basicos del
Modelo Lineal, a saber: linealidad,
homoscedasticidad, normalidad e inde-
pendencia de los errores (pueden consul-
tarse, por ejemplo, en Lopez-Gonzalez,
1994). Los modelos de regresion simple,
multiple, multivariante o la correlacion
canonica se incluyen en este tipo de
modelos.
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En los modelos de andlisis de
varianza (ANOVA) o de disefios experi-
mentales las variables explicativas pre-
sentan una estructura no métrica de
caracter categorico (dicotomico o polito-
mico), utilizando variables dummy con la
intencion de representar la pertenencia a
los grupos que configuran las categorias.
El interés fundamental de estos modelos
es la busqueda de inferencias validas
acerca de las medias poblacionales a
partir de las medias muestrales obte-
nidas en cada una de las condiciones de
tratamiento experimental. Aqui se situan
los modelos de ANOVA, que segtn se con-
sidere el efecto de tratamiento pueden ser
fijos, aleatorios o mixtos, y los modelos de
ANOVA factorial, que dependiendo de las
relaciones entre los factores pueden ser
de clasificacion cruzada o anidada.

Por tultimo, en los modelos de and-
lisis de covarianza (ANCOVA) o modelos
de diseno experimental con variables
concomitantes unas variables tienen una
estructura métrica cuantitativa con-
tinua o discreta (covariables) y otras
variables explicativas tienen una estruc-
tura no métrica. El objetivo de estos
modelos es el mismo que el de los
modelos de analisis de varianza, a saber,
realizar inferencias sobre las medias de
los distintos grupos o condiciones de tra-
tamiento, pero aqui se considera tam-
bién la posibilidad de reducir la varianza
de error. Entre estos modelos se
encuentra el modelo de ANCOVA facto-
rial, el modelo de ANCOVA multiva-
riante, los disefios de bloques aleatorios
y, en general, el conjunto de disefios con
variables concomitantes (cuadrado
latino, grecolatino, etc.).

En todos los modelos sefialados se ha
partido del supuesto de que la variable de
respuesta posee una estructura métrica
cuantitativa continua (habitualmente
normal) o discreta. Sin embargo, es
posible flexibilizar este criterio y consi-
derar una formulacion mas general que
permita también contemplar variables
dependientes con una estructura no
métrica, es decir, variables categdricas
(ordinales o nominales), al tiempo que
relajar los supuestos del Modelos Lineal
clasico, como la linealidad o la homosce-
dasticidad, no asi la independencia de los
errores. Los modelos resultantes guardan
una estrecha similitud con los modelos
citados y dan paso a los modelos con
variables categoricas [3] y a los Modelos
Lineales Generalizados. En este gran
grupo podemos situar los modelos de
regresion logistica, modelos logit, probit y
modelos loglineales, entre otros.

A modo de sintesis clasificatoria, los
principales modelos apuntados hasta
ahora se recogen en la Tabla 1 siguiendo
las clasificaciones de Ato y cols. (2005) y
Losilla y cols. (2005). También puede con-
sultarse la clasificacion de Dobson y Bar-
nett (2008, 3).

Modelo Lineal Generalizado

Los primeros trabajos donde se intro-
duce y desarrolla el Modelo Lineal Gene-
ralizado son, respectivamente, Nelder
y Wedderburgn (1972) y McCullagh y
Nelder (1989). Una buena introduccion se
encuentra en las terceras ediciones de las
obras de Draper y Smith (1998) y Weis-
berg (2005), asi como en el imprescindible
texto de Dobson y Barnett (2008). Desde
el entorno de modelado estadistico, el
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TABLA 1: Principales Modelos Lineales Generalizados

Naturaleza de la Componente Funcién de
Modelo Lineal
Variable de Respuesta | Sistematico | Aleatorio enlace
- Numérico - Normal - Identidad - Regresién lineal
L. . - ANOVA o de disefio
- Categodrico |- Normal - Identidad
. o experimental
» Numérica cuantitativa ML
- Mixto - Normal - Identidad - ANCOVA o de disefio experi-
mental con variables concomi-
tantes
= Categorica binaria
—-No agrupada - Mixto - Binomial (1) |- Logit - Regresién logistica
- Bernoulli-
—Agrupada - Categdrico |- Binomial (n) |- Logit - Anélisis logit
(frecuencias) - Probit - Regresién probit
= Categdrica politémica
74 D MLG
- No agrupada - Mixto - Multinomial |- Logit - Regresién logistica
generalizado multinomial
—Agrupada - Categdrico |- Multinomial |- Logit - Analisis logit multinomial
(frecuencias) generalizado
= Recuento - Mixto - Poisson - Logaritmica |- Regresién de Poisson
= Frecuencia - Categodrico |- Poisson - Logaritmica |- Andlisis loglineal

MLG se estudia en Hutcheson y Sofro-
niou (1999). En castellano la literatura es
todavia escasa; destacamos Ato y Lopez-
Garcia (1996) y Ato y cols. (2005). El
empleo de los Modelos Lineales Generali-
zados con R se trabaja en Crawley (2007),
Dobson y Barnett (2008), Faraway (2006),
Fox (2002) y en Wood (2006), donde
incluso se amplia su estudio a los Modelos
Generalizados Aditivos.

Como ha quedado planteado, tanto el
Modelo Lineal Generalizado (MLG) como
el modelado estadistico son herramientas
metodologicas que permiten codificar
todas las situaciones de analisis dentro de
un mismo esquema general. Obviamente,
esto facilita el aprendizaje de nuevos
modelos de analisis porque se trata sim-
plemente de contemplarlos como casos

particulares de un modelo mas general ya
conocido, el Modelo Lineal (ML). Veamos
las relaciones entre ambos.

En la Tabla 1 puede observarse como
el Modelo Lineal es el caso mas elemental
del Modelo Lineal Generalizado. Las coin-
cidencias y las diferencias entre uno y
otro hacen posible, en el caso del MLG, un
tratamiento matematico y estadistico
adecuado a los niveles de medida de las
variables que contiene.

Siguiendo a Ato y cols. (2005), el MLG
tiene componentes empiricos (las varia-
bles que se registran) y componentes teo-
ricos que son:

El vector de la respuesta media:
8(u) =
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El vector del predictor lineal: f; xj
(componente sistematico) + & (compo-
nente aleatorio).

Precisamente los términos componente
sistemdtico y componente aleatorio res-
ponden al enfoque del modelado estadistico
al que nos hemos referido anteriormente.

TABLA 2: Comparacién entre ML y MLG (Lépez-Gonzdlez vy cols., 2002a)

Modelo Lineal (ML)

Modelo Lineal Generalizado (MLG)

Yy = Eﬁjxij +é&

J

w =E)

n: =ZB,'X;J'
J

n: = U

y, : vector de la variable respuesta,
X,.j: matriz de variables predictoras y covariables
B,: vector de pardmetros

1;: vector del predictor lineal

M =Eﬁjxij+gi

J

u; =E(Y1)
n; =ijxij
n; =g(.ui)

Como puede verse en la Tabla 2 la
expresion del modelo en ambos casos (ML
y MLG) es la misma, siendo los valores
ajustados u;, = E(Y). El predictor lineal
también coincide: 5, = Y/ x. Aparecen
diferencias, no obstante, en la relacién
entre los valores ajustados u, y el pre-
dictor lineal 7. Estas diferencias se con-
cretan en la funcion de enlace y en la dis-
tribucion que ésta debe seguir, funcion
que cobra un especial significado que
pasamos a explicar.

(a) Mientras que en el ML se produce
una relacion de identidad entre los
valores ajustados y el predictor lineal,
u; =1, en el MLG la linealidad se esta-
blece en la escala del predictor lineal pero
no en la escala de los valores ajustados.

No se da, por tanto, la identidad entre
valores ajustados y valores predichos,
sino que entre ellos media una funcién
que los relaciona, la funcion de enlace:
g( u;) =n,. Esto hace que en el MLG
ambos lados de la ecuacion no se expresen
en la misma escala de medida, lo que si
sucede en el ML.

(b) El componente aleatorio del
Modelo Lineal debe distribuirse normal-
mente, y este hecho tiene una impor-
tancia considerable: segin sea la dis-
tribucion de los errores seran las
distribuciones condicionadas de los
valores pronosticados del criterio, que,
por tanto, deben ser normales también.
Esto es asi porque ambas distribuciones
estan relacionadas a través de una
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matriz, la matriz hat (ver Lopez-Gon-
zalez, 1994). En el MLG sucede que el
componente aleatorio no sigue necesaria-
mente una distribucion normal sino que
utiliza cualquier distribucion de la
familia exponencial y, en consecuencia,
las distribuciones de los valores pronosti-
cados del criterio no seran normales nece-
sarilamente (en Wood, 2006, 61 y en
Faraway, 2006, 120 pueden consultarse
las distintas distribuciones de la familia
exponencial).

(c) Las distribuciones condicionadas
de los valores pronosticados de la variable
de respuesta en el ML deben ser homos-
cedasticas, y ello es posible siempre que
esta condicién se cumpla en el compo-
nente aleatorio. Como en el MLG los
errores pueden seguir cualquier distribu-
cion de la familia exponencial, resulta
que para la distribucion de los errores la
homoscedasticidad no es imprescindible.

(d) Las diferencias expresadas hasta
ahora obligan a estimar los parametros
de un MLG con un método de ajuste dis-
tinto al procedimiento de minimos cua-
drados que se emplea en el ML: el método
de maxima verosimilitud (que también
puede ser aplicado en el ML).

Destacamos en el Modelo Lineal
Generalizado, por tanto, el protagonismo
de ese tercer elemento que relaciona los
componentes aleatorio y sistematico, es
decir, el valor esperado y el valor predicho
por el modelo: nos referimos a la funcion
de enlace g( 1) (un estudio detallado de la
naturaleza de la funcion de enlace se
encuentra en Krzanowski, 1998, 168).
Asi, por ejemplo, para el caso que presen-

tamos en el proximo apartado con una
variable de respuesta de recuento, el
valor esperado u solo puede tomar valores
enteros iguales o superiores a cero, mien-
tras que el predictor lineal 7; puede
adoptar cualquier valor entre — co y + o,
Esto hace que el valor esperado y el pre-
dictor lineal tengan diferentes escalas de
medida, precisamente por mediar entre
ellos dicha funcion de enlace que termina
transformando el valor de recuento espe-
rado a la escala del predictor lineal:
g( 1;) = ni. La inversa de la funcion de
enlace (o funcién de transformacion) rea-
liza el proceso contrario, y al ser aplicada
al resultado del predictor lineal »; (que
se halla en una escala de — « y + ) se
obtiene el valor esperado, u que se
encuentra en la escala de la variable de
respuesta (Ato y cols., 2005, 8):

1 =8 (By + 5X5).

Regresion de Poisson con R

La regresion de Poisson es el modelo
mas basico adecuado para variables de
respuesta de recuento (Long, 1997, 217),
aunque existen también otras opciones
dentro del Modelo Lineal Generalizado
que pueden adaptarse bien, como el
modelo de regresion binomial negativa
(ver Hilbe, 2007), el modelo de regresion
truncada y los modelos de conteo modifi-
cados a cero.

Inicialmente la distribucion de
Poisson comenzo a aplicarse en el estudio
de conductas criminales, pero ya desde
finales del siglo pasado paso a ser un
modelo frecuente en ambitos como la bio-
estadistica, la econometria y el marketing
(Cameron y Tribedi, 1998, 94), asi como
en diversas areas aplicadas: criminologia,
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sociologia, ciencia politica o relaciones
internacionales (o.c., 17). Un estudio por-
menorizado de la regresion de Poisson
esta en Agresti (2002); en el entorno de R
hay interesantes ejemplos en Dobson y
Barnett (2008, 165 y ss.) y Faraway
(2006, 55 y ss.).

El caso que aqui mostramos es una
aplicacion sencilla. A partir de un con-
junto de datos tomado de Venables y
Ripley (2003, 446) buscamos llamar la
atencion sobre el analisis de estos datos
con el modelado estadistico y con la fun-
cion probabilistica mas adecuada. Estas
dos inquietudes se resuelven facilmente
empleando el programa R. Incorporamos
también una solucion con el Modelo
Lineal (regresion clasica con la funcién de
enlace identidad) al objeto de observar
brevemente las ventajas del empleo del
Modelo Lineal Generalizado de regresion
de Poisson frente al primero.

Método

Suponiendo que se realiza un sondeo
en diversos Institutos de Ensefianza
Secundaria, se observa el nimero de Con-
flictos o faltas de disciplina que han que-
dado registrados en los centros durante
un periodo de trece afios, desde 1990 a

2003. El modelo que se especifique debe
explicar el aumento de conflictos con el
paso del tiempo. Se modelan los datos
mediante el MLG de regresion de
Poisson utilizando la distribucion de
Poisson como la mas adecuada para una
variable de respuesta de recuento (no
métrica, categorica) y empleando la fun-
cion de enlace logaritmica propia de este
modelo.

Resultados y discusion

En la Tabla 3 se muestran las ins-
trucciones para que R cree los vectores
necesarios: Conflictos, que comprende los
valores de recuento, y Afio, que contabi-
liza un vector de valores de 1 a 13. A con-
tinuacion se pide el diagrama de disper-
sion de las variables Afio y Conflictos,
etiquetando cada uno de los ejes. El resul-
tado se muestra en el Grafico 1 donde
puede apreciarse que no existe una rela-
cion lineal entre esta dos variables: el
avance de los anos parece relacionarse
con un aumento suavizado de los con-
flictos tal que: u; =y exp(6X;), donde y y 0
son parametros desconocidos, y X; es el
valor de cada Ano. El enlace log para esta
funcion se encuentra dentro del MLG, asi
que podemos especificar el siguiente

modelo: log(u;) = log(y) + 0X; = B, + B.X).

TABLA 3: Creacion de datos y ejecucion del diagrama de dispersion en R

R entrada:

> Afio <- 1:3

> Conflictos <- ¢(12,14,383,50,67,74,123,141,165,204,253,246,240)

> plot (Afio+1990,Conflictos, xlab="Afi0”, ylab="Conflictos”, ylim=c(0,280))
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GRAFICO 1: Diagrama de dispersion Conflictos x Afio
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Para dar respuesta al ajuste de estos En la Tabla 4 aparece la sencilla

datos pasamos a estimar los parametros orden a ejecutar en R, indicando que es
de dos modelos de regresion de Poisson. un Modelo Lineal Generalizado (glm), la
El primero, que denominamos modelo variable de respuesta (Conflictos), el
nulo (modelo 0 -m0-), responde a una predictor (Afio) y el tipo de modelo:
regresion de Poisson simple. Después cal-  poisson.

cularemos un nuevo modelo mas com-

pleto: el modelo 1 (m1).

TABLA 4: Instrucciones y resultados del modelo m0

R entrada:
> mO0 <- glm (Conflictos~Afio, poisson)
>m0
R salida:
Call: glm(formula = Conflictos ~ Afio, family = poisson)
Coefficients:
(Intercept)  Afio
3.1406 0.2021
Degrees of Freedom: 12 Total (i.e. Null); 11 Residual
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A partir de m0 hemos asumido que el
numero de Conflictos sigue una distribu-
cién de Poisson tal que: y; = Poi (i;), donde
y; es el nimero observado de nuevos
Conflictos en el Afio correspondiente. Una
vez obtenidos los coeficientes se pueden
construir los modelos propios de la regre-
sion de Poisson:

Primero, el modelo aditivo log(u;) = J3,
+ 3,X;, que en términos muestrales sera:
log(m;) = 3.1406+0.2021 x Afio. Es impor-
tante tener en cuenta que el modelo adi-
tivo representa la funcion de enlace y que,
tal y como comentamos arriba, las uni-
dades calculadas no se corresponden con
la medida de la variable original. Para
volver a los valores originales de la
variable de respuesta se construye el
modelo multiplicativo, que representa la
inversa de la funcion de enlace o funcion
de transformacion. Es decir, se calcula la
exponencial correspondiente, en este caso
en base e. Asi tenemos m; = e***_donde
sustituimos por los coeficientes esti-
mados, resultando: m; = e®"9x %),
Puede expresarse también la funcién
exponencial inversa a la logaritmica, tal
que:

m; = exp (b, + b,X;) = exp (3,1406) x
exp (0,2021 X)).

Para proceder a la seleccion del
modelo retomamos la informacion de la
Tabla 4 donde se observa que la discre-
pancia (residual deviance) es extremada-
mente alta, entendiendo este término
como una medida de bondad de ajuste
relacionada con las diferencias entre los

valores observados y los esperados o
generados por la regresion (Faraway,
2006, 29). La discrepancia dividida por
los grados de libertad suele usarse para
detectar sobre o baja dispersion. En la
regresion de Poisson la media y la
varianza son iguales, lo que implica que
la discrepancia dividida por los grados de
libertad debe aproximarse a uno. Valores
mayores que uno indican sobredispersion
(la verdadera varianza es mayor que la
media); valores menores que uno indican
baja dispersion (la verdadera varianza es
menor que la media) (Lopez-Gonzalez y
cols., 2002). Tanto un caso como otro
informan de un ajuste inadecuado, como
sucede aqui.

Siguiendo con la evaluacion del
modelo, resultan preocupantes los gra-
ficos de residuos de diagnostico del
modelo 0 (Grafico 2). El grdfico de resi-
duos frente a valores pronosticados
muestra como los residuos no presentan
una tendencia a la media, lo que refleja el
incumplimiento de la condicion de inde-
pendencia de los errores probablemente
por la omision de algin término impor-
tante en el modelo. Recordando el dia-
grama de dispersion inicial (Grafico 1),
los Conflictos aumentaban mondtona-
mente con los Anios; esto permite pensar
que quiza la introduccion de un término
cuadratico en el modelo podria mejorar
considerablemente el ajuste (Wood, 2006,
89). Asi mismo, en el grdfico de residuos
frente a influencia se aprecian puntos de
influencia muy elevados en los tltimos
anos, especialmente para el caso 13 que
corresponde al afio 2003.
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GRAFICO 2: Diagnéstico del modelo m0
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Construimos, por tanto, un nuevo
modelo afiadiendo un término cuadratico,
el modelo 1 -m1-, de forma que:

log(u;) = By + B.X; + f.X;

pi =exp (B + B.X; + f:XD.

Siguiendo los resultados de la Tabla 5
sustituimos en las expresiones anteriores
los coeficientes, quedando ahora los
modelos aditivo y multiplicativo del
modelo 1 en términos muestrales del
siguiente modo:

log(my) = 1,9014 + 0,5566 X, - 0,02135 X?
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(m;) = exp (1,9014 + 0,5566 X; - 0,02135
X)) = exp (1,9014) x exp (0,5566 X
~0,02135X)

Al evaluar el nuevo modelo m1 se
aprecian cambios importantes en el Gra-
fico 3: los residuos manifiestan ahora una
tendencia a la media en el grdfico de resi-
duos frente a pronosticos, luego la condi-
cion de independencia de los errores
parece cumplirse. Igualmente, la disper-
si6n vertical de los residuos es razonable-
mente pequena y la influencia del caso 13
se ha reducido. Los resultados de la Tabla
5 reflejan que el modelo m1 se ajusta
mejor a los datos: la discrepancia residual
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TABLA 5: Instrucciones y resultados para el modelo m1

R entrada:
> glm (Conflictos~Afio + I(Afio*2), family = poisson)
> m1 <- glm (Conflictos~Afio + I(Afio*2), family = poisson)
R salida:
Call: glm(formula = Conflictos ~ Afio + I(Afio”*2), family = poisson)
Coefficients:
(Intercept)  Afio I(Ano”2)
1.90146 0.55600 -0.02135
Degrees of Freedom: 12 Total (i.e. Null); 10 Residual

Null Deviance: 872.2
Residual 9.24 AIC: 96.92
Deviance:

GRAFICO 3: Diagnastico del modelo m1

Residuals vs Fitted Normal Q-Q
0 1o . 0 1 e
= L g
2 E "o
o oo
T O b T .
.'3 § e 09}}
w = = o,
g o - i 0.
3 3
bt & 0 | o2 ?"é
T — 08
T T T T T T T ! T T | — T T T
3 25 30 35 40 45 50 55 -15 05 05 1.5
()]
© f Predicted values Theoretical Quantiles
W S
o AN
o) —
85
23
3 < Scale-Location Residuals vs Leverage
s & 1o o~ ~ G
=20 — o 6o -
Ig a 2 °2 b=}
2o @ - o o © i ——
8 < 8 o | /’w‘\__ @
g |& ° ° e § o-
3 xg E & =
2% T = o 3 .
z © o = < ° -3e|0s
9 ] ﬁ 02 »"’" -]
= o | === Gook's digtante _--~
© M T T T T T T T T | E— T T T
25 30 35 40 45 50 55 00 01 02 03 04 05 06
Predicted values Leverage




Actividades Evaluacion del desempeio docente

ha disminuido considerablemente, pa- En la representacién de los valores
sando de 80.69 a 9.24. ajustados por ambos modelos (Graficos 4
y 5) es facil distinguir que el modelo m1

GRAFICO 4: Ajuste del numero de Conflictos con el modelo m0
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GRAFICO 5: Ajuste del niimero de Conflictos con el modelo m1
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se ajusta mejor al nimero de Conflictos
observados que el modelo m0.

Esta conclusion puede reforzarse
empleando el test de la razon de verosimi-
litud generalizado (Faraway, 2006, 120)
que compara las discrepancias que se pro-
ducen en ambos modelos, tal que: AD =

D,, - D,,; (Tabla 6). AD sigue una distri-
bucion asintética Chi cuadrado y evalia
si la inclusion de los términos del modelo
ml reduce significativamente el valor de
discrepancia con respecto al modelo m0.
Como se obtiene un valor de p minimo
(Tabla 6) se puede afirmar que, efectiva-
mente, m1 tiene una influencia significa-

TABLA 6: Resultados del test de razon de verosimilitudes entre m0y m1l

R entrada:

> anova (m0, m1, test="Chisq")

R salida:

Analysis of Deviance Table

Model 1: Conflictos ~ Afio

Model 2: Conflictos ~ Afio + I(Afio”2)

Resid. Df Resid.
1 11 Dev 1 71.446
2 10 80.686
9.240

Df Deviance P(>|Chil)

2.849e-17

tiva en la disminucion de la discrepancia
siendo, por tanto, mas adecuado.

Para finalizar el modelado cabria
interpretar el modelo en relacion a los
valores obtenidos. Por tal motivo, ademas
de transformar los valores de los parame-
tros para obtener su valor en la escala ori-
ginal de la variable de respuesta, habria
que estimar sus intervalos de confianza y
ser interpretados en términos de efectos
simples (particularmente en caso de exis-
tencia de interaccion), finalizando con el
calculo del intervalo de prediccién de los
valores de la variable de respuesta.

Siguiendo con nuestro objetivo de
animar al empleo del MLG en las situa-

ciones en que los datos lo requieran, mos-
tramos ahora la salida que se obtiene en
este ejemplo con un Modelo Lineal cla-
sico: una regresion lineal simple. A estas
alturas ya sabemos que no es la solucién
adecuada. Tal y como sefiala Long (1997,
3), las caracteristicas de una variable de
respuesta de recuento son tales que si
para su ajuste se emplea un Modelo
Lineal con funcion de enlace 1dentidad,
las estimaciones resultantes son inefi-
clentes, inconsistentes y sesgadas,
aunque, y esto es lo delicado, pueden ser
de magnitud y significacion similares a
las obtenidas por la regresion de Poisson.
No podemos eludir, por tanto, el exten-
dido e incorrecto uso del ML clasico en el
ambito de las ciencias humanas en
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numerosas ocasiones en las que se rela-
cionan variables cuantitativas con una
funcién de dependencia, y en las que no

se reflexiona suficientemente sobre la
métrica de la variable de respuesta que

interviene.

TABLA 7: Instrucciones y resultados de la regresion lineal

R entrada:
> m3<- Im(Conflictos~Aiio)
>m3

> summary (m3)

Multiple R-Squared: 0.9627,

R salida:
Call:
Im(formula = Conflictos ~ Afio)
Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-28.060 -6.643 -1.769 7.687 37.396
Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) -34.192 10.701 -3.195 0.00853 **
Afio 22.709 1.348 16.844 3.34e-09 ***

Signif. codes: 0 "™***' 0.001'**' 0.01"™" 0.05'" 0.1''1
Residual standard error: 18.19 on 11 degrees of freedom
Adjusted R-squared: 0.9593
F-statistic: 283.7 on 1 and 11 DF, p-value: 3.344e-09

Asi, apoyando el comentario de
Long, en la Tabla 7 puede verse que los
coeficientes del modelo de regresion
lineal son significativos. Sin embargo, al
observar los valores pronosticados obte-
nidos en la Tabla 8, para el caso 1 (afio
1991) resulta un numero de conflictos
pronosticado negativo, lo que no debiera
suceder con una variable de recuento.

En el Grafico 6 se aprecia también como
el ajuste de la recta a los datos no es
adecuado, a diferencia de lo que sucedia
con el modelo mI de la regresion de
Poisson (Grafico 5). La solucion con el
ML es muy forzada. La recta aumenta el
valor de los Conflictos pronosticados en
ocho de los trece Anos considerados, de
ahi la frecuencia de residuos negativos
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(Tabla 8). El grdfico de residuos frente @  media, con lo que no se cumple la inde-
valores ajustados refleja de nuevo una pendencia de los errores, como también
falta de ajuste de los residuos a la  ocurria con el modelo m0 (Grafico 7).

TABLA 8: Valores pronosticados y residuos de la regresion lineal

Diagnésticos por cas¢@

Valor

Numero de caso | Residuo tip. | Conflictos [ pronosticado | Residuo bruto

1,291 12 -11.48 23,484
2 153 14 11,23 2,775
3 - 051 33 3393 -934
4 -.365 50 56 64 -6 643
5 -679 67 79,35 -12 352
6 -1543 74 102,06 -28,060
7 -097 123 12477 -1,769
8 - 356 141 147 48 -6,478
9 -285 165 170,19 -5,187
10 611 204 192,90 11,104
11 2,056 253 21560 37 396
12 423 246 238,31 7687
13 -1,156 240 261,02 -21,022

a. Variable dependiente: Conflictos

GRAFICO 6: Ajuste con el Modelo Lineal
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GRAFICO 7: Diagnastico de la regresion lineal
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En suma, creemos que las razones
sefialadas son importantes para preferir
el MLG de regresion de Poisson frente al
Modelo Lineal clasico respetando la
métrica de los datos del ejemplo que se ha
descrito. Esta preferencia del MLG puede
hacerse extensible a cualquier situacion
en la que la variable de respuesta no sea
métrica. Los argumentos aqui expuestos
pueden ampliarse con la lectura de Ato y
cols. (2005), donde se describen con
detalle ejemplos modelando diversas
soluciones y empleando también transfor-
maciones de los predictores. Son intere-
santes, igualmente, las extensiones de la
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regresion de Poisson y de las diversas
aplicaciones del Modelo Lineal Generali-
zado a las soluciones multinivel, asi como
a los modelos jerarquicos, modelos adi-
tivos y modelos mixtos.

Conclusion

El Modelo Lineal y el Modelo Lineal
Generalizado son referentes imprescindi-
bles actualmente en el analisis de datos
de investigaciones que pretenden la expli-
cacién de fendmenos probabilisticos. Las
peculiaridades matematicas del MLG que
aqui se han descrito le confieren una muy
interesante adaptabilidad a las caracte-
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risticas métricas de las variables con las
que se trabaja, lo cual viene a solventar el
tratamiento estadistico inadecuado en el
analisis de datos de investigaciones educa-
tivas, donde sucede con frecuencia que las
variables que se registran no cumplen los
presupuestos matematicos de los modelos
estadisticos mas tradicionales, como el
Modelo Lineal o las pruebas de significa-
cion estadistica. Por otro lado, si un
modelo debe ser, en cualquier caso, una
buena “representacion” de la realidad, el
modelado estadistico ofrece el marco ade-
cuado para que los criterios de ajuste, par-
simonia e integracion tedrica exigibles al
modelo puedan irse conformando.

Ahora bien, las ventajas sefialadas no
pasarian de ser soluciones tedricas si no
existiera una herramienta que permitiera
desarrollar plenamente estas propie-
dades. El software R retne las caracteris-
ticas necesarias. El modo de trabajar de R
se adapta facilmente a la filosofia del
modelado estadistico, asi como a las pro-
piedades de los modelos de dependencia
estadisticos adaptados a variables no
métricas: los Modelos Lineales Generali-
zados. Ademas, desde el ambito de las
Ciencias Sociales es especialmente inte-
resante contribuir al cambio de filosofia
que implica el modelado estadistico, asi
como propiciar el empleo de analisis gra-
ficos por las numerosas ventajas que
aportan. R cumple con estos requisitos en
el analisis y explotacion de datos, tanto si
se trata de técnicas mas clasicas, como si
se emplean métodos mas novedosos.
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Notas

[1]1 En el ambito de las ciencias del comportamiento el
modelado estadistico es denominado también como
enfoque de la comparacion de modelos. Textos impres-
cindibles que trabajan esta linea son: Judd y McClelland
(1989); Krzanowski (1998); Lunneborg (1994) y Max-
well y Delaney (2004).

[2] Puede decirse que los grandes atractivos de R son su
modo de trabajar, la participacion constante de una
comunidad de investigadores en su desarrollo y su libre
acceso en internet.

[3] No deben confundirse los modelos de datos catego-
ricos que emplean el procedimiento de estimacion por
maxima verosimilitud, como es el caso, con las téc-
nicas de andlisis de datos categdricos (también lla-
madas modelos de datos categdricos) correspon-
dientes a los andlisis exploratorios multivariantes de
interdependencia cuyo procedimiento de estimacion es
el de minimos cuadrados alternantes. Estos dltimos
comprenden, fundamentalmente, las contribuciones
procedentes del sistema GIF], tales como el andlisis de
homogeneidad, el analisis de correspondencias y el
andlisis de componentes principales no lineal (ver van
der Geer, 1993).
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Resumen:
Analisis de datos desde el Modelo
Lineal Generalizado. Una aplicacion

con R

El empleo de modelos matematicos
para la explicacion de fendmenos probabi-
listicos ha sido imprescindible en la
investigacion cientifica. No obstante, en
el ambito educativo es frecuente trabajar
con variables que no cumplen las caracte-
risticas requeridas por el Modelo Lineal
(ML), utilizado durante mucho tiempo
como unica opcion para representar datos
de dependencia; por el contrario, el
Modelo Lineal Generalizado (MLG) res-
ponde muy adecuadamente a los pro-
blemas generados por la métrica de las
variables. En este trabajo se comentan los
aspectos particulares del MLG en rela-
cion al ML dentro del entorno en el que
cobran sentido ambos: el modelado esta-
distico. Asi mismo se anima al uso del
software estadistico R, poco conocido en el
ambito de los estudios educativos, pero
especialmente sensible a las particulari-
dades matematicas del Modelo Lineal
Generalizado y al modo de trabajar con el
modelado estadistico.

Descriptores: Modelo Lineal Generali-
zado, Modelo Lineal, regresion de
Poisson, modelado estadistico, R.

Summary:
Data analysis from the Generalized
Linear Model approach: an applica-
tion using R

To use mathematical models in order
to explain probabilistic phenomena have
been essential in scientific research.
However, in educational settings is
common to work with variables which do
not satisfy the demanded assumptions in
the Linear Model (LM). The Generalized
Linear Model (GLM) answers quite well
to the problems originated by measure-
ment variable questions. In this work
some aspects of the GLM are commented
in relation to the LM and this is done
from the framework where both of them
make sense: statistical modelling.
Besides, the use of statistical software R
1s emphasized because this one is not
very much known in educational rese-
arch. However, this software is very
appropriate for the GLM and for the wor-
king style in statistical modelling.

Key Words: Generalized Linear Model,
Linear Model, Poisson regression, statis-
tical modelling, R.



