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UNHA INTERFACE GRAFIC/} PARA O
DESCUBRIMENTO AUTOMATICO DE
TEOREMAS EN XEOMETRIA ELEMENTAL

Describese aqui un médulo enga-
dido a un programa de xeometria dind-
mica capaz xa non de demostrar teore-
mas en Xeometrfa, senon de
descubrilos. Este descubrimento faise
dun xeito grafico, o usuario ten que
explorar unha situacién xeométrica e
observar que, nalgunha das posibles
instanciaciéns do modelo, unha pro-
piedade se fai verdadeira. Pregtntase
entén qué e necesario para que tal pro-
piedade sexa sempre verdade e o
programa, en moitos casos, atopa as
condiciéns necesarias para que isto
ocorra.

1. INTRODUCCION

A idea de despraza-los elementos
dunha figura co gallo de ilustrar fen-
menos xeométricos e comproba-la vali-
dez de conxecturas sobre ela, xa formu-
lada por Clairault no século XVIII, foi a
semente de distintos micromundos
informaticos difundidos desde finais
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da década dos oitenta, entre os que
cabe citar Cabri-Géometre (Baulac,
Bellemain e Laborde, 1994), The Geo-
meter’s Sketchpad (Jackiw, 1995), Cin-
derella (Richter-Gebert e Kortenkamp,
1999), Calques (Bernat, 1996) ou REX
(Valcarce e Botana, 1999a). En Botana
(1998) pode verse unha descricién por-
menorizada destes e outros programas
englobados baixo o cualificativo de
“xeometria dindmica”.

Nas aulas de hoxe, en Secundaria,
Bacharelato e Universidade, as tdboas
de logaritmos e a regra de cdlculo desa-
pareceron a favor da calculadora, dun
xeito universal. Non se pode dici-lo
mesmo da regra e compds: quizais
estas ferramentas non se usen moito
(polo menos, tanto como serfa desexa-
ble), pero tampouco hai substitutos que
acaden consenso. Os programas de
xeometria dindmica seran, pensamos,
ese substituto cando unha maior inver-
sién ou a tecnoloxia os faga mais acce-
sibles.
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Neste artigo centramonos nun
aspecto que conxuga o uso da xeome-
tria dindmica, como un subproducto da
xeometrfa computacional, cunha apli-
cacién do cdlculo simbélico & proba e
descubrimento automadticos de teore-
mas. Na seccién 2 revisase a capacida-
de de proba dalgins programas de
xeometria dindmica. Na seccién 3
citanse aproximaciéns deductivas e de
xeometria alxébrica 6 proceso de des-
cubrimento automatico de teoremas en
xeometria elemental plana e ilistrase
cun sinxelo exemplo a interface grafica
para o descubrimento. A seccién 4
levanta a cortina e describe brevemen-
te qué hai detrds da escena: un contor-
no integrado de xeometria dindmica e
de célculo simbélico capaz de descu-
brir novos teoremas cunha interface
sinxela, que pode ser utilizada por cal-
quera alumno desde o nivel superior
de Educacién Primaria.

2. DEMOSTRACION AUTOMATICA DE TEOREMAS

A versién 2 de Cabri-Géometre,
difundida a partir de 1995 para Mac,
Windows e na calculadora TI-92, real-
mente non ten implantado un demos-
trador automatico de teoremas, senén
unha opcién de “comprobacién de pro-
piedades”. Estas propiedades son a
colinearidade, o paralelismo, a perpen-
dicularidade, a equidistancia e a per-
tenza. Ainda que os autores non dan
informacién sobre a teorfa na que se
basea o seu comprobador, cremos que
utiliza os resultados de Davis (1977).
Cabri comproba a posicién actual dos
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obxectos, no canto de establece-la pro-
piedade como un feito intrinseco da
construccién. Asf, se se constrien duas
lifas horizontais e se lle pregunta 6
comprobador se son paralelas, este res-
ponde afirmativamente.

CHYPRE (Bernat e Morinet-Lam-
bert, 1996) é un mddulo de proba
semiautomadtica baseado en regras que
pode traballar xunto con Calques. A
stia base de feitos estd formada por dez
propiedades e dispén dunha base de
feitos equivalentes e implicaciéns.
Cando o usuario establece as hip6teses
e a conxectura, o sistema crea, guiado
por aquel, un grafo entre elas.

Cinderella usa unha técnica cha-
mada “comprobacién aleatoria de teo-
remas” (Kortemkamp, 1999). Dada
unha construccién, o sistema xera unha
conxectura sobre ela (Cinderella move
entén a construccion a moitas posicions
distintas) e a conxectura é comprobada
en cada unha delas. Se é verdadeira
para cada unha desas posiciéns e estas
son bastantes, a conxectura declarase
un teorema.

Durante a década dos oitenta
desenvolvéronse dous métodos alxé-
bricos para a proba automatica: o méto-
do de Wu (Wu, 1994; Chou, 1987) e o
método da base de Groebner (Buchber-
ger, 1985). Ambolos dous estdn basea-
dos en coordenadas. O primeiro tradu-
ce as condicidns xeométricas a
ecuaciéns polinémicas, que trata polo
método do conxunto caracteristico
(Ritt, 1950), mentres que o segundo
substitie este ultimo polas bases de
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Groebner. Un programa de xeometria
dindmica que utiliza o método de Wu é
REX (Valcarce e Botana, 1999a, b). GEX
(Chou et al., 1996), ainda que non encai-
xa completamente no paradigma da
xeometria dindmica, é unha interesante
interface gréfica para a proba automa-
tica que implanta os métodos de Wu e
de Groebner, ademais doutros como o
da 4rea e o do punto fixo.

3. DESCUBRIMENTO AUTQMATICO DE TEOREMAS

O método do punto fixo de GEX é
unha  aproximacién  desde a
intelixencia artificial & demostracién
automética de teoremas. O programa
razoa desde as hipéteses ata a conclu-
sién para atopa-las propiedades dunha
construccién que poden ser deducidas
a partir dun conxunto de regras e axio-
mas. Os feitos iniciais aplicanselle-las
regras e 0s axiomas, e obtense un novo
conxunto de feitos que se une s hipé-
teses. Este proceso repetirase ata que
un novo conxunto de feitos sexa balei-
ro. En tal caso, chégase a un punto fixo
e tédolos feitos derivados son deduc-
ciéns da construccién. Ademais, para
cada un deles tense unha proba sintéti-
ca. Posto que a condicién de parada do
proceso é a obtencién dun punto fixo
ou, noutros termos, o obxectivo da
busca non estd precisado de antemaén,
este método permite non sé probar teo-
remas senén tamén descubrilos.

Unha aproximacién semellante &
proba automdtica xa foi descrita en
Nevins (1975), onde a condicién de
parada era a comprobacién por parte

do usuario da coincidencia entre o feito
deducido polo programa e o obxectivo
prefixado, desbotando asi a posibilida-
de de descubrimento.

O problema de seguir adiante con
este razoamento en bases de feitos
deductivas é a xeracién dun gran
numero de feitos irrelevantes ou inuti-
les, se se pensa nunha utilizacién
diddctica do programa. ;Cantos alum-
nos considerarian significativa a afir-
macién da concorrencia das alturas
dun tridngulo entre varios centos dou-
tras afirmaciéns? Necesitarfase dun
heuristico que medise a significacién
de cada feito deducido en cada situa-
cién de aprendizaxe, tarefa que, polo
de agora, non parece moi doada.

As aproximacidéns alxébricas &
proba automdtica de teoremas, os
métodos de Wu e de Groebner, péden-
se utilizar tamén para o descubrimento
automdtico daqueles. Mediante o
desenvolvemento dun método de
Kapur (1986) baseado no célculo das
bases de Groebner, Recio e Vélez (1999)
estudian propiedades xeométricas
arbitrarias (é dicir, propiedades non
deducidas dunha construccién) co
obxectivo de atopar hipéteses comple-
mentarias que fagan verdade as pri-
meiras. Unha técnica semellante que
utiliza 0 método de Wu para o descu-
brimento e proba de propiedades rela-
tivas a lugares xeométricos pode verse
en Chou (1984) ou en Roanes Macias e
Roanes Lozano (1999).

Posto que o interese primordial
deste foro é didactico non entraremos
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en sutilezas técnicas acerca do método -
de Recio e Vélez (op. cit.), que é o esco- BICipFlBve\cicioc BDE . MIBIEY
llido na nosa proposta. Para maior .
abundamento da informacién exposta
nos seguintes pardgrafos, remitimolo '
lector interesado a un interesante libro: \-"
Recio (1998), de onde sacdmo-lo B k
seguinte exemplo ilustrador: PN T

o e,

Construase, cun programa de T

. P s L "

xeometria dindmica, un tridangulo ABC, Voo

a circunferencia circunscrita de centro N,
O e a medida do dngulo ACB. N L

Se a construccién se fai con REX, a el
pantalla amosard algo semellante &
figura 1. Se agora escollemos un dos
vértices do tridngulo e o arrastramos é
doado nota-la circunstancia de que,
cando o dangulo medido é 90°, o punto
O se atopa alifiado con A e B (Figura 2).

Angle ACE= 9¢°

- -~ \.\\
il C:\ftp\PUB\rex\circunc.BDG M= E3 \‘a,’
\\__ i‘x’
T * T }
]
4- . "
e N, 48
\g \\ ,,"'./;;:
. ", -
'.\ /(,‘?"%{ ‘\ P / ) /
hY [=ls} p i e e o
| \\ s ! \\‘ac_’__/
) N, . ;
R Angie ACB= 90°
AN \\ s // 9
N * /” Ve
N /
\\\%_ \:‘ Ve o
E Figura 2. Duas instanciaciéns da construccion da
Arngie ACB= 70° figura 1.
, . N ¢E esta coincidencia (a alifiacién
Figura 1. Un tridangulo, o circuncirculo de centro 0 € 0 dos puntos A, B e O e a rectitude do
angulo ACB. p ’

dngulo ACB) puramente casual? Ou,
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noutros termos, jque € necesario para
que na construccién tefidmo-lo alifia-
mento de A, B e O? Utilizando o médu-
lo de descubrimento de REX impofié-
mo-la condicién de alifiamento dos
puntos A, B e O (Figura 3).

Figura 3. Para que o circuncentro estea no lado AB ...

Despois selecciondmo-la opcién
Discover. Aparece entén a ventd da
figura 4, na que se mostran os puntos
e as propiedades da construccién, asi
como as condiciéns impostas. Nétese
que os puntos tefien asignadas coor-
denadas coa convencién de que unha
coordenada da forma U, é libre (pode
tomar calquera valor) mentres que
unha X[m] ten un valor que depende
das libres. Ademais, aparecen puntos
non amosados nas figuras. Estes pun-
tos foron utilizados para a construc-
cién do circuncentro e posteriormente
ocultados para facilita-la percepcién.
As catro propiedades da construccién,
xunto cos puntos con, polo menos,
unha coordenada libre, determinana
completamente.

Discover

Points of construction

B(U3.U4) l
C[U5.US)

Add to target ‘ ATX[1Lx[2)) ~]

Properties of construction

‘Midpoint [A7.B.C]
Midpoint [AS,A,B]
Perpendicular{BC,0A7)
Perpendicular{AB,0AS)

ok ]
Points of target Conditions ;
SEEEEEE—— ; Help l
Remove from targetl Aligned{A, 0.8

Add all ]

Add condition |

Cancel

Remove condition ‘

Figura 4. O cadro de didlogo para o descubrimento.

Se lle engadimos 6 obxectivo os
puntos A, B e C (os tinicos que tefien
algunha coordenada libre), as propie-

dades da construccién e aceptamos,
REX executa un programa de célculo
simbdlico (no prototipo desenvolvido é
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Mathematica [Wolfram, 1996]) dun
xeito transparente para o usuario. Logo
duns segundos aparece un cadro que
da conta do feito descuberto (Figura 5).
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' H it there is a construction with these properties:
\f) Midpoint (47 8.C).
Midpomt (A5.A 8]
PependiculadBC.0A7).
Parpendiculai(AB.0AS}

then the necessary (ies) condition {3} for
Algned({A,0.8)

55 (are}

(8 is perpendicovar to T4

Figura 5. ... é necesario que os lados CB e CA sexan
perpendiculares.

4, UN CONTORNO INTEGRAPO DE XEOMETRIA
DINAMICA E CALCULO SIMBOLICO

En Recio (1998, 70) poden lerse
algunhas reflexiéns sobre a didéctica
do método de descubrimento automa-
tico. A cita, ainda que extensa, resulta 6
noso xuizo totalmente pertinente:

Muchos de los argumentos emplea-
dos [...] superan las posibilidades
matemadticas de los alumnos de
secundaria: estdn dirigidos al profe-
sor o al matemadtico formado. Uno
de los requisitos para que esta técni-
ca tenga cierta repercusién escolar

ciones de la recta que pasa por dos
puntos de coordenadas dadas, [..],a
través de una interfaz gréfica. Esto
no es dificil, y ya ha sido elaborado,
de modo mas o menos experimen-
tal, por varios investigadores. Atn
mejor seria que tal interfaz tuviese
otras buenas cualidades para la
exploracién geométrica, como las
del programa, tantas veces mencio-
nado, Cabri-Géometre. Mds comple-
ja se presenta la conversién de los
resultados analiticos en términos de
significado geométrico [...]. Final-
mente, la simplificacién fundamen-
tal vendria de la mano del estableci-
miento de una Comunicacién entre
el programa grafico y el programa
(o programas?de Célculo Simbdlico
que vaya a ser empleado en el pro-
ceso de descubrimiento automatico.
Esto significaria, por ejemplo, que el
alumno sélo precisaria describir la
construccién geométrica, las hipéte-
sis y la tesis, a nivel gréfico, con un
raton sobre la pantalla del ordena-
dor. Tal informacién serfa remitida
internamente al programa de Célcu-
lo Simbélico, que procederfa —sin
involucrar al usuario en conceptos
de Algebra Conmutativa— a elimi-
nar las variables pertinentes (del
mismo modo que Cabri “sabe” cua-
les son los objetos de base y cudles
los construidos) y a obtener un
resultado que serfa interpretable con
la ayuda, de nuevo, de la interfaz
gréfica (descubriendo condiciones
degeneradas, por ejemplo). Ya exis-
ten hoy calculadoras de bolsillo que
incluyen programas geométricos y
simbdlicos... jsélo falta que, mafia-
na, se relacionen entre si!

en el futuro es la automatizacién de
varios pasos intermedios. Por ejem-
plo, la obtencién automadtica de las
ecuaciones analiticas de las hipéte-
sis y de las tesis conjeturales, de
modo que el ordenador desarrolle,
sin intervencién humana, las ecua-

As propostas mencionadas no
pardgrafo anterior estdn implantadas
na versién 2 de REX, coa excepcién das
calculadoras de peto.

REX é un programa para facer
xeometria nunha computadora. E
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unha interface grafica de usuario para
debuxar figuras bidimensionais baixo
restriccions xeométricas. Os obxectos
iniciais dunha construccién son pun-

Téaboa 1. Algtins obxectos de REX

tos. Os obxectos restantes, algins dos
cales son descritos na gramdtica da
tdboa 1, son construidos a partir de
puntos.

obxecto = punto | lifia | circulo | Locus | Reference

punto ::= FreePoint | MidPoint | IntersectionPoint | PointOnObject

lifia := Segment | Line | Parallel | Perpendicular | Bisector

crrculo = CircleByCenterPoint | CircleByCenterRadius

Tédolos obxectos, coa excepcién
de FreePoint, tefien un ou mdis pais. A

Taboa 2. Pais dos obxectos

Tédboa 2 describe esta relacién para os
obxectos mencionados.

Obxecto

Pais

Segment, Line,
CircleByCenterPoint,
Reference

(punto, punto)

Parallel, Perpendicular

(punto, lifia)

MidPoint

Segment

IntersectionPoint

(lifin | circulo, lifia | lifia)

PointOnObject

lifia | circulo

Bisector

(punto, punto, punto)

CircleByCenterRadius

(punto, Segment)

Locus

(punto, PointOnObject)

Os obxectos, as stias propieda-
des e relaciéns declaranse nunha base
de feitos de Prolog: a lista da construc-
cién. Asi, unha figura é un conxunto
de definiciéns de obxectos, e este ten a
estructura

obxecto(#, tipo (#1, #2, ...), oculto?, eti-
queta, mostrar_etiqueta?, seleccionado?)

onde # é o nimero do obxecto na lista,
tipo é un elemento terminal da grama-
tica da Tdboa 1, #n fai referencia a un
dos pais do obxecto ou diias coordena-
das se o punto é FreePoint, etiqueta é o
nome do obxecto, e as tres variables
binarias restantes son autoexplicati-
vas. Asi, a lista da construccién da
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figura 1 estd formada por quince
obxectos. Esta lista pode verse, desde
o sistema operativo, no arquivo onde

se garde a construccién, ou, desde
REX, co mecanismo que amosa o his-

térico (Figura 6).

i File history

point(209,122;
point(77,240)
segment with endpoints 1 and 2
segment with endpoints 2 and 3
segment with endpoints 1 and 3
segment midpoint §

YL -

P P S NP )

[_gethistory | ok |

perpendicular line to the object 5 passing through the point 7 58

B~ Hide object

¥ Show label

™ Delete object

=l [a Label

A7 Hidden

e (L.

Hetp |

Figura 6. Histdrico da construccién dun triangulo e o circuncirculo.

A partir da lista da construccién
REX “sabe” da existencia de seis pun-
tos (os tres vértices do tridngulo A, B,
C, os puntos medios —ocultos polo
usuario na construccién— dos lados
BC e AB, A7 e A9, respectivamente, e 0

circuncentro O), e das catro relaciéns
xeométricas entre eles. Esta informa-
cién é mostrada tamén no cadro de dia-
logo de descubrimento (Figura 4), ade-
mais da condicién imposta (o
alifiamento dos puntos A, B e O).

Points of construction  Properties of construction
ATILXI2D [ Addan ]
A9(x[3L.x[4])
Ox[5].xI6)) Add condition |
Add to target '
Points of target . —oxp
S of targ Conditions
Remove from (argm{ AU102) Aligned(4,0.8) " ,__9_1‘2___}
B(U3,U4) Midpoirt (A7,B,C)
CLUS 6y Midpoint (A%,A.B) _._‘5!1'.‘1‘.‘._‘
Perpendicutar (BC,0AL)
Prrewnctisnar (AR OAN) x| Remove condition l

Figura 7. Argumentos para 0 descubrimento.
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Téaboa 3. Ecuaciéns analiticas das
condicidons xeométricas

 ([6]-U2)(U3X[5])-(U4-x[6])(x[5]-UT)=0

(x[1]-(U3+U5)/2)==0,(x[2]-(U4+U6)/2)=0

(x[3]-(U1+U3)/2)==0,(x[4]-(U2+U4)/2)=0

(U6-U4)*(x[6]-x[2])+(U5-U3)*(x[5]-x[1])=0

(U4-U2)*(x[6]-x[4])+(U3-U1)*(x[5]-x[3])=0

O inicia-lo proceso de descubri-
mento (Figura 7), REX escribe as ecua-
ciéns analiticas das cinco condiciéns
(Tédboa 3) e pdsaas 6 nucleo de Mathe-
matica, onde se fai un proceso de elimi-
nacién das variables x nas ecuaciéns
anteriores, posto que as variables U son
as dos vértices do tridngulo, tinicos
datos independentes do problema. O
resultado da eliminacién, neste caso
unha tnica longa ecuacién,

(-(U112*02) - U2A3 + 2*U1*U2*U3 - U2*U3N2 - U112*U4 + U2/2*U4 + 2*U1*U3*U4

- U3A2*U4 + U2*U4/2 - U413)*U6 +

U172 + U2/2 - 2*U1*U3 + U3A2 - 2¥U2*U4 + U472)*U6M2

-(U173*U3) - UT*U2/2*U3 + 2*U1/2*U3A2 - UT*U3A3 - U1A2*U2*U4 - U2/3*U4 +
4*U1*02*U3*U4 - U2*U3A2*U4 + 27U2/2*U472 - UT*U3*U4/72 - U2*U413 +

U1lN3*US +

U1*u2/2*05 - U1/A2*U3*U5 + U2/A2*U3*U5

- U1*U372*U5 + U3A3*U5 -

2*U1*U2*U4*U5 - 2*U2*U3*U4*U5 + UT*U4M2*U5 + U3*U41M2*U5 - U1/2*U5M2 -
U2/2*U52 + 2*UT*U3 U572 - U3A2*U5A2 + 2*U2*U4*US5M2 - U4M2*U5M2 =0

é factorizado e simplificado, entre
outras operaciéns, para finalmente ser
casado cunha base de datos de equi-
valencias entre ecuaciéns polinémicas
e enunciados na linguaxe natural
sobre propiedades xeométricas relati-
vas 4 construccién, que devolve aqui a
perpendicularidade entre os lados CB
e CA.

CONCLUSION

Describese un prototipo experi-
mental de programa de computadora

que combina un contorno de xeometria
dindmica coa funcionalidade dun
programa de cdlculo simbélico para o
descubrimento automadtico de teore-
mas elementais da xeometria plana,
enunciados na linguaxe natural. Ainda
que incompleto (jtratase dun descubri-
mento!), os resultados preliminares
suxiren que a stia capacidade abonda
para utilizalo na docencia e pode ser
empregado tamén para a investigacion
(quizais redescubrindo vellos teoremas
xa esquecidos).
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