
Os cambios da sociedade de fin
de milenio afectan � forma de vivir, de
consumir e de situarnos neste mundo,
as� mesmo levan impl�citos cambios
nos usos e nas crenzas sociais. Con
todo, resulta necesario conservar boa
parte das referencias � mundo anterior
Ñsocial, cultural ou filos�ficoÑ, pois
de non ser as� atopari�monos perdidos,
sen obxectivos nin experiencias coas
que interpreta-los fen�menos actuais e
iriamos cami�o dunha cat�strofe cultu-
ral e humana de consecuencias impre-
visibles. Estes cambios modifican
igualmente as necesidades matem�ti-
cas da sociedade e, en consecuencia, da
s�a vertente educativa. Isto vese clara-
mente na existencia e o uso que se lles
d� �s calculadoras que, por facer m�is
doadas algunhas actividades matem�-
ticas, van modifica-la utilidade dal-
g�ns contidos e procedementos mate-
m�ticos que pasan a perder interese
social. Pese a isto, tam�n c�mpre con-
servar moitos elementos tradicionais,
tanto pola s�a faceta pr�ctica coma
pola s�a importancia cultural.

Cremos que na Xeometr�a se ato-
pan boa parte deses elementos que se
deben manter. Logo do auxe das
Matem�ticas modernas caracterizado
pola famosa consigna de Diedonn�,
ÒÁAbaixo Euclides!Ó, hoxe estamos
lonxe desa �poca na que eran a materia
principal do curr�culo educativo e
vemos como a Xeometr�a sint�tica
mostra unha enorme utilidade Ñden-
tro das Matem�ticas ou f�ra delasÑ
axud�ndonos � transmisi�n de ideas,
conceptos e an�lise dos obxectos do
mundo real (as� como do outro mundo
virtual, pero tam�n real, que � o do
ordenador).

Neste artigo pretendemos mos-
trar elementos matem�ticos que resul-
tan de interese, non s� pola s�a cone-
xi�n cos co�ecementos matem�ticos
tradicionais sen�n tam�n pola relaci�n
directa con outros eidos do saber.
Xustamente, este obxectivo � un dos
aspectos que as entidades organizado-
ras do Ano Mundial das Matem�ticas
queren destacar e facer chegar a todo o
p�blico.
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POLIEDROS REGULARES

As formas xeom�tricas son un dos
elementos que, de xeito m�is suxestivo,
mostran a conexi�n das Matem�ticas
coa sociedade, coa cultura e coas outras
materias educativas. Unha das raz�ns
at�pase no actual uso masivo de for-
mas e materiais de todo tipo na pro-
ducci�n e consumo de productos,
inclu�ndo a publicidade e as manifesta-
ci�ns culturais. As propiedades desas
formas e a s�a propia existencia der�-
vanse de moitos resultados matem�ti-
cos (por exemplo, non podemos facer
un poliedro regular de dez caras).
Amais, apareceron novas formas e
figuras que se poden estudiar de xeito
matem�tico, coma os ÒfractaisÓ. Os
desenvolvementos de figuras por orde-
nador bas�anse en algoritmos e polo
tanto son, no seu interior, resultado de
operaci�ns l�xicas e alxebraicas.

� ben co�ecido que, entre os
poliedros que se poden constru�r no
noso mundo tridimensional, s� existen
cinco regulares, chamados Òs�lidos
plat�nicosÓ, nome que se lles deu pola
s�a propia perfecci�n intr�nseca. Un
poliedro ser� regular cando se verifi-
que que:
Ñ T�dalas arestas te�en a mesma lon-

xitude.
Ñ T�dalas caras te�en o mesmo 

n�mero de arestas.
Ñ En t�dolos v�rtices concorre o 

mesmo n�mero de arestas.

Pod�ase pensar que a terceira con-
dici�n � consecuencia das anteriores
pero non � as�, como podemos ver se
pegamos por unha cara dous tetrae-
dros regulares da mesma medida, a
nova figura cont�n seis caras formadas
por tri�ngulos equil�teros iguais, pero
en dous dos v�rtices saen tres arestas e
nos outros tres saen catro.

Tampouco a segunda � conse-
cuencia da primeira e a terceira, xa que
mediante cortes axeitados do cubo se
converte nun cuboactaedro (figura 1),
no que as caras est�n formadas por
tri�ngulos equil�teros e mais por
cadrados.

A estes dous exemplos de polie-
dros formados por pol�gonos regulares
de igual lado ch�maselles Òpoliedros
semirregulares arquimedi�nsÓ.

Dos cinco s�lidos plat�nicos:
tetraedro, hexaedro, octaedro, dodecaedro e
icosaedro, tres deles te�en as caras for-

Figura 1. Cuboctaedro obtido a partir do cubo.
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madas por tri�ngulos, outro por cadra-
dos e outro por pent�gonos. ÀPor que
non poden estar formadas as caras por
outros pol�gonos, por exemplo hex�go-
nos? Non � moi dif�cil conseguir que
alg�n alumno ou alumna dea unha res-
posta atinada a esa pregunta, que posi-
blemente sirva para que deduzan que
non pode haber m�is ca eses cinco
poliedros regulares.

Dado que as caras dos poliedros
regulares son s� tri�ngulos, cadrados e
pent�gonos, podemos analiza-las dife-
rencias entre eles. Observamos que o
pent�gono � notablemente m�is com-
plexo c�s outros dous e as�, se lles pedi-
mos �s nosos alumnos que tracen e
describan un m�todo de construcci�n
deses pol�gonos regulares, seguramen-
te atoparemos soluci�ns para o tri�n-
gulo e o cadrado pero dificilmente para
o pent�gono. � doado, para un alumno
de ESO, realiza-las construcci�ns do
tri�ngulo e do cadrado coa regra e o
comp�s, pero resulta practicamente
imposible que poida deducir algunha
para o pent�gono. Outra diferencia
notable atop�mola na proxecci�n orto-
gonal dos v�rtices sobre un lado, que
proporciona valores irracionais no pen-
t�gono, o que non sucede co tri�ngulo
equil�tero nin co cadrado (figura 2).

Moitos dos alumnos de ESO
tam�n precisar�n axuda para calcula-
-los �ngulos dun pent�gono, axuda
que pode consistir na divisi�n do pen-
t�gono en tri�ngulos, trazando as altu-
ras e calculando os �ngulos destes
tri�ngulos como paso intermedio antes
de obte-lo valor do �ngulo interior do
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Figura 2. Polígonos que forman os poliedros regulares
e as respectivas proxeccións dos vértices sobre a base.
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pent�gono regular. Deste xeito, unha
deducci�n do valor do �ngulo do pen-
t�gono ser� a seguinte:
360¼ÐÐÐ = 36¼; 90¼ - 36¼ = 58¼; 2 . 58¼ = 108¼10

Outro exercicio que se pode reali-
zar na aula � o de calcula-lo valor do
apotema e a �rea do pent�gono regular
de lado a unidade. O valor do apotema
pode obterse, ben mediante unha
representaci�n a escala Ño que propor-
ciona un valor aproximadoÑ, ben por
trigonometr�a, deste xeito cons�guese
outro tipo de aproximaci�n. 

No pent�gono danse algunhas
outras peculiaridades xa co�ecidas en
boa medida polos xe�metras gregos.

Trazando as diagonais dun pent�-
gono aparecen tri�ngulos is�sceles.
Alg�ns agudos, coma o AFG na figura
3, outros obtusos, coma o AFE, e un
pent�gono regular no interior FGHIJ. O
tri�ngulos AFE e AEB son semellantes
e, como consecuencia desta propieda-
de, o pent�gono FGHIJ � regular.

A raz�n de semellanza entre os
tri�ngulos AFE e AEB resulta ser un
n�mero que se considerou como base
das formas perfectas: o n�mero �ureo 
f = 1,6180339...

Consider�mo-lo pent�gono regu-
lar ABCDE de lado a unidade (figura
2). Como consecuencia da semellanza
dos tri�ngulos AFE e AEB verif�case a 

dado que FB=AE=DC=1. En con-
secuencia EB verifica a ecuaci�n 
EB2 -EB -1= 0 que ten de soluci�n  posi-

tam�n como n�mero �ureo. As� mes-
mo, aparece como o cociente entre o ra-
dio da circunferencia circunscrita �
dec�gono regular e o lado deste.

O NÚMERO ÁUREO

Ñ Este n�mero expresa a relaci�n
m�is sinxela que se pode establecer
dividindo un segmento en d�as partes
a e b: a parte menor � � maior como
esta � � total das d�as.

Figura 3. Pentágono regular e proceso de división por
trazado das diagonais.

EF AE                 EB-1 1igualdade  ÐÐ = ÐÐÐ e tam�n ÐÐÐÐÐ = ÐÐÐAE    EB                    1        EB

ÐÐ
1 + ! 5tiva    f = ÐÐÐÐÐÐÐ , n�mero co�ecido

2

b         aÐÐ = ÐÐÐÐÐÐa       a + b  
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Ñ Para os pitag�ricos esta pro-
porci�n ti�a propiedades m�xicas.
Unha delas � que se reproduce de xeito
constante se constru�mos unha secuen-
cia substitu�ndo a menor pola suma
das d�as: a e a+b ; a+b e 2a+b; 2a+b e
3a+2b... Por simetr�a, tam�n est�n en
proporci�n �urea os pares a e b; b e a-b;
a-b e 2b-a; 2b-a e 2a-3b... que se obte�en
substitu�ndo a maior pola diferencia
das d�as.

Ñ As potencias do n�mero �ureo
forman unha curiosa secuencia na que
un termo � exactamente igual � suma
dos dous anteriores:

Ñ A secuencia anterior � unha
progresi�n xeom�trica que � vez ten
propiedades aritm�ticas. O matem�tico
italiano do s�culo XIII, Nicol�s de Pisa
(Fibonacci), empregou por primeira
vez secuencias de n�meros coa propie-
dade de que un deles se obt�n dos ante-
riores sumando os dous que o prece-
den, propiedade que acabamos de ver
que te�en as potencias de f. ç sucesi�n
con esta propiedade na que os dous
primeiros n�meros son 1 Ñisto �, a
serie 1; 1; 2; 3; 5; 8; 13; ...Ñ co��cese
como Òsucesi�n de FibonacciÓ e aprox�-
mase moi rapidamente a f. Por exem-
plo f - 8/5 = 0,010... ; f -21/13 =
0,00264...

Ñ Os rect�ngulos nos que a raz�n
entre o lado maior e o menor � o n�me-
ro �ureo co��cense como Òrect�ngulos
�ureosÓ. Este foi considerado o modelo
de rect�ngulo m�is perfecto e equili-
brado. As tarxetas de cr�dito, os rect�n-
gulos nos que se realizan moitos cadros
pict�ricos, etc., son aproximaci�ns a
rect�ngulos �ureos. No Parten�n apa-
rece claramente o n�mero �ureo (figu-
ra 8).

Ñ O n�mero �ureo � o �nico
n�mero positivo que difire unha uni-
dade do seu inverso e, polo tanto, ten
as mesmas cifras decimais ca el. Isto
p�dese enunciar como un problema
para resolver na aula (e.g. adivi�a-los
n�meros que difiren do inverso nunha
unidade Ñresposta: en varias unida-
desÑ o que proporciona a ecuaci�n 
x2 -x - 1 = 0, de soluci�ns f e -1/f (resp.
x2 -nx - 1 = 0).

Ñ Cando a un rect�ngulo �ureo
se lle engade un cadrado, o novo rec-
t�ngulo tam�n � �ureo. O mesmo suce-
de se se lle subtrae un cadrado, como
observamos na figura 5.

Ñ Como resultado destas propie-
dades, o n�mero �ureo fainos lembra-
-los procesos de xeraci�n de figuras
que se poden repetir infinitamente con-
servando as proporci�ns e as formas.
Neste sentido, para os artistas e sabios
do Renacemento, inclu�ndo a Leonardo
da Vinci e Johannes Kepler, o n�mero
�ureo � a m�xima representaci�n da
harmon�a, do equilibrio na desigualda-
de. Para os templarios era un dos s�m-
bolos m�xicos que encerraba en si os
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1      1ÐÐÐ ; ÐÐÐ ; 1 ; f ; f 2 ; f 3 
f2 f

1     
f3=f 2+f ; f2=f + 1 ; f = 1 + ÐÐ ; É   

f
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misterios das proporci�ns perfectas.
Non � de estra�ar que outro dos seus
s�mbolos fose a estrela de cinco puntas
ou estrela de Salom�n, s�mbolo que
apareceu en practicamente t�dalas
sociedades secretas, inclu�das as loxas
mas�nicas.

Ñ Para C. Boyer os matem�ticos
gregos posiblemente descubriron a
irracionalidade do  n�mero �ureo antes
c� de       argumentando o exceso so-
brante � medi-lo lado do pent�gono
FGHIJ da figura 3, exceso que se conti-
n�a indefinidamente de se repetir
indefinidamente o trazado de pent�go-
nos inscritos.

Vimos que a diagonal do pent�-
gono regular � o n�mero �ureo multi-
plicado polo lado. Na deducci�n do
valor de EB (figura 3) notamos que esta
diagonal aparece dividida en tres par-
tes: EF, FG e GB de medidas 1/f; 1/f2

e 1/f respectivamente. De a� resultan
os valores da proxecci�n dos v�rtices C
e D da figura 2. As d�as primeiras par-
tes (EF+FG) dan a unidade (1/f + 1/f2

= 1) e os tres, o n�mero �ureo (1 /f +
1/f2 + 1/f = f). En consecuencia, o
pent�gono inscrito ten de medida 1/f2

e trazando as sucesivas diagonais dos
novos pent�gonos xorde unha progre-
si�n xeom�trica de raz�n 1/f2 (figura
3).

No dodecaedro podemos obser-
var esta sucesi�n de pent�gonos en
cada cara. Se traz�mo-las diagonais das
caras que son adxacentes a un mesmo
pent�gono obtemos un novo pent�go-
no no que os lados son esas mesmas

diagonais (de lado f, como vimos
cando a aresta � a unidade). En conse-
cuencia, as s�as diagonais estar�n divi-
didas en tres segmentos de medidas 1;
1/f e 1 e, en total, a medida desta dia-
gonal � f2 (figura 4).

Na natureza non aparece o pent�-
gono nas redes cristalinas pero si hai,
en cambio, tri�ngulos, cuadril�teros e
hex�gonos. A raz�n deste feito atop�-
mola na co�ecida como Òlei dos �ndi-
cesÓ, directamente vinculada, no caso
do pent�gono, � irracionalidade dos
valores das proxecci�ns de E e C (na
figura 2), e polo tanto � do n�mero
�ureo.

NÚMERO ÁUREO, FORMAS E CONSTRUCCIÓNS

Tense suxerido que a raz�n do
�xito do rect�ngulo �ureo, por exemplo

ÐÐ
! 2

Figura 4. As diagonais do dodecaedro son lados dun
pentágono regular.
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na pintura, se debe a que o ollo, � com-
para-la espesura da pequena tira coa
grande, recorta mentalmente nesta �lti-
ma unha espesura igual � da pequena e
obt�n Ñcando os intervalos verticais se
atopan na raz�n fÑ un resto que obe-
dece � mesma proporci�n, e de a� a
impresi�n de repouso, constancia,
seguridade, nun ritmo indefinidamen-
te continuo (figura 7). Moitos cadros
corresponden a rect�ngulos �ureos e
non � dif�cil atopar paisaxes nas que a
li�a do horizonte divide o cadro na
proporci�n �urea. Os rect�ngulos de
raz�n entre os lados pr�xima a       fo-
ron amplamente escollidos para reali-
zar pinturas trazadas de xeito vertical,
isto �, m�is altas ca anchas (figura 6).

A secci�n ou proporci�n �urea,
Òdivina proporci�nÓ como tam�n �
co�ecida, � un caso particular da regra
xeral da harmon�a das formas que con-
servan a mesma proporci�n nos deta-
lles ca no conxunto.

A diferencia do que sucede nas
formas minerais, o pent�gono regular
at�pase cunha incrible abundancia nas
formas vivas. Moit�simas flores te�en
forma pentagonal (caravel, xeranio,
pr�mula, a flor da maceira, a da fresa,
etc.) e no caso da pasiflora atopamos
combinadas a forma pentagonal e
decagonal. No reino animal gran canti-
dade de seres te�en forma pentagonal
(estrela de mar, medusas, etc.). O ouri-
zo de mar, ou lanterna de Arist�teles,
recibe este nome do fil�sofo grego que
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ÐÐÐ
! f

Figura 5. Rectángulo áureo e xeración de novos rec-
tángulos áureos.

Figura 7. Constancia e equilibrio xeradas polo número
áureo.

Figura 6. Rectángulo de razón 
ÐÐ! f .

BC BDÐÐÐÐ = ÐÐÐÐ = fAB CD
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observou que a s�a forma se atopa dis-
posta en grupos de cinco ou de m�lti-
plos deste n�mero. O radiolario,
Circorhegna dodecaedra, forma un dode-
caedro regular. As nosas mans te�en
forma de pent�gono.

A natureza pode evita-la lei dos
�ndices racionais dado que o desenvol-
vemento do ser vivo ten a s�a orixe no
proceso de crecemento organizado no
que inicialmente se disp�n dun peque-
no elemento que vai medrando pero
conservando a forma e a complexida-
de. Este crecemento difire do das for-
mas cristalinas baseado na repetici�n
de estructuras id�nticas en forma e
tama�o.

A ESPIRAL LOGARÍTMICA

Na espiral logar�tmica, tan pr�xi-
ma � n�mero �ureo, podemos observar
este equilibrio t�pico da natureza biol�-
xica, Òcambiar para que todo siga
igualÓ. Esta espiral � a �nica curva
aberta que ten os seus segmentos pro-
porcionais e, polo tanto, simboliza m�is
ca ningunha outra a conservaci�n de
forma no proceso de crecemento. î
igual que f, aparece constantemente en
multitude de formas vivas, coma a dis-
posici�n das follas de moitas plantas
ou os grans nos froitos no reino vexetal.
No reino animal un gran n�mero de
cunchas te�en forma de espiral logar�t-

Figura 8. O número áureo no Partenón.
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mica, os cornos dos mam�feros e o pro-
pio caracol do noso o�do interno tam�n
toman esa forma.

Unha espiral logar�tmica caracte-
r�zase pola propiedade de que a rela-
ci�n entre segmentos de espiras conse-
cutivas est�n en progresi�n xeom�trica.
Toda espiral logar�tmica queda caracte-
rizada polo valor da raz�n OC/OB
desa progresi�n xeom�trica. Outro
xeito de identificala � mediante o �ngu-
lo caracter�stico.

Nunha espiral logar�tmica, o
�ngulo que forma calquera radio vec-
tor (OC por exemplo) coa tanxente �
espiral no punto com�n con esta (C,
neste caso) � constante. As espirais de
�ngulo caracter�stico pr�ximo a 90¼
aprox�manse � espiral de Arqu�medes
(de aumento constante entre espiras
consecutivas) e o crecemento � moi

lene. Na natureza atopamos moitas
espirais deste tipo (�ngulos maiores de
89¼) nos restos f�siles das numulitas,
pequenos protozoos extinguidos que
hoxe se poden atopar en moitas rochas
sedimentarias. No outro extremo est�n
as espirais logar�tmicas de �ngulo
caracter�stico pequeno (arredor de 60¼)
que aparecen nos actuais Halitoides
(escalope de mar), coma o Halitoides
splendes; espirais que son, polo tanto,
extremadamente abertas.

Entre estes dous valores atop�mo-
-la espiral de pulsaci�n radial f (isto �
OC/OB=f), que ten de �ngulo caracte-
r�stico 85¼ 36Õ e est� presente en moitas
amanitas f�siles e outras especies vivas
coma o Murex ou a Scalaria pretiosa.

A abertura destas � menor c� das
espirais de pulsaci�n radial f2 e �ngulo
caracter�stico 81¼ 22Õ, presente na
Dolium Perdix. A�nda maior abertura ca
esta � a da espiral de pulsaci�n f4, que
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OC OBÐÐÐÐ = ÐÐÐÐ OB OA

Figura 9. Espiral logarítmica.

Figura 10. Espiral logarítmica e rectángulos áureos
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ten de �ngulo caracter�stico 73¼ 43Õ,
valor que case coincide co do pequeno
Haliotis parvus.

Unha caracter�stica das formas
espirais dos seres vivos � longo da s�a
evoluci�n parece se-la reducci�n do
�ngulo caracter�stico xunto cunha
diminuci�n de tama�o.

M. Ghyka (1977) observou que, se
trazamos unha secuencia crecente de
rect�ngulos �ureos polo procedemento
cl�sico de engadir cadrados cada vez
maiores, e un�mo-los v�rtices consecu-
tivos dos sucesivos rect�ngulos por
unha espiral, a figura que se forma
tende a confundirse coa espiral logar�t-
mica de raz�n entre as espiras f4 (figu-
ra 10).

A disposici�n en espiral de moi-
tos froitos (pi�as, xirasoles, etc.) e ani-
mais dem�stranos que esas formas
est�n a� polas s�as propiedades mate-
m�ticas. No caso da espiral logar�tmica
� ese patr�n espacial Ñque non cambia
� cambiar de tama�o xa que engade
elementos isom�tricos id�nticosÑ o
que a diferencia das formas cristalinas.
Non � casual que nos froitos, o n�mero
de espirais que hai nun sentido e no
outro sexan n�meros consecutivos de
Fibonacci e, polo tanto, aproximaci�ns
� n�mero �ureo f.

As espirais tam�n aparecen repre-
sentadas nas obras humanas da anti-
g�idade. Por exemplo, en moitos
petroglifos do noso pa�s, nas f�bulas de
bronce de La T�ne, en chapiteis x�nicos
e noutras moitas formas xeom�tricas.

NÚMERO ÁUREO, ARTE E CORPO

A raz�n �urea foi empregada
tanto polos artistas Ñarquitectos,
escultores, pintores, m�sicosÑ da anti-
ga Grecia coma polos de �pocas poste-
riores, como Leonardo, Stradivarius ou
Mozart.

Na arquitectura g�tica, obs�rvase
unha liberdade e unha exuberancia nos
detalles que semellan as da natureza
viva, � permitir esas pequenas desvia-
ci�ns prohibidas nas construcci�ns gre-
gas. Esta fantas�a g�tica, aparentemen-
te caprichosa, rev�lanos un rigor
din�mico tan perfecto coma o equili-
brio est�tico dos templos gregos. Nas
catedrais g�ticas aparecen tanto o
dobre cadrado coma a secci�n �urea,
combin�ndose o pent�gono, o cadrado
e mailo tri�ngulo equil�tero (figuras 11
e 12).

Figura 11. Rosetón pentagonal da Notre Dame de
París.
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Para os gregos, a natureza segu�a
determinadas proporci�ns que corres-
pond�an � modelo ideal. Un dos mode-
los era, evidentemente, o n�mero
�ureo.

O interese polo n�mero �ureo
anovouse coa s�a relaci�n cos proce-
sos computacionais Ñas series de
Fibonacci son un exemplo t�pico de
recursividade dobreÑ e empregouse
tam�n no estudio de din�mica de
poboaci�ns, en econom�a e noutros
�mbitos.

O rect�ngulo �ureo � unha das
formas, coma a espiral logar�tmica e os
fractais, que se conservan sen variaci�n
tanto no infinitamente grande coma no
pequeno. Esta propiedade de persis-
tencia a pesar dos cambios l�mbrano-la
necesidade que temos de conservar un

n�mero suficiente de contidos mate-
m�ticos. ÀSeguir� a ser f un exemplo
do que se ha de manter na Matem�tica
educativa? Cambios para conservar ou
conservar para asumi-los cambios
nesta vertixinosa �poca na que vivi-
mos.
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Figura 12. Formas pentagonais de catedrais góticas.

Fig 13. Proporcións vinculadas ó número áureo no
corpo feminino.
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