Numeros reales construibles

Juan Manuel MATEO CHARRIS *

El mayor problema con que nos encontramos en nuestra labor de ensefian-
tes es la postura pasiva, e incluso negativa, ante las matemdticas que toman
la generalidad de los alumnos de B. U.P.

Las causas son varias, pero la fundamental es la ausencia de motivacién
en los contenidos de los que se informa, de los que ademds se exige un ma-
nejo conciso y claro. Esta falta de motivacién es particularmente grave en
1. de B.U.P.

Los alumnos de 1.°, como adolescentes que son, estin muy poco intere-
sados en conceptos de tan escasa relacién con la realidad como los polinomios
o los complejos, valga el ejemplo, y mucho menos por la rutina de las opera-
ciones.

~ Sin embargo, los adolescentes muestran una cierta inquietud producida
por la necesidad de jugar, y a juegos que ellos entienden como inteligentes.
Un ejemplo: Hace unos meses aparecieron en E[ Pais las reglas de un nuevo
(o viejo) juego topoldgico ideado por matemdticos de la Universidad de Cam-
bridge. Pues bien, a los pocos dias me encontré, al entrar en clase, con varias
alumnas jugando partidas en la pizarra. Las ‘“jugadoras” no se distinguen
especialmente por su interés en las matematicas, sino mds bien por su aver-
sién a ellas. Y es evidente que el juego en cuestién tiene muchos valores
formativos.

Por otra parte, es patente la fascinacién de los alumnos por las calcula-
doras de bolsillo. El manejo de éstas es considerado como un juego, hasta el
punto de entablarse auténticas competiciones entre alumnos que se vanaglo-
rian de saber sacar el maximo partido a su calculadora. ;Y no son precisas
buenas nociones de 16gica, e incluso de célculo, para poder manejar correcta-
mente una calculadora?

* Catedrdtico de matemdticas del I, B. “Jiménez de la Espada”, de Cartagena.
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Pasemos al juego de moda: los juegos electrénicos. Cuando nuestros alum-
nos destruyen naves marcianas estin desarrollando no sélo sus reflejos,
sino también su intuicién geométrica, pues existe claramente geometria en
la adivinacién de una interseccién entre dos lineas. En este sentido, la pan-
talla de un televisor y una limina de papel en la que se trazan rectas que se
cortan son curiosamente semejantes,

En definitiva, nuestros alumnos sélo se interesardn por la matemaética si
se les plantea de forma recreativa y actual, y creo por tanto que en pocos
temas podriamos realmente interesarlos, en un mundo invadido por la elec-
trénica, salvo en la informdtica y en la geometria, por lo que tiene de visual,
pues no en vano vivimos en plena civilizacién de la imagen.

Pero asi como la informatica sélo tiene futuro, la geometria sélo tiene
pasado, y su futuro dependerd de su capacidad de adaptacién a los nuevos
tiempos.

La geometria ha ido desapareciendo progresivamente de la ensefianza me-
dia. Se ha ido condensando con el tiempo, y ha ganado en generalidad y en
coherencia (para un matematico), pero ha perdido aplicabilidad para el alum-
no. No nos engaiiemos: la vieja geometria del tridngulo, de las construccio-
nes, no podrd volver a menos que su estudio se incentive de acuerdo con
los intereses del alumno.

Siguiendo esta linea voy a introducir los nimeros reales construibles con
regla y compds para 1.° de B. U.P.

La idea general del tema me ha sido proporcionada por los mismos alum-
nos, que una vez construidos los reales, establecen una diferencia muy clara

entre nimeros como ' 2 6 & 3 que saben dibujar y nimeros como m, que
la teoria asegura que estin en la recta, pero que no saben dibujar con ins-
trumentos comunes.

Ello nos lleva al problema de las construcciones con regla y compds, tema
superior desde luego, pero que con los necesarios recortes puede adaptarse
para los alumnos de este nivel.

Su interés es indudable:

a) Se construye de esta manera un cuerpo mas amplio que el de los ra-
cionales y contenido en los reales.

b) Se trata de un cuerpo obtenido mediante operaciones de definicién
geométrica.

¢) Una vez establecidos los axiomas, todas las construcciones se obtie-
nen légicamente a partir de dichos axiomas. Constituye un primer
contacto del alumno con el método axiomdtico, propio de la geo-
metria.
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Numeros reales...

Desarrollo del tema

I. Se invita al alumno a participar en un juego: dibujar puntos utilizando
sélo regla y compés. Los puntos asi dibujados los llamaremos construibles,
y se obtienen como interseccién de rectas, de circulos y rectas, y de circulos.
Una recta se podra dibujar si contiene dos puntos construibles, y una cir-
cunferencia se podrd dibujar si su centro es un punto construible, y el radio
es un segmento de extremos construibles.

Precisando, resultan los siguientes axiomas de constructibilidad.

Ax. 1.

Ax. 2.

Ax. 3. El circulo de centro y radio construible es construible.
.4

Ax

Existen dos puntos del plano construibles.

La recta que pasa por dos puntos construibles es construible.

Los puntos de interseccién de rectas construibles son construi-

bles.

Ax. 5. Los puntos de interseccién de circulos construibles son construi-
bles.

Ax. 6. Los puntos de interseccion de rectas y circulos construibles son
construibles.

(El Ax. 1 es necesario para empezar a construir, Los otros son las reglas
de juego. Es facil ver que es un sistema “completo” de axiomas).

II. Al cabo de poco tiempo los alumnos han construido una serie de
puntos. Los mds aventajados habridn construido, quizas, el punto medio de
un segmento, o el circulo que pasa por tres puntos.

Es el momento de advertirles la necesidad de una sistematizacién de las
construcciones. Resultan, pues, los siguientes teoremas reducidos exclusjva-
mente de los axiomas.

Teorema 1. La recta paralela a una recta construible r que pasa por un
punto construible A es construible.

Demostracion: Basta tomar los dos puntos construibles B y C que, como
minimo tiene r, y trazar los circulos de centro A y radio BC, y de centro C
y radio AB. Se cortardn en un punto D construible. La recta que pasa por
A y D es, obviamente, la paralela a r buscada.

Teorema 2. La mediatriz de un segmento construible es construible.

Demostracién:_Sea el segmento AB construible. Los circulos de centros
Ay B, y radio AB se cortan en dos puntos C y D construibles. La recta que
pasa por C y D es la mediatriz del segmento AB.

Teorema 3. El circulo que pasa por tres puntos construibles A, By C
no situados en linea recta, es construible.
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Demostracion (conocida del alumno por la asignatura de dibujo): Basta
trazar las mediatrices de los segmentos AB y BC, que se cortarin en un
punto D. El circulo de centro D y radio AD es construible y pasa evidente-
mente por A, By C.

IIIl. Con estos tres teoremas las posibilidades de construccién de puntos
aumentan considerablemente.

Es el momento de plantear la posibilidad de asignarle a cada punto cons-
truido un par de coordenadas. Para ello, necesitarfamos un sistema de ejes
cartesiano-rectangulares construibles.

Teorema 4. Existe al menos un sistema de ejes cartesiano-rectangulares
construibles.

Demostracién: Consideramos dos puntos construibles A y B. La recta AB
y el circulo de centro A y radio AB se cortan en dos puntos B y B’. Constru-
yamos la mediatriz del segmento BB’

El sistema de ejes cartesiano- rectangulares queda determinado tomando
la recta que pasa por A y B como eje X, la mediatriz del segmento BB’ como
eje Y, y el segmento AB como unidad de medida.

Una vez coordenado el plano (la determinacién de las coordenadas de
un punto construible es puramente teérica, aunque utilizando resultados
elementales de geometria métrica, el alumno puede averiguar las coordena-
das de algunos puntos construibles), planteamos la reduccién de la construc-
cién del punto P (a,b) a la de sus proyecciones P’ (a,0) y P”(0,b) sobre
los ejes X e Y. Nos lo asegura el siguiente teorema:

Teorema 5. El punto de coordenadas (a, b) es construible si y sélo si
los puntos de coordenadas (a, () y (@, b) (proyecciones sobre los ejes) son
construibles.

Demostracién: La demostracién es trivial. Si P (a, b) es construible, sus
paralelas a los ejes lo son, y sus intersecciones con ellos determinan P’ (a, 0)
y P” (0, b), respectivamente.

Reciprocamente, si P’ (a,0) y P” (0, b) son construibles, la paralela al eje
Y por P, y la paralela al eje X por P” son construibles, y su interseccién es
P(a,b).

IV. La correspondencia biyectiva entre el conjunto de numeros reales
y el conjunto de puntos del plano de coordenadas P(a,0) (eje X) definida
de modo obvio

f:R— X
a—> P@,0)

motiva la siguiente
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Definicion.—Un nimero real a es construible si el punto P(a, 0) es cons-
truible.

Hecha la identificacién anterior queda claro que construir nimeros rea-
les equivale a construir sus reépresentaciones sobre una recta graduada, y es
evidente que la eleccién de dicha recta es irrelevante, aunque por motivos
“técnicos” supondremos que es el eje X.

Los nimeros reales construibles, como reales que son, participan de las
propiedades de las operaciones definidas en R, esto es, suma y producto, pero
dados @ y b numeros reales construibles, aunque existen a+ b y a5, no
se puede asegurar en principio que sean construibles.

Vamos a comprobar que si es cierto, es decir, que a partir de dos nimeros
reales construibles ¢ y b pueden construirse también a + b y a- b.

Es evidente que tales construcciones se pueden considerar definiciones de
dos operaciones suma y producto, en R, operaciones que se definen geomé-
tricamente (las primeras conocidas del alumno) y que resultan compatibles
con la suma y producto de reales.

Mis ain, dado cualquier @€ Re es posible construir —a y a™ (si a%0),
con lo que tendremos

— Un conjunto Rc C R y dos operaciones + ; restricciones de las ope-
raciones suma y producto de R, tal que:

a) (Rc, +) grupo abeliano.
b) (Rc—{0},.) grupo abeliano.

c) Se verifica la propiedad distributiva del producto respecto a la
suma, pues R; C R,

En resumen, (R¢, + ,.) es un cuerpo conmutativo (subcuerpo de R).

La razén de c¢) es védlida para comprobar las propiedades conmutativa
y asociativa de la suma y el producto en Re.

Proposicion 1.—Si a y b son reales construibles, también lo es a + b.

Demostracion: Sean a y b nliimeros reales construibles, entonces son cons-
truibles P(a,0) y P’ (b, 0).

Trazamos un circulo de centro P y radio 0P, que cortard al eje X en

dos puntos P y p’"’ situados, respectivamente, a izquierda y derecha de P.

Es evidente que si b0, entonces P"'(a+ b,0) y si b <0, entonces P”
(a+b,0.

Proposicion 2,—Si a es construible, —a es también construible.

Demostracidn:_Si a es construible, 1o ¢5 P (a,0). Trazamos el circulo de
centro 0 y radio OP, que corta al eje X en P y p’. Entonces, P'(—a,0).

Proposicion 3.—Si a y b son construibles, entonces a - b es construible.

Demostracién: Basta con demostrar la proposicién para el caso a> 0,
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b>0.5 a=006b=0 es trivial. Si alguno de ellos es negativo basta con
tener en cuenta la regla de los signos y aplicar la proposicion anterior.

Supongamos entonces a y b construibles y, por tanto, A(a,0), B(b,0)
construibles. Los puntos A’ (0,q), B'(0, —b) y P(—1,0) son evidentemente
construibles, y como no estin alineados, el circulo que pasa por A’, B’y P es
construible y cortara al eje X en un nuevo punto C, de coordenadas (a- b, 0).

P'::(Mb,o)

-

0 ey Plas)

b>o
p’(b,o) R . . Plao)
T P(asb) X
beo
Figura 1

Nota: La justificacion de que C tiene coordenadas (a*b,0) exige el co-
nocimiento de los dngulos inscritos en una circunferencia, asi como de la
semejanza de tridngulos, temas del antiguo bachillerato elemental, pero que
no sé si seran conocidos del alumno de 1.°.

En efecto, los triangulos OPA’ y 0B°C son semejantes porque:

a) Son rectdngulos.
b) L A’P0 = L A’B’C, por estar inscritos en la circunferencia y abarcar el
mismo arco.
cpr 0A’ orP . = .
Luego se verifica oC = 0B es decir, 0C = a-b = C tiene coor-

-denadas (a+ b, 0).

Proposicién 4.—Si a # & es construible, también lo es I/a.

Demostracién: En efecto, el circulo que pasa por los puntos construibles
A@,D, B(0,—1)y P(—a,0) cortara el eje X en otro punto P’ de coorde-
nadas (I/a, 0). La justificacién es andloga a la de la proposicién anterior.
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Bib,o) Alawo)

/

Figura 2

2\ 0 C

Y

Figura 3
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TNl

P'( ) (@as'

P(“(d Y

8oy

Figura 4

V. Consideraciones finales.
{Qué numeros reales son construibles con regla y compas?

a) Es evidente que lo son todos los enteros y todos los racionales, y para
ello basta con utilizar las construcciones de las cuatro proposiciones anterio-
res (se puede proponer al alumno que construya el nimero racional m/n, en
algunos casos sencillos, por supuesto).

b) También lo son algunos irracionales. Como ejercicio se puede propo-

ner la construccién de 4/ 2, y de este modo descubrird el alumno que ne-
cesita usar mds la regla y el compés de lo que esperaba.

Reiterando el proceso se puede construir 4/ n, donde n es un nimero
natural.

¢) Por aplicacién de las proposiciones 1,2,3,4, se puede construir
cualquier niimero real que se exprese como una operacién “racional” (sumas,
restas, productos y cocientes) de numeros racionales y raices cuadradas de
dichos numeros racionales. E incluso, mds atin, con raices de indice una po-
tencia de dos, aunque esto ya no estd al alcance del alumno de ningin modo.

d) Desgraciadamente no podemos seguir mis adelante, y no podremos
hacer comprender al alumno que no todos los nimeros reales son construi-
bles. Ya conociamos el caso de .
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No hay que ir tan lejos. Un nimero real tan sencillo para el alumno (acos-

3
tumbrado a operar con radicales) como 4/ 2 tampoco es construible. Y este
nimero estd directamente relacionado con la famosa duplicacién del cubo,
imposible con regla y compas. Ya sélo queda hablar un poco de los cldsicos
teoremas de construcciones y de las fecundas ramas de la matemitica que
han nacido al intentar resolverlas, lo que demuestra, una vez mds, que la
matemdtica entra por los ojos y después se hace abstraccién.
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