El surgimiento historico del
numero irracional como
instrumento diddctico

1. Introducciéon

La historia de la Ciencia es una de
las grandes olvidadas en los planes
de estudio, no sélo del Bachillerato,
sino de todos los niveles docentes.

Recientemente han aparecido algu-
nas opiniones! sobre las ventajas
que podria aportar su toma en con-
sideracién en los programas de B.U.P.
La historia de la Ciencia, adecuada-
mente desarrollada como asignatura,
aportaria a nuestros alumnos impor-
tantisimos aspectos formativos. Ade-
més de contribuir a que superaran
esa falsa divisién entre Ciencias y
Humanidades y facilitar la asimila-
cién de ciertos conceptos cientificos,
podria ser utilizada como elemento
desmitificador de las “verdades ab-
solutas” de la Ciencia, colaborando
asf a una recepcién antidogmética de
los contenidos de ésta.

No es, sin embargo, el objetivo de

* Profesor agregado de matemdticas en
el I, B. “Alfonso X el Sabio” (Murcia).

' Ver Ldzaro y Garcfa Amengual.
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este trabajo el abogar por la institu-
cionalizacién de la historia de la
Ciencia como asignatura de B.U.P.
Es tal la sobrecarga de los programas
en el actual plan de estudios, que
serfa préacticamente injustificable el
introducir ninguna nueva disciplina
por importante que ésta fuese en la
formacién del alumno. El objetivo es
mucho mds modesto. Se trata de mos-
trar que la historia de la Ciencia, aun-
que no sea impartida como tal, puede
y debe ser utilizada en el desarrollo
académico de las diversas disciplinas
como un elemento pedagégico y for-
mativo mds.

Aceptando la conveniencia de uti-
lizar un enfoque historicista para cier-
tas ideas cientificas, hay una polémi-
ca establecida sobre la forma de lle-
varlo a cabo. A la hora de utilizar
la historia de la Ciencia para la in-
troduccién de un concepto cientffico,
(debe ser consciente el alumno de
que se le estd reproduciendo el sur-
gimiento histérico de ese concepto o,
por el contrario, debe ocultirsele? En
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otros términos, la historia de la Cien-
cia, puesta a ser utilizada didéctica-
mente, ;debe ser manejada implicita
o explicitamente? 2. Muchas son las
razones que podrian darse a favor de
una u otra postura, pero tal vez lo
mis adecuado sea no renunciar a nin-
guna de ellas. La utilizacién de una u
otra debe ir en funcién del objetivo
concreto que se pretenda conseguir.

El presente trabajo ofrece una ex-
periencia, llevada a cabo con alumnos
de 1.° de B. U. P. del I. B. “Alfonso X
el Sabio” (Murcia), sobre como utili-
zar en concreto la historia de la Ma-
temdtica para la introduccién de un
concepto matematico: el nimero irra-
cional. En la experiencia el enfoque
historicista se maneja desde un punto
de vista implicito pero, como se in-
dicara al final, también es posible su
utilizacién explicita.

2. Surgimiento del mimero
irracional: problemas
diddcticos

La entrada en escena del nimero
irracional es bastante similar en todos
los textos de 1.° de B. U.P. Matices
aparte, casi todos los autores siguen
el siguiente esquema:

— Analisis de la biyeccién existen-
te entre el conjunto Q de los nu-
meros racionales y el conjunto
de las expresiones decimales in-
finitas periddicas.

— Representacién grafica de los
elementos de Q sobre una recta

! Simposio sobre la historia de la Cien-
cia en la Ensefianza (Valencia, mayo
1980). Ambas posturas fueron ampliamen-
te debatidas en el coloquio que tuvo lu-
gar tras la ponencia presentada por F.
Herndn (Grupo Cero), sobre “Ensefanza
e historia de las Matemiticas en el BUP".
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graduada mediante una unidad
arbitrariamente elegida. La recta
asi completada, recta racional,
es inmediatamente aplicada a la
medida de longitudes descono-
cidas.

— Demostracién, mediante reduc-
cién al absurdo, de la no perte-
nencia a Q de una expresién de-
cimal infinita. Suele ser escogi-
da la que se ~htiene de calcular

el radical v 2.

— Esa expresiéon decimal irracio-
nal es a continuacién represen-
tada mediante un punto, en la
recta racional. Asi se hace ver
al alumno la insuficiencia de es-
ta recta para la medida de lon-
gitudes.

— El proceso suele terminar con la
definicién genérica del conjun-
to R de los numeros reales y la
representacion grifica, median-
te intervalos encajados, de cual-
quiera de sus elementos en la
hasta ahora llamada recta racio-
nal. Esta recta pasa a ser llama-
da real y es ofrecida al alumno
como solucién definitiva al pro-
blema de la medicién y compa-
racion de longitudes.

Este método, impecable desde el
punto de vista matematico, ofrece al-
gunos inconvenientes didactico-meto-
dolégicos. Justo al contrario de como
histéricamente sucedié, el alumno
quedard con la idea de que un buen
dia se demostrd la irracionalidad de
v 2; en funcién de ello se construyé
el conjunto R de los nimeros reales
(racionales e irracionales), aplicando-
se posteriormente éste a la medicién
y comparacién de longitudes. Creera
seguramente que el nimero irracio-
nal, en lugar de ser una creacién de
nuestra mente para dar solucién a un
problema concreto, era algo que ya



estaba ahi antes de que el hombre
pensara en él, algo que tenia poco
menos que vida propia antes de su
descubrimiento. Alguna mente huma-
na lo encontrd, lo desempolvé y lo
presenté a los demis como solucién
al problema de la medida.

Este ahistoricismo puede ser, a la
larga, negativo para el alumno, pues
a base de repetirselo, tanto en ésta
como en otras cuestiones matemadti-
cas, le vamos inculcando, tema a te-
"ma y pregunta a pregunta, algo asi
como la existencia de un mundo de
las Ideas Matemadticas (aqui Platén
se apuntaria un buen tanto), al cual
ciertas mentes privilegiadas tienen ac-
ceso, sbélo de cuando en cuando, para
contemplar esas ideas, recogerlas y
traerlas hasta nosotros.

Junto a este inconveniente, el mé-
todo expuesto presenta otro, que no
por tépico es menos cierto. El es-
quema inicial de introduccién del nu-
mero irracional esta preparado para
ser ensefiado de una forma muy con-
creta: explicaciéon del profesor en la
pizarra y toma de apuntes por parte
del alumno. Se condena asi a éste,
una vez mds, a ser un mero elemento
pasivo-receptor de unos conocimien-
tos previamente elaborados.

Los inconvenientes antes expuestos
pueden obviarse en buena parte, al
menos en este punto concreto del pro-
grama, si el método tradicional es re-
forzado (que no linealmente sustitui-
do) con un planteamiento mas histo-
ricista del problema. Si el nimero
irracional surgié como una necesidad
precisa para poder comparar longitu-
des y no al revés3, ;por qué no ha-

* La prueba sobre la intomensurabili-
dad diagonal-lado fue aportada por la es-

cer que el alumno compare, con sus
propias manos, longitudes y vea que
para ello no le es suficiente con el
numero racional?, ;por qué no dejar-
le planteado este problema el dia an-
tes de iniciar el tema primero de los
dedicados a nimeros reales, y hacer-
le ver unas clases mds tarde que con
los “nuevos” nuimeros que ha intro-
ducido en esos temas si puede resol-
verlo? En otras palabras, ;por qué
no recurrir a plantearle al alumno el
problema en los mismos términos en
que los pitagéricos se toparon con é1?

Es evidente que este enfoque hist6-
rico no es ninguna panacea didactica,
pero tiene sus ventajas. No evita el te-
ner que reproducir el esquema tradi-
cional, pero si refuerza y rectifica a
éste en unas direcciones muy concre-
tas: acorta algo su exposicién ulte-
rior, hace que el alumno tome parte
activa en el tema y, probablemente,
le muestra con mas claridad que nin-
gin otro la necesidad de ampliar Q.

Esbozada ya la utilidad de plantear
el problema del surgimiento de los
nimeros irracionales en unos térmi-
nos historicistas, pasamos a ver c6mo
fue llevado esto a la préctica en una
clase de 1.° B.U.P.*

cuela pitagérica (s.V,a.d.c.), en tanto
que el primer intento de elevar el cocien-
te entre diagonal y lado a la categoria
de nuimero no se da hasta Eudoxo (si-
glo v a. d.C.).

‘ En su aspecto tedrico esta experien-
cia fue esbozada y debatida en la III Es-
cuela de Verano de la Regiéon Murcia-
na, junto con otras similares dedicadas
todas ellas a la aplicacion diddctica de la
historia de la Ciencia. El equipo de tra-
bajo, dirigido por el profesor P. Marset
(Universidad de Murcia), lo componian
M. Valera, M. A, Iniesta y el firmante.
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3. Desarrollo
de la experiencia

La clase comenzé motivando al
alumno sobre la utilidad practica que
la comparacién de longitudes ha teni-
do en cualquier época histérica. Mu-
chos son los ejempios que se le pue-
den ofrecer en este sentido; citare-
mos sélo uno. Dibujando en la pizarra
dos segmentos A y B, con A > B,
puede suponerse que fueran las uni-
dades de longitud de dos naciones
antiguas distintas. Es evidente que
para poder entenderse en ciertos in-
tercambios comerciales les seria im-
prescindible el establecer la propor-
cién que guardan entre si las longi-
tudes de ambos segmentos, es decir,
tendriamos que comparar éstas.

En algunos casos la comparacién
serd elemental, esto ocurrird cuando
A contenga un numero exacto de ve-
ces a B. Si es n este nimero, la com-

paracién la expresariamos diciendo:
la longitud A es a la longitud B como
nesal

Naturalmente, esto sélo sucedera
en contadas ocasiones. Lo normal se-
rd que no se cumpla la condicién ex-
presada en el pirrafo anterior. Enton-
ces la cosa se complica y el encontrar
la relacién de comparacién requiere
métodos mas generales. Abordémos-
los.

Una vez dibujados en la pizarra dos
segmentos cuyas longitudes no guar-
daban una relacién de proporcionali-
dad evidente, se propuso a los alum-
nos el siguiente método para encon-
trarla (ver fig. 1).

Manejando como tnico instrumen-
to para las traslaciones las esquinas
de un folio en blanco, trasladar el
segmento B sobre el A, determinan-
do asi el segmento sobrante, C, el
cual se trasladard a la derecha de B.
Tendremos entonces:
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A=B+C (1]

A continuacién se traslada el seg-
mento C sobre el B. Como la- longi-
tud sobrante es claramente mayor
que C, éste se traslada hacia arriba
las veces necesarias hasta que la lon-
gitud sobrante no exceda la del seg-
mento C. Segiin se desprende de la
figura:

B=3C+D [2]

Procediendo de forma andloga, se
traslada D a l1a dcrecha de C y vuelve
a llevarse ahora D sobre C, resultan-
do en este caso una comparacién
exacta, ya que, segiin se desprende
de la gréfica, C es doble que D. En-
tonces:

C=2D 3]

Una vez obtenida una comparacién
exacta, es elemental el obtener la re-
lacién de proporcionalidad a partir de

(11 (21 y (3]

Bastaria con hacer:

A=B+C (]
B=3C+D (2]
C=2D (3]

de donde
B=7D y A=9D

Luego A es a B como 9 es a 7. Las
longitudes ya estdn comparadas. Pre-
guntados los alumnos sobre si este
método seria vilido para la compara-
cién de dos longitudes cualesquiera,
la respuesta fue ostentosamente afir-
mativa. Consideraron, al inquirirles el
porqué, que deberia ser una mera
cuestién de paciencia el encontrar la
relacién a través de la comparacién
relativa de las longitudes sobrantes.

Al objeto de que comenzaran ya a
tomar parte activa en la clase se les
propuso que ellos mismos desarrolla-
ran, en ese momento y segun la téc-
nica explicada, dos ejemplos pricti-
cos de comparacién de longitudes.

En el primer ejemplo se les entre-
g6 como tnico material una hoja foto-
copiada con la grifica que puede ver-
se en la figura 2.

Naturalmente, A y B eran las lon-
gitudes a comparar. Las lineas auxi-
liares situadas a la derecha de ambos
podian ser utilizadas para trasladar
los segmentos sobrantes (C, D, etc.),
evitando de esta forma el uso de es-
cuadra y cartabén. Las traslaciones
sucesivas las iban haciendo, al igual
que en el ejemplo desarrollado en la
pizarra, mediante la simple utiliza-
cién de las esquinas de un folio en
blanco.

Este primer ejemplo habia sido pre-
viamente preparado de forma que am-
bas longitudes guardaban una relacién
sencilla, aunque no visible a simple
vista. Como ficilmente podfa deter-
minarse con la técnica antes expuesta,
la relacién era: A es a B como 5 es
a 3. Este resultado fue encontrado en
apenas cinco minutos por la totalidad
de la clase. La unanimidad fue ab-
soluta.

Se pas6é entonces al segundo ejem-
plo. En ese momento la confianza de
los alumnos en la infalibilidad del mé-
todo de comparaciones sucesivas era
pricticamente total, Una nueva com-
paracién (ver fig. 3) les fue propuesta.

Segin podfan comprobar antes de
empezar, A correspondia a la longi-
tud de la diagonal del cuadrado y B
a la del lado. Comenzado el ejerci-
cio, y conforme iban reproduciendo
los pasos dados en ejemplos anterio-
res, el desconcierto comenzdé a cun-
dir. Mientras unos con sélo dos o
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Figura 2

Figura 3
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tres traslaciones ya habian llegado a
un resultado, otros iban ya por la
quinta o sexta y adn no conseguian
llegar a la comparacién exacta que
les permitiera cortar el proceso. Fi-
nalmente, todos los alumnos, salvo
seis, llegaron a un resultado concre-
to. Recogidas las hojas, se fueron ano-
tando en la pizarra las proporciones
de longitud obtenidas. Ante la extra-
fieza general observaron cémo donde
antes se habia dado unanimidad ab-
soluta, ahora aparecian hasta un total
de doce resultados distintos (total-
mente dispares ademds; ej.: 13/5,
40/27, 8/7,"7/5, etc.), sobre un conjun-
to de veintisiete alumnos que llegaron
a una solucién concreta.

Aun con la evidencia del fracaso en
el segundo ejemplo, fue recibida con
incredulidad la afirmacién del profe-
sor de que esa enorme discrepancia
.de resultados era debida a que la re-
lacién de proporcionalidad entre las
longitudes de la diagonal y el lado
no era posible encontrarla mientras
s6lo manejaran nimeros racionales.
Si individualmente la habfan creido
encontrar era porque, debido a las li-
mitaciones de sus sentidos, en un mo-
mento dado del proceso creian haber
llegado a una comparacién exacta que
rigurosamente no lo era.

La demostracién matemdtica sobre
la imposibilidad de encontrar la rela-
cién de proporcionalidad diagonal-la-
do, expuesta a continuacién en la
pizarra, fue seguida con auténtica ex-
pectacién. Como es sabido, dicha de-
mostracién puede ser efectuada de di-
versas maneras. En este caso, y dado
que atin no se habia hablado para na-
da de fracciones generatrices ni de
expresiones decimales infinitas, se
efectué de la siguiente forma 5:

* Ver Newman, R.
Naturalmente, al reproducir la demos-

-— Conocimientos previos: Par X
X par = par; impar X impar =
= impar.

— Hipétesis de partida: Acepte-
mos que ha sido posible el com-
parar la diagonal y el lado,
siendo p/q la relacién de pro-
porcionalidad obtenida, en la
cual p y g son enteros primos
entre si.

-— Demostracidn: si es cierta la hi-
pétesis, podriamos considerar p
y q como las longitudes de la
diagonal y el lado, respectiva-
mente. Como teorema de Pité-
goras p? = 2¢?, valdria el si-
guiente razonamiento:

p2=2q2=>p?es par=>p-p
es par = p es par.

Claro que, si p es par, entonces
tendriamos que p = 2r, y

p=2r=p =4r2=2? = 4r2 =
= q?2=2r2=>q? es par => q-q es
par = q es par.

Como dos niimeros pares no pue-
den ser primos entre si, hay que con-
siderar falsa la hipdtesis de partida y
dar por demostrado el hecho de que
no es posible encontrar la relacién
diagonal-lado.

El problema de encontrar esta re-
lacién quedaba entonces, al menos de
momento, sin solucién. Finalmente, se
les anuncié a los alumnos que, en los
temas del programa a desarrollar en
dias sucesivos, serfan introducidos
unos nuevos nimeros, llamados irra-
cionales, los cuales nos permitirian
dar solucién cumplida al problema
planteado,

tracién tal y como lo hacia la escuela m
tagdrica, se han utilizado los simbolos al-
gebraicos modernos.
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4. Conclusiones

Segin se desprende del desarrollo
de la experieacia, han sido cubiertos
varios objetivos. A saber:

a) El alumno ha participado acti-
vamente en la clase.

b) El alumno adquiere conciencia
de que hay un problema concreto, que
puede tener una proyeccién préctica,
imposible de solucionar en tanto solo
maneje el campo numérico Q.

c) El alumno recibira a continua-
cidén una serie de clases sobre la cons-
truccién y posterior tratamiento ted-
rico del conjunto R. Se le habrad he-
cho ir entonces de un problema con-
creto a una teoria construida inicial-
mente ad hoc para resolverlo. No obs-
tante, podrin observar cémo dicha
teoria alcanza posteriormente desarro-
llos auténomos, los cuales desbordan
y arrinconan al problema inicial que
la produjo. A su vez, observardn cémo
mis adelante pueden aplicar unos de-
sarrollos a problemas pricticos. (No
se le ha hecho recorrer, de esta for-
ma, el proceso generador de la Mate-
matica?

d) El alumno, sin saberlo, habri
reproducido la aparicién del nimero
irracional tal y como histéricamente

se produjo. Ha vivido la historia de .

la Matemdtica como un elemento
mds dentro del aprendizaje de ésta.

Dejando ya aparte las conclusiones
concretas de esta experiencia, debe
desprenderse de todo lo expuesto que
la utilizacién de la historia de la Cien-
cia como elemento didictico es un
apoyo nada desdefiable.

{Quiere esto decir que hemos de ir
a una reelaboracion de los programas
de B. U. P, para poder abordar todos
los conceptos matematicos desde un
punto de vista histérico? Tajantemen-
te, no. Esto seria no sélo disparatada-
mente ambicioso, sino, en muchos
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casos, diddcticamente desastroso. Es
innegable que ciertos conceptos ma-
tematicos, enfocados desde el punto
de vista de su surgimiento histérico,
no harfan sino complicar e incluso
distorsionar las ideas expuestas. Pero
igual de innegable es que en ciertos
puntos de los programas de B.U.P.,
el enfoque histérico si puede ser ex-
tremadamente positivo.

La experiencia que hemos referido
ha tomado a la historia como varia-
ble implicita. No obstante, y preci-
samente este mismo tema, puede ser
desarrollado mediante enfoque hist6-
rico explicito. Terminaremos indican-
do que también asi ha sido utilizado,
concretamente como complemento a
las explicaciones de la profesora de
Filosofia (C. 0. U.), en torno a la cri-
sis del sistema filosdfico pitagérico.
Los alumnos, con las correcciones de
planteamiento adecuadas, reproduje-
ron el problema de la comparacidns
diagonal-lado como una de las claves
de dicha crisis.
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