Un modo asequible de
iniciarse en la combinatoria

M." Teresa GONZALEZ MANTEIGA *

Uno de los objetivos fundamentales de la combinatoria es la resoluciéon de
problemas de recuento como los que enunciamos a continuacidn:

1. ¢De cudntas formas distintas se puede elegir delegado, subdelegado
y asesor de un grupo de 40 alumnos?

2. ;De cuantas formas distintas se pueden sentar diez personas en una
fila de diez butacas numeradas?

3. (Cuéntas quinielas distintas de 14 partidos se pueden rellenar?
4. ;De cuantas fichas consta el juego del domind?

5. ¢De cuantas formas se puede elegir una comisién de tres personas,
para realizar un trabajo en equipo, de un grupo de 46?

6. En una carrera participan cinco corredores, tres del equipo blanco
y dos del equipo naranja, ;cudntas clasificaciones individuales distintas se
pueden dar, si se clasifican los cinco corredores?

7. ¢(Cudntas clasificaciones por equipos distintas se pueden dar en la
carrera del ejercicio anterior?

Para intentar resolver problemas como éstos, es necesario tener bien
claro:

1> Quién es el conjunto A, que ilamareris qlfabeto,. con el que se
escriben los resultados.

2° Cudntos elementos buscamos.
3. Sien el grupo de k elementos que buscamos es importante el orden.
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4.° Si en estos grupos de k elementos han de estar necesariamente todos
los elementos de A.

5.° Si en estos grupos de k elementos puede haber alguno repetido.

Teniendo en cuenta esto, los podemos resolver poniendo a funcionar el
organigrama de la pagina siguiente.
e Asi, en el ejemplo num. 1

(Quién es el conjunto A? Serd el conjunto formado por los 40 alumnos
de la clase. Por tanto, n = 40.

(Cudntos elementos buscamos de A? Tres; por tanto, k = 3.

(Importa el orden de estos k elementos? Evidentemente, si, ya que el
primero serd el delegado; el segundo, el subdelegado, y el tercero, el asesor.

(Tienen que estar necesariamente todos los elementos de A en el grupo
buscado? No, ya que buscamos tres y podemos elegirlos entre 40.

(Puede aparecer algin elemento repetido entre los tres buscados? No, ya
que en este caso no tendriamos tres representantes.

Por tanto, la salida correspondiente a este ejercicio es la nim. 3 del orga-
nigrama y nos indica que el nimero de resultados es V.
o En el ejemplo nim. 2

A={P, 6P, P, P, P, P, P, P, P, Py}, el conjunto formado por las
diez personas, n = 10.

k = 10, pues se van a sentar las diez personas.
Si importa el orden de las diez personas.

Si tienen que estar todos los elementos de A.
No puede repetirse ningun elemento de A.

La salida en este caso es la nim. 5 y, por tanto, el niimero de resultados
es Py= Vyu
e En el ejemplo num. 3

A=1{1,X,2}, ya que el alfabeto para escribir las quinielas consta de
estos tres simbolos, n = 3.

k = 14, ya que vamos a escribir quinielas de 14 partidos y, por tanto, bus-
camos 14 resultados. Ejemplo:

1,X,1,X,1,1,1,1,1,1,X,X,1,1 es una quiniela.

Si importa el orden de los 14 elementos.

No tienen que estar necesariamente todos los elementos de A; por ejem-
plo, en la quiniela anterior no aparece el 2.
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Si puede haber algin elemento de A repetido.
La salida en el organigrama es la nim. 4 y, por tanto, el nimero de qui-
nielas distintas es VR, .

o En el ejemplo num. 4

El alfabeto es ahora: A={0,1,2,3,4,5, 6}, si convenimos en que 0 re-
presenta blanca, / un punto, 2 dos puntos, etc. Luego, n = 7.

k = 2, ya que las fichas de domind constan de dos casillas. Ejemplo: blan-
ca doble serd 0-0, uno-blanca serd I-0, cinco-seis es 5-6 y seis doble es 6-6.

No importa el orden de los dos elementos que buscamos, ya que sélo hay
una ficha con un cinco y un seis.

Si puede haber algin elemento de A repetido, ya que existe la ficha tres
doble, es 3-3.

La salida correspondiente en el organigrama es la nim. 2 y de ahi que
el nimero de fichas de domin6 es CR, ..

o En el ejemplo num. 5

A es el conjunto formado por las 46 personas, n = 46.
k = 3, pues buscamos tres personas.
No importa el orden de los elementos, pues no se les da cargos distintos.

No puede haber ningln elemento de A repetido, pues el equipo no seria
de tres personas.

La salida correspondiente es la niim. 1 y el nimero de resultados posibles
es Cys.

e En el ejemplo num. 6

A ={B,,B,,B;,N,,N}, indicando el color de la camiseta, blanca o na-
ranja, y el nimero de dorsal de cada corredor, 1, 2, 3, 4, 5. Es n =3.

k=35.

Si importa el orden de los cinco corredores.

S? tienen que estar todos en la clasificacion individual.
No puede haber ningin corredor repetido.

En consecuencia, la salida es la num. 6 y el nimero de clasificaciones
individuales es Py = V. )
e En el ejemplo num. 7

A= {B,N}, pues s6lo nos fijamos en los equipos de los ciclistas. Te-
nemos cinco ciclistas, tres del equipo blanco y dos del equipo naranja.
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Buscamos cinco elementos que han de ser necesariamente tres blancos
y dos naranjas.

Si importa el orden de llegada.

Si tienen que estar todos los elementos de A en cada clasificacion por
equipos, ya que tiene que haber en todas ellas tres con camiseta blanca y dos
con camiseta naranja.

Si puede haber algin elemento de A repetido, ya que necesariamente tie-
nen que aparecer tres con camiseta blanca y dos con camiseta naranja.

La salida es la nim. 6 y el nimero de clasificaciones por equipos es
PR:**, permutaciones con repeticion de cinco elementos, de los que tres son
del equipo blanco y dos del equipo naranja.

Como consecuencia, podemos observar que en la primera pregunta del
organigrama: ¢Importa el orden de los k elementos?, si la respuesta es NO
se trata de combinaciones, y en el caso de que la respuesta sea SI pueden
ser variaciones o permutaciones. Para distinguirlas hacemos la pregunta:
(Tienen que estar todos los elementos de A?, si la respuesta es SI se trata
de permutaciones y si la respuesta es NO se trata de variaciones. La ultima
pregunta en todas las salidas sirve para distinguir las combinaciones ordina-
rias de las combinaciones con repeticion, las variaciones ordinarias de las va-
riaciones con repeticién y las permutaciones ordinarias de las permutaciones
con repeticién.

Es ahora el momento de deducir las f6rmulas y de formar las variaciones
con y sin repeticidn, las permutaciones ordinarias, las permutaciones con re-
peticidn y las combinaciones.

Variaciones con repeticién

SiA={a,a,,...,a,} el conjunto de las variaciones con repeticion de
orden k formadas con los elementos de A es el producto cartesiano AxAx ...
XA = AX

Ejemplo: si A= {a,b,c} vamos a formar el conjunto de las variacio-
nes con repeticién de orden I, 2 y 3. (Vid. Fig. 1).

Esta representacién se conoce con el nombre de diagrama de arbol.

Observa que el conjunto de las variaciones con repeticién de orden 2 se
forman a partir de las variaciones de orden I (cada uno de los elementos de
A) anadiendo a su derecha cada uno de los elementos de A; las de orden 3
se forman a partir de las de orden 2 afiadiendo a su derecha cada uno de los
elementos de A, y asi sucesivamente.

El nimero de variaciones con repeticién de orden k formadas con los n
elementos del conjunto A lo escribiremos asi: VR, ,.

VR, =3 ; VR, =3-3=3; VR, =3 ; ... ; VRy, =3
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Figura 1

Si el conjunto A tiene n elementos, a partir del diagrama de drbol se
deduce que:

VR,,=n ; VR.,,=n'; VR.,,=n'; ... ; .VR.’,,(:n"' I

siendo k cualquier nimero natural positivo.

Variaciones ordinarias

El conjunto de las variaciones (o variaciones ordinarias) de orden k for-
madas con los n elementos del conjunto A es el subconjunto A* formado
por aquellas variaciones en las que no aparece ninglin elemento de A re-
petido.

Ejemplo: Si A = {a,b,c} vamos a formar el conjunto de las variacio-
nes de orden 1, 2, 3.

No existen variariones ordinarias de orden superior al nimero de ele-
mentos de A; sin embargo, si existen variaciones con repeticién de orden k,
siendo k> n.
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Las variaciones ordinarias de orden 2 se obtienen a partir de cada uno
de los elementos de A (variaciones de orden I) afiadiendo a su derecha todos
los elementos de A salvo el que estd escrito; las de orden 3, afiadiendo a la
derecha de las de orden 2 cada uno de los elementos de A, salvo los que

forman esa variacién, y asi sucesivamente, hasta llegar a las Jarlacmnes de
orden n si A tiene n elementos.

El nimero de variaciones (o variaciones ordinarias) de orden k formadas
con los n elementos del conjunto A, lo escribiremos asi: V, ..

Vii=3; Vs, =32, V,g=2321
Si el conjunto A tiene n elementos, del diagrama del 4rbol obtenemos:

Vaia=n ; Voa=nn—-1) ; Vog=n-(n-1)(n-2) ; ... ;
Vax =nn—=1)(n=2) ... [n—(k—=1)] =nm—1)(n=2) ... (n—k+1).
Vaon=nn—1)(n=-2) ... 321 =n!

)
Vax =n(n—1)(n=2) ... (n—k+1) —2-_, siendo 0 <k <n keN
(n—k)!

Permutaciones ordinarias
Las variaciones ordinarias de orden n formadas con los n elementos del
conjunto A se llaman permutaciones ordinarias de los elementos de A.

Para formar las permutaciones de los n elementos de un conjunto A
basta con formar las variaciones ordinarias de orden n.

El nimero de permutaciones ordinarias de los n elementos de un con-
junto A, lo indicaremos por P,.

Po=Vyn=nmn-1)(n-2) ... 321 =n!
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Permutaciones con repeticion

Empezaremos con nuestro ejemplo.

En una carrera participan cinco corredores, tres del equipo -blanco y dos

del equipo naranja. ;Cudntas clasificaciones por equipos, distintas, se pue-
den dar?

Suponemos que los corredores del equipo blanco llevan dorsales I, 2, 3

y que los del equipo naranja llevan dorsales 4 y 5. Las distintas clasifica-
ciones por equipos son:

10203 1°2°3°4°  1°2°3°4°5°

1220
B BB BBBN—BBBNN

B B
1 <BBN<BBNB——-BBNBN
BBNN—BBNNB

B

BNB BNBB—BNSBBN
< <BNBN—BNBNB

B N
BNN——BNNB—BNNBB
N B B NBBB—NGBBBN
~NBBN—NGBBNB

N B
N< NBN——NBNGB—NBNGBSB
NN——NNGB NNBB—NNGBEBSEB

Hay diez clasificaciones por equipos.

En este caso. el diagrama de drbol no sirve para calcular el nimero de
permutaciones con repeticion.

El nimero de clasificaciones por equipos de estos cinco corredores, tres
del equipo blanco y dos del equipo naranja lo indicaremos por PR;**.

Por cada una de estas clasificaciones por equipos, si observamos el numero
del dorsal de cada corredor, obtenemos P;: P, = 3! - 2! = 12 clasificaciones
individuales diferentes. En efecto, las 12 clasificaciones individuales siguien-
tes corresponden a la misma clasificacion por equipos: BBBNN,

B,B,B;N,N, B,B,B;N;N,
B,B;B;N,N; B,B;B;N;N,
B;B,B;N,N, B,B,B;N;:N,
B;B;B,N,N; B;B;BN;N,
B;B,B;N,N; B;B,B;N;N,
B;B,B;NN; B,B.;B;N;N,

Sabemos que el numero total de clasificaciones individuales es P,=5!=120.
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El numero de clasificaciones por equipos, 10, multiplicado por P - P.=12
clastficaciones individuales, que corresponden a la misma clasificacién por
equipos, da 120 clasificaciones individuales. Es decir:

PR;""P;‘P_?:Pg
por tanto:
P; 5!

PR} = =
’ P.- P, 3121

Andlogamente si fueran nueve corredores, cuatro del equipo blanco, tres
del equipo naranja y dos del equipo azul, el nimero de clasificaciones por
equipo seria:

prRee P _ o
P"Pg'Pg 43121

ya que por cada clasificacion por equipos, por ejemplo, BBBBNNNAA, se ob-
tienen P;- P;- P, clasificaciones individuales.

En general el niimero de permutaciones con repeticién de n elementos de
los que A, son iguales a a,, h, son iguales a a,, ,..., h, son iguales a a, y siendo
hy+ hy + hy + ... + hy = n viene dado por:

n!

hohyoihy o=
PR P = e ]

Combinaciones ordinarias

Si A={a,a,...,a,} las combinaciones ordinarias de orden k forma-
das a partir de los n elementos de A son los subconjuntos de A de cardinal k,
esto es, subconjuntos de A que tengan k elementos.

Asi, si A={a,b,c.d} vamos a formar las combinaciones de orden
1,2y 3

ab abc
: abd
a
7 N . .Y, |
ad
b be bed
€C e cd
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Para formar las combinaciones de orden 2, a partir de las de orden 1, se
escribe a la derecha de cada uno de los elementos de A todos los que le
siguen en el conjunto A, con el objeto de contar cada subconjunto sélo
una vez.

Como ocurria en el caso de las permutaciones con repeticién, el diagrama
de 4rbol no nos sirve para contar el nimero de combinaciones.

Escribiremos C,, para indicar el nimero de combinaciones de orden k
formadas con los n elementos de un conjunto A.

Teniendo en cuenta que por cada combinacidén de orden 3 se obtienen 3!
variaciones ordinarias. Ejemplo:

. abc
ach
{a,b,c} — ?a P, = 3! variaciones
cab
\ cha

el nimero de combinaciones ordinarias de orden 3 multiplicadas por el nu-
mero de permutaciones de los tres elementos da el niimero de variaciones
ordinarias de orden 3, es decir:

Coa Py=Va,
de donde:
n!
C..= Vas - (n—J)’ n!
‘ P, 3! 3 (n-3)!
Del mismo modo:
Coy P.=Va,
y por tanto:
n!
C..\ = Vax (n k)' n!
' P, k! "~ kl(n—k)!
Se suele escribir:
2 \_ n! )
Cox =( " )—m siendo 0 <k <n, keN

Observa que sblo existen combinaciones ordinarias de orden k, siendo
k<=n.
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Combinaciones de repeticion

Empezaremos con nuestro ejemplo:
(De cuéntas fichas consta el juego del domind?

Convenimos en que 0 representa blanca, I representa un punto, 2 repre-
senta dos puntos, etc.

=1{0,1,2,3,4,5,6} y las fichas de dominé son:

0-0, 0-1, 0-2, 0-3, 0-4, 0-5, 0-6, 1-1, 1-2, 1-3, 1-4, 1-5, 1-6, 2-2, 2-3. 2-4, 25,
2-6, 3-3, 3-4, 3-5, 3-6, 4-4, 4-5, 4-6, 5-5, 5-6, 6-6

Para formar las combinaciones de orden 2 se escriben a la derecha de
cada elemento de A, este elemento y los que le siguen en el conjunto A.
Para formar las de orden 3 se escribe a la derecha de cada una de las de
orden 2 el ultimo elemento de esa combinacién de segundo orden y todos
los que le siguen en el conjunto A, y asi sucesivamente.

Por ejemplo, si A = {a,b,c} vamos a formar las combinaciones con
repeticion de orden 7.2 y 3:

aaa

a — aab

/ aac

a < ab abb

\ T abc
ac —

acc
bb —_— bbb
bbc

b
b¢ —————————— bcc
c cc cee

De nuevo no nos sirve el diagrama de arbol para contar el nimero de
combinaciones con repeticion.

El nimero de combinaciones con repeticién de orden k formadas con los
n elementos del conjunto A lo indicaremos asi: CR. ..

_ Una forma sencilla de contar el nimero de combinaciones con repeticién
de orden 3 formadas con los elementos de A = {a,b,c} podria ser la si-
guiente.

Convenimos en sustituir cada elemento repetido por x; o por x.,, segin
que el elemento repetido sea el primero o el segundo, cuando éstos estdn
colocados en orden alfabético si son letras, o en el orden natural si son cifras.

Asi, las combinaciones con repeticion de orden 3 formadas con los ele-
mentos de A = { a,b,c} las sustituimos por:
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aaa —> axx, acc —> acx,
aab — ax\b bbb —> bxx,
aac —» ax,c bbc — bx¢
abb —> abx, bce ~—> bex,
abc — abc CCC —> CX Xy

Asi el nimero de combinaciones con repeticién de orden 3 formadas con
los elementos de A = {a,b,c ) es igual al nimero de combinaciones ordi-
dinarias de orden 3 formadas con los elementos de B= {a,b,c,x,,% ). Es
decir:

5 5t |
CRa,:i = Chz,a =Cyy= ( 3‘ ) = 312! = 10.

Observamos que el conjunto B estd formado por los elementos de A y dos
letras auxiliares x,,x, en el caso de las combinaciones con repeticién de
orden 3.

CRn,z = Cn+2,3

Para las combinaciones con iepeticién de orden k necesitaremos (k—1)
letras auxiliares distintas, y asi:

n+k-—1
CRn,k = Cn+(k-l),k = ( )

k

En el caso del domind, el nimero de fichas es:

2 2/ 6!

/

8/
CRi;=Cray = ( 8 ) = = 28.
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