EVOLUCION Y METODOS DE LA

TOPOLOGIA

INTRODUCCION

axiomatico estd alcanzando en la
— ciencia moderna, no sélo en su cons-
truccion tedrica, sino en su exposicion didactica
en las aulas, tiene su mejor representante, sin
duda, en las Matematicas, y dentro de ellas, en el
Algebrayen la Topologla Parece ser que el méto-
do axiomdtico es el camino mas efectivo, desde el
punto de vista filoséfico, para revelar las interco-
nexiones de los distintos hechos y su estructura,
pues se construyen asi modelos de gran generali-
dad y abstraccion que pueden aplicarse en domi-
nios antes inadvertidos. «Sin embargo rara vez se
obtiene un descubrimiento significativo o una vi-
sion esclarecedora si se hace uso de un procedi-
miento exclusivamente axiomatico. El pensamien-
to constructivo, guiado por la intuicién, es la ver-
dadera fuente de la dindmica matematica. A pesar
de que la forma axiomatica es un ideal, es una pe-
ligrosa falacia creer que la axiomatica constituye
la esencia de la matematica. La intuicién cons-
tructiva de los matematicos da a esta ciencia un
elemento no deductivo e irracional que la hace
comparable con la musica y el arte» L.

! Courant, R. y Robbins, H., «Qué es la Matemdtica? Ma-
drid, Editorial Aguilar, S. A. 1955 pag. 228.

‘José DEL RIO SANCHEZ*

Pero el hecho es que, en nuestras aulas, se ocul-
ta (por razones que no es el momento de analizar)
el proceso constructivo de la ciencia y sélo se pre-
senta el ultimo modelo axiomatico. Debe el «escu-
chante» interesado rastrear en la historia para lle-
gar a vislumbrar el por qué de esas definiciones,
cuales fueron los problemas que originaron la ma-
teria, como se entrelazaron los diferentes métodos
que perseguian su solucion, qué fue antes, qué fue
después, etc.

Pretendemos, con el presente articulo, ayudar al
interesado en esta labor pericial intentando revelar
como se fue construyendo la Topologia, con sus
diferentes métodos, hasta llegar al formalismo y
abstraccion que hoy todos conocemos. Evidente-
mente, pecaremos de simplistas y simplificadores,
pero éste es el precio pagado para obtener una vi-
$ion un tanto ordenada y clara de la estructura evo-
lutiva.

Si, al final, hemos despejado algunas incdgnitas,
de forma que el estudio sistematico y axiomatico
de la Topologia resulte algo mds cercano e intuiti-
vo, nos daremos por satisfechos.

* Profesor Agregado del Instituto de Bachillerato de
Pefiaranda de Bracamonte y Ayudante de la Facultad
de Ciencias de la Universidad de Salamanca
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1. TRANSFORMACIONES Y PRO-
PIEDADES TOPOLOGICAS

El contenido de la geometria euclidea, afin o
proyectiva no es otro que el conjunto de proposi-
ciones y teoremas que se refieren a las propiedades
métricas, afines o proyectivas de los objetos geo-
métricos. Y estas propiedades son precisamente
las que permanecen invariantes en los objetos geo-
meétricos al someterlos a diversas transformacio-
nes: movimientos rigidos, afinidades y proyectivi-
dades. Esta es la idea de Félix Klein (1849-1925)
para clasificar las diversas geometrias a partir del
grupo de transformaciones considerado, expuesta
en su famosa comunicacion Programa de Erlan-
gen, de 1872,

Poco antes, algunos matematicos comenzaron a
estudiar transformaciones geométricas mas gene-
rales: aquellas que no destruian la adherencia de
las figuras geométricas, es decir, las uniones o se-
paraciones entre sus puntos, y que tampoco crea-
ban otras nuevas. Ejemplos de estas transforma-
ciones son las deformaciones eldsticas que consis-
ten en estirar o retorcer o comprimir una figura
como si fuese de caucho, sin rasgarla y sin hacer
coincidir puntos distintos. Otro ejemplo seria la si-
guiente cadena de transformaciones: deformacion-
rasgamiento-deformacién-pegamiento por los bor-
des.

Mediante estas transformaciones un circulo se
puede convertir en un poligono cualquiera, en una
elipse o en una margarita.

Figura l.

Y un ladrilo, como si fuesc de plastilina, se
puede convertir en un cantaro tapado con dos asas
0 una casita con dos ventanas.

Figura 2.

Sin embargo, un segmento no se puede transfor-
mar en un circulo o en un trébol.

Figura 3.

Como puede observarse, todas aquellas propie-
dades métricas, afines o proyectivas de los objetos
no se conservan mediante estas drasticas transfor-
maciones. ({Queda alguna que todavia sea inva-
riante y que por lo tanto constituya el objeto de
una nueva geometria?
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Pues aunque parezca sorprendente hay muchas
propiedades invariantes. A continuacion, enume-
ramos algunas:

1. La propiedad de ser cerrada una curva.

2. La propiedad de ser simple una curva, es
decir, formada por un solo lazo.

3. La propiedad de una superficie de tener dos
caras: una superficie tiene dos caras cuando divide
al espacio en dos regiones, una interior y otra exte-
rior. lo que sucede en las superficies ordinarias
como la esfera, el cilindro, o el toro. Imaginada la
superficie como una lamina de caucho, cada una
de las caras se podria pintar con un color distinto
y una hormiga que caminase por una cara no po-
dria pasar nunca a la otra sin atravesar el borde,
en caso de que existiese.

4. La propiedad de una superficie de tener una
sola cara: una superficie tiene una cara cuando no
es una diseccion del espacio; es decir, intuitiva-
mente, no tiene dos caras que pudiesen pintarse de
colores diferentes. El ejemplo fundamental es la
banda de Moebius que se obtiene pegando dos de
los lados paralelos de un rectingulo después de
haberlo retorcido:

o>
olJde
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D8

Figura 4.

Otro ejemplo es la botella de Klein que se obtie-
ne pegando dos bandas de Moebius por sus bordes.

5. La propiedad de tener borde una superficie
o una region plana: la banda de Moebius o un cas-
quete esférico tienen un borde que es una curva
simple cerrada. Las siguientes regiones planas tie-
nen también bordes, distintos en cada caso.

vy
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Figura 5.

6. La propiedad de una superficie de no tener
borde. A estas superficies las llamaremos cerradas
y son las mas conocidas: esfera, toro, poliedros, la-
drille con agujeros, botijos, botella de Klein, etc.

Pudiera parecer que las propiedades invariantes
son todas de tipo cualitativo como las anteriores.
Y no es asi: hay otras cuantitativas como el orden
de conexidn y el género que describimos a conti-
nuacion:

7. Orden de conexion de una regién plana: es
el nimero maximo de cortes que pueden efectuar-
se para desconectar dicha regién. Asi, la primera
region de la figura 5 tiene orden de conexién I; la
segunda, 2; y la tercera, 3. La primera se dice que
es simplemente conexa y las otras dos multiple-
mente conexas. Obsérvese que el orden de cone-
xion coincide con el nimero de agujeros mas uno
de dicha region.

8. Orden de conexion de una superficie cerra-
da: es el numero maximo de curvas cerradas sim-
ples que pueden trazarse sobre una superficie sin
dividirla al efectuar un corte a lo largo de todas
ellas. El orden de conexion de una esfera o de un
poliedro convexo es cero pues cualquier curva ce-
rrada sobre ellas es una diseccion. Andlogamente el
orden de conexion de un toro es 2 y de cualquiera
de las superficies de la figura 2 es 4. Véanse los
cortes en el siguiente dibujo:
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Figuraé.

9. Género de una superficie cerrada: es el na-
mero maximo de curvas cerradas simples, no se-
cantes entre si, que pueden trazarse sobre una su-
perficie sin dividirla. La esfera tiene género cero y
el toro género 1. Las superficies de la figura 2 tie-
nen género 2.

Como luego veremos, hay atiin mas propiedades
de las figuras geométricas que permanecen inva-
nantes en estas transformaciones. Los matemati-
cos de mediados del siglo X1X llamaron a unas y
otras propiedades y transformaciones topoldgicas.
Inicialmente las definiciones fueron expresadas en
estos términos intuitivos. Posteriormente, en la
etapa de fundamentacion y sistematizacion, se al-
canzaron otras mas precisas y rigurosas, como lue-
£0 veremos.

Si las transformaciones topoldgicas son las mas
generales entre las transformaciones geométricas,
las propiedades topologicas son las mas profundas
y esenciales entre las propiedades de las figuras
geométricas. El estudio de ambas es el objeto de
una nueva ciencia: la Topologia. Asi, la Topologia
surgio como una rama de la Geometria, pero al-
canzé enseguida objetos, métodos y contenidos
propios?.

2 Hay que sefalar que, en principio, esta rama se llamé And-
lisis situs, nombre que pronto fue sustituido por el de Topolo-
gia.

2. CLASIFICACION DE SUPERFI-
CIES: TOPOLOGIA GEOMETRICA

El primer objetivo que se planted fue la clasifi-
cacion topologica de superficies en el espacio: dos
superficies son topologicamente equivalentes (u
homeomorfas) si hay una transformacion topolo-
gica (u homeomorfismo) que transforma una en la
otra. Por ejemplo: una esfera es topoldgicamente
equivalente a cualquier poliedro convexo, pero no
a un toro, y todas las superficies de la figura 2 son
equivalentes entre si. Pero (cudntas clases de su-
perficies no homeomorfas hay y cuales son?

Para resolver esta cuestion habia que estudiar
las propiedades de una superficic que eran inva-
riantes por homeomorfismos, es decir, las propie-
dades topoldgicas, esperando que un conjunto de
ellas pudiera caracterizar la clase.

La cuestion entonces quedo reducida a buscar
las propiedades topologicas que caracterizasen las
clases de superficies.

La discusion de este problema duro toda la se-
gunda mitad del siglo XIX y en ella participaron
de forma decisiva A. F. Moebius (1790-1868),
gedmetra y astrénomo, que en 1858 presenta en la
Academia de Paris una memoria sobre superficies
de una sola cara donde estan contenidos algunos
de los resultados mas sorprendentes de la topolo-
gia de superficies; J. B. Listing (1808-1882) que en
1847 publica sus descubrimientos en un librito ti-
tulado Vorstudien -ur Topologie; y sobre todo B.
Riemann (1826-1866) que con la construccion de
su teoria de funciones demuestra la importancia
decisiva de la Topologia, le da un método, el geo-
métrico, y el impulso definitivo, sobre todo en lo
referente al estudio de las superficies cerradas de
dos caras.

Asi, a finales del siglo XIX, la topologia de las
superficies cerradas estaba practicamente conclui-
da, y el resultado a que se llego fue el siguiente:

a) Toda superficie cerrada de dos caras es ho-
meomorfa a una esfera con p asas, siendo p el gé-
nero de dicha superficie.

Estas esferas con p asas son los representantes
canonicos de la clase y se llaman superficies nor-
males de género p. Por ejemplo: todas las superfi-
cies de la figura 2 son topolégicamente equivalen-
tes a una esfera con dos asas:

b) Toda superficie cerrada de una cara de gé-
nero p es homeomorfa a una esfera con p bandas
de Moebius pegadas en otros tantos agujeros cir-
culares de la esfera. ’

Es imposible visualizar este pegamiento porque
en su materializacion siempre aparecen autointer-
secciones.



Figura 7.

Por tanto, el numero de caras y el género for-
man un conjunto de propiedades topoldgicas que
caracterizan completamente las clases topologicas
de superficies cerradas *.

3. CLASIFICACION DE VARIEDA-
DES: TOPOLOGIA COMBINATORIA
Y ALGEBRAICA

Como sucede casi siempre en la Matematica, su
desarrollo apunta hacia una generalizacion y abs-
traccion de los problemas iniciales y de los teore-
mas obtenidos. Asi, a finales del siglo pasado, los
matematicos se plantearon la clasificacion topol6-
gica de variedades de mas de dos dimensiones, que
habian aparecido de modo natural en el estudio de
los estados de fases de los sistemas dinamicos. Sin
embargo, esta investigacion no podia atacarse con
el método geométrico ideado por Riemann para
las superficies. Era necesario inventar un nuevo
metodo, mas adecuado para este caso, como Des-
cartes habia hecho dos siglos antes en la Geome-
tria. Su descubridor fue H. Poincaré (1854-1912) y
el origen genético de su método debemos encon-
trarlo en el teorema de Euler para los poliedros.

Aunque parece ser que ya fue observado por
Descartes, Euler demostrd en 1752 su famosa for-
mula V-A+C=2 que relaciona el niimero de vérti-
ces V, aristas A y caras C, de una superficie polié-
drica convexa. Ahora bien, si sometemos dicho
poliedro a una transformacion topolégica, obtene-
mos otra superficie curva homeomorfa a la esfera,
dividida en ciertas regiones poligonales de lados
curvos en la cual sigue siendo cierta la igualdad de

3 Un estudio completo de este asunto junto con la teoria de
funciones de variable compleja puede verse en Mufioz Diaz, J.,
Curso de Teoria de Funciones Madrid, Editorial Tecnos, 1978.
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Euler. La idea del método de Poincaré es justa-
mente proceder a la inversa: sustituir el estudio de
la esfera por el de un poliedro, que ademas se pue-
de elegir de caras triangulares. En general, el mé-
todo consiste en sustituir el estudio de una varie-
dad cualquiera por el de una de sus descomposi-
ciones simpliciales (triangulos si es una superficie;
tetraedros si es de dimension 3; en general, simpli-
ces n-dimensionales) interesindose naturalmente
por las propiedades que son independientes de la
descomposicion elegida y que por tanto atafien
esencialmente a la variedad estudiada. Como an-
tes, se espera poder clasificar topoldgicamente las
variedades a partir de estas propiedades.

El nuevo método descubre mas propiedades to-
polégicas, redefine las ya conocidas y las generali-
za a variedades n-dimensionales. Dos ejemplos de
nuevas propiedades topologicas son la orientabili-
dad vy la caracteristica de Euler: una variedad es
orientable si lo es una cualquiera de sus descom-
posiciones simpliciales; y la caracteristica de Euler
es la suma alternada de los elementos k-
dimensionales de una descomposicién simplicial
(k varia desde cero hasta la dimensién). Ambas
propiedades no dependen de la descomposicion
elegida y son topoldgicas. En el caso de las superfi-
cies se desmuestra que toda superficie cerrada de
dos caras es orientable y toda superficie de una
cara es no orientable. Ademads, en el primer caso,
la caracteristica de Euler es 2-2p y en el segundo
2-p con lo cual se generaliza obviamente la formu-
la de Euler para poliedros convexos (pues en ese
caso p=0) 4.

De este modo, los anteriores teoremas de clasifi-
cacion de superficies pueden formularse equiva-
lentemente diciendo que /a orientabilidad y la ca-
racteristica de Euler constituyen un sistema de
propiedades topologicas que caracterizan comple-
tamente las clases topolégicas de superficies cerra-
das.

Sin embargo, no se ha llegado a ningtin teorema
general de clasificacion de variedades de dimen-
sion mayor que 2. Pero de todas formas no por eso
el nuevo método ha sido estéril. Sus conceptos
fundamentales de cadena, ciclo, borde y homolo-
gia. han permitido que la Aritmética y el Algebra
entren en la Topologia como en el siglo XVII lo
hicieron en la Geometria, aportando una nueva
vision de los problemas y una poderosisima herra-
mienta. De aqui el nombre recibido: método com-
binatorio y Topologia Combinatoria.

Posteriormente, ya en el primer tercio de este si-

4 Los detalles mas elementales de esta teoria pueden encon-
trarse en Aleksandrov, Kolmogorov, Laurentiev y otros, La
Matemdtica: su contenido, métodos vy significado. Madrid,
Alianza Editorial, S. A., 1973, tomo 111, pags. 243-252. .

89



90

NREM/3

glo, la escuela americana —O. Veblen, J. W. Ale-
xander y S. Lefschetz— obtuvo algunos resultados

particulares sobre variedades, especialmente Hopf

que 1nicto la reoria de la homotopia al demostrar
la existencia de un nimero infinito de aplicacio-
nes continuas, de una esfera tridimensional en otra
bidimensional, esencialmente distintas, en el sen-
tido de que no se puede transformar una aplica-
¢16n en otra mediante un cambio continuo.

La escuela rusa, preocupada mds, como luego
veremos, por la topologia de conjuntos, también
contribuyé al desarrollo de la Topologia Combi-
natoria, sobre todo con la Ley de Dualidad de L.
S. Pontriaguin y con la introduccién de la coho-
mologia por A. N. Kolmogorov (también descu-
bierta por Alexander).

Sin embargo, la formalizacion y sistematizacion
de la Topologia Combinatoria se le debe funda-
mentalmente a la escuela francesa —Leray, Se-
rre—, que ha sabido unificar todas las teorias y re-
sultados dispersos. A ello ha contribuido esencial-
mente el algebra homoldgica y la teoria de haces.
La nueva ciencia asi surgida y que absorbe en su
generalizacién a la Topologia Combinatoria, es lo
que universalmente conocemos con el nombre de
Topologia Algebraica *.

Recientemente se ha restringido el problema ge-
neral de la clasificacion topoldgica de las varieda-
des al caso particular en que éstas sean diferencia-
bles y los homeomorfismos sean también diferen-
ciables. Este es el objetivo principal de una nueva
rama: la Topologia Diferencial, que utiliza tam-
bién métodos algebraicose®.

4. CLASIFICACION DE CONJUN-
TOS: TOPOLOGIA GENERAL

Al revisar algunas demostraciones clasicas, se
encontrd que conceptos topoldgicos tan claros
para la intuicién como interior y exterior deben
precisarse muy bien antes de poder dar una de-
mostracion rigurosa. Tal cosa sucedid, por ejem-
plo, con el teorema de la curva de Jordan
(1838-1922) enunciado de la siguiente manera en
su famoso Cours D’Analyse: una curva simple y
cerrada de un plano divide a éste en dos dominios,

5 Hay varios libros de Topologia Algebraica moderna que
merece la pena citar: Greenberg, Algebraic Topology. Massa-
chusetts, W. A. Benjamin, Inc. 1967; Godbillon, Eléments de
Topologie Algébrique. Paris, Hermann; y para el algebra homo-
logica y teoria de haces, Godement, Théorie des Jaisceaux. Pa-
ris. Hermann, 1964.

¢ Un manual asequible de Topologia Diferencial es el de T.
Brocker y K. Jinich, Introduccion a la Topologia Diferencial
Madrid, Editorial AC, 1977.

uno exterior y oiro interior. A pesar de este enun-
ciado tan intuitivo, la demostracién dada por Jor-
dan no era trivial, y ademas era falsa. Este descu-
brimiento motivo la necesidad de investigar pro-
fundamente conceptos como cerrada, simple, ex-
terior, interior... con el fin de asentar sélidamente
todo el edificio topolagico.

En esta misma linea, al demostrar Brouwer, en
1911, la invarianza topoldgica de la dimension de
un e¢spacio n-dimensional, se descubrieron los
principios de la teoria de aplicaciones continuas y
campos vectoriales, lo que hacia necesario el co-
nocimiento topologico de los conjuntos de puntos
de un espacio euclideo de dimension n. Comenzo
a desarrollarse, por tanto, a mediados del siglo pa-
sado, una nueva topologia que tenia por objeto la
descripcion y la clasificacion de los conjuntos de
puntos, e, implicitamente, la fundamentacién
conceptual de toda [a topologia de superficies.

Esta tarea fue realizada principalmente por
Cantor que definid por primera vez los conceptos
de punto adherente, conjunto cerrado, abierto,
perfecto, etc., obteniendo los resultados esenciales
acerca de la estructura de estos conjuntos en la
recta: su clasificacion. Sus ideas, aunque tropeza-
ron al principio con una fuerte oposicion, se ex-
tendieron ampliamente entre las escuelas francesa
y alemana de la teoria de funciones (Jordan, Poin-
caré, Klein, Mittag, Leffler, Hadamard, Borel, Bai-
re, Lebesgue) y fueron desarrolladas eficazmente
también por la escuela polaca y rusa (Urysohn,
Tychonov, Alexandrov, Pontriaguin).

Aunque el objetivo final de esta Topologia de
los Espacios Euclideos no se haya conseguido to-
talmente, en cambio su contribucion a la funda-
mentacion de la topologia fue decisiva, sobre todo
por definir rigurosamente conceptos tan impor-
tantes como los de adherencia y continuidad que
estaban en la base de toda la topologia de superfi-
cies que se venia desarrollando desde comienzos
de siglo. A estos conceptos de adherencia —el mas
importante de la Topologia— y de continuidad se
llegd geométricamente de la siguiente manera: se
define la distancia euclidea entre dos puntos que,
dados por sus coordenadas, P = (x;, ... x,) y Q =
(Y15 oo Yo €8 d(PQ) = V(X = ViR + . + (Xq = Yo
ahora se dice que un punto P es adherente a un
conjunto M si M contiene puntos cuya distancia a
P es menor que cualquier nimero positivo prefija-
do; una aplicacion f de un conjunto X enotro Y es
continua si conserva las adherencias, es decir, si P
es adherente a un subconjunto A de X, su imagen,
flP), es adherente a la imagen de A; finalmente
una transformacion topoldgica u homeomorfismo,
es una aplicacion biyectiva y bicontinua, es decir,
continua ella y su inversa. Esto significa, intuitiva-
mente, que estas aplicaciones respetan la adheren-
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cia de los conjuntos. De este modo, los conceptos
en que se apoyaba la topologia de superficies que-
dan perfectamente definidos y generalizados a
cualquier dimension.

Poco a poco se empez6 a pensar en la aplica-
cion de estas ideas a conjuntos de curvas o de fun-
ciones. Los trabajos de Ascoli (Le curve limiti di
una varieta data di curve, 1883), Volterra (Le¢ons

sur les fonctions de lignes, 1913, y Theory of

Functionals, 1930) y Fredholm (Sur une classe
d'équations fonctionnelles, 1903) crearon el habito
de considerar una funcién como una variable y
emplear el lenguaje geométrico de la topologia de
puntos para un conjunto de funciones. En particu-
lar, los memorables trabajos de D. Hilbert
(1862-1943) sobre las ecuaciones integrales culmi-
naron con la definicion y el estudio del espacio de
Hilbert por Erhard Schmidt en completa analogia
con la geometria euclidea. El método empleado se
basa en la idea de introducir una distancia o métri-
ca entre las funciones consideradas, de forma que
se cumplan las propiedades mas esenciales de la
métrica euclidea: d(f,g) > 0; d(f.g) = 0 precisamen-
te si f=g; d(f,g) = d(g,f) y d(f.,g) + d(g.h) = d(f h).
Por ejemplo, podemos definir una métrica sobre el
conjunto de las funciones reales continuas en [a.b]
considerando el area comprendida entre sus grafi-
cas, es decir, d(f,g) = /b/ fix) — g(x)/dx.

De este modo, se pueden aplicar a los conjuntos
de funciones los conceptos y métodos de la Topo-
logia de los Espacios Euclideos, creandose lo que
ahora llamamos Topologia de los Espacios Métri-
cos. El estudio de las funciones consideradas desde
este punto de vista, formando espacios funciona-
les, ha originado una fecunda rama del Analisis
Matematico: el Analisis Funcional, cuyo lenguaje
y métodos han impregnado totalmente el andlisis
moderno. Por ejemplo, los teoremas de existencia
de solucion para ciertos tipos de ecuaciones dife-
renciales pueden expresarse como teoremas de
existencia de puntos fijos en ciertos espacios fun-
cionales y estos teoremas pueden demostrarse por
métodos topologicos de una forma general mas
simple que con los métodos clasicos 7.

Pero no acaba aqui la vertiginosa aventura as-
cendente y generalizadora de la Topologia. Ense-
guida los matematicos ampliaron su objeto de es-
tudio a un conjunto abstracto cualquiera, cuya
teoria general, no topoldgica, habia desarrollado

7 Un estudio de los espacios métricos puede verse en la se-
gunda parte del libro de Kuratowski, Introduccion a la teoria de
(‘((;njuﬂlt).i‘ v a la topologia. Barcelona, Editorial Vicens-Vives,
1966.

Entre los numerosos tratados de Analisis Funcional citamos
solo dos: Horvath, Topological vector spaces and distributions,
Massachusetts, Addison-Wesley, 1966; y Hewitt-Stromberg,
Real and Abstract Analysis. Berlin, Lange & Springer

intuitivamente Cantor hacia 1880. Los primeros
que intentaron discernir las propiedades comunes
a los conjuntos de puntos y a los de funciones fue-
ron Fréchet v Riesz en la primera década de este
siglo. aunque ninguno de ellos elabord una teoria
axiomatica completa. Fue Hausdorff quien supo
elegir, entre los axiomas de Hilbert para los entor-
nos del plano, una definiciéon general de entorno,
lo que permite dar, de un modo natural, el con-
cepto de adherencia en un conjunto cualquiera, y
desarrollar a partir de estos axiomas una Topolo-
gta General de Conjuntos. Esta axiomatica de en-
tomos es equivalente a la que utiliza los subconjun-
tos cerrados o, dualmente, abiertos, que es la pre-
sentacion mas conocida. En este caso, en el con-
junto X se selecciona una familia de subconjuntos,
que se llaman cerrados, verificando ciertos axio-
mas bien conocidos, y se dice que un elemento P
es adherente a un subconjunto M cuando P perte-
nece a todos los subconjuntos cerrados que contie-
nen a M.

Hay todavia otras formas de introducir el con-
cepto de adherencia en un conjunto abstracto,
como puede ser la teoria de filtros y ultrafiltros de
Cartan o el empleo de la teoria espectral. Todas
ellas son equivalentes y estan intimamente rela-
cionadas unas con otras.

Un conjunto en el cual se ha definido un con-
cepto de adherencia, es decir, una topologia, se
llama espacio topolégico, sea cual fuere la axioma-
tica empleada para ello. La ciencia que estudia las
propiedades y la clasificacion de los espacios topo-
logicos se llama Topologia General. Bajo su domi-
nio caen de un modo natural, pues de ellas ha par-
tido cadencialmente, la Topologia de Espacios
Métricos y la Topologia de Espacios Euclideos. La
Topologia Algebraica, por su parte, ha asumido
también como basicos los conceptos y el lenguaje
de la Topologia General, que se coloca, de este
modo, en el origen conceptual de muchas de las
teorias matematicas &.

Las investigaciones posteriores, sobre todo de la
escuela rusa y polaca, se dirigieron hacia los pro-
blemas de separacién, conexidn, metrizacion y
compactificacion de espacios topoldgicos, abrien-
do un campo de multiples e inagotables perspecti-
vas, de forma que hoy la Topologia constituye un
pilar fundamental en la matematica moderna.

Resumimos en el siguiente esquema la evolu-
c16n histérica de la Topologia.

8 Un tratado cldsico de Topologia General es el de Kelley,
Topologia General Buenos Aires, Editorial Universitaria,
1962, donde ademas se recoge una amplia bibliografia sobre el
tema.
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