El problema de los siete puentes

de Konigsberg

4
‘gnvencidos de que el actual entoque
e la ensenanza de las matematicas
de B.U.P. tiene, tan soélo, por objeti-
=/ 'vo la formacion de futuros matemati-
cos, y ante el peligro real de que gran numero de
muchachos —que inicialmente se pudieran sentir
atraidos por esta disciplina- dirijan sus pasos ha-
cia otros derroteros, escribimos este articulo con
la esperanza de que pueda contributr a la «desin-
toxicacion algebraica» producida por la moderni-
zacion (?) de la matematica.

Un problema de 1735

Hagamos notar que en todo lo que sigue sere-
mos totalmente fieles al trabajo que, sobre ¢l par-
ticular, escribié Leonhard Euler alld por el afo
1735.

Nuestra aportacion personal al estudio del pro-
blema es —por tanto— nula; nos hemos limitado a
ser simples transmisores de uno de los muchos, vy
bellos, capitulos de la matematica que a lo largo
de Ia historia se han hecho famosos.

Vicente MEAVILLA SEGUI *

En la figura 1 hemos esquematizado cuatro re-
giones: R, R,, R,, vy R, comunicadas entre si por
sieLe puentes: py, Pa. Ps. Pss Ps, Do Y Pr-

El interrogante que nos planteamos es el si-
guiente:

4Es posible programar un paseo en el que cru-
cemos una, y solo una, vez por cada uno de los
sicte puentes?

Evidentemente, esta cuestion es un caso parti-
cular de un problema mas general que podriamos
enunciar en los términos:

«Dadas n regiones: R,, R,...., R, comunicadas
cntre si por m puentes: p,, p,...,p, determinar si
es (0 no) posible, efectuar un trayecto en el que se
pase una -y solo una- vez, por cada uno de ellos».

Es natural que, desde una optica matematica,
resulte mucho mas atrayente este ultimo proble-
ma. En consecuencia, intentaremos —en princi-
pio— resolver el caso general y a continuacién da-
remos una respuesta a la pregunta formulada en
primer lugar.

Atacamos el problema

Iniciamos, sin mas dilacion, el atague del tema
que nos ocupa, dando una sencilla regla que nos
permitira simbolizar cualquier paseo realizado,
haciendo uso (exclusivamente) de las letras subin-
dicadas utilizadas para designar a cada una de las
regiones implicadas en ¢l problema que se consi-
dere.

En el «circuito» de la figura 2, hemos cruzado
una sola vez por cada uno de los catorce puentes
que enlazan siete regiones de un imaginario pais.

* Profesor agregado de matematicas del 1.B. «José Ibaiiez
Martin» de Teruel.
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Admitiendo que la salida tuvo lugar de R, es
obvio que la segunda zona visitada fue R;. Pode-
mos, pues, representar esta primera etapa de nues-
tro viaje por R\-R; (donde el guion - sefiala que
hemos cruzado por un puente). Desde R, pasamos
a R,, por tanto (siguiendo el mismo criterio que
antes) escribimos R —R ;.

Resulta evidente que ¢l punto de llegada del
primer sector coincide con el punto de partida del
segundo; para sefialar el trayecto total -recorrido
hasta el momento- pondremos R -R;-R, en vez
de R -R;R-R,.

Procediendo de esta manera, no reviste dificul-
tad alguna comprobar que ¢l paseo descrito puede
designarse por:

R,-R-R ~R,-R -R R~
-R~R,~R~R,~R~R ~R R (1)

Es claro que la secuencia (1) puede obtenerse a
partir del siguiente esquema:

Ry-Ry R-R, R-R, Ry-R- Ry-R, Ry-R. R,-R,
cruce | cruce 3 cruce § cruve 7 cruce Y ,“ cruce [ cruce 13
Ry-Ry R-R, R-R, R+-Ry Re-R, J R.-R, Ry-Re

eruce 2 cruce 4 cruce b cruce K cruce 10 cruce 12 «ruce 14

eliminando en cada cruce (salvo el ultimo) la re-
gion de llegada v enlazando entre si las «zonas re-
siduales».

En otros términos:

A partir de 28 letras subindicadas (notemos que
28 es el doble del numero de puentes) obtenemos,
despues de suprimir 13 de ellas (13 = nimero de
puentes menos uno), la serie (1) integrada por 15
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letras subindicadas (observemos que 15 coincide
con el numero de puentes aumentado en una uni-
dad).

Apoyandonos en este resultado afirmamos:

Si existe un travecto a través de m puentes en el
que crucemos una, y solo una vez por cada uno de
ellos, entonces la secuencia de letras subindicadas
que lo caracteriza consta de:

2m~-(m-1)=m+ 1 elementos.

Pasemos, acto seguido, a considerar una impor-
tante cuestion.

¢Es posible determinar el numero de veces que
una cierta letra subindicada Riinterviene en la
«sucesion» que caracteriza un determinado circui-
to (en el que se cruza una -y solo una- vez por
cada puente), teniendo Unicamente en cuenta el
numero de puentes que llegan (salen) a dicha re-
gion?

En el estudio de este problema distinguiremos
dos posibilidades:

(A) El nimero de puentes que llegan a R;
es IMPAR

1.-Si a R, llega un solo puente, no resulta difi-
cil descubnir que dicha region puede ser punto de
partida o punto de llegada del recorrido que cste-
mos analizando (advirtamos que la conjuncion o
esta tomada aqui en sentido excluyente).

En el primer caso obtendremos una sucesion
del tipo:

y en la segunda alternativa, la secuencia a la que
llegaremos sera de la forma:

De cualquier manera, el nimero de veces que
aparece R, -al que a partir dc ahora designaremos
por N(R }- es 1igual a uno.

2.~ Supongamos, ahora, que el numero de
puentes que llegan a R, es tres. En esta situacion,
pueden presentarse las dos opciones que hemos
representado en la figura 3.

. v mmaw———-=w

e

Figura 3



En el croquis (a) iniciamos (I) el recorrido en R,
v en el dibujo (b) finalizamos (F) el trayecto en R
" Con esto, las sucesiones que obtendremos ten-
dran la forma:

(a) Ri~...... ~R~......
(b)
Por tanto, N(R ) = 2.

3.— Consideremos, por ultimo, el caso en que el
numero de puentes que «arriban» a R,. es Ccinco.

Caben aqui. las dos alternativas siguientes:

- El punto de partida del recorrido es R, (figura

4-a).

- El trayecto no se inicia en R, (figura 4-b).

Figura 4
Las sucesiones obtenidas seran de la forma:
(a) R-...-R-....-R~....
(b) v =R~ ... =R—-.... =R,

Luego, N(R)) = 3.

Apoyandonos en los resuitados obtenidos en los
tres ejemplos anteriores, es facil pasar al caso ge-
neral,

Afirmamos:

St el niumero de puentes que llegan a R, es p
(siendo p impar), entonces

NR=(p+1)2

(B) El nimero de puentes que llegan a R,
es PAR

i.— Admitamos que a la region R; llegan dos
puentes.

Es trivial que pueden ocurrir los dos hechos si-
guientes:

- El recorrido empieza en R, (figura 5-a).

- El trayecto no empieza en R, (figura 5-b),

En la primera situacion, la secuencia que nos
caracteriza ¢l circuito tendra la forma:

(a)

mientras que si se da la segunda circunstancia lle-
garemos a una sucesion del tipo:

(b)

El problema de /os siete puentes...

Figura 5

Entonces:

—Siel recorrido comienza en R, N(R)) = 2.

- Si el trayecto no se inicia en R, N(R))=1.

2.~ Supongamos que el numero de puentes que
llegan a R, es cuatro. También en este caso pue-
den darse las dos opciones vistas en el ejemplo an-
terior.

Si R, es punto de partida del recorrido, los «pa-
sos» por los cuatro puentes que confluyen en esta
region estan esquematizados en la figura 6.

Figura 6
Por tanto, la sucesion que obtendremos serd de
la forma:

Si ¢l trayecto no comienza en R, (ver figura 7),
entonces vendra caracterizado por una secuencia
del tipo:

Con esto, llegamos a las dos conclusiones:
- St el recorndo comienza en R, entonces
N(R)) = 3.
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Figura 7

- Si el trayecto no se inicia en R, entonces
N(R)=2.

Considerando las dos situaciones precedentes
no es dificil deducir que: Si el niumero de puentes
que llegan a R, es p (stendo p par), entonces:

- N(R) = (p/2)}+1 st el recorrido comienza en

- N(R,) = p/2 si el trayecto no se inicia en R,

Ya podemos resolver cualquier problema

Estamos, ya, en condiciones de resolver cual-
quier problema que se nos pueda presentar.

Sean n regiones: R, R,......R, enlazadas por m
puentes: p,, Pa,....,Pn. S €XiSte un «circuiton en el
que pasemos una -y solo una~ vez por cada uno
de ellos, la sucesion que lo caracterice debera
constar de m + | letras subindicadas.

Indiquemos por n; (R)), n; (Ry).....n; (R,) el nu-
mero de puentes que llegan, respectivamente, a
las regiones R, R,,.....R,.

A partir de estos datos calculemos N(R)),
N(R)),....N(R,), advirtiendo que si n(R)), siendo i
un elemento del conjunto {1.,2,....n}, es par con-
sideraremos que de R; no comienza el recorrido
(mas adelante se vera el motivo de esta eleccion).

Con esta informaeidn, confeccionamos la si-
guiente tabla:

R, nR) | NR)
R, nyR)) N(R))
R, n.(Ry) N(R,)
R, n,(R,) N(Rp)
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Teniendo presente que en el computo de puen-
tes, efectuado en la segunda columna, hemos con-
tado dos veces cada uno de ellos (debido a que un
mismo puente llega, evidentemente, a dos regio-
nes distintas), es obvio que la suma de todos los
elementos de dicha columna es un numero par,
igual al doble del numero total de puentes.

En consecuencia:

El nimero de zonas a las que llegan un numero
impar de puentes ¢s par.

Apoyandonos en este resultado, consideremos
las dos sttuaciones siguientes:

(a) Supongamos que el numero de regiones en
las que «desembocan» un niumero impar de puen-
tes es DOS. Sin perder gencrahidad podemos ad-
mitir que dichas zonas son R, y R,.

Con estas premisas obtendremos una tabla
como la de la figura 8.

R, n,(R;) N(R))

R, 2x+ 1 X+ |

R, 2y + 1 y+ 1

R; 2z 7

R, 2t t
Figura 8

Observemos que la suma de todos los elemen-
tos de la segunda columna es:

2{x+y+z+...+t+1)=2m
siendo m el numero total de puentes. Es decir:
m=x+y+z+..+1+]

Por otra parte, la suma de¢ todos los numeros de
la tercera columna es:

X+y+z+..+t+2=m+|

En consecuencia, podemos formar una sucesion
de m + 1 letras subindicadas, que nos caracterizara
un trayecto en el que, tomando como punto de
partida la region R, (o la R,), se cruza una -y sélo
una- vez por cada uno de los m puentes.

Notemos que si el «circuito» se iniciase en una
cualquiera de las zonas con un numero par de
puentes (por ejemplo R;), entonces la suma de los
miembros de la tercera columna seria:

X+y+Z+.4+t+3=m+2

ya que, en esta situacion, N(R)) =z + 1.

Con esto, la secuencia que determinaria el pa-
seo tendria m +2 letras subindicadas, lo cual ¢s
imposible.



En definitiva:

Si el numero de las regiones a las que afluyen
un numero impar de puentes es DOS, existe algin
trayecto (cuyo comienzo tiene lugar en una de di-
chas zonas) en el que se pasa una, y solo una, vez
por cada uno de los m puentes.

(b) Admitamos, ahora, que el nimero de co-
marcas con un numero impar de puentes es CUA-
TRO. Sin pérdida de generalidad, supongamos
que dichas regiones son: R, R,, R, y R,.

b(‘onfeccionaremos. con estos datos, la siguiente
tabla:

R R, R R, R4 Ry |-« -] Ry
nR) || 2x+t | 2y+ 1] 2z+ 11 2t+1] 2u
NR) [ x+!1 ] y+1 z+ 1] t+1 u l

La suma de todos los elementos de la segunda
fila es, ciertamente:
2(x+y+z+t+u+.. +v+2)=2m

Por tanto:
M=X+y+Z+t+U+..+V+2

Ademas, la suma de todos los miembros de la
tercera fila es:

X+Y4+Z+t+Uu+.. . +v+4=m+2

De aqui deducimos, facilmente, que en este
caso es imposible formar una sucesion de m + |
letras subindicadas. Consecuentemente:

Si ¢l numero de las regiones con un nimero im-
par de puentes es CUATRO, entonces no existe
recorrido alguno en ¢l que se pase una, y solo una
vez por cada uno de los m puentes.

Al mismo resultado llegariamos si ¢l numero de
regiones con un numero impar de puentes fuese
un numero par mayor que cuatro.

Analicemos, por ultimo, la situacion en la que
a todas las regiones implicadas en el problema lle-
gan un numero par de puentes.

Resulta evidente que, en tales circunstancias,
llegaremos a una tabla tal como la de la figura 9.

R, J n,(R)) N(R;)
R, 2x X
R, 2y y
R, 2z z
R, 2v v

Figura 9
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La suma de todos los elementos de la segunda
columna es:

2(x+y+z+..4Vv)=2m
Luego:
M=X4+y+Z+..+V

Teniendo en cuenta que cualquier recorrido
empieza, aqui, en una regidn con un numero par
de puentes (por ejemplo R,) es obvio que la suma
de todos los miembros de la tercera columna es:

(x+1) +y+z+..+v=m+1

Por tanto:

Si a todas las regiones llegan un nimero par de
puentes, entonces existe algun recorrido que, em-
pezando por una cualquiera de estas zonas, cruza
una -y solo una- vez por cada uno de los m puen-
tes.

Volvamos a la pregunta inicial

Volvamos, tal como prometimos, a la pregunta
formulada al comienzo de este trabajo.

¢Hay algun trayecto en el que se pase una sola
vez por cada uno de los siete puentes de la figura
1?

No se requiere mucha agudeza visual para des-
cubrir que el numero de regiones a las que llegan
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un numero impar de puentes es cuatro. Entonces,
en virtud del resultado obtenido en (b). no es posi-
ble efectuar un paseo que cumpla estas condicio-
nes.

Sin embargo, apoyandonos en el ultimo caso es-
tudiado, no reviste dificultad «descubrin» que
existe un recorrido en el que se pasa dos veces por
cada uno de los siete puentes de Konigsberg (ver
figura 10).
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Figura 10



