CORRELACION, REGRESION, ERROR TIPICO

Por ANTONIO ALONSO NUNEZ
(Estadistico Técnico del I, N. E)

00.—Con pretensiones puramente didécticas, se indica a continuacién el mé-
todo seguido para ensefiar los conceptos citados en el titulo a un grupo de es
tudiantes del Curso Preuniversitario (Instituto de Pontevedra). La exposicién
necesité cuatro sesiones,

0.—E1 dia anterior al comienzo se les encarga que repasen la media arit-
mética, la desviacién tfpica y el ajuste de una recta por minimos cuadrados (se
trata de explicar tan sélo la correlacién rectilinea),

Figura 1

1. Supongamos un colectivo, de cada uno de cuyos elementos vamos a es-
tudiar dos caracterfsticas: obtendremos una variable estadistica bidimensional
(tabulada en el cuadro num. 1).

Cuadro ninmero 1 Cuacdro numero 2
X Y X Y
X, Y, 3 2
X Y. 5 1
6 3
8 3
Xa Y. ? 6
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Ejemplo: Se pregunté a cinco alumnos el niimero de veces que habfan pe-
dido dinero a sus padres en un mes, y el nimero de veces que en ese mes fue.
ron al cine, Variable X: numero de veces que pidieron dinero; variable Y: nu-
mero de veces que fueron al cine. (Cuadro nim. 2),

Llevados estos pares de valores a unos ejes coordenados, determinaran una
nube de puntos. La figura 1 corresponde al cuadro nim. 2. Cada alumno debe
hacer un dibujo de la misma, a escala bastante grande, (En la figura 1 se han
anadido las tres rectas que se citan en el apartado siguiente).

2. Se pide a los alumnos que adapten a la nube una recta que, pasando
entre los puntos, indique a su juicio la tendencia del fenémeno. (La recta de
trazos de la figura 1 fué hecha realmente por un alumno). Es ahora el momen-
to de indicarles las diversas rectas de tendencia posibles, y que hay casos en
que ésta se representa mejor por una curva. Los dos valores “3” que la va-
riable “Y” presenta en los alumnos 3° y 49 proporcionan base para explicar
la diferencia entre dependencia funcional y dependencia estadistica.

3. Se les pide ahora la adaptacién de una recta por minimos cuadrados,
explicAndoles por qué es preferible este procedimiento a la anterior adaptaciéon
“a ojo”. (Conviene dejar que sigan su tendencia a calcular la regresiéon de Y
sobre X.)

El método que se va a seguir significa que, respetando las X reales, las Y
reales serdn sustituidas por unos valores teéricos (“normales”), obtenidos por
medio de la ecuacién Y =a + bX. (Y, valores normales.) Véase cuadro nim. 3.

Cuadro numero 3

X Y Y=a+bX
Xy Y, Y,

X, Y. Y:
Xn Yn & Qo

Caleulos:

De Y (Y —Y)*=minimo, obtenemos el siguiente sistema:
N Ya

YY=na-+h XX ) Ver cuadro num. 4 (en el que se incluye
XY —=a ¥YX b LN? { necesario mas tarde).
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Cuadro nimero 4

X Y Xs Y, XY
3 2 9 4 6
. 1 25 L 5 “15= 5a 4 31b)a = —0'81
6 3 36 9 18 107 =3la 4 215bYb = 0'61
8 3 64 9 24
9 6 81 36 54

81 15 215 59 107

La ecuacién resultante es, pues, Y= — 0’81 4+ 0°61X. (Figural: conviene que

para dibujarla calculen los alumnos todos los valores de Y, y no tan sélo los
dos suficientes, con objeto de que comprendan mejor el significado de la recta
adaptada; ademés, estos valores tendrin aplicacién para el célculo del error
tipico. (Véase cuadro nim. 5.)

Comparada la recta adaptada a ojo y la calculada, se observa que ésta tiende
a acercarse més a los puntos en sentido vertical que aquélla: se les presenta
ahora la idea de otra posible linea de tendencia que se acerque més a los pun-
‘tos en sentido horizontal; desde luego, nada de esto podrfa darse si los puntos
se adaptasen exactamente a la recta (de nuevo diferencia entre dependencia fun-
cional y dependencia estadfstica).

El sistema normal para el célculo de la recta de regresién de X sobre Y
(datos del cuadro nim. 4), es:

31= 5¢+ 15d c =32,
107::15c+59dz d=1

La nueva recta de regresién es X = 3,2 + Y (figura 1: Tal como se hizo ante-
riormente, conviene ahora que calculen todos los X; ver cuadro nim. 6. Para
mejor comprensién, conviene que construyan tablas con los valores X, Y, Y y
X, X, Y. Como preparacién para el parrafo sigulente, y para acabar de afianzar
el concepto de rectas de regresién, serfa también interesante hacer un cuadro
a 6 columnas, en el que figurasen Z|Y —Y| y Z|X — X] para cada una de
las tres rectas de la figura 1, pero no por c4leulo, sino simplemente medidas
con el doble decfmetro: aparecerfa patente la tendencia de las rectas de re-
gresi6n a adaptarse a la nube de puntos en sentido horizontal o vertical).

4. Los sistemas normales se obtuvieron a partir de £ (Y —Y)* = minimo
y ¥ (X—X)? = minimo: cuanto menor sea este minimo, tanto mejor repre-
sentardn las rectas de regresién al fenémeno; el caso ideal es cuando este mf-
nimo valga cero. Por tanto, este minimo puede servir de medida de la bondad
de las rectas de regresién, etc.: se da ahora la férmula del error tipico, hacien-
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do un paralelo entre media aritmética.recta de regresién y desviacién tipica.
error tipico.
Calculo de los dos errores tipicos:

Cuadro numero 5 Cuadro ndmero 6

.-

X|Y|Y [y=-Yoy—m X|x| vy x—x lox — 301

8 21102 098] 09604 3 |59 2 {—2? 4'84
5 1] 224 |—1'24| 16876 5 | 42 t 08 0‘64
6 3 | 285 0'15] 00225 6 | 62 3 [—02 0'04
8 3 | 407 [—1'07] 1'1449 8 |62 3 1'8 824
9 6 | 468 1821 1'742% 9 |92 6 |-072 004
54078 880

1/ 754078 /880

Sy = —— = 1,04 Sy == / =13

5 5

A las pendientes b y d de las rectas de regresién se les llama coeficientes de

regresién, y suelen representarse, respectivamente, by, y b., (regresién de Y
sobre X, regresién de X sobre Y). Es de sefialar que son pendientes respecto
a distintos ejes. Por tanto, caso de que las dosg rectas sean una misma (gue es
el caso de méxima correlacién posible), by:.bsy = 1. Este valor nos lleva a in-
vestigar la variabilidad posible del producto de ambos factores; no serfa dificil
demostrar que ambos son siempre del mismo signo, el valor méximo del pro-
ducto es 1 (en cuyo caso los dos errores tipicos son cero) y el minimo es 0 (en
cuyo caso los dos errores tipicos adquieren el valor maximo posible)., Pero como
esto se podr4 hacer més f4cilmente en el capitulo sigulente, lo damos por de-
mostrado y definimos el “coefticiente de correlacién”:

r‘ —1 byx . bxy r= l/ byxb:y

que indica la mayor o menor tendencia que presentan las dos caracterfsticas
a asoclarse (es decir, a dejarse representar conjuntamente por las rectas de re-
gresién), Al coeficiente de correlacién se le pone el signo + cuando los dos
coeficientes de regresién sean positivos, y el signo — cuando negativos (corre-
laclén directa e inversa, respectivamente).

Con esto termina la primera sesién,

5. Con objeto de demostrar lo indicado al final de la primera sesién, y, al
mismo tiempo, encontrar métodos sencillos de cdlculo de las diversas medidas,
es conveniente hacer una traslacién paralela de ejes al baricentro de la distri-
bucién (es decir, al punto cuya abscisa es la media aritmética de las abscisas
¥y cuya ordenada es la media aritmética de las ordenadas). (Figura 2.
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Figura 2

El cuadro original de valores queda sustituido por las desviaciones de éstos
respecto a sus medias aritméticas respectivas:

Cuadro numero 7 Cuadro nimero 8
x=X—X y=Y—Y x=X—02 y=Y—3
X1 Y1 -——3,2 '—-l
Xg Y —1 ,2 —2
. —0,2 o
18
2,8
Xa yn 0,0 0,0

Los sistemas normales para el célculo de las rectas de regresién son ahora:

2y =na' -+ b’ Ex ) ¥x =nc' J+d =y
Xy = a’¥x + b Tx* { Syx =c' Yy + d' Iy* ;

Como Zx = Xy = 0, tenemos a’ = ¢’ = 0: las rectas de regresién pasan por
el bharicentro. Como se trata de traslacién paralela, ¥ =b y d’=d. Por tanto,
los coeficientes de regresién pueden calcularse por las siguientes expresiones,
sin necesidad de plantear sistemas de ecuaciones:
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. Xxy Xxy
. by = Dyy =
=x? Iy*

Como comprobacién, calculemos los coeficientes de regresiéon por este pro-
cedimiento:

Cuadro nimero 9

x* y? Xy
14
10,24 1 32 Dyx = = 0,61.
1,44 4 24 228
0,04 0 0,0
14
3,24 0 0,0 Dry =~ = 1.
7,84 9 84 14
22,80 14 14,0

Los coeficientes de regresién sélo pueden valer 0 en caso de que lo valga
3Xy, ¥, por tanto, lo serfan ambos simultidneamente. En este caso decimos que
no existe correlacién entre ambas variables, ya que las mejores adaptaciones
gerfan dos rectas perpendiculares entre s{ (que forman el mayor 4ngulo “agudo”
posible), y con las que sustituirfan todos y cada uno de los valores por su me-
dia aritmética,

Ambos coeficientes tienen el mismo signo, que es el de Ixy.

Los errores tipicos pueden calcularse a partir de los cuadros 7 y 8 igual
‘que se hizo a partir de los cuadros anteriores. En efecto, para todo el valor de Y
(y andlogamente para todo valor de X), tenemos Y — Y y—y. Esto se ve

‘claramente en la figura 2, en que PA=PC—~AC=PB— AB Cuando byx = by =
i0, los errores tipicos son méximos, porque Z(y—y)*=Zy*
El coeficiente de correlacién se obtiene ahora a partir de la siguiente ex-
presién:
(Zxy)?
= —
Ix By
Esta cantidad es esencialmente positiva. Vale ¢ cuando lo valgan los coefi-
clentes de regresién, y ya queda dicho que entonces entre ambas variables no
hay correlacién. Para demostrar que su valor méximo es 1, desarrollémoslo:

2 12 EI ] | I Y T
(X, Y4 ’{" X Ys + '--)'J _ xx Yl + X’ ya 1[ o g th yl X’ ya +

Ll

L A SO R OO S O S B AR R A S e A S WL A B

Los dos primeros términos escritos de numerador y denominador son igua-
les; el Gltimo del numerador y los dos tltimos del denominador son los tres
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términos del cuadrado de un binomio. Segin una conocida propiedad (1), el
término del numerador es, como méaximo, igual a la suma de los otros dos: de
ahf deducimos que el limite superior de r? es 1, Para que este limite se alcance
es preciso que todo X, ¥a = Xq V5 €s decir yo/X, = ¥./Xa = constante: todos los
puntos pertenecen a una recta que pasa por el origen (baricentro) y los errores
tipicos valen O por ser nulas todas y cada una de las desviaciones. Cuanto méas
se dispersen en torno a la recta, tanto méas se alejard r* del valor limite 1 y el
minimo es 0 (én cuyo caso los dos errores tipicos adquieren su valor miximo:
8x = ox, Sy = oy).

Termina asf la segunda sesién.

6. La tercera y cuarta sesién se dedican a la obtencién puramente algebrai-
ca de las diversas variantes de las férmulas, con agrupacién en frecuencias,
métodos préacticos de célculo y tratamiento de uno o dos ejemplos serios.

GRAFICOS ACUMULATIVOS

e

Fognra 3

Es error frecuente en los alumnos al construir estos graficos (ojiva, papel
probabilistico normal, etc.), levantar las ordenadas sobre las marcas de clase,
en Jugar de hacerlo en los extremos sobre los limites superior o inferior de

1) @t+a)=[Ma+x) +@—xV=@+x*+ (@a—x)* + 2(a+ %) (@a—x)
2@@" 4+ x7) + 2(@°—x").

El primero de estos dos aliimos términos es tanto meayor que el segundo, cuando mayor sea X. Sdlo
son jguales para X = 0. -
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los intervalos (segin se trate de ojiva ascendente o descendente). Indudable.
mente, incurren en este error por aplicar a la acumulativa la regla adecuada
para la construccién del histograma. Las medidas hechas sobre tal grafico (me-
dia, mediana, cuartiles, etc.), se obtienen con un error, en menos o en més, de
un semiperiodo.

La regla adecuada no siempre viene suficientemente explicita en los textos,
y atn hay alguno que incurre en el mismo defecto. Elijo un libro ya algo anti.
guo como ejemplo:

Intervalos-Frecuencias-Sumas

3.0—-3,4 1 1

3,539 1 2

4,0—4,4 3 5

4,549 3 8 125 —8

5,0—5,4 7 15 Mediana =5 + ————— 0,5 = 5,32
5,6—59 H 20 7

6.0—6,4 3 23

6,5—46,9 1 24

7,0—7,4 1 25

Gréficamente dice (V. figura 3).
P = punto medio de la ordenada final. Segmento PN, paralelo al eje X; seg-

mento NM perpendicular al mismo eje, Mediana = abscisa del punto M = 5,05.
Si se le afiade un semiintervalo, obtenemos un resultado mucho mejor: 5,30,
quedando compensado el error gréfico.
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