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1. 1.AS COORDENADAS ESFERICAS.

Consideremos un triedro trirrectangulo, OXYZ, y un punto ,M; exterio;
a los ejes y con coordenadas x', ', =’
(fig. 1), que constituyen las llamadas F
cartesianas regulares. Si conside-
ramos a M determinado por el an- P
gulo 6. longitud que varia de 0° a 180° . p
o de 0° a — 180°, y que esta formado ’f"" i
por el angulo entre el plano XOZ y '
el vertical ZOM, que pasa por M y : p
por el angulo ¢, latitud, que varia [ ’IQ
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de -—90° a +90°, y que esta for-
mado por el dgnlo MOM".

Para hallar las coordenadas car-
tesianas del punto M en funcion de
las esféricas del mismo R. 6, . pro-
yectamos sobre el XOY, deduciéndo-
se facilmente de la figura 1:
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X Fi6. 1

¥ =O0OM" .cos § =R . cos ¢ - cos 0
4 =OM" . cos (90°—f) =R . cos o - sen 0 11
Y=R . sen ¢

2. LA INVERSION EN EL ESPACIO.

Fijado un punto, S. y un nimero real. K, se transforma M en m por
inversién de centro, S, si se verifica que Sm . SM = K_ sicndo su valor
mayor 0 menor que cero, respectivamente, segin estén m y M a un mismo
o distinto lado del centro S. Es una transformacidon involutiva, por corres-
ponder los puntos homdlogos doblemente. Serdn puntos dobles todos los
correspondientes a lu esfera de radio VK. Serdan dobles las rectas que
pasan por ¢l centro S. Serdn dobles los planos que pasan por el centro S

»
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La figura inversa de una recta que no pasa por ¢l centro de inversion es
una circunferencia que pasa por dicho centro y estd contenida en el planc
{formado por la recta y el centro de inversién. El reciproco es cierto. La
figura inversa de un plano que no pasa por el centro de inversion es una
supetficie esférica que pasa por él y cuyo didmetro por dicho punto es
perpendicular al plano dado. El reciproco es cierto. La figura inversa de
una superficie estérica que no pasa por el centro de inversion es otra super-
ficie esférica homotética con la primera respecto del centro de inversién
y con razén de homotecia K/p. siendo K la potencia de inversion y p la
potencia de S respecto de la superficie esférica primitiva.

8, LA PROYECCION ESTEREOGRAFICA.

Sea la esfera (E) y el plano, P, que pasa por su centro. O (fig. 2. Se
llama proyeccion estereografica de un punto. M, de la esfera sobre el

Z

Fig, 2

plano P, al punto m situado ¢n ¢l plano P y obtenido al trazar la recta SM,
que une el punto M con la extremidad fija S del. didanctro NOS de (E),
perpendicular al plano P. Como los dngules SOm == SMN = 90°, los trian-
gulos SOm y SMN son semejantes, verificandose

Sm SO

SN SM

y sies R el radio de la ésfera, resultaria Sm . SM == 2. R,
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Luego la correspondencia que existe entre los puntos m y M es de una
inversion en el espacio. Consideremos el triedro de ejes rectangulares
Ox’, i, 7', tal que el punto S(o, 0o, —R) y los ejes Ox" y Oy’ estén en el
plano P, y precisamente coincidiendo, respectivamente, con OX y OY.
Entonces la correspondencia entre el punto M y el punto m se traduce
analiticamente expresando las coordenadas x, y de m en funcién de la
longitud § v de la latitud ¢ del punto M, referidas al meridiano que pasa
por O". $i Om = r, y tenemos en cuenta que los dngulos NSM = 2NOM =

? ¢
=15©Q0° - ¢) = 45° —— y que r=O0Om=R . tag |45’ ——

2 2
y fijdndonos en la figura 2 se ve que

9
x—=r-cos § =R .cos f-tag (45°-——»
2

£2
y—r-sen § —R.sen § . tag (45°———)
2

y como M(x', ', '), se verifican para este punto las telaciones [1]. Enton-
ces, teniendo en cuenta que

9 2 sen (45° -+ 9/2) . sen (45° — 9/2)
tag 45" — -— | = - =
2 2 sen (45° 4 9/2) - cos (45°— 9/2)
cos ¢ —cos 90° cos o

= - 3

sen ¢ <+ sen 90° 1-tsen ¢

serian
cos o
x—R.cos § ————
1-t-sen ¢
COS (2]
RS
y=2R.sen ff ~———n
1-Fsen o

Ahora bien, si queremos expresar esas coordenadas cartesianas de m en
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funcién de las cartesianas de M, habria que hacer nuevas transformaciones.
Para ello, teniendo en cuenta [1], se deduce:

’

x
cos 0 — - ————
R.cos ¢

’

24
sen f—= ————w—

R.cos ¢

-~

sen ¢ = ————— {3]

R

cos @ X R.x
x=R. e s —— = ——

1-tsen g9 R.cos g R4z

cos o Y R.y
y=R. . — - --
1-Fsen g R.cos o R--z

Y si expresamos las razones

¥ R-+2z2 t

teniendo en cuenta que en la figura 1 scverifica que x'2 + y'* + z* =R?
yque ¥ =x . ¢y =y -t 2 =R.{t-=1), es (x1)2 + (yf)*-+ R}t —1)* =
= R®, luego:
2. R
I —
A ,4'\. U: _*_ R
y entonces ¢

2. R ;
X =X e "
a4yt + R
2. R |
YWo= g e e [4]
x4 R
R —x2 - y? |
| 2 =R . e |
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relaciones que expresan las coordenadas cartesianas de M en funcién de]
radio de la esfera y de las coordenadas de la proyeccidn estereografica del
mismo sobre el plano P.

Nora.—Hacemos constar que estas acotaciones nacieron de la lectura del librg
de D. Jullo Rey Pastor Curso Ciclico de Matemdticas, tomo I, 4.* edicién, Madrid-
Buenos Aires, 1835, y en particular la pagina 276, en donde propone como ejerciclo
la deduccién de las férmulas {4] que hemos obtenido, aunque sefiale en el valor
de 2’ alglin sigho cambiado.
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