
ACOTACIONES '

MATEMATICAS LaS coordenadas esféricas,
DEL CURSO PRE- .,
U N I V E RS I TA RI O la inversion en e espacio

y la proyección estereográfic'a
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1. 1,AS (X^HllENADAS EtiF'FHI(;Ati.

Consideremos un triedro trirrectángulo, OXT7, y nn pru^io ,M; exterio,:
a 1os ejes y con coordenadas x`, r/', ^'
(fig. 1), que constituyen las Ilarnadas ^^
cartesianas regulares. Si conside-
ramos a M deierrninado ^r el an- ,' ' ' I

° ° ' ^. ,a 180 ^guFO 6, longitud que ^^aría de 0
o de 0° a-180°, y que está formado ^-- ----' '1{rM ^
por el ángulo entre el plano XOZ y i ^t, ,' ^ i i
el ^^ertical ZOM, que r>asa nor M y ^ ' ^ '
por el ángula ^p, latiiud, qne ^-aría i o '^^ i ^

ue está for- ide -- 90° a^-- 90° ^ , ,y,, y q
mado )or el ágnlo MOM" i ^^ ' ' Yi . ^ ^

^Para hallar ]as coordenacl^^s car- i `^ ^ ^'
tesianas del punto M en funcián de X^ "---- "^--^M"
las esféricas del mismo R, 6, ^, pro-
yectanzos sobre el XOY, cledllciPndo-
se fácilmentc de la figura l:

x' ._- OM" • cos 6- R• cos ^p • cos (]
t;l' ^ OM" • cos (90° - e ) - R . cos ^ ^ sen
z'_-R•sen ^p

U

Ĝ . hA INVEHSIQN EN EL ESPACTO.

Fijado q n t^unto, S, y riu ním^ero real, K, s(^ tr^lns£orrl^a M en m por
inversión de ceutro, S, si se ^°erifica que Sm • SM - h, siendo su valor
mayor o menor que cero, respecti^^aroente, segúlr esién nI y^1 a un mismo
o distinto lad^ del crntrn S. Es tina iransformacihn involuti^^a, por corres-
ponder los puntos homólflgos doblelnenie. Serán puutos dobles todos lox
correspondicntes a la esf(:ra dc radio yiK. Serán ciobles las rectas que
pasan t}or cl <•er;tru S. Ser^ín <lohl(^s los planos quc^ ^^asan por el eentro S
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La figura inversa de Ima recta que no pasa por el centro de im"ersión es
una circwlferencia que pasa por dicho centro y está cuntenida en el plano
formado por la recta y el centro de im-ersión. El recíproco es cierto. L;t
figura inversa de un plano que no pasa por el centru de in^-ersión es una
superficie esférica que pasa por él y cuyo diámetro por dicho punto es
perpendicular al plano dado. El recíproco es cierto. I_,a figura inversa de
una superficie esférica que no pas^^ por el centro de imersión es otra super-
$cie esférica homotética con la primera respecto del centro de inversión
y con razón de homotecia KJp, siendo K la potencia de imersián y p la
potencia de S respecio cle la superficie esférica priu^iti^^a.

,^j, LA PROYECCI^N ES'I'EREOGIiÁH7CA.

Sea la esfera (E) y el plano, P, que pasa p<)r su ce.ntro, O(fi^. 21. Se
llama proyeccicín estereográfica de un pulYto, M, de la esfera sobre el

Fm. 2

plano P, al purrio m siiuado c^ q cl planu P y obteni^lo al trarar la recia SM,
que une el punto M con la extr^ Ini^lad fija S<l^^L riiáluctro NOS de (E),
perpendicular al plano P. Cou^o los án^;ulos SO^rrt ^= tiM^ ---^ q(^°, los iri^írl-
gulos SOnt y SMN son se^nx^jantc^s, ^cyrificáncl^^se^

Srrr SO

SN SM "

y si es R el ra<lio de 1a e^sfera, rc^srillariu Sn^ . S11 _- ?- 1^=.
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Luego la correspondencia que existe entre los puntos m y M es de una
inuersihn en el espacio. Consideremos el triedro de ejes rectangulares
Ox', ^', z', tal que el punto S(o, o, - R) y los ejes Ox' y Oy' estén en el
plano P, y precisamente coincidiendo, respectivamente, con OX y OY.
Entonces la correspondencia entre el punto M i/ el punto m se traduce

anal+.'ticnmente expresando las coordenadas x, y de m en función de la
longitud B y de la latitud ^ del punto M, referidas al meridiano que pasa

por O'. Si Om = r, y tenemos en cuenta que los ángulos NSM = 1/sNOM =

^ ^
^= i^=(90° -- ^p ) _: 45° - - y qtre r- Om = R • tag 45° --

2 2

ñjándonos en ]a figura 2 se ve que

^
x= r• cos 8= R• cos 6• tag 45° -- i2

^
y=r • sen 8 = R• sen 6 • tag 45° --

2 i
y como M(x', ^', z'), se veriíican para este punto las relaciones [1]. Enton-
ces, teniendo en cuenta que

• cp 2 sen (45° -1- ^/2) • sen (45°- ^/2)
tag 45° - -- _ ---_- ------------- _

2 2 sen (45° -}- ^ %2) • cos (45° - ^ /2)

cos ^ - cos 90° cos ^p

^ sen q^ -I - sen 90° 1-f- sen ^p

serían

COS ^

x=R • cos p -- -
]. -a- sen ^p

cos ^

t/ - R ^ sen f) ------
1 -{- sen ^ç

[2]

Ahora bien, si queremos ex}.)resar esas coordenadas cartesianas de m en
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función de las cartesianas de M, habría que hacer nue^•as transformacianes.
Para ello, teniendo en cuenta [11, se deduce: ,

x'
cos B = ----------

R•cos ^

i/'

Sen H - --------

R^cos q^

z'
SCIl ^ = -----

R

cos q^ x' R• x'
-x ^ R ^ _ ------- ^ -- ------ _ -----

1-i sen ^p R^ cos p R-^- z'

cc^s m y' R• t/'
f/ ^ R • ----- . ^-__- _ - _------

1!- sc n¢ R^ cos ^p R._ ,.

Y si expresamos las razones

x R ?/ 1

[3]

x' R-^- z' t/' t

teniendo en cuenta que en la figura 1 sc^^erifica que x'= + t^'= -}- z'^ ^ R^
y que x' ^ x . t; ^` - ^^ . t; w' ^- R . (t -- t), e^ (xr)^ ^- (^^/t)= -^ R2(t -1)= -
^ R=, lttegc^ :

2•R^
t - -- --

x' -{ y ^ ^- R^
.

y entonces

R' - x" --- t/,
^-----------. .^ ,_r- ^- i/- --t - R= I

__ _ ___ i



lóló ANTONIO RODRÍGUEZ SOCORRO

relaciones que expresan las coordenac?as cartcsianas de M en función del
radio de la esfera y de las coordenadas de la proyección estereográfica del
rnismo sobre el plano P.

Noxn.-Hacemos constar que estas acotaciones nacieron de la lectura del libro
de D. Julía Rey Pastor Curso Cíclico de M¢temáticas, tomo I, 4t edíción, Madrid-
Suenos Aires, 1935, y en particular la págína 276, en donde propone como ejercício
la deducción de las fórmulas [4] que hemos obtenído, aunque sefiale en el valor
de z^ algún sígno cambiado.
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