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Uaa lección de cálculo mental sobro ua modelo imaplnado para alumnos de 9 a 10 a^os

En los primeros grados de la Enseñanza
grimaria, como resultado de las experiencias
observadas o realizadas por los niños, se
llega a un tipo de intuición sensible que es
la base del conocimiento matemático en este
estadio de la educación. De esta intuición
sensible debe ascenderse, por etapas sucesi-
vas, a otro tipo de intuición que busca un
apoyo en el concreto imaginado y que se rea-
liza preferentemente por ejercicios de cálcu-
lo menta:. Tales ejercicíos, de un gran vator
formativo, deben prodigarse en los primeros
cursos del Bachillerato, y aun en las escue-
las preparatorias para el ingreso en la En-
señanza Media.

Una escalera imaginada nos proporciona
un modelo que, por su gran riqueza de si-
tuaciones dinámicas, se presta perfectamente
para esta clase de ejercicios, a la vez que
permíte la íntroduccíón heurística, desde eda-
des muy tempranas, de gran número de con-
ceptos matemáticos, tanto aritméticos como
geométricos.

En el último cursillo para profesores de
Matemáticas organizado por el C, de O. D.,
y dirigido por el profesor Puig Adam, tuve
ocasión de desarrollar ante los profesores
cursillistas, y con alumnos de la Escuela
preparatoría del Instituto de San Isidro, to-
dos ellos menores de diez años, la siguiente
lección experimental, de media hora de du-
ración. No pretendí, naturalmente, en tan
escaso tiempo, agotar todas las posibilidades
de la situación, ni tampoco la introdacción o
toma de conciencia de un concepto determi-
nado, sino solamente proporcionar a los cur-
sillistas un ejemplo de clase activa de cálcu-
lo mental que utíliza como material un mode-
lo imaginado tomado de la propia vida del
alumno.

Transcribo sin alteración las contestacio-
nes espontáneas de los niños.

c^ Sabéis lo que es una escalera i'x KSí, se-
ñor.» a^ Qué es más difícil : subir o bajar?»
aSubir es más difícil.» «En vuestra clase de
Aritmética, ihabéis estudiado las escalerasP»
<No, señor.» aEn la Arítmétíca ^ hay al-
guna escalera? (Silencio.) j Pensad!> Un
alumno dice tímidamente :«I,os números uno,
dos, tres..., for,man como una escalera.» c^t Os

parece eso una escalera?» aSí, señor.» «j Su-
bid por ellala I,os alumnos cuentan: una, dos,
tres..., hasta diez. «é Se terminó?s cNo, se-
ñor ; sigue más : once, doce, trece...» Cuentan
hasta veinte. «t Se terminó?» «No, señor; se
puede seguir más.» «z Hasta ciento?» «Más.r
«t Hasta mil ?» «Más.» ct Hasta cuándo?»
aNo se termina nunca.»«Esa escalera de los
números ^ hasta dónde llega Px Un alumno
dice :«Hasta infinito.» Otro : aHasta el cie-
lo.» a>:ntonces, esta escalera es como la es-
cala de Jacob: ]lega al ciejo. $ien; habéis
subido hasta veinte; ahora, bajad.» L,os
alvmnos cuentan : veinte, diecinueve, dieci-
ocho... azQué es más difícil ahora: subir o
bajar?» «jBajar!» aPues entonces, vamos a
subir, pero más de prisa.» Los alumnos cuen-
tan coma antes : una, dos, tres..., pero más rá-
picío. aj Más de prisa!» I,o hacen en la mis-
ma for,ma, pero más rápido. «Yo quiero su-
bir más de prisa aím.» Un alumno: «Se pue-
de subir de dos en dos.» aMuy bien; hazlo.»
Dos, cuatro, seis..., veinte, «t S terminó?»
«No, señor ; se puede seguir.» aj^ajad !» I,o
hacen. aDe tres en tres.» I,o hacen. «De cua-
tro en cuatro.» I,o hacen. aDe cinco en cin-
co.» Lo hacen y dícen : aAhora es más fá-
cil.» «De siete en siete.» I,o hacen con bas-
tante dificultad. «Bajad de siete en siete.x
Casi todos tropiezan.

cSi estoy en el pe:daño siete y subo ocho,
t a qué peldaño llegaré?» aAl quince.x «^ Si
estoy en el ocho y subo siete?» aTambién
al quince.» «t Si estoy en el quince y bajo
ocho?» aAl siete.» «t Si estoy en el quince y
hajo siete?» «A1 ocho.x «Si después de subir
ocho llegué al quince, t en qué peldafip esta-
ba?» «En el siete.» Si estaba en el siete y
llegué al quince, zcuántos peldaños^ subí?»
«Ocho.r. aSi estaha en el quince y llegué al
siete, z cuántos subí?» «No subí; bajé ocho.a

«^ Si estoy en el cuatro y bajo uno?x r.Al
tres.» az Si estoy en el cuatro y bajo dos?»
«A1 dos.» a^ Si bajo tres?^ rAl uno. <é Si
bajo cuatro?» «1~ntonces 1legamos al suelo;
se acabó la escalera.» a^ Cómo llamaremos al
suelo?x (Silencio.) «zQué número pondre-
mos en el suelo?» «j El cero 1» «^ Si estoy en
el peldaño cuatro y bajo cinco?» cNo se pue-
de, porque al bajar cuatro ya se llega al sue-
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lo.m aBien; vosotros thabéis visto en Madrid
edificios muy altos?» aSí, señor: el edificio
España, la Torre de Madrid.» a^Cuántos
pisos tiene el edificio España?» aI,o menos
veinte; más.m Se entabla una discusión entre
los niños y convienen en ir a contarlos. aBue-
no ; si os colocáis en ]a plaza de España y
contáis los pisos que veis desde ella, t no ten-
drá el edificio más pisos?m Un alumno: aSí,
señor; tiene también sótanos que no se ven.m
c2 Cómo será entonces la esralera?m aBes-
de el suelo hacia arriba, para ir a los pisos,
y hacia abajo, para los sótanos.m aEntonces,
en esa escalera, si estoy en el peldaño cuatro
y bajo cinco, za qué peldaño Ilego?m Un
alumno: ciA una décima!m «^Y si bajo otro
peldaño?m al A una centésima!» at Por qué?m
cNo sé.m aMe parece que nos hemos caído
de la escalera; volvamos a ella. Estamos en
el peldaño cuatro. ^Bajamos uno?m aLlego
al tres.m c^Sk bajamos dos?m al,lego al
dos.m c^ Si bajamos tres?x al,lego al uno.m
ci Si bajamos cuatro?m cAl suelo.m at Si ba-
jamos cinco?m «Entonces• estamos en el sue-
lo.m alEn qué peldaño?m aEn el uno, deba-
jo del strelo.m az5i estoy en el cuatro y bajo
seis?m rEn el dos, debajo del suelo.m a^ Si
ahora bajo tres?m cEn el cinco.m <tEn el
cinco? cSí; en el cinco, debajo del suelo.m
a^ Si bajo siete más?m aEn el doce, debajo
del suelo.m a^Si ahora subo cuatro? cEn el
ocho, debajo del suelo.m «z Si subo ocho?»
cEn el suelo.» c^Qué número?» aEl cero.m
cSi estando en el siete, ciebajo del suelo, subo
diez, t a cuál llego?» aAl tres, por encima
del suelo.m <Si estaba en el tres, debajo del
suelo, y]legué al diez, debajo dei suelo, tqué
es lo que hice?» aBajar siete.» aPara ir del
tres debajo del suelo al diez sobre el suelo,
^qué tengo que liacer?» aSubir tres.»

aSi partiendo del suelo subo cle tres en
tres, zen qué peldaños pisaré?» a)~n el tres,
seis, nueve, doce, quince...» «z C^mo se llaman
esos números?» aMúltip'os de tres.» aSi su-
biendo de cuatro en cuatro he dado siete pa-
sos, za qué peldaño he llegado?» aAl venti-
ocho.» aSi subiendo de cinco en cinco he lle-
gado al treinta y cinco, 2 cuántos pasos he
dado?» aSiete.» aSi di seis pasos y llegué al
treinta, zcuántos peldaños subo en cada pa-
so?» aCinco.» azCuántos pasos he c!e dar
para llegar desde el suelo al veintiséis, su-
biendo de cuatro en cuatro?m Un alumno:
aNo se puede.» Otro: aSeis pasos y medio.m
a,^ Qué quiere decir ,medio paso ?» aQue el úl-
timo paso es la mitad.m ail,a mitad de qué?m
cI,a mitad de cuatro peldaños, o sea dos pel-

daños.» aSi estoy en el peldaño cinco y subo
de tres en tres, ^ en qué peldaños pisaré ?»
aCinco, ocho, once, catorce, diecisiete, vein-
te...» «$stos números, tson múltip'.os de
tres?m aNo, señor.» azPor qué?» aPorque
no empecé en el suelo.» az Si hubiera comen•
zado desde el seis?» aEntonces, sí.» aSi es-
toy en el cinco y quiero llegar al veintitrés,
tcuántos peldaños he desubir?m aDieciocho.m
a^Puedo subir de tres en tres?m aSí, señor.m
a^Cuántos pasos he de dar?m aSeis.

«Subiendo de dos en dos, t pisaré en el du•
ce?m aSí, señor.» a^De tres en tres?» aSí,
señor.m a^De cuatro en cuatro?m aTam-
bién.» «^ De cinco en cinco?m aNo, señor.m
azDe cuántas maneras puedo subir al doce?»
aDe dos en dos, de tres en tres, de cuatro
en cuatro y de seis en seis.m a^Alguna más?»
aNo, señor.» aSe os olvida la más fácil.m
aBueno, de uno en uno.» aj Otra muy fá-
cil !» al Ah ! De una vez los doce.» aEsos
números : uno, dos, tres, cuatro, seis y doce,
iqué son?m aSubmúltiplos de doce.» az Cómo
se llaman tartnbién?A aNo sabemos..» aBien;
:os Ilamaremos divisores. J De cuántas ma-
neras puedo subir al trece?» cDe uno en uno
y de trece en trece.m az Nada más?m aNada
más.» a^Cuáles son los divisores de trece?m
aEl uno y el trece.» az Podrías decirme los
divisores de dieciocho?» aUno, dos, tres, cua-
tro (cuatro, no), seis, nueve y dieciocho.m
«t Cómo subiría la escalera si quiero pisar en
el doce y también en el dieciocho?» aPuedo
subir de uno en tmo, de dos en dos, de tres
en tres; de cuatro en cuatro, ino!, porque
no pisaría en el dieciocho ; de seis en seis, y
ninguno más.» aEsos números : uno, dos,
tres, seis, ^qué son?» aDivisores de doce, y
también de dieciocho.» az Cómo subiría más
rápido?» aDe seis en seis.» ajYor qué?m
aYorque es el paso más largo posible.m
at Qué número es el seis?» aE] mayor.» «El
mayor de quiénes?» cDe los divisores de do-
ce y de dieciocho.»

Me dirijo a un alumno: azCámo te Ila-
mas?» aJuan.» aBien, Tuan; dime lns pelda-
ños que pisarás si subes la escalera de seis
en seis.» Contesta : aSeis, doce, dieciocho,
veinticuatro, treinta, treinta y seis, cuarenta
y dos, cuarenta y ocho, cincuenta y cuatro,
sesenta.» A otro alumno, ]lamado Pecíro, le
pido que suba de ocho en ocho. Enuncia:
aOcho, dieciséis, veinticuatro, treinta y dos,
cuarenta, cuarenta y ocho, cincuenta y seis,
sesenta y cuatro, setenta y dos, ochenta.m
A un tercero : at En qué peldaños ha pisado
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iuan?» )~os repite. «zEn qué pelclaitos ha
pisado I'edro?» I,os repite. a^Cómo se lla-
man los nírmeros de Juan?» aMítltiplos de
seis.» atY los de Pedro?» <Mírltipios de
ocho.» at k;n qué peldaños han pisado Juan
y Pedro?» Repite separadamente los de Juan
y los de Pedro. at Juan ha pisado en el trein-
ta y siete?» aSí, señor.» a^Y Pedro?» aNo,
señor.» Dime ahora los peldaños en que ha
pisado Juan y también Pedro.» Tantea y
dice: aVeinticuatro y cuarenta y ocho.p
at Nada más?» cNada más.» aSi siguen su-
hiendo, t hahrá más petdarios en que pisen
!os dos.» aSiguiendo, sí.» aTodos esos nú-
meros en que pisan los dos, t qué son ?»
aMúltiplos de seis y nútltiplos de ocho.^
at Cuál es el prirner peldaño que pisan uno
y ofro?» a)~] veinticuatro.» aT~ste nírmero
^es múltiplo de seis y de ocho?» aSí, se-
ñor.» <<Qué mríltiplo es?» aDl primero.^
aNo hay otro antes?» aDe seis, sí; pero de
los dos, de seis y de ocho, no, se ŭor.»

«^1~staréis fatigados?» «i No, señor !»

*r*

Aquí di por terminada la lección para dar
tiempo a los profesores, una vez retirados
]os niños, a que hicieran ]os comentarios y
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críticas para ver de extraer consecuencias
de la experiencia realizada.

La lección prueba que es posible, cuando
se iiene un apoyo concreto, impuisar fuerte-
mente la toma de conciencia de las relacio-
nes que constituyen Ia esencia de !a activi-
dad matemática. Los niños han captado hien
la reversihilidad de las operaciones aritmé-
ticas de swna y resta, por analogía con las
cíe subir y bajar. Igualmente la multip'.ica-
ción y eíivisiún, tanto exacia eomo entera.
I,os verdaderos conceptos de las operaciones,
en el sentido del Algehra moderna, con pre-
dominio del concepto de número ordinal so-
hre el de cardinal, están latentes en todas tas
lecciones. Igual,mente, la divisibi:idad apare-
ce como relación de orden. l,a introcíuccíón
de los números ne^ativos es natural, y str
giere la cuestión de por qué se ha de retra-
sar su estudio al tercer curso de] 13achille-
rato, cuandu tal vez cíebiera hacerse ;tntes de
los fraccionarios; no tienen mayor dificultad,
I,a contestaeibn de un alumno al decir: aUna
ciécima y una centésima», es rnuy sii,rttiticati-
va a este respecto. F,stá implícito en toda
la leccián el eoncepto de nnil/n fundamental
en la Aritmétira de los uúmeros enteros.

iosf: R. FnticuAL Ianxrtn.

Mfl1fRIBl MUl1lVfllfnlE Pflflfl lfl 6fOMfTRIfI O^l fSPflCIQ

De ^itiqrsirrda a derer•ha: dudecaedro de séplinrn e.cre^cie, nnrrcip^,lie-
dro estrelladn y dodr'iaedro de tr•rtern e.rf+t•cic• dc• curas e.ctrrllndas.

LJna de las constantes preocupaciones de la de facilitar a sus :rlumnos la comprensión
toclus lo: profesores de Matemáticas ha sido de las relaciones espaciales.
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Muy buenas soluciones se han dado ya a
esta dificultad con los gecespacios del profe-
sor Puig Adam, el material del profesor Fer-
nández de Trocóniz y otros.

^l deseo de que todos y cada uno de los
alumnos pudieran manipu'.ar simultáneamen-
te con ^l material y formar las figuras de que
se está tratando en la clase, sin limitarse
unos a contemplar lo que hacen los otros en
las clases relativamente nurnerosas, nos su-
girió la idea de que cada alumno se prove-
yese de un cierto número de agujas de tri-
cotar para poder formar con ellas, unién-
dolas con anillos elásticos, toda clase de figu-
-as en el momento oportuno. No resu'.tando
suficientemente manejables éstas en todos los
^asos, las hemos sustituído por listones de
madera de sección cuadrada y de 4 a 5 mi-
l^metros de lado y determinadas longitudes.
En los extremos de estos ]istones, unas pe-
queñas hembrillas con la anilla un poco abier-
ta facilitan la unión de unos con otros me-
diante las mismas gomítas que usábamos en
las agujas de tricotar, quedando los vértices
suficientemente fijos y desmontables con fa-
cilidad.

En las figuras cttya estructura no es tri-
angu'.ar, ]os ángulos se deforman y no se
consigue su estabilidad; para obtenerla se
añaden a las caras las diagonales necesa-
rias que les dan dicha estructura, y queda la
figura deseada sólidamente construída.

Conviene tener clasificados los listones por
tamaños, especialmente aquellos cuyas rela-
ciones sean 1: V 2 y(V 5-1) : 2. I,os pri-
meros t^os permifen construir cuadrados con
sus diagonales y el cubo con su conjugado
el octaedro en una sola figura, siendo las aris-
tas del uno mediatrices de ;as del otro. Los
segundos, entre los cuales existe la propor-
ción áurea, nos dan los lados y diagonales
de un pentágono, las aristas del docaedro y su
conjugado el icosaedro. También otros listo-
nes de medidas varias para formar toda cla-
se de figuras. $n estas medidas hay que in-
cluir la longitud de las hembrillas que au-
mentan la del listón en 2,5 cm.

Los mismos alumnos en las clases de tra-
bajos manuales preparan los listones con sie-
rras de marquetería; después les ponen las
hembrillas en los extremos, hundiéndolas
más o menos, hasta alcanzar exactamente la
]ongitud total que se desea. Una vez coloca-
das éstas, se liman los vértices de los lis-
tones, dando a sus extremos una forma pira-

midal o cónica, con lo que se facilita la unión
de muchas aristas en un soIo vértice, y que-
da la figura más perfecta y acabada.

Con este material han construído los alum-
nos las figuras necesarias para adquirir los
primeros conceptos de ángulo poliedro cón-
cavo y convexo, sus propiedades, secciones, y
todos los poliedros más conocidos, incluyen-
do con los poliedros regulares todas las co^n-
binaciones posib:es de cada uno de ellos con
los demás, así como las figuras derivadas
de los mismos que, al construirlos, van in-
tuyendo.

Como ampliación para los alumnos más
aventajados y los de las clases superiores,
intenté iniciarles en la construcción de los
poliedros estrellados, idea que acogieron con
interés }• entusiasmo, consiguiendo construir-
los todos, y, además, el omnipoliedro estre-
llado.

Estas figuras, aparte de su valor como es-
tructura matemática, poseen un gran valer
estético, debido a la proporción áurea que
existe entre todos sus elementos. Han servi-
do para decorar la clase, atraer más a los
alumno^, despertar su interés y dar a cono-
cer, aun a los visitantes más profanos en la
materia, que también en las Matemáticas hay
helleza.

Por si interesa a otros profesores, indicaré
el camíno seguido en su construcción,

DODECAEDRO DE SEPTIb1A
ESPI~CIE

Doce caras pentagonales estrelladas.
Veinte ángulos triedros convexos.
Treinta aristas.




