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ey JRITMETICA DE LA ESCALERA

Una leccién de calculo mental sobre un modelo Imaglnado para alumnos de 9 a 10 afios

En los primeros grados de la Ensefianza
primaria, como resultado de las experiencias
observadas o realizadas por los nifios, se
llega a un tipo de intuicién sensible que es
la base del conocimiento matemético en este
estadio de la educacién, De esta intuicién
sensible debe ascenderse, por etapas sucesi-
vas, a otro tipo de intuicion que busca un
apoyo en el concreto imaginado y que se rea-
liza preferentemente por ejercicios de célcu-
lo menta!. Tales ejercicios, de un gran valor
formativo, deben prodigarse en los primeros
cursos del Bachillerato, y aun en las escue-
las preparatorias para el ingreso en la En-
sefianza Media.

Una escalera imaginada nos proporciona
un modelo que, por su gran riqueza de si-
tuaciones dinamicas, se presta perfectamente
para esta clase de ejercicios, a la vez que
permite la introduccién heuristica, desde eda-
des muy tempranas, de gran niimero de con-
ceptos matematicos, tanto aritméticos como
geométricos.

En el dltimo cursillo para profesores de
Matematicas organizado por el C. de O. D,
y dirigido por el profesor Puig Adam, tuve
ocasion de desarrollar ante los profesores
cursillistas, y con alumnos de la Escuela
preparatoria del Instituto de San Isidro, to-
dos ellos menores de diez afios, la siguiente
leccién experimental, de media hora de du-
racion. No pretendi, naturalmente, en tan
escaso tiempo, agotar todas las posibilidades
de la situacién, ni tampoco la introduaccion o
toma de conciencia de un concepto determi-
nado, sino solamente proporcionar a los cur-
sillistas un ejemplo de clase activa de célcu-
o mental que utiliza como material un mode-
lo imaginado tomado de la propia vida del
alumno.

Transcribo sin alteracién las contestacio-
nes espontdneas de los nifios.

«; Sabéis lo que es una escalera?» «Si, se-
fior.» «; Qué es mis dificil : subir o bajar?s»
«Subir es mas dificil.» «En vuestra clase de
Aritmética, ¢ habéis estudiado las escaleras?s»
«No, sefior.» «En la Aritmética ¢hay al-
guna escalera? (Silencio.) jPensad!» Un
alumno dice timidamente : «Los niimeros uno,
dos, tres.., forman como una escalera.» ¢4 Os

parece eso una escalera?» «Si, sefior.» « Su-
bid por ella!» Los alumnos cuentan: una, dos,
tres..., hasta diez. «i Se termin6?» «No, se-
fior; sigue méis: once, doce, trece..» Cuentan
hasta veinte. «i Se termind?» «No, sefior; se
puede seguir mas.» «; Hasta ciento?» «Mas.»
«;Hasta mil?s «Mas.» «¢iHasta cudndo?s
«No se termina nunca.»<Esa escalera de los
niimeros ¢hasta dénde lega?» Un alumno
dice: «Hasta infinito.» Otro: «Hasta el cie-
lo.» ¢Entonces, esta escalera es como la es-
cala de Jacob: llega al cielo. Bien; habéis
subido hasta veinte; ahora, bajad.» Los
alumnos cuentan: veinte, diecinueve, dieci-
ocho... «iQué es mas dificil ahora: subir o
bajar?s> «j Bajar!» «Pues entonces, vamos a
subir, pero mas de prisa.» Los alumnos cuen-
tan coma antes : una, dos, tres..., pero més ra-
pido. «] Mas de prisa!» Lo hacen en la mis-
ma forma, pero mas rapido. «Yo quiero su-
bir mis de prisa ain.» Un alumno: «Se pue-
de subir de dos en dos.» «Muy bien; hazlo.»
Dos, cuatro, seis.., veinte, «¢S, termind ?»
«No, sefior; se puede seguir.» (%a]dd!» Lo
hacen. «De tres en tres.» Lo hacen. «De cua-
tro en cuatro.» Lo hacen. «De cinco en cin-
co.» Lo hacen y dicen: «Ahora es mas fa-
cil.» ¢«De siete en siete.» Lo hacen con bas-
tante dificultad. «Bajad de siete en siete.»
Casi todos tropiezan.

«Si estoy en el peldafio siete y subo ocho,
¢a qué peldafio llegaré?» «Al quince.» «iSi
estoy en el ocho y subo siete?» «También
al quince.» «{Si estoy en el quince y bajo
ocho?» «Al siete.» ¢i Si estoy en el quince y
bajo siete?» «Al ocho.» «Si después de subir
ocho llegué al quince, ien qué peldafio esta-
ba?y «En el siete.» Si estaba en el siete y
llegué al quince, (cuantos peldafios subi?»
«Ocho.» «Si estaba_en el quince y legué al
siete, J cudntos subi?s «No subi; bajé ocho.»

«; Si estoy en el cuatro y ba]o uno?» <Al
tres.» «JSi estoy en el cuatro y bajo dos?»
«Al dos.» «;Si bajo tres?» <Al uno. €« Si
bajo cuatro?» «Entonces llegamos al suelo;
se acabd la escalera.» ¢, Cémo llamaremos al
suelo?» (Silencio.) «{Qué nimero pondre-
mos en el suelo?» « El cero!» ¢ Si estoy en
el peldafio cuatro y bajo cinco?» «No se pue-
de, porque al bajar cuatro ya se llega al sue-
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lo.» «Bien: vosotros ¢ habéis visto en Madrid
edificios muy altos?» «Si, sefior: el edificio
Espafia, la Torre de Madrid.» «¢;Cuantos
pisos tiene el edificio Espafia?» «Lo menos
veinte; mis.» Se entabla una discusién entre
los nifios y convienen en ir a contarlos. «Bue-
no; si os colocais en la plaza de Espafia y
contais los pisos que veis desde ella, ;no ten-
dri el edificio mas pisos?» Un alymno: «Si,
sefior; tiene también sétanos que no se ven.»
«; Como serd entonces la escalera?» «Des-
de el suelo hacia arriba, para ir a los pisos,
y hacia abajo, para los sétancs,» «Entonces,
en esa escalera, si estoy en el peldafio cuatro
y bajo cinco, ia qué peldafio llego?» Un
alumno: «j A una décima!» ¢; Y si bajo otro
peldafio?» «j A una centésima!» ¢; Por qué?»
«No sé.» «Me parece que nos hemos caido
de la escalera; volvamos a ella. Estamos en
el peldafio cuatro, ¢ Bajamos uno?» «Llego
al tres.» «;Si bajamos dos?» <Llego al
dos.» «;Si bajamos tres?» «Llego al uno.»
«; Si bajamos cuatro?s «Al suelo.» «¢ Si ba-
jamos cinco?» «Entonces estamos en el sue-
lo.» «;En qué peldafio?» «En el uno, deba-
jo del suelo.» «; Si estoy en el cuatro y bajo
seis?» «En el dos, debajo del suelo.» «§Si
ahora bajo tres?» <«En el cinco.» <« En el
cinco? «Si; en el cinco, debajo del suelo.»
«; Si bajo siete mas?» «En el doce, debajo
del suelo.» «;Si ahora subo cuatro? «En el
ocho, debajo del suelo.» «;Si subo ocho?»
«En el suelo.» ¢;Qué nimero?» «Ei cero.»
«Si estando en el siete, debajo del suelo, subo
diez, ia cull llego?» «Al tres, por encima
del suelo.» «Si estaba en el tres, debajo de!
suelo, y llegué al diez, debajo del suelo, qué
es lo que hice?» «Bajar siete.» «Para ir del
tres debajo del suelo al diez sobre el suelo,
Jqué tengo que hacer?» «Subir tres.»

«Si partiendo del suelo subo de tres en
tres, ien qué peldafios pisaré?» «En el tres,
seis, nueve, doce, quince...» «; Cémo se llaman
esos niimeros?» «Miltiplos de tres.» «Si su-
biendo de cuatro en cuatro he dado siete pa-
sos, ia qué peldafio he llegado?» «Al venti-
ocho.» «Si subiendo de cinco en cinco he lle-
gado al treinta y cinco, ¢cuantos pasos he
dado?» «Siete.» «Si di seis pasos y llegué al
treinta, ¢cuantos peldafios subo en cada pa-
so?y «Cinco.» «;Cuantos pasos he de dar
para llegar desde el suelo al veintiséis, su-
biendo de cuatro en cuatro?» Un alumno:
«No se puede.» Otro: «Seis pasos y medio.»
«¢ Qué quiere decir medio paso?» «Que el 1l-
timo paso es la mitad.» «; La mitad de qué?»
«La mitad de cuatro peldafios, o sea dos pel-

dafios.» «Si estoy en el peldafio cinco y subo
de tres en tres, ien qué peldafios pisaré?»
«Cinco, ocho, once, catorce, diecisiete, vein-
te..» <«Estos nimeros, ¢son miltiplos de
tres?» «No, sefior.» «;Por qué?» «Porque
no empecé en el suelo.» «i Si hubiera comen-
zado desde el seis?» «Entonces, si.» «Si es-
toy en el cinco y quiero llegar al veintitrés,
¢ cuéntos peldafios he de subir ?» «Dieciocho.»
«; Puedo subir de tres en tres?» «Si, sefior.»
« Cudntos pasos he de dar?» «Seis.

«Subiendo de dos en dos, ¢ pisaré en el do-
ce?» «Si, sefior.» «iDe tres en tres?» «Si,
sefior.» «;De cuatro en cuatro?» «Tam-
bién.» «;De cinco en cinco?» «No, seiior.»
«¢ De cuantas maneras puedo subir al doce?»
«De dos en dos, de tres en tres, de cuatro
en cuatro y de seis en seis.» «¢ Alguna mas?»
«No, sefior.» «Se os olvida la mas facil.»
«Bueno, de uno en uno.» «Otra muy fa-
cil!» «jAh! De una vez los doce.» «Esos
nimeros : uno, dos, tres, cuatro, seis y doce,
¢qué son?» «Submilltiplos de doce.» « Cémo
se llaman también?» «No sabemos..» «Bien;
los llamaremos divisores. ¢ De cudntas ma-
neras puedo subir al trece?» «De uno en uno
y de trece en trece.» ¢iNada méis?» «Nada
mas.» «; Cudles son los divisores de trece?»
«El uno y el trece.» «;Podrias decirme los
divisores de dieciocho?» «Uno, dos, tres, cua-
tro (cuatro, no), seis, nueve y dieciocho.»
«¢ Cémo subiria la escalera si quiero pisar en
el doce y también en el dieciocho?» «Puedo
subir de uno en uno, de dos en dos, de tres
en tres; de cuatro en cuatro, jno!, porque
no pisaria en el dieciocho; de seis en seis, y
ninguno mas.» «Esos nimeros: uno, dos,
tres, seis, squé son?» «Divisores de doce, y
también de dieciocho.» «i Como subiria mas
rapido?» «De seis en seis.» ¢ Por qué’»
«Porque es el paso mis largo posible.s
« Qué niimero es el seis?» «E] mayor.» «El
mayor de quiénes?» «De los divisores de do-
ce y de dieciocho.»

Me dirijo a un alumno: ¢«;Cémo te lla-
mas?» «Juan.» «Bien, Juan; dime los pelda-
flos que pisaras si subes la escalera de seis
en seis.» Contesta: «Seis, doce, dieciocho,
veinticuatro, treinta, treinta y seis, cuarenta
y dos, cuarenta y ocho, cincuenta y cuatro,
sesenta.» A otro alumno, llamado Pedro, le
pido que suba de ocho en ocho. Enuncia:
«Ocho, dieciséis, veinticuatro, treinta y dos,
cuarenta, cuarenta y ocho, cincuenta y seis,
sesenta y cuatro, setenta y dos, ochenta.»
A un tercero: ¢«/En qué peldafios ha pisado
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Juan?s Los repite, ¢JEn qué peldafios ha
pisado Pedro?» Los repite. ¢ Cémo se lla-
man los niimeros de Juan?s «Miltiplos de
seis.» €Y los de Pedro?» «Miltiplos de
ocho.» ¢ En qué peldafios han pisado Juan
y Pedro?» Repite separadamente los de Juan
y los de Pedro. «; Juan ha pisado en el trein-
ta y siete?» «Si, sefior.» «; Y Pedro?» «No,
sefior.» Dime ahora los peldafios en que ha
pisado Juan y también Pedro.» Tantea y
dice: «Veinticuatro y cuarenta y ocho.»
«;Nada mds?» ¢«Nada més.» «Si siguen su-
biendo. shabrd mis peldafios en que pisen
los dos.» «Siguiendo, si.» «Todos esos ni-
meros en que pisan los dos, ¢{qué sonf»
«Miltiplos de seis y miltiplos de ocho.»
«;Cudl es el primer peldafio que pisan uno
y otro?s <El veinticualro.» «Este m’nmero
ies miltiplo de seis y de ocho?» «Si,
flor.s «;Qué miltiplo es?» <El prlmero:
«No hay otro antes» «De seis, si; pero de
los dos, de seis y de ocho, no, sefior.»
«; Estaréis fatigados?» '¢] No, sefior !»

.
Aqui di por terminada la leccién para dar

tiempo a los profesores, una vez retirados
los nifios, a que hicieran los comentarios ¥

criticas para ver de extraer consecuencias
de la experiencia realizada,

La leceién prueba que es posible, cuando
se tiene un apoyo concreto, impulsar fuerte-
mente la toma de conciencia de las relacio-
nes que constituyen la esencia de la activi-
dad matemitica. Los nifios han captado hien
la reversibilidad de las operaciones aritmé-
ticas de suma y resta, por analogia con Ias
de subir y bajar. Igualmemc la multiptica-
cién y divisién, tanto exacta como entera.
Los verdaderos conceptos de las operaciones,
en el sentido del Algebra moderna, con pre-
dominio del concepto de niimero ordinal so-~
bre el de cardinal, estdn latentes en todas las
lecciones. Igualmente, la divisibilidad apare-
ce como relacidn de orden, La introduccién
de los nimeros negativos es natural, y su-
giere la cuestion de por qué se ha de retra-
sar su estudio al tercer curso del Bachille-
rato, cuando tal vez debiera hacerse antes de
los fraccionarios; no tienen mayor dificultad,
La contestacién de un alumno al decir: «Una
décima y una centésimas, es muy significati-
va a este respecto. Estd implicito en toda
la leccién el concepto de anillo fundamental
en la Aritmética de los nimeros enteros,

Josk R, PascuaL IBARRA.
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De izquierda a derecha: dodecacdro de séptima especie, omnipolie-
dro estrellado y dodecaedro de tercera especie de caras estrelladas.

Una de las constantes preocupaciones de
todos los profesores de Matemdticas ha sido

la de facilitar a sus alumnos la comprension
de las relaciones espaciales.
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Muy buenas soluciones se han dado ya a
esta dificultad con los geoespacios del profe-
sor Puig Adam, el material del profesor Fer-
nandez de Trocéniz y otros.

El deseo de que todos y cada uno de los
alumnos pudieran manipular simultineamen-
te con 2l material y formar las figuras de que
se estd tratando en la clase, sin limitarse
unos a contemplar lo que hacen los otros en
las clases relativamente numerosas, nos su-
girié la idea de que cada alumno se prove-
yese de un cierto niimero de agujas de tri-
cotar para poder formar con ellas, unién-
dolas con anillos elasticos, toda clase de figu-
~as en e! momento oportuno, No resultando
suficientemente manejables éstas en todos los
~asos, las hemos sustituido por listones de
madera de seccién cuadrada y de 4 a 5 mi-
limetros de lado y determinadas longitudes.
En los extremos de estos listones, unas pe-
quefias hembrillas con la anilla un poco abier-
ta facilitan la unién de unos con otros me-
diante las mismas gomitas que usidbamos en
las agujas de tricotar, quedando los vértices
suficientemente fijos y desmontables con fa-
cilidad.

En las figuras cuya estructura no es tri-
angular, los angulos se deforman v no se
consigue su estabilidad; para obtenerla se
afladen a las caras las diagonales necesa-
rias que les dan dicha estructura, y queda la
figura deseada sdlidamente construida.

Conviene tener clasificados los listones por
tamafios, especialmente aquellos cuyas rela-
ciones sean 1:V 2 y (V 5—1):2, Los pri-
meros nos permiten construir cuadrados con
sus diagonales y el cubo con su conjugado
el octaedro en una sola figura, siendo las aris-
tas del uno mediatrices de las del otro. Los
segundos, entre los cuales existe la propor-
cién aurea, nos dan los lados y diagonales
de un pentdgono, las aristas del docaedro y su
conjugado el icosaedro. También otros listo-
nes de medidas varias para formar toda cla--
se de figuras. En estas medidas hay que in-
cluir la longitud de las hembrillas que au-
mentan la del listén en 2,5 cm.

Los mismos alumnos en las clases de tra-
bajos manuales preparan los listones con sie-
rras de marqueteria; después les ponen las
hembrillas en los extremos, hundiéndolas
més o menos, hasta alcanzar exactamente la
longitud total que se desea. Una vez coloca-
das éstas, se liman los vértices de los lis-
tones, dando a sus extremos una forma pira-

midal o conica, con lo que se facilita la unién
de muchas aristas en un solo vértice, y que-
da la figura mas perfecta y acabada.

Con este material han construido los alum-
nos las figuras necesarias para adquirir los
primeros conceptos de angulo poliedro cén-
cavo y convexo, sus propxedades secciones, y
todos los poliedros mas conocidos, incluyen-
do con los poliedros regulares todas las com-
binaciones posibles de cada uno de ellos con
los demds, asi como las figuras derivadas
de los mismos que, al construirlos, van in-
tuyendo.

Como ampliacién para los alumnos mas
aventajados y los de las clases superiores,
intenté iniciarles en la construccién de los
poliedros estrellados, idea que acogieron con
interés y entusiasmo, consiguiendo construir-
los todos, y, ademis, el omnipoliedro estre-
llado.

Estas figuras, aparte de su valor como es-
tructura matemAtica, poseen un gran valor
estético, debido a la proporcion Aurea que
existe entre todos sus elementos, Han servi-
do para decorar la clase, atraer mis a los
alumnos, despertar su interés y dar a cono-
cer, aun a los visitantes mas profanos en la
materia, que también en las Matemdticas hay
belleza.

Por si interesa a otros profesores, indicaré
el camino seguido en su construccién,

DODECAEDRO DE SEPTIMA
ESPECIE

A
|

Fig 1

che caras pentagonales estrelladas,
Veinte 4ngulos triedros convexos,
Treinta aristas.





