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S-—N “L’enseignement des Mathématiques”, primera publicaciin colectiva de ls

Comisiin internacional para el estudio y mejoramiento de la enseianza de:

la Matemitica, se aprecia en todos sus miembros una profunda inquietnd apte
el choque que produce en los noveles universitarios el cambio brusco # i
Ensefianza Media a la Superior. ;

Conocido es el extraordinario desarrollo y el cambio que, en sus miw Flases,
ha experimentado la Matemitica en nuestros tizmpos, después de la r n critica
que suirio toda ella a fines del siglo pasado. La matematica moderng jiens por obj#v

primordial el estudio de las relaciones de entes matemiticos mif qlie estos entes
mismos; las nociones de ley, de relacién de equivalencia, de grupe, smille, cuerpo ete,
tienen en ella una importancia mucho mayor que las de nimere, polinomio o figura
geomirica. La aritmitica y la geometria euclidianas son teorias univalentes, mien
tras que las del ilgebra moderna son multivalentes. N3

Esta revolucion matemitica se ha traducido, hace algunos aiios, en la modifica-
cién de los programas de la Lnsefianza Superior. Sin embarge, en la Easefianza Media
seguimos dando a nuestros alamnos la formacién matemética en su concepci.n clasica
euclidiana. Por eso, al llegar a la Universidad o a una FEscuela Superior, no sabe
reconocer el estudiante en las nuevas matematicas del siglo Xx que le presentan, las
que él ha aprendido; tiene que cambiar de modo de pensar, debe clasificar de nuevo
sus conocimicntos anteriores a la luz de nociones distintas y expresarlo todo en un
lenguaje completamente nuevo. Todo esto no es tarea facil.

Lichnerowicz, matemitico francés, miembro de la Comisién, en la primera publi-
cacion antes citada, expone su pensamiento sobre el modo de introducir el espiritn
del élgebra moderna en la geometria y el dlgebra elementales. No se trata de ense-
fiar en toda su abstraccién el algebra moderna a los nifios. Lo que se pretende es ini-
ciarles lentamente, siempre que se presente ocasién, en el vocabulario y en los con-
ceptos de ella. Hacerles caer en la cuenta de las estructuras de grupo, grupos de trans-
formaciones, leyes de composicion de conjuntos, etc., conceptos elementales que se
manejan constantemente y que sélo hace filta llamar la atencién sobre ellos.

Fl pasado afio, en el mes de julio, se celebraron unas jornadas de estudios en Arlon
(Bélgica), con la asistencia de unos 150 profesores, tratindose en ellas de los ensa-
yos efectuados en diversos Centros para formar a los alumnoes en las nuevas teorias
matemiticas, Los resultados han sido sorprendentes: los alumnos se han entregado
con grande entusiasmo al estudio del dlgebra moderna que les ha cautivado. Los pro-
blemas los resolvian con facilidad. Se ha comprobado que los conocimientos de la
matemitica tradicional resultan mas claros, completos y fructuosos a la luz de la
teoria de conjuntos. La experiencia demuestra que cuanto antes se inicia a los esco-
lares en estas cuestiones, mas capacitados estan para asimilarlas. Pueden tomarse como
punto de partida para el dlgehra moderna los mismos conjuntos de la matematica
clasica, lugares geomftricos, divisores, etc., o también. otros conjuntos. Las regletas
de Cuisenaire son un material excelente para empezar ¢l estudio de los conjuntos.

Tanihi 'n en Espaiia el Profesor J, R. Pascual Ibarra publicé un interesante articulo
en la revista Gaceta Matemitica (niim, 1 del afio 1956), titulado: “Puntos de vista mo-
dernns en la didactica de las mateméticas elementales”.
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Recientemente, en el programa del Curso Preuniversitario, se han introducido no-
ciones de Algebra Moderna y Topologia; v en el mes de enero de este afio ha tenido
lugar un cursillo en Santiago de Compostela, en el que se han estudiado estsg cues-
tiones.

Nos creemos con el deber, si no queremos quedarnos rezagados de hacer un es-
fuerzo para imvregnar del espiritu del algebra moderna nuestras lecciones, y familia-
rizar en ella al escolar, con sus nuevas estructuras mentales, desde los primeros afios.
No formamos a nuestros alumnos para que vivan en el pasado; los preparamos para
su porvenir. No tenemos que darles la ensefianza como nosoiros la recibimes, «ino Al
como ellos la necesitan para vivir en el amhiente de su époeca. Para conseruirlo s
preciso trabaiar y estudiar sin dcscanso. Esto es vivir: un caminar constante hacia la
perfeceion. Nunca sabe bastante un profesor. Nunea tenemos gue dar por terminada
nuestra formacijn.

Consecuentes con estas ideas, hemos querido introducir cn nuestras clases, junta-
mente con ¢l méiodo heuristico, unas sencillas nociones sobre la tearia de ennjuntos,
por via de ensavo. Partimos de una sitnaci n geomstrica, como indica ¢l Profesor
Gattegno en el tltimo capitulo de “I’enseignement des Mathématiques”. Paca empe-
zar, prescindimos del orden de materias de un programa determinado. Invitamos a
las alumnas a traer, para la primera clase de Geometria, un dibujo de libre ecleccién
efectuado con s6lo el comnis, Fstos dibujos nos sirven para ohservar, buscar y des.
cubrir muchas relaciones matemdticas. La dificultad estd en que, una ve: descubiertas,
sepan expresarlag hien. Es curioso ver sus esfuerzos en hallar la expresiin apropiada,
cuando se va dibnjando en la pizarra lo que ellas han dicho, y tienen que veconocer
humildemente que no ha sido lo que querian decir.

De todos los dibujos presentados, empiezo por ofrecer a su observaci()n el mas
sencillo: una circunferencia sola, aislada. Feta simple figura nos sirve para repasar
muchos conceptos y aprender otros nuevos:

1° ;Qué clase de linea es ésta? Curva, cerrada, plana. Definimos y afianzamos
estos conocimientos.

2.° DPropiedades de la circunferencia, de sus puntos, Lugar geométrico como con-
juntc de puntos que cumplen una condiciin: en este caso la de equidistar de un panto.

3.  Regiones en que queda dividido el plano per una circunferencia:

Rezion interior a ella: el circulo.

Reaisn exterior a ella: el resto del plano.

Distancia de un punto cualquiera de cada rexién al centro de la ecircunferencia.

Tenemos dos coniuntos perfectamente definidos. De cada punto del plano podemos
decir si pertenece a uno o a otro de estos conjuntos.

¢Y los puntos de la circunferencia? Forman un tercer conjunto definido anterior
mente. que es la frontera entre ambas regiones del plano.

4.° Distancia de un punto cualquiera del plano a la circunferencia. Modo de ha-
Ilarka,

5.° Sentidos en que puede ser recorrida la circunferencia. Sentido de las agujas
del reloj (nepativo), o sentido contrario (positive),

6.° Dados dos puntos del plano, el segmento que los une puede tener, segin la
posicion relativa de ellos:

a) Todos sus puntos interiores a la circunferencia,

b) Todos sus puntos exteriores a la circunferencia.

¢) Unos puntos interiores y otros exteriores. Los puntos del segmento yuedan
divididos en dos clases por el de interseccién, que es el punto limite o frontera entre
las doe clases.

7. Repaso de arco, cuerda, didmetro, sector, segmento circular, etc.

8.° Posiciones de. una recta respecto de la circunferencia. Agui les doy ya el
concepto de tangente gomo limite de las posiciones de una secante cuyo sezundo
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punto de intersecciin tiende a confundirse con el primero. Lo admiten sin dificaltad,
asi como el concepto de ser doble el punto de tangencia.

9. Movimientos del circulo:

a) Rotaci n del circulo que admite un grupo infinito de rotaciones, coincidiendo
siempre la fizura consigoe misma,

L) Traslacién de la circunferencia sobre una recta que pasa por su centro o le
es tangente (fig. 1).

e nos forwsa una faemilia de circunferencias. ;Qué tienen de invariante? ;En
qué varian? ;Qué superficie barren en su movimiento? ;Tienen tangentes comunes?
4Qud fizura forman las pun-
tuos e aidistanies de las dos
tan:antes comusnes?

Uiia alomna advierte que la
citvaiiferencia puede moverse
de dos maneras: girando como
una rueda sobre una tangente
o deslizidndose siempre un mis-
mo punto sobre ella. Kn este
ultimo caso todos sus puntos
deseriben rectas paralelas en- Fr ,,
tee ti, Pero, en el primer caso, ’3'
dqué figara deseribe cada pun-
to de la circunferencia? Unas
dicen que bace como olas, ondas, etc. Atando una tiza al borde de un circulo de
madera y haci‘ndolo girar en la pizarra, obtenemos la curva cuya existencia y forma
ellas han intuido: Se llama cicloide. En este curso les lLasta conocer su nombre. Al-
gunas ven que se va repitiendo la misma curva a lo largo de la recta, cada ves que
1a circunferencia ha recorrido una distancia igual a 2 7 7. Ya tenemos idea de funcion
periidica y de periodo.

Quedan muy gozosas de su descubrimiento.

10. Elementos de simetrin del circulo: diimetros v centro.

Pasamos a un dibujo formado por dos circunferencias; las situaciones a estudiar
se multiplican. En primer lugar, las posiciones relativas de las dos circunferencias
pueden ser varias. Kscogemos dos circunferensias de radio distinto en las posiciones
siguientes:

Tangentes interiormente.

Tangentes exteriormente.

Secantes.

Sin ningtin punto comin (fig. 2).
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Fn cada una de ellas podemos observar:
1. Distancia entre los centros.
2.° Posicién de la recta que pasa por los centros respecto del punto de tangencia
y de la tangente o de la cuerda comunes.
3.° Nimero de tangentes comunes en cada caso. Figuras formadas por las tangen-
tes, los radios del punto de contacto y la linea de los centros. Variacién de esta figurs
al variar los radios.
4.° Distancias minima y maixima entre dos puntes, uno de cada circunferencia.
5. Triingulo determinado, en las circunferencias secantes, por los centros y un
punto de interseccién. Relaciones entre los lados y los radios. De aqui se deduce:
“Un lado menor que la suma de los otros dos
y mayor ¢ue su difcrencia”. Por esto, cuando la
distancia entre los centros es igual a la suma de
los radios, no hay triangule (tangentes exterior-
mente); tampoco si esta distancia es igual a sm
diferencia (tangentes interiormente),
fn las circunflerencias secantes, ;cuil es la con-
dicién para que el triinzulo sea isisceles? Que:
las dos circunferencias tengan igual radie. ;Y para
que sea equilitero? La distancia de los centros
ha de ser igual al radio, las circun{erencias igua-
les y cada una de ellas debe pasar por el centro
de la otra (fig. 3). :
6.° Movimientos de las circunferencias, girando
una cireunferencia alrededor de la otra. Linea
~.¢ deseriben los centros. ;Qué figura formam
Fl e 3 los centros de las circunferencias tanzentes a otra?
: > Relaciones entre los radios. Corona circular ba-
rrida por el circulo mévil. Se ve con facilidad la formaci n de la cardioide por el
movimiento de una circunferencia tangente a otra de igual radio.
1.° Finalmente nos fijamos en la oportunidad que ofrecen estas figuras para ini-
ciar a los alumnos en los primeros conceptos de la teoria de conjuntes:
a) Los circulos tangentes interiormente nos dan la idea de inclusién y de sub-
conjunto.
6) Los circulos secantes nos muestran la interseccién y la reunion de conjuntos.
¢) Los circulos exteriores représentan conjuntos disjuntos.
Haciendo buscar a las nifias conjuntos varios de objetos que cumplan estas comr
diciones, encuentran en las mismas alumnas del colegio todos los ejemplos.

Las alumnas de Matemiticas de todos los cursos forman un conjunto A,

Cada curso serd un subconjunto, que esti incluido en el primero.

Estos subconjuntos seran disjuntos si no hay alumnas repetidoras. En caso con~
trario, las repetidoras forman la interseccién de los dos conjuntoes,

Concretando mas:

Alumnas de Matemiticas, conjunio A.

Alumnas de 1.° de Matematicas, subconjunto

Alumnas de 2.° de Matemiticas, subconjunto

Alumnas de 3.° de Matematicas, subconjunto

Alumnas que cursan ;2.° y 3.° de Matemiticas

zZoow
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Indicamos gque B esti contenido en A asi:
B G A. Que N es la interseccion de los con-
juntos C y D asi: N = C N D.

B y C son conjuntos disjuntos, su intersec-
ecion es el congunto vacio, lo expresamos:
B NC=¢ BN D=

Representamos graficamente estos conjuntos
por medio de circulos (fig. 4).

Los puntos del circulo A que no pertenecen
a B, C y U, son los restantes cursos.

El conjunto C tiene 28 elementos, el con- -
junto D tiene 32 elementos, la reuni.n de los
dos conjuntos, que se expresa ( « 1), contie-
pe 58 elementos, y no 60, porque los dos ele-
mentos del conjunto N pertenecen a amiios.

El conjunto de todas las alumnas puede di-
vidirse en dos subcon,untos el de externas y
el de internas. Amlos son uno de ellos com-

plementario del otro, F 4_

Todo esto lo aprenden con facilidad e inte- ’3-
eés y les resulta muy entretenido.

Al mismo tiempo aplicamos la teoria de la
divisibilidad tal como nos lo enseia el Pro-
fesor J. R. Pascoal Ibarra en su articulo antes citado. No lo repetimos aqui por
no ser original y porque puede verse en la revista Gaceta Matem.itica. Se oltiene
<l m. ¢. d. como interseccién de conjuntos, y el m. ¢. m. como lo reuniin. Ampliande
el dibujo con tres circulos secantes, se ohtiene el conjunto vucio como la intersec-
¢ion de los nimeros que no tienen factores comunes; este conjunto vacio se repre-
senta por el factor ano, clemento neutro en el grupo mulriplicativo.

L N

.Una de las figuras presentadas por las alummas es (fig. 5) una familia de circulos

enyos centros cstan alineados y sus radios sujetos a variaeién decreciente. La distancia
entre los centros de dos circulos consecutivos es igual al radio del circulo mayor.
Observamos intersecciones de conjuntos, luego se nos ocurre pregentar: ;Podremos
trazar tangentes comunes a todos las cireulos? Tal como esti el dihujo presentado,
ao nodemos.
JQué condiciin necesitaremos para que se puedan trazar tangentes comunes a to-
dos ellos?
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Una alumna dice: Lo mejor es trazar primero las tangentes formando angulo, y
después las circunferencias,

¢{Uomo tra.ar estas circunferencias tangentes? Los radios que van al punte de
tangencia deben ser perpendiculares a las tangentes, Poco a poco, discutiendo y pro-
bando, llegan a la siguiente construccion:

a) Dibujamos un éngulo cuyos lados serin las tangentes; su bisectriz, la linea
de los centros, La bisectriz es un conjunto de puntos que cumplen cierta condicién, -
es el lugar geométrico ..., etc.

b) Por un punto cualquiera A de la hisectriz (fiz. 6) trazamos perpendiculares

a los dos lados del éngulo. A serd el centro de la circunferencia, los segmentos
AT = AT’ los radios.

¢/ El punto B, interseccién de la primera circunferencia con la bisectriz, seri
el centro de la segunda. Por este punto B trazamos perpendiculares a las tangentes,
y asi sucesivamente vamos formando todas las circunferencias. .

En esta construccion se advierte mucha regularidad; debe haber una ley expre-
sable por medio de una formula. Tenemos que huscarla.

1* Medimos los radios y vamos formando una sucesién de valores decrecientes:
Ri>R >R > ..

2.° Medimos las distancias de los centros al vértice del angulo formado por las
tangentes, y obhtenemos: Dy > D. > Dy > Do > ..

3. Hallamos la razén entre los radios y las correspondientes distancias del centro
al vértice.

Obtenemos en todas las circunferencias la misma raz'n. La razén es constante.
Los radios y las distancias del centro al vértice son magnitudes directamente propor-
cionales, :

Los radios son todos paralelos entre si.

Se nos han formado triangulos que tienen los angulos iguales y los lados propor
cionales.

Estudiamos el teorema de Tales, la semejanza de tridngulos y la semejanza en
general.

Fsta misma figura, en la clase de tercer afio, nos sirve para empezar el estudio de
Trizonometria. La razén constante entre el radio y la distancia del centro al vértice,
razén entre un cateto y la hipotenusa, es el seno del dngulo formado por una tangente
y Ia bisectriz.
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En las clases de quinto afio buscamos la relacién entre cada término y el siguiente
de las sucesiones obtenidas anteriormente.

De las razones

se obtiene:

R
R, = D, sen a ” R: = D.sena 7 D, = !
¢ sen «
o Rl
D= D —R = ——- —R,
gen «

Y expresando R: en funcién dc R: obtenemos:

sen a

R, = (._._Rl — R,) , sen o= Ry— R-AT —cen a).

/

Buscando del mismo modo el valor de R,, tendremos:
R.=R.(1 —sen a) = R;(1 —sen a)?

Vemos que los radios forman una progresi ‘n geométrica de razén igual a (1 — sen a).

La progresion formada por las distancias de los centros al vértice, tiene la misma
Tw2Hn,

En efecto: Si

R. _ R.
D.  D.
sera también
R, D,
_— = — =1 — sen a
R: D.

Estudio de la progresion que forman los radios—Es una proaresitn de razin me-
nor que la unidad, decreciente e ilimitada en los dos sentidos. Ningin término puede
ser el primero o el tltimo; siempre podemos hallar otro mayor y otro menor, La
{lamamos decreciente, en el sentido en Gue la hemos tomado. En sentido creciente,
los términos crecen infinitamente; en sentido decreciente, los términos tienden a cero.

Partiendo de un término cualquiera como primero, la suma de los términos de la
progresion, tomados en sentido decreciente, sera:

R,

sen a

lim. §, =

Vemos que el timite de esta suma es ignal a D,. :

El limite de la suma de todos los radios de las circunferencias a partir de una de
ellas, que llamaremos R, en sentido decreciente, es igual a la distancia del centro de
esta circunferencia al vértice del angulo formado por las tangentes.

Esta propiedad se desprende de la construccion de la figura.

Podemos segnir hallande las dreas de los circulos y la progresién que forman es-
tas dreas.



Serie de dibujos presentados por las clumnas
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La razén de las areas sera el cuadrado de la razén de los radios (1 — aen a)” y
¢l limite de Ia suma de sus términos:

= R

1 — (1 — sen a)’

La variaci‘n del angulo formado por una tangente y la bisectriz nos permite calcu-
lar casos particulares y casos limites.

Las figuras estudiadas nos bastan para darnos cuenta de la multivalencia de las
situaciones geométricas. '

Muchas otras figuras presentadas por las alumnas nos dan ocasién de estudiar si-
metrias, grupos finitos de transformaciones, poligonos inscritos y circunscritos, etc.
Con ellas podemos desarrollar todo el programa de segundo afio y algo mas.

¢Cémo reaccionan las alumnas ante estas clases? Qigamos sus comentarios:

“Espero con ilusiéon la hora de la clase de Geometria.”

“Estas clases han sido para mi un descubrimiento, algo que no podia imaginar.
Lo estudiado anteriormente en Geometria me parecian unas razones gue daban unos
sefiores y que ellos entenderian, pero yo mo, Ahora lo entiendo todo claramente y
las clases no son sélo interesantes, sino también amenas. Hasta la aritmética se en-
tiende mejor, al ver c6mo en las figuras geométricas toman forma las ideas abstractas.”

“El imaginar el movimiento de las figuras me ayuda mucho para comprender la
geometria y sus leyes.”

“Aprendo muchas cosas, pero en lo que encuentro mas gusto es en comprender y
ver con toda claridad el por qué de todas las cosas que guardaba en la memoria sin
entenderlas,”

“Estas lecciones resultan muy amenas y se mantiene muy faicilmente la atencién.
Resulta interesantisimo ir deduciendo y descubriendo propiedades de unos dibujos he-
chos ¢in pensar en nada.”

“Ahora veo que no necesito memoria para saber geometria; basta saber observar
y descubrir todo lo que en las figuras se encierra.”

“Encuentro las clases muy entretenidas e interesantes, y ahora la geometria me
gusta mis, Los mismos teoremas que ya sabia me parecen distintos y los entiendo mu-
cho mejor; todo se ve mis claro.”

“Razonar ante un dibujo hecha por nosotras mismas y descubrir en él lag propie-
dades que encierra, es.algo que pone en accién la inteligencia y aumenta su capaci-
dad. No aprendemos lo que nos ha preparado el profesor, sino lo que existe en si y
que se puede entender.”

“Estas clases se me hacen muy cortas. Es la primera vez que siento pena cuando
se termina la clase.”

Esperamos que nuestras alumnas lleguen a estudiar sin Ia preocupacién de un
examen. Estudiaréin movidas por el interés de aprender. E1 mejor premio para ellas
ha de ser la satisfaccion profunda, el intimo gozo por el éxito obtenido al fin de su
trabajo, con la conquista de una nueva verdad para su inteligencia, de una nueva
darte de la Verdad Eterna que es Dios. Creemos que seri el mejor medio para des-
cubrir y fomentar vocaciones para la ensefianza de la Matematica.

MARIA DOLORES PUIG SABADELL
(Religiosa Esclava del Sagrado Corazén de Jesiis)



