
^MATEMATICAS I

'OU^utlida^encia^ ^e ^a^ !iluacion^^ c^eom.élvica^
Por MARIA DOLORES PU[G SABADELL

h x "L'enseignement des Mathématiques", primera publicación colectiva de 1^
Comisicín internacional para el estudio y mejoramiento de la enseFianza de'

"^ la blatemática, se aprecia en todos eus miembros una profunda inyuietud ^Itta
el cho,ue que produce en loe noveles universitarios el cambio brusco; _̂b^1^1

Ense6anza Media a la Superior.
Conocido es el extraordinario desarrollo y el camhio que, en aus mt if`$rnses,

ha experimentado la Matemática en nuestroe tiieutpos, dospuéa de la r n crítica
que sut'ri+í toda ella a fines del siglo pasado. La matemática moder evlb'pur ofije^u
primordial el estudío de las relaeiones de entes matemáticoa m^tifie estoa entes
miamos; las nociones de loy, de relación de equivalenciar de grup^►,,,^ttillo, 'cuerpo otc.,
tienen en ella una importancia mucho mayor que las de nútperd, polinornio o figura
geom^^trica. La nritm^tica y•la geometría euclidianas sott teorias univalentes, mien
tras que las del ál^ehra moderna son multivalentee.

Lsta revoluciún matemática se ha traducido, hace Algunos aiios, en la modifica-
ción de los progrnmas de la Enseñanza Saperior. Sin embargo, en la I:nseñanza iViedia
seguimos dando a nuestroe alumnos la farmación matemática en su concepci.u clásica
euclidinna. Por eso, al llegar a la Universidad o a una Escuela Superior, no sabe
reconocer el estudiante en laa nuevna matemáticas del siglo xx que le pt'esentan, las
quo éi ha nprendido; tiene que cambiar de modo de pensar, debe clasificar do nuevo
aus conocímientos anteriorea n la luz de nociones dietintas y expresarlo todo en 4n
lenguaje eompletamente nuevo. Todo esto no es tarea fácil.

Lírhnerowícz, matemático frnncés, miembro de la Comisión, en la primera pubii•
cacirín antes citada, expona su peneamiento sobre el modo de introdaCir el espíritu
del élgebra moderna en la geometría y el álgebra elementalea. No ae trnta de ense-
ñar en toda su abstracción el álgebra moderna a loa niños. Lo yue se pretende eé ini-
ciarlea lentamen[e, siempre que se presente ocaeión, en el vocal^ulario y en loe con-
ceptoe de el1a. Hacerles caer e.n la cuenta de ls. estructru•aa de }çnipo, grupos de trane-
formaciones, leyes de composición de conjuntoa, etc., conceptoe elementales que ee
manejan constantemente y que sólo hace f^lta llamar la atención snbre ellos.

El pasado año, en el mes de julio, se celebraron unae jprnadas de estudioe en Arlon
(Bélgira l, con la asiatencin de unos lSd profesores, tratándose en ellas de loa enea-
yos efectuadoa en diver;os (:entros nara forrrrar a los atuxtmo, en las nuevas teoríae
matemáticas. Los resultadoe han sido sorprendentea: los alumnos ae han entregado
con grnnde entusiasmo al eatudio del álgebra moderna que les ha cautivado. Los pro-
blemas los reaolvían con facilidad. Se ha comnrobado qne los conocimientos de la
matemática tradicional resultan más claros, completos y fructuosos a la luz de la
teoría de conjuntos. La experiencia demuestra que cuanto antes se inicia a los esco•
lares en estas cuestionea, más capacitadoa están para asimilarlas. Pueden tomarse como
punto de partida para el álgel+ra moderna los mismos conjuntos de la matemática
clásica, la;^ares geomFtricos, divisores, etc., o tamLién, otroa conjuntos. Las regletae
de (:uisenaire son un material excelente ^para empezar él estudio de los conjuntoe.

Tambi "n en España el Profeaor 7. R. Pascual Iharra publicó un interesante artícnlo
en la rt•viata Caceta Matem^tica (núm. 1 del año 1956), titulado: "Puntoe de vieta mo-
drr:^n^ cn la didáctica de lae matemáticae elementales".
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Rerientemente, en el programa del Curso Preuniversitario, se han lntroducido no•
ciones de Alnebra Moderna y Topolo^ía; y en el mea de enero de este afio ha tenido
lugar nn cursillo en Santiago de Compostela, en el que se han eatudiado est^ cuea-
tionee.

Nos creemos con el deber, si no queremoa quedarnos rezagados de hacer un es-
fuerzo para imnregnar del espíritu del álgebra moderna nnestras lecciones, y familia-
rizar en ella al eseolar, con aus nuevas estructuras mentales, deade loa primeros año^.
No formamos a nuestros alumnos para que vivan en el pasado; los preparamos para
su porvenir. No tenPmos qne darles ]a enseñanza cnmo nnsotrns la recibimr^, ^^nn -il
como ellos la necesitan para vivir en el amhiente de au época. Para conse^;uirlo a
preciso traba^ar y eatudiar ain deacanso. Esto es vivir: un caminar constanto hacia la
porfección. Nnnca sabe bastante un profesor. Ntmca tenemos que dar por terminada
nnestra formación.

C:nr^ ;ecuentes con estas ideas, hemos qnerido introducir en nuestras clases, junts•
mente con el mélodo henrí^tico, unss seneillas naciones sobrr, ta te^:rá ^ dr, rr,n,jnnto^,
por vía de ensaĉo. Partimos de una situaci n geom:^trica, como indica el Yrofeao[
Gattegno en el último c•upílulo de `'I,'enseignement des Mathématiqaes". Pacu empe-
zar, prescindimos del orden de materias de un programa determinado. lnvitamos a
las alumnas A[raP.C, para la primera clase de Geometría, un dihujo de libre elección
efectuado con sólo el comnás. Estos dibujoa nos sirven nara ohservar, buecar y des•
cubrir muchas relaciones matem.íticas. La dáfácliltad e^tá en que, una ve., i{escul^iertas,
sepan espresarlas hien. Ea curioso ver sus esfner•r.os en hallar la expreai::n apropiada,
euanr7o t^e va dihnjando en la nizarra lo nae ella^ lian dicho, y tienen que reconocer
humildcmente que no ha sido lo que querí^n decir.

De todos los dibujos presentados, empiezo por ofrecer a su ohscrvación el más
sencillo: una circunferencia sola, aislada. Esta simple figura nos sirve para repasar
muchos conceptns y aprender otros nuevos:

].° ^Qué clase dcs línea es ésta? ('urva, cen•ada, plana, l)efinimos y afianzamoa
estos conocimientos.

2.° Propiedades de la circunferencia, de sus puntos, Lugar geométrico como con-
junt^ de puntos qua cumplen una condic•i:ín: en este caso la de equidistar de un pnnto.

3. Rel^iones en qne queda dividido el plano por urta circunferencia:
Reñión interior a ella: el círculo.
Rr,^i,ín exterior a ella: cl reato del plano.
f)istancia de nn punto cualquiera de cada re^ibn al centro de la circunferencia.
Tenemos dos con;untns perfectamente definidoa. I)e cada punto del plano podemos

decir si pertenece a uno o a otro do esto3 conjnntos.
^,Y los ptmtas de la circunferonria? Forman un tercer conjunto definido anterior

mente, aue es la /rontera entre ambas re!,iones del plano.
^4.° histancia de un punto cualquiera del pluno a la circttnferencia. A1odo de lm-

llarla.
5° Sentidos en yue puede ser recorrida la circunferencia. Sentido de lae agujas

del reloj (ne^ativo), o sentido contrario (positivo).
6.° 1Ĵad08 dos puntos del plano, el segmento que los une puede tener, según lu

p031elÓn relativa de ellos:
a) Todos stts puntos interioree a la circnnferencia.
bl Todns sus puntos exteriores a la circunferencia.
r,1 Unos puntos inte,riores y otros exteriores. Los puntos del segmento ynedan

divididos en dos cl<ises ,por el de intersección, que es el punto límite o Jronteru entre
las doa clases.

"'.`" Rr,paso de arco, cuerda, di5metro, sector, segmento circular, ete.
R.° Posicionea de. una recta respecto de la circunferencia. Ar,uí les doy ya el

^concepto de tangente oomo límite do las posiciones de una secante cuyo se^,undo
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punto de, intersecci,ín tiende a confundiree con el primero. Lo admiten sin dificultad,
así como el concepto de ser doGle el punto de tangencia.

l.° illovimientos del círculo:
o) Hotaci n del círculo que admite un grupo inJinito de rourciones, coincidiendo

siemt^re la firura consigo misma.
L1 Traslseión de la circunferencia eobre una recta que pasa por su centro o le

es tanñonte f,fig. 11.
:^e n:^a fon,^a una )^rr.iilia de circurrJerencins. ^Qué tienen de invariante? ^En

qué varían? ^ Qué superficie barren en su movimiento? ^Tienen tangentes comunes?
ZQaú figura forman las pun•
tus e;,;;édistantes de las dos
tan;;;:ntes coneurresY .,,^^^`^ •; ^'+^ ^+e^ ^e^ ^ .; -^

l,'nn alumna advierte que la ^/ •^j ^ v^ k' ĥ v '
cir^:,,:r1'erencia puede mor erae ^ r°r r r ^ y ^

' _ ^_de .:as maue,ras: dirando como - ^--' --(- ---.r^ ^ •1. l- -'- - ^--
una rueala sohre una tan,;en[e t ro a ti 1 r ;
o dasliz^índose siemprc: un mis• v ^ ^ r ^( ^' ^^ ^

,rr,o punto so.rre el la. En este `^ __ , ^ s.°^ ^* ^: ^ ^ ^' a^ _ ^ ^^ Y_

últir..o caso wdos sus puntos
d.:s,^eiben rectas paraleíaa en- ^-`^' ,,
t.e Ei. Pero, en el primer caso,
Lqné fiaura describe cada pun-
t^ ^o la circunFerencia? Unas
dicen qrre lxace como olas, ondas, etc. Atando una tiza al Lorde dc uu círculo de
madcra y haci:"ndolo girar en la pi•r.arra, obtenemos la curva cuya existencia y Forma
ellas han intuído: Se llama cicloide. En este curso les Lasta couocer su nomLre. A1-
guoas ven yue se va repitiendo la misma curva a lo largo de la recta, cada vec que
la circunferencia ha recorrido una distancia igual a 2^ r. Ya tenemos iden de funciirn
periúdica y de período.

Quedan muy gozosas de su, descuLrimiento.
10. Elementos de simetría del círculo: diúmetros y centro.

^ s r

Pasamos a un dibujo formado por dos circunferencias; las situaciones a estudiar
ee multiplican. lin primer lugar, las posiciones relativas de las dos circunferencias
pne.[leh ser varias. Escogemos dos circunferenaias de radio distinto en las posirionea
eiguientes:

Tan^;entes interiormente.
Tan:^,entes ex[eriormente.
Secantes.
5in ningún punto común (fig. 2).

__._.._.../

fig. 2
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L'n cada una de ellas podemoe obsetvar:
1.' Distancia entre los centros.
2.° Yosición de la recta que pasa por los centros respecto deI punto de tangencía

y de la tangente o de la cuerda comqaes. `

3.° Nómaro de tangentes comunes en cada caso. Figurae formadas por las tangeo-
tea, los radios del punto de contacto y la línea de los centros. 1'ariación de esta figurs
al variar los radios.

4.° Distancias mínima y máxima entre dos pmttos, uno de cada circunferencia-
S" Triánñulo determinado, en las circunferencias secantes, por los centros y un

pnnto de itttersección. Relacionea entre los ^ados y los radios. Do ac,uí se deduce:

^i ^i. ^

"Un lado menor que la suma de los olros doa
y n.ayor que su difcrencia". Por esto, cuando la
distancia entre los centros ea igual a la suma de
loa radios, no hay triángulo (tangentes exterior
mente); tampoco si esta distancia ea igual a su,
diferencia (tan;entes interiormente).

En las circunferenciae aecantcs, ^cuál es la con-
dició ; para que el trián;ulo sea is:íaceles? Qne
las doe circunferencias tengan igual radio. ^Y para.
qne aea ectuilátero? La distancia de los centros
ha de ser igual al radio, las circuntereucias i;,ua-
les y cada ttna de ellas debe pasar por el centra
de la otra (fig. 3).

6° Movimientos de las circunferencias, girando
una circunferencia alrededor de la otra. Línem
^°.e describen los centros. ^Qué figura forma^
los centros de las circunferencias tanóentes a otra2
Relaciones entre los radios. Corona circular ha-

rrida por el circulb mhvil. Se ve con iacilidad la formaci n de la curdioi^le por el
movimiento de una circunferencia tangente a otra de igual radio.

7.° F'inalmente nos fijamos en la oportunidad qne ofrecen estas fi^uras para ini-
ciar a los alumnos en los primeros conceptos de la teoría de conjuntoe:

a) Los círculos tangentee iateriormente noe dan la idea de inclusión y de aub-
conjunto.

6) Los círculos secantes nos mnestran la intersección y la reunión de conjantos.

c) Loe círculos exteriores représentan con,juntos disjuntos.

Jlaciendo buscar á las nir3as conjuntos varioa de objetoe que cumplan estae conr
dicionea, encnentran en las mismas almm^as del colegio todoa los e,iemplos.

Las alumnas de Matemáticaa de todos los cursos forman un conjunto A.
Cada curso será un subconjunto, que estít incluído en el primero.

Eatos aubconjuntos serán disjuntos si no hay alumnas repetidoras. Ert caao coa^-
tratio, las repetidoras forman Lt ,intersección de los dos conjuntos.

Concretando más:
Aluntnas de Matemáticae, conjunto A.

Alumnas do 1.° do Matemáticas, suhconjunto $.

Alumnas de 2.° de Matemáticus, aubcon;unto C.

Alumnas de 3.° de Matemáticas, aubconjunto D.

Alumnae que cursan 2' y 3.° de l^fatemátieas N.
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Indicamoa que B eatá contenido en A así:
$ C^ A. Que N CB la intersección de los con-
jontoaCyDasí:N=G f^ D.

$ y C son conjuntos disjuntoa, su íntersec•
tión es el cuu,tunto vacío, lo expresatnoa:
B f1C= (^j B fl D= ^

Representamos gráficamento estos conjuntoa
,por medio de círculos (fig. 4). ,

Loe puntos del círculo A que no pertenecen
a$, (: y ll, son lus restantes cursos.

El conjunto C tiene `l8 elementos, el con-
jnntu D tiene 3'l elementos, la reuni,n dc los
dos eonjuntos, yue se expresa (; u 1), cantie-
ne 58 elementos, y no 60, porque los dos ele-
mentos d+^l con;unto iV pertenecan a ambos.

Ll conjunto de todas las alumnas puede di-
vidirse en dos suLcon,untos el de externas y
el de internas. AmLos aon uno de ellos com-
plementario del otro.
Todo esto lo aprenden con facilidad e inte-

rés y les re,ulta tnuy en[retenidu.
A1 mismo tiempo aplicamus la teoría de la

!"i^. ^
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diviaibilidad tal como nos lo enseCaa e1 Pro-
fesor J. R. Pascual Ibarra en ell artículo antes citado. No lo repetimos aquí por
no ser original y porque puede verse en la revista Caceta b'latem.ítica. ^ie oLtiene
el m. c. d. curna intersección de conjantos, y el m. c. m. como lo reuni^n. Ampliando
el dibujo eon tres círculus secantes, se ol;tiene el conjunto vucío como !a intersea
tión de los números que no tienen factores comunes; este conjunto vac•ía se repre-
aenta por el facto r uno, elemento neutru en el grut,u multiplicativo.

s r •

^Ina de lae 6guraa presentadaa por las alumnas es (Sg. 5) una familia de círculoe

cuyos centros están alineados y sn; radius sujetos a variación decrecienle. La distancia
entre las ceutros de dos círculos consecutivas es igi^al al radio del círculo mayar.

Ob,ervamos interweccianes de canjunto=, luego se nos ocurre preeLntar: ^Pod^emos
arazar tangenies co:na*nes a t^^os las c:rcnlas:' Tal co:ua e:a:^ el d^ñnjo presentado,

no nodcmoq.
1,Quĉ condici^n necesitaremoe para que se puedan trazar tangentes camanes a to-

dos ellas?



1130 MAhiA DOLORES PUIG SABADELL

Una alumna dice: Lo mejor es trazar primero las tangentes formaudo ángulo, y
después las circunferenciae.

^l:omo tra.,ar eetaa circunferencias tangentes? Los radioa que van al punto de
tangeucia deben ser perpendiculares a las tangentea. Yoco a poco, discutiendo y pro•
bendo, llegan a la siontiente construcción:

a) Uibujamoa un ángulo cuyos lados eerán las tangentes; su bisectriz, la línea
de los eentros. La Lieectriz ea nn conjmita de puntoa quo cumplen cierta condición,
es e! lugar geométrico ..., etc.

bl Por un punto cualyuiera A de la bisectriz (fir. ú) travamos perpendicularee

a los dos lados del ángulo. A será el centro de la circunferencia, los eegmentoe
AT = AT' los radios.

c) Eí punto Il, interñceción de la primera circunferencia con ]a bieeciriz, será
el centro de la segunda. Por este punto I3 trazamos perpendiculares a las tangentes,
y aeí sucesivamente vamos formando todas las circunferencias.

En esta conatrnceión se advierte mur,ha regularidad; debe haber una ley expre-
sable por medio de una fórmula. Tenemoe que huacarla.

1.° Medimos los radios y vamoe formando una sucesión de valores decrecientes:
R, ^ R_ ^ H:^ ^ . . . . . . . . . . . .

2" Medimos lae distancias de loa centroa al vértice del ángulo formado por las
tangentes, y obtenemos: D, ^ D_ ^ D, ^ D. ^.........

3.° Hallamos la razón entre lás radios y lus correapondientes distancias del centro
al cértice.

Obtenemos en todas lae circunferencias la misma raz'n. La razón es constante.
Los radios y las distancias del centro al vértice son magnitudes directamente propor-
cionales.

Los radios son todos paralelos entre eí.
tic nos han formudo triánhulos que tienen los ángulos iguales y los 1ad08 propor

cionales.
l^,stndiamos el teorema de Tales, la se.mejanza de trián^ulos y la semejanr,a en

general.
i?Fta misma fi?;nra, en la clase de tercer a ŭo, nos sirve para empezar el estudio de

Tri^^onometría. La razón ĉonstante entre el radio y la distancia del centro nl vértice,
raián entre nn cateto y la hipotenusa, es el seno del án„ulo formado ^por una tangente
y la I^isectriz.
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A:n las clases de quiuto eño buscamos la relación entre cada término y el eiguíente
de las sucesionea obtenidas anteriormente.

1)e las resones

se obtiene:

R, R R,
-_-_-_......^aena
D, D^ D,

R,
R, = D, aen n " R: ^; D, sen a »

D' - sen a
R,

D,- D,-R, = --R,
aen a

Y expresando I^ en función dc Rf oLtenemos:

Rx
R.^ _^- - R,^ , aen n-R,.-Ft-fl--^en nl.

sen a

I3nscando del mismo modo el valor de R„ tendremos:

R_ - R_ (1 - sen a) - R, (I - sen a)'

Vemos que los radios forman una pro^resi "•n geométrica de razón igual a(1 - sen a).

La progresión formada por las distancias de los centros al ^^értice, tiene la misma
ruziín.

En e!'ecto : 4i
R^ _ Rz

ñ, - ñ..
^erá tambic^n

R, D,
- = 1 - aen a

R_ - Da

Estudio de la prnqresión qne forman los ra^lios.-Es una prozresidn de raz.^n me-
nor qne la unidad, decreciente e ilimitada en los doa sentidos. Ningún término pueda
cer el primero o el último; siemnre podemos ballar otro mayor y otr^ menor. La
Ilamamos decreciente, en el sentido en <iue la hemoa tomado. En senNdo creciente,
los términos crecen infinitamente; en sentido decreciente, los ti^rminos tienden a cero.

Partiendo de un término cnalquiera como p+rimero, la aumá de los términos de la
progresiGn, tomadoa en aentido decreciente, aerá:

lím. Sa =
R,

sen n

Vemos que el 4íraite de eata suma ea igual a D,,
F.1 limite de la suma de todos los radios de las circunferencias a partir de una de

ellas, que I(amaremos R,, en sentido decreciente, es igual a la distancia del ceutro de
esta circunierencia al vértice del ángulo formado por las tan^en[ee.

F.sta propiedad se desprende de la construccirin de la [igura.
1'odemos seruir ha}lando las áreas de loa círculoe y la progresión que forman es•

tae dreas.
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Serie de dibujos preseniados par las clumnqs
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La razón de laa áreaa eerá el cnadrado de la razón de loe radioa (1 -^en a)' y
el límite de la auma de ane términoa:

R'^r 1

1-(1-eena)'

La variaci ^ n del ángulo formado por nna tangente y la bieectriz nos permite calcu-
lar caeos particnlarea y caaoe límitea.

s ^ s

Laa figarae eatudiadaa noe bastan para darnoe cuenta de la multivalencia de las
aituacionea geométricaa. '

Mnchaa otraa fignras preaentadae por lae ^almm^ae noa dan ocaeión de eatudiar ai-
metriea, grapoe finitos de tranaformacionea, polígonoa inacritoa y eircunscritos, ete.
Con ellaa podemoa deearrollar todo el programa de eegundo año y algo más.

LCÓmo reaccionan lae almm^aa ante eataa ciases2 Oigamoe sue comentarioa:
"Eapero con ilnaióa la hora de la clese de Geometría:'
"Estaa claeea han eido para mí nn deacubrimiento, algo que no podía imaginar.

Lo eetudiado anteriormente en Geometría me parecían unae razones que daban nnoa
aeñorea y qne elloe entenderian, pero yo no. Ahora lo entiendo todo claramente y
lsa claeea no eon sólo intereeantee, eino también amenae. Haeta la aritmética ee en-
tiende mejor, al ver cómo en laa figurae geométnicaa toman forma lae ideas abatractaa:'

"EI imaginar el movimiento de laa fignras me ayuda mucho para comprender la
geometría y ans leyes:'

"Aprendo mnchae coeae, ^pero en lo qne encuentro máe gusto es en comprender y
ver con toda claridad el por qué de todae Ias cosae que guardaba en la memoria ain
entenderlae.»

"Eataa leccionea reaultan muy amenae y se mantiene muy fácilmente la atención.
Reaulta interesantísimo ir deduciendo y descubriendo propiedadea de unoa dibujoa he-
choe ein penaer ea aada "

"Ahora veo qne no necesito memoria para eaber geometría; baeta eaber obaervar
y deacubrir todo lo qne en lae [ignrae ee encierra:'

"Encnentro las clasea muy entretenidae e interesantes, y ahora la geametría me
gnata más. Loe miamoa teoremaa que ya eabía me parecen distintoe y los entiendo mn-
cho mejor; todo ae ve más claro:'

"Razonar. ante nn dibujo hechq por nosotrae ml8mae y deacubrir en él lae propie-
dades que oncierra, ea.algo qne pone en acción la inteligencia y aumdnta au capaci-
dad. No aprendemoe lo que noe ha preparado el profesor, aino lo que ^exiate en eí y
qne ae pnede entender:'

"Estae clasee ae me hacen mUy COita6. ^B la primera vez que siento ,pena caando
se termina la clase:'

Raperamoe que nueatras alumnae lleguen a eetudiar ein la preocupación de un
ezamen. Eatudiarán movidae por el interés de aprender. El mejor premio para ellas
ha de aer la satiefacción profunda, el íntimo gozo por el éxito obtenido al fin de au
trabajo, con la conquieta de una nueva verdad para eu inteligencia, de una nueva
;aarte de la Verdad Eterna qne ea Dioa. Creemos que eerá el mej^or medio para dea-
cubrir y fomentar ^voeacionea para la enseñanza de la Matemática.

MARIA DOLORES PUIG SABADELL
(Religiosa Esclava del Sagrado Corazón de ]esús)


