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Por JUSTINIANO CASAS
(Catedritico de Optica en la Facultad de Ciencias de la Universidad de Zaragoza)

INTRODUCCION DIDACTICA

AL ponerse en vigor con el curso 1960-61 las nuevas normas sebre Preuni-

versitario, a él pasé la Optica geométrica, que se venia explicando en el
Selectivo de las Facultades de Ciencias. La disposicion al efecto sefialaba que
su explicacion se hiciera utilizando la notacion contenida en las normas
DIN 1,335; pero como en los escasos libros espafioles de Optica apenas se
han usado estas normas de simbolos y signes, era natural que se ignorasen,
por lo que nuestros colegas dedicados a la ensefianza del Bachillerato nos.
hicieron muchas peticiones de ellas.

Para resolver el problema, hicimos estos apuntes que, de acuerdo con la
Inspeccién de Ensefianza Media, fueron distribuidos a todos los Centros del
Distrito Universitario ‘de Zaragoza

Hoy la misma Inspeccién, sin duda por considerar de utilidad su divul-
gacion, nos invita con insistencia a publicarlos en la revista ENsENaANZA Mzoia,
a lo cual accedemos gustosos, pero no sin.ciertos temores, por lo «ue quere-
mos hacer algunas advertencias previas.

En principio, diremos con toda seriedad que no tercmos, ni muchisimo
menos., la pretension de que estos apuntes sean un 1fodelo de capitulo de un
libro de Bachillerato, pues no ignoramos que la literatura dirigida a mucha-
chos ha de ser muy diferente de esto. Sobradamente sabemos que las paginas
que van a continuacion son demasiado densas para ellos, y que pudieran no
tener mas interés que el de contener sistematizada con arreglo a las normas
legales. una materia que, en general, en nuestros libros se encuentra con una
ordenacién que deja bastante que desear.

Por ello dejamos al cuidado de los profesores la importante tarea de ex-
ponerla en forma adecuada a los alumnos, y tnicamente nos permitiremos
hacer algunas observaciones de tipo didactico fundadas en la experiencia
adquirida ensefando Optica durante varios lustros.

Experimentos.—FEs imprescindible que los alumnos vean, acompaiiando a
la explicacién del profesor en clase, una coleccién de experiencias para que
se den cuenta de que las cuestiones que se explican corresponden a realidades.
fisicas; para que cuando se induce una ley fundada en la experiencia les que-
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de la tranquilidad de que realmente la experiencia apoya a la ley establecida.
Esto es particularmente importante en los primeros afios, cuando por falta
de formacién matematica no se puede apelar con tanta generalidad a este
poderoso medio de sintesis y hay que atenerse a la justificacién casnistica de
las cuestiones a ensenar.

Conviene, sin embargo, tomar ciertas precauciones cuando la clase se
acompaiia de experiencias, pues pudiera ocurrir que los efectos fueran mas
nocivos que provechosos. :

En primer lugar, las experiencias deben ser correctas y convincentes sin
lugar a dudas; que cuando el profesor diga que va a salir tal o cual cosa,
salga efectivamente. Si no se tiene esta seguridad, lo mejor es no hacerla. Y si
después de hecha, los alumnos no exclaman: «jEstupendo!». lo mejor hubie-
ra sido haberla evitado.

Los fallos en las experiencias de Optica suelen tener su origen en la pobreza
de luz o en la falta de monocromaticidad, por lo que aconsejamos para ex-
periencias con luz blanca usar el arco eléctrico alimentado con corriente
continua, tomando como fuente de luz el carbon positivo. Si se necesita luz
monocromatica, lo mejor es utilizar la limpara de sodio o el mismo arco
con un buen filtro.

Por otra parte, la experiencia debe ser oportuna, es decir, debe hacerse
cuando realmente es necesaria para el conocimiento de un fenémeno, aclara-
cién de un concepto fisico o resultado de dificil interpretacion. El hacer expe-
riencias cuando la necesidad no lo requiere, es decir, cuando en la cara de
los alumnos no se refleja la incredulidad o la incomprension, es bastante
initil, pues aparte de producir generalmente la indisciplina de la clase, aburre
al alumno de espiritu cientifico, al que ya su elaboracion mental le habia
Nlevado al convencimiento de que las cosas debian suceder asi, a la vez que
detiene el discurso del mediocre, que invariablemente se queda en los detalles
accesorios.

Estas experiencias es preferible sustituirlas por una invitacion y conduc-
cion a pensar en hechos de la vida cotidiana sobre los cuales, al menos en su
significado cientifico, los alumnos en general no han reparado.

Nos producen cierto temor esos escritos sobre didactica de las ciencias
experimentales en los que se aboga por una intuicion masiva. El cientifico
latino esta invariablemente dotado de una imaginacién extraordinaria que
hemos de explotar al maximo, y no sélo no necesita de esa intuicién, sino que
la desprecia prefiriendo la abstraccién. La intuicion pestalozziana, de magni-
ficas resultados para los pueblos nérdicos, debe ser cambiada en lo posible
por una intuicién abstracta para los latines. Sin embargo, nuestros alumnos
siempre estan con deseo de poner manos en todo, y esto debe darnos la clave
de nuestro sistema educativo: abstracciéon en la -elaboracién mental y, junto
a ello, buenas dosis de laboratorio vy taller.

No se nos oculta que la ensefianza llevada por estos procedimientos tro-
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pieza con serias dificultades. La primera, la dedicacion del profesor; después,
la falta de tiempo. La dedicacion del profesor no necesita comentario, y por
lo que respecta a la falta de tiempo, sélo podemos decir que cuando los planes
de estudios tienen seis u ocho asignaturas en cada curso, no se puede hacer
otra cosa que despachar a los alumnos con abundante palabreria; o, lo que
es igual, con mucha informacién pero sin formacién, a pesar de que las alti-
mas pruebas se llaman «pruebas de madurez».

Afortunadamente, se ha iniciado ya una reducciéon sustancial en los cur-
sos de Bachillerato, que esperamos continiie con toda valentia.

Problemas.—Otro importante complemento de la clase son los problemas.
La reaccién del alumno ante un problema propuesto, le da al profesor la exacta
informacién de los resultados de su obra.

Cuando el alumno puede recitar el libro, aun con claras muestras de que
lo entiende, pero es incapaz de atacar con brio un problema, lo que sucede
con frecuencia, el profesor debe pensar que le ha quedado algo muy impor-
tante por hacer. La educacién cientifica debe conducirse de tal modo que el
alumno, no sélo sepa resolver problemas, pues en esto consiste la preparacion
para la vida posterior, sino en que sienta verdadera complacencia en que se
le propongan, pues el goce de haberlo resuelto adecuadamente siempre es
inmediato.

Al iniciar a los alumnos en problemas de Optica geométrica, es muy im-
portante ser fieles a las normas de signos. {No se permita nunca operar con
valores absolutos de las magnitudes! Esto es imprescindible. Nuestra experien-
cia nos dice que si se les consiente esta indisciplina, jaméas haran un problema
correctamente, y que, despues de resolverlo «a su modow», tampoco sabran
dénde anda una imagen, si es real o virtual, directa o invertida.

No se nos oculta que meter a un muchacho en el molde de unas normas
es tarea dificil y de paciencia, pero hay que hacerlo a toda costa so pena de
perder el tiempo.

Para resolver esta cuestion, creemos necesario acompafiar a las lecciones
de clase de una extensa coleccién de problemas cuidadosamente ordenados por
grado de dificultad. Los primeros ejemplos numéricos debe hacerlos el pro-
fesor. Después los hara el alumno ante el profesor para que se acostumbre al
uso correcto de las normas; pero mientras no se tenga la seguridad de que se
saben usar, no deberd dejarse que los alumnos hagan los problemas solos,
«confiando en los efectos de los buenos consejos.

Téngase en cuenta la tendencia natural de los alumnos, sin duda por su
educacién matemadtica, a razonar sobre las figuras en la Fisica como en las
de la Geometria, sin darse mayor cuenta de que la Matematica no es la Fisica,
sino una poderosa herramienta a la vez que un lenguaje claro y preciso
para ella.

Muy conveniente consideramos que después de los ejemplos de problemas
que se resuelvan en clase se les propongan algunos, dandoles de antemano
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las soluciones para que, sabiendo a donde tienen que llegar, puedan hacer
autocritica del camino elegido. El alumno habra alcanzado la madurez cuan-
do por si solo sepa buscar el camino més adecuado y llegar a la solucién co-
rrecta por sus propios medios.

Importante es hacer notar que no se debe permitir la resolucion de un
problema de éptica sin antes hacer un esquema de la posicién de los datos,
y, muy frecuentemente, ayudandose de los utiles de dibujo, resolver grafica-
mente los problemas numéricos. :

La resolucién grafica, que es algo asi como el esquema de una resolucién
experimental, debe poner al alumno en la realidad de los hechos, permitién-
dole la critica del resultado con un sentido claro de su valoracion. Esta edu-
cacion exige que el profesor cuide mucho al poner los datos con el fin de que
respondan a realidades fisicas.

Cuando el alumno no se sonroja, por ejemplo, al encontrar siete unidades
para el valor de un indice de refraccion, o que una esfera de 10 cm. de radio
a 5 voltios carga 50 coulombios, hay que pemsar que el muchacho esta bas-
tante lejos de haber adquirido el sentido comin necesario para ser un fisico.

OPTICA GEOMETRICA

Si tenemos un punto, O (fig. 1), que emite luz en todas las direcciones y
ponemos ante él un diafragma, D, con un agujero, por dicho agujero pasa
un cono de luz que recibe el nombre de haz. Si detras se pone una pantalla P,
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Fig. 1

en ella aparece un circulo iluminado que, a primera vista, tiene el diametro
que le corresponde por la geometria de la figura. Sin embargo, si se observa
con aparatos de gran aumento, en sus bordes aparecen anillos de difraccion,
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debido al caricter ondulatorio de la luz, y que solo se hacen perceptibles a
simple vista cuando los agujeros son muy pequenios.

No obstante este fenémeno, haremos la suposicién, que sélo es aproxima-
da, de que la luz en los medios homogéneos e isétropos se propaga en linea
recta, y definiremos el rayo de luz como una abstraccién del haz suponiendo
que es el limite de éste cuando el didametro del agujero que lo delimita en
la figura 1 tiende a cero. En este caso, una linea recta. .

Indice de refraccién.—Si la velocidad de la luz en el vacio es ¢ y en un
medio cualquiera es v, se define como indice de refraccion de dicho medio, n,
el cociente:

n= - ]

Un medio se llama homogéneo cuando tiene el mismo indice en todos los
puntos; en caso contrario, heterogéneo. Si la luz tiene igual velocidad en
todas las direcciones se llama isétropo; en caso contrario, anisétropo. En lo
que sigue, mientras no se advierta lo contrario, supondremos que tratamos
siempre con medios homogéneos e isétropos.

Leyes de la Optica geométrica.—Las leyes por las que se rige esta parte
de la Optica son las lamadas leyes de Descartes, que dan la direcciéon de los
rayos de luz cuando atraviesan superficies
separadoras de medios de distinto indice.

Si llamamos (fig. 2) n y n’ a los indices
de los medios que separa la superficie S,
¢ y ¢ a los angulos que el rayo incidente
y refractado forman con la normal a S en
el punto de incidencia I, las leyes de Des-
cartes establecen:

I. En los medios homogéneos e isétro-
pos, las trayectorias de la luz son rectas.

II. El rayo incidente, la normal y el .
rayo refractado estin en el mismo plano. n/n

ItI. Entre los angulos de incidencia y
de refracciéon existe la relacién siguiente: Fig. 2

- normal

nsene=n'sene’ 2]

IV. Si se trata de una reflexién, el rayo incidente y el reflejado estan
en el mismo medio; por tanto, n = n’, y la reflexion puede considerarse como
un caso particular de la refraccién regida por la ley:

e=¢ [3]

Una consecuencia de la III es que si el rayo va en sentido contrario,
formando un angulo ¢’ con la normal, ¢ y ¢, asi como n y n’ permutan sus
papeles en la [2]; por tanto, las trayectorias son reversibles.
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Camino optico.—Si la luz recorre en un medio de indice n un trayecto I,
recibe el nombre de camino Sptico la

t .2
7 @ expresion

C.0.=nl 41

Si la trayectoria es una linea que-
) brada (fig. 3 b) con trayectos & en me-
dio de indices ni, el camino sera:

N C.O.=2Xnl, (5]
dr
A - (c) Si se trata de un medio heterogé-
neo, con variacion continua del indice,
Fig. 3 la trayectoria en general sera curva,

por lo que habra que descomponer-
la [5] en intervalos diferenciales, dl, dentro de los cuales el indice n pueda
considerarse constante, e integrar:

B B B B
c.o.z[ndl=[—‘~d1-c[—d~’.—.c[dt=ct 6]
. 14 v
A A A A

Es decir, el camino optico puede interpretarse como el espacio que la luz
recorreria en, el mismo tiempo en el vacio.

Principio de Fermat.—El principio de Fermat podria tomarse como pos-
tulado inico de la Optica geométrica, pues admitiéndolo resultan como teore-
mas todas las leyes de Descartes. Dicho principio establece que «la trayecto-
ria real que la luz sigue para ir de un punto A a otro B es tal, que el tiempo
que emplea en ello es minimo, A
o lo que es igual, segin la (6), :
el camino optico es minimo». A
veces es maximo, pero como la
investigacion analitica de los ma-
ximos y minimos es la misma
(anular la primera derivada), —. —.
esto no importa,

Con este criterio, obtengamos
la ley de la refraccién. Sea A un
punto (fig. 4) que emite luz en
todas las direcciones y trate-
mos de hallar el punto de inci- Fig. 4

>
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dencia I, de coordenadas (r, o) del rayo que después de refractarse en la
superficie de separacion de los medios de indices n y n’ pasa por B.
Si tomamos origen de coordenadas en O, el camino optico sera:
C.0.=nAl+n'IB,
y de la figura se deduce facilmente:
. CO.=aVatn +a Vo —xp+ a7

Derivando respecto a la tnica variable x y anulando la derivada:

d(C.O.) —n_ X — b—x
@ Verw Vo—man
o bien ncosa—n'cosf =0,
o sea nsete=n'sene

SISTEMAS OPTICOS CENTRADOS

Un conjunto de superficies que separan medios de distinto indice (fig. 5)
constituyen un sisterma optico. Si, como caso particular, estas superficies son

n, n\ n5< s
S3
S Sq

Fig. §
esféricas y tienen todas sus centros en una recta, se tienen los sistemas cen-

trados. La recta de centros se llama eje del sistema.
Objeto e imagen.—Si tenemos un punto O, emisor de rayos de luz ante
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un sistema (fig. 6), puede ocurrir que después de reflejarse o refractarse en
las distintas superficies los rayos que arrancando de O penetran en él, vuelvan
.a juntarse a la salida en otro punto . Si esto sucede, al punto O’ se le llama

Fig. 6

.imagen de O respecto del sistema, y a O punto objeto. Si, como en este caso,
los rayos salen realmente de O y se cortan realmente en O’, O es punto

.abjeto real y O’ punto imagen real.
Puede ocurrir (fig. 7) que los rayos a la salida sean divergentes, pero

.que sus prolongaciones en sentido contrario al de propagacién se corten
-en O, en este caso (' se llama imagen virtual de O.

Cuando se acoplan dos sistemas (fig. 8), la imagen del primero sirve de
-objeto para el segundo. Si, como ocurre en este caso, el objeto para el segun-
do sistema, O no llega a formarse realmente porque los rayos antes de
~concurrir en el punto O’y = O,, son desviados ya por el sistema II, se dice
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que el segundo sistema trabaja con objeto virtual. El objeto virtual sélo puede
=xistir en el caso de acoplamiento si ocurre lo que en la figura 8.

Espacio objeto y espacio imagen.—Se considera como espacio objeto de
un sistema todo el espacio geométrico donde puede haber objetos, tanto reales

8, -1 . &
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Fig. 8

como virtuales, y espacio imagen el espacio geométrico donde puede haber
imagenes, tanto reales como virtuales; por tanto, todo el espacio es a la vez
espacio objeto e imagen.

Aunque suele entenderse como espacio objeto toda la parte izquierda de
un sistema, suponiendo que la luz va de izquierda a derecha, los objetos
virtuales lo prolongan por la derecha, pero siempre en el entendimiento de
que aunque un objeto virtual quede a la derecha o aparentemente dentro del
sistema, se considera sumergido en el indice del medio de la izquierda. Lo
mismo diriamos de las imigenes cambiando las palabras derecha e izquierda. .

Si un punto O’ es imagen de O respecto de un sistema optico, O y O se
dice que son puntos conjugados. En general, dos figuras cualesquiera que son
una imagen de la otra se dice que son conjugadas respecto del sistema.

Sistema optico perfecto—Un sistema o6ptico se dice que es perfecto para
dos planos, = y =’, normales al eje (fig. 9), cuando tiene el siguiente com-
portamiento:

1) Todos los rayos que entran en el sistema procedentes de un punto
cualquiera A del plano =, concurren a la salida en un punto A’ de otro pla-
no =° (condicién de stigmatismo).

2) A los puntos de una recta contenida en = corresponden como imagenes
los de otra recta contenida en =’.

3) A toda figura contenida en = corresponde como imagen otra conte-
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nida en =’, semejante a la figura objeto, con razén de semejanza constante para
cualquier par de figuras..
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PFig. 9

Los sistemas que estudiaremos a continuacién serin exclusivamente los
centrados y supondremos que son siempre perfectos.

OPTICA PARAXIAL DE LOS SISTEMAS CENTRADOS

Supongamos (fig. 10) un sistema centrado ante el cual ponemos en O un
objeto normal al eje, de tamafio y, tan pequefio como queramos. Pongamos

Pig. 10

también ante el sistema, para fijar ideas, un diafragma D con un agujero
de didmetro muy pequefio, con lo cual las alturas de incidencia & de todos
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los rayos que procedentes de los puntos de y penetran en el sistema seran
también muy pequeiias.

En estas condiciones, si SO es finito, los angulos de incidencia ¢ y ¢/, los
de los rayos con el eje, ¢ y o', y los angulos de las normales con el eje, ¢,
seran también muy pequeitos.

Si el tamaiio del objeto y el diametro del diafragma son tan pequeiios y
a su vez lo son los angulos citados, que pueden sustituirse sus senos y tan-
gentes por los arcos, se dice que el sistema trabaja en zona paraxial o zona
de Gauss.

Puede demostrarse que en esta zona todos los sistemas centrados son
perfectos para cualquier par de planos.

Como se ha dicho que cuando los agujeros son pequeiios la difraccién
invalida totalmente las leyes de la Optica geométrica, pudiera creerse a pri-
mera vista que la optica paraxial es initil, lo cual no es cierto, pues con ella
no tratamos de resolver los problemas de sistemas donde las lentes trabajan
con muy pequeiios objetos y aberturas, sino los problemas de la zona central
de sistemas que trabajan con grandes campos y aberturas. Si realmente los
agujeros por donde ha de pasar la luz son muy pequeiios, la Optica geomsé-
trica es inutil. La Optica paraxial es de gran utilidad, pues es la que se usa
siempre para hacer los anteproyectos de los instrumentos épticos.

Superficie esférica—Supongamos una superficie esférica unica de cen-

tro C que separa dos medios de indices, n y n’ (fig. 11), ante la cual ponemos
un objeto, OP, lineal, de tamafio y.

Para hallar la imagen de y bastara hallar la imagen de O por medio de
dos rayos cualesquiera. Tomemos el OS, que no se desviara por ser normal
a todas las superficies del sistema, y el OI; el punto (/, donde se cortan des-
pués de la refraccién, serd la imagen de O. La imagen y estara en la perpen-
dicular al eje por O’: Para hallar P’ bastara trazar un rayo cualquiera des-
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de P; por ejemplo, el PS. La interseccion de su refractado con dicha per-
pendicular sera P’.

Noraciéx.—En lo que sigue utilizaremos NORMAS DIN 1.335, que es-
tablecen lo que sigue:

Los elementos que hacen referencia al objeto se sehalan con las mismas
letras que los correspondientes de la imagen, pero los iiltimos acentuados.

Para las distancias en el eje se tomara como sentido positivo el de la luz
incidente, que siempre serd de izquierda a derecha, mientras no se advierta
lo contrario. Asi, las distancias frontales s y s’ del vértice al objeto e imagen
seran positivas si estan a la derecha de S y negativas si a la izquierda, pues
para ellas siempre se toma S como origen.

+  Los segmentos normales al eje serdn positivos si estin hacia arriba y ne-
gativos hacia abajo.

Los angulos de incidencia ¢ y ¢ seran positivos si al llevar el rayo, por
giro, a coincidir con la normal por el camino mas corto, se va en el sentido
de las agujas de un reloj.

Los angulos con el eje son positivos si al levar la recta que los forma
a coincidir con el eje, el giro se hace en sentido contrario al de las agujas
del reloj.

En la figura 11 son positivos s, r, h, y, ¢, ¢/, ¢’ y el angulo central ¢.
Son negativos y’, s, o y también ¢ v ¢, considerados como angulos de in-
cidencia y refraccion.

Los demas simbolos y convenios que se introducen en las paginas siguien-
tes también corresponden a normas DIN.

Con este convenio, en la reflexién (fig. 12) ¢ y ¢’ serdn siempre de signo

Fig. 12

contrario; por tanto, dicha ley se escribird en la forma ¢ = —¢’, lo que
equivale a una refraccion con indices n y —n’, o sea, :

n=-—-n (7]-1-



OPTICA PARAXIAL 21

Invariante de Abbe.—Tratemos de resolver el problema de hallar la po-
sicién de la imagen por su distancia frontal, s’, cuando se conoce la del
objeto, s. En la figura 13 tomamos un punto objeto virtual, O, hacia el cual

Fig. 13

apuntan los rayos IO y SO, que después de refractados se cortan en Q' (ima-
gen real). Esta figura tiene la ventaja de que aunque el objeto sea virtual, lo
cual no resta generalidad, en ella todas las magnitudes son positivas.
Teniendo en cuenta que operamos en zona paraxial, es decir, el punto I
esta infinitamente préximo a S, y que los senos pueden sustituirse por los
arcos, la ley de refraccion sera:
ne = n's’ 18]

De la figura se deducen facilmente las siguientes relaciones paraxiales:

t=¢—6¢ , e£=¢—d , @=-— , o=— , o =—0

Sustituyéndolas todas en la [8] hasta no dejar ningin angulo, se llega
facilmente a la siguiente igualdad:

e I
r s r s

Esta relacion nos demuestra que la esfera en zona paraxial se comporta
estigmaticamente para cualquier par de puntos conjugados, O y (¥, pues
fijado O, o lo que es igual, s, la [9] produce un valor unico de s’, indepen-
dientemente de A, ya que figura como factor comin. Es decir, que cualquier

rayo que sale de O, fijado por su k, ira a /. El mismo razonamiento se
puede aplicar a un sistema formado por varios dioptrios.
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Suprimiendo & en la [9] se tiene:
n (.L--.L):n‘(_i_..__L) “0]
r s r s

(=)

n —— i st

r s

que no varia de valor al escribirla para el espacio objeto o cbn los elementos
correspondientes del espacio imagen, recibe el nombre de invariante de Abbe.

Posicion de la imagen.—A partir de la [10] tenemos la siguien relacién:

La expresion

n-al {11)
n’ r

que permite hallar s’, suponiendo conocido todo lo demas.

CAS0S PARTICULARES
1. Superficie plana.—Haciendo en la [11] r = , se tiene:

sl

=L [12}
n
2) Reflexién. Espejo esférico.—Haciendo en 1 [11] n = —n/,

1
—+
s

|~

=2 [13]
r

3) Espejo plano.—Haciendo en la [13] r = 00, tenemos:
$=—s (14]

Superficie esférica fuere de la zona paraxial (altura de incidencia y an-
gulos finitos).

Si tratamos de resolver el mismo problema que anteriormente, pero fuera
de la zona paraxial, no se podran sustituir senos por angulos. De la figura 14,
en la cual suponemos conocidos n, n’, r, s y g, que son los datos que definen
la superficie optica y la posicion del objeto y el rayo, obtenemos las siguien-
tes relaciones:

Del triangulo ICO

co cl

¢
sel e sens




OPTICA PARAXIAL 23

o bien $—r __ T
séns séng
de donde sene= (57 €0

r
de la cual se obtiene .

Fig. 14

Por la ley de refraccién, n sen e=n’ sen ¢’, obtenemos ¢’. Del tridngu-
lo 1ICO’:
co _ CI

sene’ sen ¢’

. s'—r r
o bien 2 -
sene seng’
pero d=¢p—¢ y g=c+g,
o sea g =¢toc-—¢
todo conocido, por tanto,
, rsencg’
=y —
seng’

con lo cual tenemos s’, que es lo que queriamos hallar.

Ecuacién de Lagrange-Helmholtz (zona paraxial).—Esta ecuacién relacio-
na el indice del espacio objeto, el tamafio del objeto y el angulo s, que un
rayo que arranca del pie del objeto forma con el eje, con las magnitudes
homdlogas de la imagen. Si consideramos un sistema optico de una sola
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superficie (fig. 15), aplicando la ley de la refraccion paraxial a los angu-
los a: y ¢’ se tiene:
Ro,=n"¢o [15]

De la figura
=) =2
A h
L] = L
pu c i4
y analogamente o, = y_re
s h

Sustituyendo éstas en la [15] obtenemos:

nys = n'y's’ [16]

que es la ecuacién para una sola superficie.

Si en lugar de una sola superficie tenemos un sistema de varias (fig. 16),
podriamos escribir para cada una de ellas las siguientes igualdades:

my o = 'y o
n,Y20, = N'y) 2’y
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y teniendo en cuenta por la figura, que es el segundo miembro de cada una
es igual al primero de la siguiente, ya que la imagen de una es objeto para
la que le sigue, asi como los indices y angulos. Sumando y simplificando se
tiene:

mYysy = ', ¥ a'y {17]

es decir, que el producto nyc es invariante a través de un sistema de superfi-
cies. La [17] es la ecuacion de L — H para un sistema completo.-

Fig. 16

Aumentos.—Si ante un sistema (fig. 17) ponemos un objeto lineal de
tamafio y; normal al eje, el sistema dara de €l una imagen, y:, asimismo
normal al eje.

’ v’ 7 .
La razén —%- = §’ recibe el nombre de aumento lateral.

Fig. 17

Si del pie del objeto sale un rayo formando con el eje un angulo g, el



28 JUSTINIANO CASAS

. , ., @
emergente ira al pie de la imagen formando un angulo, o’x. La razén -% =y
8 U

recibe el nombre de aumento angular. 9
De la relacion de Helmholtz [17] se deducen las siguientes relaciones
entre " y Y': :
Ve L m o

s":ﬁv——-a:

; . (18]
M Ty %

y para sistemas sumergidos en medios de igual indice, n, = n’y, se tiene:
' 1

L 119}
T

y si m#E, , F=——— {201

Elementos cardinales.—Existen en los sistemas dpticos tres pares de pun-
tos y otros tres de planos, que tienen especial importancia, a saber: los focos
y planos focales, los puntos y planos principales y los puntos y planos no-
dales. Estos elementos se suelen llamar cardinales, y en ellos los aumentos
toman valores particulares.

Focos y planas focales.—Si tomamos como punto objeto el del infinito
del eje, O x (fig. 18), el haz de rayos que procedente de él entra en el sistema

i
|

. .__.;:l_._o_. ........ R
i

Fig. 18

sera paralelo al eje. La imagen de Ox, cuando la luz va de izquierda a de-
recha, se llama foco imagen del sistema, y se designa por F’. El plano normal
al eje por F’ es el plano focal imagen.

Anélogamente existe un punto F, tal que todos los rayos que arrancan
de ¢l salen del sistema paralelos al eje, o bien, que si entran paralelos al eje
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por la derecha, a la salida concurren en F. Este punto F es el foco objeto,
y el plano normal al eje por él es el plano focal objeto (fig. 19).

Por la relacion de dngulos con el eje entre los rayos incidentes y emer-
gentes, en estos casos, se ve que el aumento angular es infinito en el foco

Fig. 19

imagen y cero en el foco objeto. Tanto el foco objeto como el imagen pueden
ser reales o virtuales.

De la definicion se deduce que el plano focal imagen es la imagen del
plano del infinito, y el plano del infinito es la imagen del plano focal objeto;
por tanto, todo haz que arranca de un punto P del plano focal objeto (figu-
ra 20 a) saldra del sistema en forma de haz paralelo hacia el punto ima-

————e el v emmnemen

S U

()

Fig. 20

gen P’ %,y andlogamente. todo haz paralelo que en cualquier direccién pe-
netra en el sistema, ird a concurrir a la salida en un punto del plano focal
imagen, P’ (fig. 20b).

Planos y puntos principales.—Se Haman planos principales, dos planos con-
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jugados (uno imagen del otro) normales al eje, con aumento lateral + 1. Sus
puntos de interseccion con el eje, H y H’, son los puntos principales, y al
igual que los focos, pueden ser reales o virtuales.

De la definicién se deduce que en todo haz de rayos que arranque de un
punto del plano principal objeto y penetre en el sistema, o bien que entre
en el sistema apuntado a un punto P del plano principal objeto (fig. 21),

e ——————

H

Fig. 21

emergera concurriendo real o virtualmente en un punto P’ del plano principal
imagen, que estd a la misma distancia del eje y en el mismo sentido que P.

La obtencién de estos planos por método grafico es sencilla, basta (fig. 21)
trazar un rayo cualquiera paralelo al eje, como el 1, el cual, a la salida,
pasara por el foco imagen F’. El punto P’, donde se cortan las prolongacio-
nes del incidente y emergente, 1 y 1°, pertenece al plano principal imagen,
y éste sera el normal al eje por P, que determina el punto principal H'.

De igual modo, el rayo 2, que trazamos paralelo al eje, pero ahora de
derecha a izquierda, saldra por F. El punto P, donde el emergente corta la
prolongacién del que entra, determinara el plano principal objeto y el punto
principal objeto, H.

Es facil comprobar que los planos principales estin bien determinados de
este modo. En efecto, si trazamos los rayos 1 y 2 apuntando al punto P del
plano principal objeto, éstos emergeran segin 1’ y 2 con interseccion en P’;
por tanto, P’ es la imagen de P, y HP = H'P’, luego la definicion se cumple.

Hay que insistir en que los planos principales, asi como los focales, no
tienen existencia mds que como entes paraxiales. En una superficie esférica;
por ejemplo (fig. 22), un rayo como el 1, paralelo al eje, y el refractado 1’,
se cortan en P, y andlogamente, el 2 y el 2'; luego los puntos de los dos
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planos principales son los de la propia superficie (no plana). Los puntos prin-
cipales estan confundidos en el vertice.

Fig. 22

En una lente delgada (fig. 23), haciendo la misma construccién que an-
teriormente, se ve que los planos principales estin confundidos en la propia

4
! R N
2. 1
***** e [N
v
Fig. 23

lente. En un espejo, por la misma razén que en la superficie refringente,
estan en el propio espejo. '

En una lente plano convexa gruesa de indice n, el plano principal ima-
gen esta en la superficie curva, ya que en ella se cortan los rayos paralelos
al eje con sus emergentes; por tanto, el punto principal imagen H’ estara.
en el vértice de dicha superficie. El punto principal objeto H serd la ima-
gen de H’ dada por la superficie plana, considerando que la luz entra por

. d .
la derecha, es decir, Sy = - siendo d el espesor de la lente.

Utilidad de los planos principales y focos—El conocimiento de las po-
siciones de planos principales y focos de un sistema es de tal utilidad que
ello basta para resolver fodos los problemas que se puedan presentar en la
optica paraxial, como son: trazado de rayos, posicion de las imagenes, au-
mentos, etc.



30 JUSTINIANO CASAS

En efecto, supongamos (fig. 24) un sistema del cual conocemos F, F', H
y H’. Supongamos un rayo cualquiera 1, que entra en el sistema, y tratemos

Fig. 2%

de hallar el emergente. Una vez que dicho rayo penetra en el sistema, no
sabemos qué trayectoria seguira, pero si sabemos que si al entrar apunta

b e

Pig. 24
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al punto P del plano principal objeto, al salir lo haréd pasando por P/, a la
misma altura que P, bien realmente o en su prolongacién. Para hallar su
direccién basta trazar por F otro paralelo al 1, como el 2, que saldra segin
el 2’, paralelo al eje. Pero como 1 y 2 son paralelos entre si a la entrada,
a la salida se cortaran en el mismo punto ' del plano focal imagen, luego
el rayo emergente del 1 pasara por P’ y Q’, y asi queda determinado. Sa-
biendo trazar cualquier rayo se sabe hallar la imagen de cualquier punto,
y todo esta resuelto.

Focal y potencia de un sistema.—Se llama distancia focal imagen, o sim-
plemente focal imagen de un sistema, a la distancia (fig. 25) H'F’ desde el

Fig. 25

punto principal imagen hasta el foco imagen, precisamente en este sentido,
es decir, H'F' = f.

Anilogamente, la focal objeto es HF = [. Si estos segmentos con origen
siempre en los puntos principales estin dirigidos en el sentido de la luz, las
focales son positivas, y si en sentido contrario, negativas.

El sistema de la figura 24 y el de la 25 tienen f negativa y f* positiva;
el de la figura 26 tiene f positiva y ' negativa.

Se define como potencia de un sistema la reciproca de le focal. Desig-

. . 1 .. ,
naremos la potencia objeto por » = 7—, y la potencia imagen por ¢" = —-,

’

Cuando la focal se mide en metros, la potencia se expresa en diopirias.

Para obtener las focales de un dioptrio, teniendo en cuenta que los pun-
tos principales estdn confundidos en el vértice, bastara hacer en la [11]
sucesivamente s = 00, s’ = 00, con lo que se tendra:

nl
f=roizn I

y las potencias

P=—— ¥y g (21}



32 JUSTINIANO CASAS

Para el espejo, de la [13],
. T
f=/ )

En general, procuraremos poner todas las ecuaciones de sistemas de modo
que sdlo intervengan las focales y potencias imagen por ser mas cémodo.

Fig. 26

Relacion entre las distancias focales objeto e imagen en un sistema.—
Sea (fig. 27) un sistema del que conocemos sus focos y puntos principales.

/Qd

Pig. 27
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Tomemos un punto Q en el plano focal objeto. Todos los rayos que arran-
cando de Q atraviesan el sistema Yno dibujado), saldran paralelos entre si.
Para fijar esta direccién tracemos el QP, paralelo al eje, que saldra por P’
a la misma altura en el plano principal imagen, y por entrar paralelo al eje,
saldra por el foco imagen F’. El rayo QH saldra por H’, imagen de H y
paralelo a P’F’. Aplicando a los puntes H y H’, en los que consideramos el
objeto ¥ y la imagen ¥ , por cuyos pies pasan los rayos que forman con
el eje los angulos ¢ y ¢ , la ecuacién de Helmholtz, en el supuesto de

que los indices extremos del sistema son n y n’, sera:
nyysy =Ny ps'n

Y Yy
pero Oy == = - - . G‘H, = , y .—._y’ .
f f H H

y sustituyendo éstas en la anterior, queda:

S [22)
T
Para sistemas en aire o sumergidos en medios de indices iguales ten-
dremos:
f=—r 123}

puede comprobarse que las [21] de la superficie esférica las satisfacen.

Puntos nodales.—Se llaman asi dos puntos conjugados en el eje, N y N’,
para los cuales el aumento angular, y', es la unidad positiva. De )a defini-
cién se deduce que todo rayo que entra en el sistema por el punto nodal ob-
jeto formando con el eje un éngulo g, sale por el punto nodal imagen for-
mando con el eje un angulo ¢ = o.

Si en la figura 28 tratamos de hallar la 1magen del punto Q situado en
el plano focal objeto, sabemos que su imagen estard en el infinito Q’, es
decir, todos los rayos que parten de Q a la salida del sistema seran parale-
los entre si.

Tracemos el rayo QP paralelo al eje; el emergente suyo sera P’F’. To-
dos los rayos que salen de Q emergeran paralelos a P’F’, Si en particular
trazamos el QM, paralelo a P’F” su emergente saldra paralelo a si mismo; °
por tanto, este par de rayos determina los puntos nodales N y N’ ya que
en ellos es:

e=g

De la figura se deduce por paralelismo e, igualdad de triingulos que
NH = N'H’. NN’ = HH’, y también que FN = f, y que F'N' = f, ya que

3
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los triangulos NHM y N’H'M’ son iguales, como también lo son QFN
y PPH'F.

De lo cual se concluye que la distancia entre los puntos nodales es igual
a la distancia entre los puntos principales y que en sistemas con indices ex-
tremos iguales, sus puntos principales y nodales coinciden, ya que

FN=/f=—/,

luego N coincide con H, y analogamente, N con H’, y, en este caso, todo

rayo que apunta al punto principal objeto H sale por H" paralelo al entrante,
lo cual tiene gran importancia para las construcciones graficas.

ECUACIONES DE CORRESPONDENCIA

Supongamos (fig. 29) un sistema definido por sus focos y puntos prin-
cipales y tratemos de hallar las relaciones entre un objeto y con su ima-
gen ¥, tanto de posicién como de aumento, ete.

1) Origenes en los focos—Si designamos por z y z' (fig. 29) las dis-
tancias FO y F'(, precisamente en estos sentidos, y por a y @’ las HO y H'0’
{ijla focal siempre se toma de plano principal a foco, cualquiera que sea el
origen para otras distancias!), teniendo en cuenta que HP =y' y que
H'P’ = y, de la semejanza de los tridngulos OO,F y FHR y de los PPH'F
y FO'0’y; se deducen los siguientes sistemas de ecuaciones, teniendo en
cuenta signos:

N S SRS | T AN SN et WY
=y z Py I 7o
(a) () () (2) (b) (c)
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Estas ecuaciones resuelven todos los problemas que puedan plantearse.
En efecto, por el solo hecho de conocer la posicion del objeto o de la
imagen respecto del foco objeto o imagen respectivamente, es decir, z o 2/,

__________

Fig. 29

se sabe el aumento segin las (b) [24], y, por tanto, si la imagen es directa
o invertida, teniendo en cuenta que a aumento positivo corresponde por
definicion imagen directa.

Igualando las (b), se tiene:
L
z

—57, obien 22 =ff {25}
f

que es la ecuacion de Newton. Y para sistemas con indices extremos igua-
les (f =—f),

2 =—f? [26]

Lo que permite conocer ', es decir, la distancia del foco imagen a la imagen
y, por tanto, su posicién cuando se conoce z. Nétese por la [26] que al ser
siempre negativo su segundo miembro, O y (¥, siempre estin a distinto
lado de F y F’, ya que z y 2’ son siempre de signo contrario.

2) Origenes en los puntos principales—Llamando a y a, respectiva-
mente, a las distancias de los puntos principales al objeto y a la unagen,
igualando las [24] (c), se tiene:

S a—f
a—f r
y operando se llega facilmente a la siguiente ecuacién:

fe L (21)
a . a
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y poniendo f= v r

. n n 1

se tiene ——t = [28)
a a I
y para sistemas con indices extremos iguales,
1 1 1

— = - 129}
a a f

que es la que se aplica ordinariamente a las lentes delgadas, siendo a y @’
las distancias de la lente a objeto e imagen, ya que sus planos principales
estan confundidos en la propia lente.

Aumento en funcion de las distancias (a, a’} de los puntos principales
a objeto e imagen.—De la segunda de las [24] (c) se tiene

. , . . a
Br=f —a, fr=1- ‘}7
y de la [28], multiplicando sus dos miembros por a’, dividiéndolos por n’,
8¢ saca -;—: , lo que, sustituido en la anterior, da:
n a
= (30]
y para indices extremos iguales: '
== 1]
a

SISTEMAS COMPUESTOS

Acoplemos dos sistemas, (1) y (2) (fig. 30), de los cuales se conocen
sus focos y puntos principales. Sea ¢ la distancia de acoplamiento entre el
foco imagen del sistema (1) y el foco objeto del sistema (2), en el orden
F'\Fs. A ¢ se le Hama intervalo optico, y en la figura 30 es positivo. Si F', es-
tuviera a la derecha de F, ¢ seria negativo. :

Supongamos en principio conocidos los focos del sistema total F y F’.
Para hallar Ia posicién de los planos principales bastara trazar, como siem-
pre, un rayo paralelo al eje del sistema a una altura k. Este rayo saldra
del sistema (1) por F’,, y del (2) por F’, ya que entré paralelo al eje del
sistema total.

‘El punto P, donde se corta la prolongacién de [ con I, pertenecera al
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plano principal imagen del sistema total, que determina H'. Analogamente,
si se traza el rayo m en sentido inverso, se determina el punto P, y con él
el punto principal objeto H. :

De la construccién se deduce que en todo acoplamiento como el de la

) () 4

AN A L o
TR TR ) B

\, Y

Fig. 30

figura 30, F y F, son conjugados respecto del primer sistema, asi como F"
y F’ lo son respecto del segundo.

Llamando z; = FWF y 2, = F.F" y aplicando la ecuacién de Newton
a F y F,, como conjugados respecto del sistema (1), se tiene:

it = fif"
y analogamente, para F'y y F’ respecto de (2),
(—thz,=ff,

de donde obtenemos las posiciones de los focos del sistema total referidas
al foco objeto del primero y al foco imagen del segundo, pues de 'as ante-

riores se deduce: . ,
2, = -flf‘_ ,  Zg= — Lfe 132]
t

De la figura 30 se obtiene para las focales de sistema total:

fre h T {33)

S o’y o’
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Ya que 9y ==

Pero /o't representa el reciproco del aumento angular que produciria el
segundo sistema de un objeto situado en F’), cuyo aumento designaremos
por ¥':. Teniendo en cuenta esto y la figura, podemos escribir las siguien-
tes igualdades:

3y 1 : 1 ny ..
Bop s 2l LMy

g, o s s n,

En la dltima de ellas, 8’y representa el aumento lateral que de un objeto
en F’; produciria el segundo sistema, que, segiin la [20], esti asi relacio-
nado con el angular. Por otra parte, segin las [24] (b).

By = —Hl(— 1),

y también sabemos que las focales en un sistema estin en la relacién

[ar=— s fe

ny

Llevando todo esto a la [33] se tiene facilmente:

f=- —f——tf-*- [34]

Procediendo de modo analogo se obtiene para la focal objeto:

g= b [35)

+ Conocidas las focales del sistema total, basta llevarlas, teniendo en cuen-
ta el signo, a partir de los focos, para tener las posiciones de los planos
principales.

 Si en lugar de referir estas. ecuaciones a la distancia de acoplamiento
entre los focos, introducimos la de acoplamiento entre los puntos principa-
les H'; y H,, llamando e = H"H,, y teniendo en cuenta por la figura 30 que:

t=¢—f'1+f: [36]
se tendra por la [34]:
f= ,;_.,f_l,-tt -
. e—f'i+h
y para la potencia
q)'=—1—= 1 ——-—Iz———“e—°=?‘:+‘?’1”ﬂ—* —‘e‘?'ltplﬂ [37]

f Iy ffs If 'y
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y si los sistemas se acoplan en el aire,
P =9+ ¢ —ery, [38]

Lentes.—Podemos considerar una lente (fig. 31) como un sistema com-
puesto, ya que las dos superficies de radios ri y r; son dos sistemas simples

s s s e ¢ —

F F

Pig. 31

en los cuales sus puntos principales coinciden en los vértices; por tanto, le
sera aplicable la [37]. Teniendo en cuenta las [21], se tendra, supuesta
la lente en aire, m = n’y = 1, y que su indice es n:

, n—1 , n—1
== v o= —
I'll‘, rz

1391

sustituyendo éstas en la [37], teniendo en cuenta que e = H'\H, = d (es-
pesor), se tiene para la potencia:

w‘:(n—1)(j_-_1-)+ (n—1p d_ [40)
) rn r n rr

Lente delgada.—Una lente se dice que es delgada cuando su espesor es
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despreciable frente a cada uno de sus radios de curvatura. Para hallar su

potencia bastara hacer en la [40] 'r-qr'* = 0, con lo que se tendra:
ife
o =(n—1 (-L— 1) (41]
I ry

La focal vendra dada por el reciproco de este valor.
. La formula de la potencia en el acoplamiento de dos lentes delgadas en
aire sera la [38], poniendo en ¢”; y 9" las potencias de las lentes y en ¢ la
distancia entre ellas,

ettt
et

Premios Nacionales de Bachillerato

El «B. O. E.» de 3 de enero publicé la siguiente Resolucién de la Inspeccién
General de Ensenanza Media por la que ge convoca a todos los alummos que
hayan obtenido Premio extraordinario en el Grado Superior para realizar los
ejercicios para Premlos Naclenales de Bachillerato. Dice asf: «A fin de dar cum-
plimiento a lo dispuesto al efecto, se convoca a todos Jos alumnos de ambos sexos
que hayan obtenido Premio extraordlnario en el Grado Superior del Bachillerato
en el curso 1960 a 1961, para que hasta las 13 horas del dia 20 de emero de 1962
entreguen en el Instltuto Nacional de Ensefanza Media en ¢l que hayan efectua-
do los exdmenes de Grado Superior o en el de su residencia, si no fuese en la
actualldad 12 misma de entonces, yna instancia dirigida al Ilmo. Sr. Imspector
Jefe de Ensedanza Media del Distrito Universitario que corresponda, solicitando
tomar parte en los ejerciclos para Premios Nacionales.

A la solicitud se acompafiara el Libro de calificacién escolar, en el que conste
la diligencia manifestando haher sido concedido el Premio extraordinario a su
titular.

Los ejerciclos se realizarén en la capital del Distrito Universitario el dia
1 de febrero de 1962, a las nueve en punto de la manana y en el local que el
Inspector-Jefe desighe y haga pablico en los anuncios.

Madrid, 11 de diciembre de 1961.—El Inspector General, Arsenio Pacios.»

* * *

Para juzgar diches ejercicios ha sido nombrade un Tribunal integrado por
los Inspectores de Enseflanza Media del Istado Nmos. Sres. Don Félix Garcia
Blazquez, Dona Mercedes Gonzélez de Heredia y Don Joaquin Garcia Raa, y
Don Domingo Sénchez, como representante de la Comisaria General de Protec-
ci6on Escolar y Asistencia Social.




