SUGESIONES RAGIONALES.
EL NUMERD REAL

Por GONZALO CALERO ROSILLO
Catedrdtico del Instituto “Ra-
miro de Maeztu” de Madrid.

INTRODUCCION

En el presente articulo desarrollamos la teoria del ndimero real de
andloga manera a la seguida en los libros citados en la bibliografia y con
é! pretendemos dar ideas para que después de una elaboracion mas cui-
dada pueda servir a los alumnos de nuestro bachillerato actual.

Sean N y Q los conjuntos de los nimeros naturales y racionales res-
pectivamente.

Suponemos conocido:

1.° Las estructuras algebraicas de N y de Q.
2. La ordenacién en el conjunto de los numeros racionales.
3.° Las siguientes propiedades del valor absoluto en Q:

lo + 8] < |af + [B]

la X B] = [a] X [B]

lal < k& = —k <a<k .

lo. —a] <k > —k<a—a<k «> a—k<a<atk
Con todas estas relaciones conviene que trabaje el alumno, con ejer-

cicios propuestos adecuadamente por el profesor, hasta que haya logrado
un perfecto dominio de las mismas.

Ejercicios.—]. Escribe de todas las maneras que sepas el conjunto
de los niimeros racionales o tales que |a| < 8.

2. Escribe de las diferentes maneras que conozcas el conjunto de los
nimeros racionales o tales que |a — 5| < 2.
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3. Representa en la recta los nimeros racionales del ejercicio ante-
rior.

4. Compara los conjuntos |a — 3l <5y |a— 3| < 5. (Qué di-
ferencia hay entre ellos?

5. Expresa analiticamente de otras maneras el conjunto de ntimeros
racionales 0 < |a — 4| < 3.

6. Representa en la recta el conjunto de puntos correspondiente al
ejercicio anterior,

7. Representa los nimeros racionales tales que la| = 9.

8. ;Qué diferencia hay entre los conjuntos ]a] =6y ]a] > 62

4.° Es conveniente conocer la nocién de entorno simétrico del pun-
to a en la recta racional

E@e ={a€Q| |a —a| <¢}

(Al nmimero racional ¢ se le llama amplitud del entorno). Y la nocién de
entorno en la recta natural:

N@m)={n€N|n>n}

EJERCICIOS.—9. Escribe un entorno del punto 4 de amplitud 6. Haz
la representacién grafica en la recta racional.

10. Representa analiticamente de todas las maneras el conjunto E (2, 8).
Haz la representacién grifica.

11. Representa los conjuntos N (5), N (20), N (8) n E (5, 10).

12.  (Qué conjuntos de puntos on los siguientes:

a E@Q,5UE 4, 6)
b) E(2,5NE®4,6)
¢) EG,2JUEH3)
d EGI0)NRE@O,?2)

Todos estos ejercicios y cuantos se ocurran andlogos son muy conve-
nientes antes de entrar en el estudio de las sucesiones.
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SUCESIONES RACIONALES

El conjunto de las sucesiones de nimeros racionales.—Def. I. Lla-
mamos sucesién de numeros racionales a cada aplicacién de N en Q. Las
representaremos por letras minusculas. Asi, por ejemplo, diremos la su-
cesién i

i

—_—aQ

n —————— i(n)

N

La imagen i (n) se suele representar por i, e i, € Q.

El conjunto {i (1)} de imagenes se suele ordenar asi:
< = j<k k€N

Dada una sucesién i se puede construir el conjunto ordenado de sus
imagenes

i(1),i(2,i(3),..,i(n),.. [1]

y reciprocamente dado el conjunto ordenado de las imdigenes se conoce
perfectamente la sucesién i. Por ello se suele llamar también sucesién al
conjunto ordenado de las imagenes [1].

A las imdagenes i (n) = i, se les suele llamar términos de la sucesién.
Al término n-esimo 7 (n) se le llama también término general.

Hay sucesiones cuyos términos siguen leyes' sencillas y facilmente ex-
presables.

EJEMPLOS.—1. Las sucesiones cuyos términos generales son:

3+n
14n

)= — )= k() = 20

Otras sucesiones pueden seguir leyes completamente arbitrarias, de tal
manera que sus términos no sigan una ley representable matemdaticamente
por una ley sencilla como

iy=2, i2=05, i3)=6 , 14 =002, ...
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Al conjunto de todas las sucesiones de numeros racionales lo represen-
taremos por S.

Podemos dar en el conjunto S la siguiente relacién de igualdad.
Def. 2.—Dados
i,j€S i~j <> im)y=j(n YneN

facilmente se comprueba que la relacién anterior es una relacién de igual-
dad y en lugar de escribir i ~ j podemos escribir i = j.

Dado a € Q podemos obtener la sucesién @ € S tal que
a(n)=a Yné€N
Si establecemos entre Q y S la correspondencia ¢ definida asi:
Q —_—
v w
a ———=> a

es decir, tal que ¢ (@) = a resulta que c¢ es una inyeccién, pues si @ = ¢ (a)
b = c (b) siendo @ = b por la Def. 2 y por la forma de definiray b

a=b <> a=an)=bxn => luego a = b.
Segiin lo anterior hay en S un subconjunto propio S’ que es biyectivo
con Q y, por tanto, podemos identificar Q con §', con lo que las sucesio-
nes del tipo @ las podemos representar por a.
A las sucesiones de S’ les llamaremos sucesiones constantes.

Ejercicios.—14. Escribe 8 términos de la sucesién 2.

15. (Es un niimero racional 7? ;Qué es?



SUCESIONES RACIONALES 49

Estructura algebraica del conjunto S.—Vamos a construir las si-
guientes operaciones en S.

Def. 3.—Dadas i, j € S definamos i + je i X j por las siguientes igual-
dades:

a G+pp@m=i@m+j@
by G X (n)=1im X j(n
(Obsérvese que en las igualdades anteriores el signo + (el signo X)

del primer miembro no tiene el mismo significado que el signo + (el sig-
no X) del segundo miembro.)

ProprosICI6N 1.—El conjunto S con las operaciones anteriores tiene es-
tructura de anillo conmutativo y con unidad.

Demostracion. Propiedades de la adicién:
Asociativa

G+D+EID=G+DO) + k=L@ +j0] + k@)=

=i+ [ +kmM=in+ G+ k@)=
=[+ G+ k]l ("5
de donde
GC+p+k=i+G+ Kk
Conmutativa
G+pm=im+jm=jm+im=

G + 9 (n) = i+j=7+i

ENSENANZA MEDIA - 4
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Elemento neutro. Es la sucesion i, (n) = 0, pues
(+tiym=im+im=im+o=im = iti =i

Elemento opuesto. La sucesién opuesta de i es la sucesién —i definida
asf:

() (n) = —i (n),
En efecto:
L+ EDIM=im+(—)m=in)—~mW=0=1iHx =
= i+ (—) =1,
Propiedades de la multiplicacion.
Asociativa.

(X PXK()=GEX D) X kin)=[i(n) X @) X k@)=
=i X[ X km]=im X ({xkm=I[x(Gxkm =
= (XP)PXk=ix({xk

Conmutativa.
GXPM=imXjm)=jmXim=(Gxi)Hn =
= IiXj=jXi
Elemento neutro. Es la sucesion 1 definida asi: V1 (n) = 1. Segin el
convenio establecido para las sucesiones constantes, podemos represen-
tarla por 1.

GxXDmm=iny X1 =in) = iX1=1
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Propiedad distributiva.
[+ ) XKl =G+ Dm % k(n) =[x +jm Xkn=
=i X k@) X k@) =G X k) () + (X k) @)=
=X +GXRIME = G+HXk=(GEXk+Gxk

Elemento inverso. Dada la sucesién i se puede definir la sucesién inver-
sai!; asi:

1
i(n)

it (n) = si i(n)F+ 0 Y néeN

y se verifica que

1

EXiYM=in)Xitn)=1iMn) X -
1(n)

=1=(m

= (iXil=1

Evidentemente no siempre existe la sucesién inversa de una sucesién
i + i, pues puede suceder que algin i (n) = 0.

EJEMPLO 2.—La sucesidn cuyos términos son
i) = , 12)=5, i3)=0, i®D=8, ...
no tiene sucesién inversa.

Nota—Es muy importante que en las demostraciones anteriores el alum-
no no dé ninglin paso sin que exprese la propiedad o definicién que ha
empleado para darlo e incluso que escriba debajo de cada signo igual la
propiedad empleada. Asi, por ejemplo, en la propiedad asociativa de la
adicién demostrada anteriormente, tendria que decir en cada uno de los
signos de igualdad: “El primer signo igual se ha puesto por la deficién
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de adicién de sucesiones, el segundo signo igual por la definicién de adi-
cién de sucesiones, el tercero por la propiedad asociativa de la adicién
de nimeros racionales, el cuarto y el quinto por la definicién de adicién
de sucesiones de numeros racionales.” (*). .

Subanillos importantes del anillo S.—Def. 4. Una sucesién i € S se
dice acotada si y solamente si existe un ndmero racional k, tal que:

il <k

EJERCICIOS.—16. Comprobar que las sucesiones 1.* y 2.* definidas en
el ejemplo 1 son acotadas.

17.  Comprobar que i (7) = 2" no es acotada.

. . 1 . n
18. Comprobar que las sucesiones i (n) = - Vi n) = —
son acotadas.
Si llamamos S, al conjunto de todas las sucesiones acotadas se ve-
rifica que
S, c8 [2]

y el contenido es propio (Ejercicio 17).

19. Comprobar que S, es un subanillo de S. (Basta demostrar que la
suma de sucesiones acotadas es acotada, que el producto de sucesiones
acotadas es acotada y que la opuesta de una sucesién acotada es acotada.)

Def. 5. Decimos que i € S es una sucesién nula si se verifica lo si-
guiente :

A todo E (o, €) le corresponde un N (n,) tal que para todo n € N (n,)
se verifica que i (n) € E (o, €)

E (0, ¢) -+ N (n,)
v W
i(n) n

* FEste criterio se sigue en los libros piloto de 1 y 2.° y en “Elementos de
Matem4tica” del profesor Abellanas.

/
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Como decir
a€E(0,e <> Jal<e <= —e<a<ce
resulte que decir
imMeE( e <> |in)| <e < —e<ilm) <ce
Ademads
n€NMm,) <> n>n,
Con todo lo anterior, la def. 5 se puede expresar asf:

Def. 5’. La sucesién ¢ es nula equivale a decir que a todo ¢ > o le
corresponde un 1, € N tal que ¥V n > n, se verifica que |i (n)] < e.

O también asi:
Def. 5. A todo e > o le corresponde un n, € N tal que

Yn>n = —e<in<e

EjErcicio 20. Comprobar si la sucesién i (n) = (—I1)» ~—3—— es su-

n+8
cesién nula.
Solucion:
(—1r 3 = -——i_ = + 8 =
s | < ¢ ntg < °F <n
3 —8¢
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SeaP( 3—8 ) 3~8£_

= n, la parte entera de -
3 €

(Si P (_3:;35__
£

) < 0 baste tomar n, = 0.)

Se verifica que a cada

f— > n, = (——————3_&85 ) tal que si
n>n, = | —--———(—l)n X3 <
> M ‘ n+8 J

Si por ejemplo elegimos ¢ = 0,04

3—8x004 _ 3-032 _ 268 _ 268
0,04 0,04 004 4
P (67) = 67

por tanto, para que

li ()] < 0,04

ha de ser:

n > 67

Lo anterior es equivalente a decir que (Det. 57):

(=" 3

—004 < n+ 8

< 0,04 siempre que n > 67.

i
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Nota.—Es muy conveniente que los alumnos empleen las diferentes
formas de la definicién 5 con ejercicios adecuados.

21. En la sucesién del ejercicio anterior, calcular el n, para que
Ii (n)[ < 0,003,

22. Demostrar que las sucesiones

2 3

i(n) = = y jm=

son sucesiones nulas.

23. Demostrar que la sucesion i (n) = no es nula.

n
n+1
Al conjunto de sucesiones nulas lo representaremos por S,.

CoRroOLARIO 1.°—Toda sucesién nula es acotada, pues si i € S, =
= 1, € E (0, ¢) para n € N (n,), lo cual es equivalente a decir:

'i,,| < g para n >N,
o también que
—e<i, <g para n>n,
luego fuera del intervalo (—e, ¢) hay, a lo sumo, los términos de i
Ty, 1y, 13, ..oy 1y
y basta tomar como cota el mayor de los niimeros
\i,[ , ¥i2| N E XY PR A

El reciproco no es cierto. Es decir, toda sucesiéon acotada no es nula.
Se € S
¢ A (31
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24. Comprobar que la sucesién i, =

n
el acotada y no es nula.
. COROLARIO 2.—Reuniendo los resultados obtenidos en [2] y [3] se ve-
rifica que:
SscS§,cS [4]

y los contenidos son propios.

COROLARIO 3.—Si
i€S, vy a€8, = iXacs§,

En efecto: Decir que

i€sS, < |i(n)|<—-5— para n > n,

4 s VE
Decir que
a€S, < |lam)| <k
De lo anterior
la X i(n)l = |a (n)| ’i(n)l <K——=¢ para n>n,

K

" PROPOSICION 2—EI conjunto de sucesiones nulas es un subanillo de S
(v por tanto de S, ).

Demostracién: Bastard demostrar que si

i—j€S,

,] €S, ixjes,
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En efecto:
i€s, +— |i(n)[ <3 para n > M,
jES, <+ |j (n)l < ; para n > n,

Tomando el mayor de los niimeros n y »’, (mix. (n, 1)) se verifica
que

|G —7) (n)l = |i(n) —jm)| <
<@+ i) < —5—+——=¢

es decir:
|G —) )| <e para n > méx. (n, n’,)
para todo ¢ elegido arbitrariamente.
Def. 6. Decimos que i € S tiene por limite @ € Q si y solamente si
i—a €S, :
Las sucesiones nulas son sucesiones que tienen por limite cero.
Que la sucesién i tiene por limite @ € Q se expresa también de estas

formas:

i—a , i,—a , liminy=a , limi=a
n—»00

Al conjunto de sucesiones con limite racional lo llamaremos S,
COROLARIO.  Si t€S, = 1€8S§,

La demostracién es andloga a la del colorario 1 de la Def. 5.
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EjErcic1os.-—25. Comprobar que la sucesion tiene por limite 2.

n+1

26. Comprobar que la sucesién

—————— tiene por limite >
m—1 P 2

27. Comprobar que la sucesién ¢ (n) = (—1)" 5 es acotada y que, sin
embargo, no tiene.
Este altimo ejercicio, unido al corolario, nos dice que:

S, 8§,

(5]
y el contenido es propio.

Las relaciones [4] y [5] unidas a la observacién que sigue a Def. 6, nos
permite escribir:

S, c§, cs, 8 [6]

EJErciciO 28, Dar para las sucesiones de limite racional definiciones
anélogas a las Def. 5, Def. 5’ y Def. 5", dadas para las sucesiones nulas.

PROPOSICION 3.—El subconjunto S, de sucesiones con limite racional
es un subanillo de S.

Demostracién: Basta demostrar que si
,j€8, = i+jes ; iXjeES

y que si

i€S, = —ie€s§
En efecto:

a)
1€, < Ha€eQ|i—at€s,

, = i +j)—(a -+ b)€S,
jes, <« abeQ|j-bes, t+D—@+b
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b)
i—a€S, = i—a=me€S, = i=a+m\
j—b€S, = j—b=ne€S = j=b+n|
= iXj=aXb+@Xn+bxm-+mMxXn
pero

an + bm + mn € S,
teniendo en cuenta corolario 3 de la Def. 5 y la proposicién 2, con lo que

ij—abesS, <«— €S

(Como es costumbre se puede suprimir el signo X).

c) Si

i€S, ®WaeQ|i—a€$S, =

= (—)—(—ad €S <+

— (@ —a) €S,
—i €S

En la demostracion anterior hemos también obtenido:
COROLARIO: Si

limi=a y limj=b = Ilim(@+j)=Ilimi+limj=

=ag+b , limiXj=1lmiXlimj=aXbh

lim (—i) = —lim i = —a.

EjERcIcIO 29. Calcular el limite de las sucesiones:

2n 5n+4+3
n+1 2n —1
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b)
2n 5n+3
n+1 2n—1

teniendo en cuenta los resultados obtenidos en los ejercicios 25 y 26.

Def. 7. Decir que la sucesién i € S es una sucesién convergente equi-
vale a decir que:

a todo E (0, ¢) le corresponde un N (n,) tal que para todos los pares
n, m € N (n,) se verifica que

i(n) —i(m)€E(,¢)
E0¢—>N@m) | ,meNm) = i(m)—i(m€E(Q,e¢g

Def. 7. A cada ¢ > 0 corresponde un 7, € N tal que paran > n, y
m > n, se verifica que |i (n) — i (m)’ < &

E——* M | n>n,m>n = |i(n)—i(m)| <ce

Ejemplo. Obténganse tantas cifras como se quiera de \/Tpor el pro-
cedimiento habitual

V2 = 14142...

A partir de esta expresién decimal podemos obtener la sucesién k de-
finida asi:

P =1, h(=14 , R(3)=141 , (D = 1414 ,

La sucesién h es convergente pues (si m > n por ejemplo)

|k (n) — h (m)] = 0,000 ...... oPqg ... r
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y basta tomar n, m suficientemente grandes (n, m > n,) para que |h (n) —
— h (m)| <« ¢ siendo ¢ prefijado.

Al conjunto de todas las sucesiones convergentes le vamos a lla-
mar S..

EjJERCICIOS.—30. Dada la sucesién h definida antes, determinar n,
para que |k (n) — h (m)| < 0,0025.

31. Obtener con \/Tuna sucesién convergente de manera andloga a
la seguida para obtener k a partir de \/Z

32. Hacer lo mismo con /5.

CoroLarIO 1. Si i€S, = i€8S.
Demostracién :
€S, <> i—a€S, <« |iln—a| < —S—paan>n

Si elegimos

m>n, = |i(m)-—a|<—2i~
de aqui:
im—im)| = |m—ad—>GEMn—a)| <
< litm)y—a| + |i(m —a| <
< ; + ; =g para n,m > n,(y para todo €)

El recfproco no es cierto, pues la sucesién h anteriormente estudiada
es convergente y, sin embargo, no hay un a € Q que sea limite de 4. Si as{

fuera, serfa /2 un numero racional.
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CoroLario 2. Toda sucesion convergente es acotada.

Demostracion: Sea ¢ € S, elijamos un ¢ > 0 al que corresponderd n,
tal que para

nm>n, = |i(n)—i(m)|<g <> t(m) e<i(n)<i(m + ¢

Si fijamos el m todo los términos ¢ (1) excepto un numero finito, tie-
nen que estar en el intervalo (i (m) — g, i (m) + ¢g) y la demostracién se
termina como en el corolario 1 de la Def. 5.

Ejercicio 33. Comprobar que la sucesién (—1)" 5 es acotada y no es
convergente.

Teniendo en cuenta [6], los corolarios 1 y 2 anteriores y el ejercicio 33
podemos escribir:

SDCSLCSCCSACS

(7]

y todos los contenidos son propios.
ProrosiciOn 4. El conjunto S, es un subanillo de S.

Demostracidn: Como en las proposiciones anteriores bastara demos-

) i—j €S,

trarquesi ¢,j €S, = ixje€s.

1€ES, < |i(m)~i(n)\ < 5~ para n, m > n, (y Ag)

J€S. = |jm)—jm)| < > paran,m > n',

G =) ) — G — P )] = |G (m) — i () — ( (m) — | ()] <

< iem) —im] + [j(m)—jm) U UL

2 2
para n, m > max. (n,, n,).
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Si i,jesS,
[t X jm) —i X j(n)| = [i(m)](m)—i(n)jn)| =
=i(m)jmy—i(m)j@)+i(m)jm)—i@m)jm)| =
= [1m) (on) —j () + ( n) — i (n)j ()] <
< Jim)|[iom —jm| +
€

£ ’ _
ke TR g =

+ i jim —im)| < k

para
n, m > max. (n, n’,)

siendo k y Kk’ cotas de ¢, j (ya que al ser convergentes son acotadas) y siendo

. . £
|im)—j ()| < % para n,m > n,
Ii (m) —i(n)| < 2:, para n,m > n',

De los anillos escritos en [7] los mds interesantes para nosotros son
Sn y S("

EL NUMERO REAL

Relaciéon de igualdad en S.. Conjunto de clases.—Definamos en S, la
relacién R de esta manera:

Def. 8. Dados i, j € S,

iRj «» i —j€S,
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COROLARIO: La relacién R es de igualdad.
Demostracion: Reflexiva.
iRi & i—i=1i,€8,
Simétrica. Si
tRj < i—j€S, = j—i€S, <« jRi

Transitiva. Si
iRj y jRk = iRk
En efecto:
iRj < i—j€S, , jRk < j—kes,
e las dos
= ({+p)+Gi—k €S, = i—keS, <= iRk
Consecuencia de ser R una relacién de igualdad en S. es que este con-

junto se puede clasificar. Cada clase estard formada por las sucesiones
convergentes relacionadas entre si por R.

EjERcic10s.—34. Comprobar que las sucesiones

1,19, 19 , 199 , ...y 2

son sucesiones iguales.

35. Comprobar que las sucesiones

3, 35, 352, 3525 , 3,5252 ,
4 , 36 , 353 , 3526 , 3,5253 ,

son sucesiones iguales.
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36. Pon otros ejemplos de sucesiones iguales.

PrROPOSICION 5.—La relacién de igualdad R es compatible con las ope-
raciones de adicién y de multiplicacién en S, (leyes uniformes).

Demostracion:
iR <« i—71T€S, <> i=1+n n €S,
Ry < j—j€S < j=j+m me§s,

(—+(G—)=G+D—G+i)eS, <> i+jRI+T

que demuestra la compatibilidad con la adicién. De manera andloga
ij=177 4+ @m+ ’'n + nm)
y como

i'm+ jn+nmeS, = ij—i’€S, <> R

Al conjunto de las clases le llamaremos conjunto de los nimeros reales
y lo representaremos por S/R = Ry a cada clase niémero real.

EJERCICIOS.—37. Dar una sucesién de la misma clase que cada una
de las siguientes:

a) 14 , 141 , 1414 , 14141 ,
b} i) = i

. n+1
) =

ENSERANZA MEDIA—S5
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Estructuro algebroica de R.—Sean i, j, k, ... las clases a que perte-
necen i, J, k, ... respectivamente.

Definamos la correspondencia natural
a:S,——R

tal que o ({) = i. La correspondencia o es una aplicacién de S, sobre R
lo cual es consecuencia de la forma de construir R.

La correspondencia o' no es unfvoca, pues en cada una de las clases
hay mds de una sucesién como hemos comprobado con los ejercicios 34
y 35.

Con o podemos construir la correspondencia & X o definida asf:

axXo
Se X S,————=> R X R
en la cual
a X a()=_(Gj

evidentemente & X o es unfvoca mientras que (¢ X a)! = ! X «! no
lo es.
Representaremos por ad la correspondencia adicién en S,

ad : S, XS, ——— > 8§,
tal como se definié en Def. 3.

Def. 8. Dados i, } € R definamos la adicién de niimeros reales como
la correspondencia producto ad = ¢ 0 ad, + o (o X @),

Las operaciones ad y ad podemos relacionarlas con el siguiente dia-
grama:

ad
Scx§, —m8
t

(o Xa)! o

ad
RXR ———

wn
a

WQ—
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Dados (i, j) € R X R la forma de obtener s = ad (i, j), teniendo en
cuenta la definicién dada, es la siguiente:

L. (aXa)! o ad . ) o
G, j) ———— 2 G )————> i+ j——=> s =ad(jj)

en lugar de escribir la caracteristica ad delante se suele escribir en me-
dio, asi:

s=iadj

y en lugar de ad se suele escribir el signo +, pudiendo, por tanto, expre-
sarse s de las siguientes formas:

s=ad(,j)=iadj=1i+j

la tltima de las cuales es la habitual,

Como el signo + se utiliza con diferentes significados (segin se ad-
virtié ya en la Def. 3), conviene distinguir cada uno de los conceptos que
representamos con el mencionado signo distinguiendo con claridad su sig-
nificado en cada caso. En el presente, el signo -+ significa la caracteris-
tica funcional ad mientras que en el primer miembro de la igualdad a)
de la definicién 3 significa la caracteristica funcional ad.

La correspondencia ad (operacién de adicién en R) es una aplicacién
de R X R sobre R. Es decir que la suma de dos nimeros reales no de-
pende de las sucesiones que tomemos para obtenerla.

Si tomamos i, € i j, i € j podemos ver que

— s =it

i) —— } &) — 1T {

(l‘n j!) — il + ]':
En efecto:

<« {RY?

1 . . . .
. .o .= i+ jRT+7)
| IR13 ! !

= i+4+j e @+ pertenecen ala misma clase s.
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La aplicacion ad es sobre ya que dada i € R podemos tomar una su-
cesion representante i € S, y la podemos descomponer en i{ = i, + i, con
lo que i = i; + i, (La i; puede ser por ejemplo la sucesién nula i,.)

PROPOSICION 6.—El conjunto R con la operacién ad (+) es un grupo
aditivo abeliano.

Demostracion: Es asociativo

i+jp)—> @+ k—=((+D+k—>s=(+j) +k
hLi+tk—Gj+)—i+tj(+h—>s=i4+(G+k
pero como S, es un grupo aditivo
GC+D+k=i4+G+ k)
con lo que s = §’ 0 lo que es lo mismo
i+pP+k=i+(j+ k)

Conmutativa. Si

i,j€ES. = i+j=j+1

de donde :

GPD—CP—itj—>s=i+]j T
R L, y=s=itj=jtis=
(j:i)__’(j,i)—"’l+2~"’s'=]+I s ! I } s

¢

El elemento neutro es la clase i, a la que pertenece i, € S. En efecto:
G, i) — (19 i) ——> i+ i, —> s=1i+ iy

I ——> §=i

Si i € i el elemento opuesto de i es el —i al que pertenece —i
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En efecto
G, —i) — (@G —) — i+ () =i, —> i, =i + (—i)

El elemento i, es tnico pues si i’, fuese otro elemento neutro

(3

i.+i,=1i, =i,
El elemento opuesto es unico, pues si dado i tuviese los dos opuestos
"'_i’ _ily
i+ (—i)=i, = (—i+ i)+ (—i)=—i + i

=  —i=—i

Def. 9. Definamos la multiplicacién de nimeros reales como la co-
rrespondencia producto m = a0 m, o (¢ X a)'en donde m es la multi-
plicacién en S, (Def. 3, b).

m:S XS ——> § m@,j)=1iXj

La multiplicacién de ndmeros reales viene definida de acuerdo con lo
anterior por el siguiente diagrama:

m
S. XS ———= S,
t t
(B) (¢ X a)! -
RXR — > R
m

y, por tanto, dados i, j € R el m (i, j) se obtiene asi1:
) — G — ixXj —> p=m(j
El producto p andlogamente al caso de la adicién se puede expresar

sucesivamente asi:
p=m(i,j)=imj=1iXj
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El signo X significa aqui la caracteristica funcional m y no debe de
confundirse con los otros significados del mismo signo como las dadas

en b) Def. 3.

La correspondencia m es una aplicacién de R X R sobre R. En efec-
to,sean i, j € R

G5 — iXj

(ly ') —> (i‘, ’;) —_—— X ", — p=1 X []

En efecto:

i €i > iRi N
.. . . , = 11X jJR¢ X
Li€i «= jRj | ! I

Esto es lo mismo que decir que el diagrama (B) es conmutativo.

Ejercicios. 36. Dadas las sucesiones

iM=13 , i2)=133 , i(3)=1333 ,
i =47 , j2)=477 , j3) =4777 ,

obtener las sucesiones i + jei X }.
37. Obtener una sucesién de la misma clase que la ¢ + ;.

38. Comprobar que las sucesiones i’ = 3 = 4 son de

la misma clase que las i y j del ejercicio 36.

39. Comprobar que la sucesién i’ + j = ~;— + 3 s de la misma

clase que la i + j del ejercicio 36.

Lema 1.—Sea i € i % i,; se verifica que i tiene un ndmero finito de
elementos imigenes que son cero.
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Demostracion: Ser
i€S, <= |in—i(m| <e¢ <=
<> in—€<im<i(n+e¢

para n, m > n, (n, depende de ¢). Si hubiese un nimero infinito de ceros
podemos siempre encontrar un i (n) = 0 para n > n, y se verificara:

—e <i(m)<e para m>n,
lo cual equivale a decir que ¢ € S, = i, en contra de la hip6tesis.

Lema 2—Sea i € i ¥+ i, una sucesién que tiene términos nulos existe
al menos una sucesién ¢ € i ninguno de cuyos términos es nulo.

Demostracion: Por el lema 1 la sucesidén i tiene un niimero finito de
términos iguales a cero, sea éstos

ih)=ih)=ith)=.. =i(h) =0
Construyamos la sucesién j tal que

jn)=i(m) para nfth i=12 ...,r
jn)=a+0 para n=h

esta sucesién j es tal que i — j € S,; luego i R j con lo que i y j pertene-
cen a la misma clase i.

Comoj(n)+ 0 Yn € N se verifica que = ¢ (n) es un

S
j (n)

numero racional. A la sucesién ¢ definida antes le llamaremos sucesién
inversa de la j.

ProPOSICION 7.—El conjunto R — {i,} con la operacién m es un gru-
po conmutativo y con unidad.
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Demostracion: Asociativa de m

X Gk)—>E X~ (x)xk — p=1(XxXjxk

Gj> H—0Gj] X k—>

iX(Xk —> pP=ix(jxk

perop =p’'yaque (i X j) X k =i X (j X k) por ser S, un anillo.
(Proposicion 4).

Conmutativa.

G —> @) — i>H<i T '“’zixi
('1 ') — (]; l) — ’ X 2 o p,

iX i

perocomoi X j=jXi = p=p.

Elemento neutro.—El elemento neutro es el nimero real i, al que per-
tenece la sucesidn i,, en efecto:

i) — (@G, i) — iXi=i —> i=iXj
Elementos inversos.—Dado i ¥ i, existe i’ tal que i X i’ = i,.

En efecto, por el Lema 2 y su consecuencia se puede elegir i € i de
manera que ninguno de sus términos sean nulos y construir i’ tal que

i (n) = i(iz) para todo n € N. El inverso i’ es el niimero real al que

pertenece i’. En efecto:

Hd

Wit —/— G0 — iX?=4 — i=iXxi

PRrRoPOSICION 8.—R es un cuerpo.
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Demostracién: De acuerdo con las proposiciones 6 y 7 basta con de-
. mostrar’la propiedad distributiva

G+ X k=(iXk +( X k)
| y esto es cierto, pues |
li+pkl — GG+ k—>GC+)DXk=>GEXK+]Xk—
—> (i+Pxk=>G(GXxXk + (G Xk
Al cuerpo R se le llama cuerpo de los nimeros reales.

Proposiciok 9.—El cuerpo Q de los nimeros racionales es isomorfo
a un subcuerpo de R.

Demostracion: Recordemos que Q es isomorfo a §' < S, (lo siguien-
te a Def. 2). Por ello basta ver que la restriccién a S’ del homomorfismo
canénico a es un isomorfismo.

C o
Q ——= 8§, -+ R

Seana, b €S y a=oa(ad b=ad)
a=b < aRb <> a—>bes,
<> am—bm)=a—b=0 <> a=2»>
con lo que queda efectivamente probado.

Debido a esta propiedad podemos identificar Q con a(S) = Q.
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NOMENCLATURA MODERNA
de
FISICAY QUIMICA

Completada con orientaciones didacticas
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Un volumen de 122 pdags. en tela Ptas. 100

NA nueva obra, del mds alto interés, se incorpora a la Coleccion de “GUIAS DI-
DACTICAS” publicadas por la Direccidon General de Enserianza Media: la “No-
menclature de Fisica y Quimica”, de que es autor don Carlos Ldpez Bustos, Catedrdtico
del Instituto “Maestro Juan de Avila” de Ciudad Real. Constituye su libro una meritoria
aportacion para unificar, en la terminologia de las clases j, textos escolares de Fisica y
Quimica, definiciones, simbolos, unidades, etc., y evitar que se distraiga la atencidn de
los alumnos con problemas de cambio de sistemas de unidades, sin ningun valor, ni forma-
tivo ni cientifico. Para la Fisica se han tenido en cuenta los simbolos y nombres de las
magnitudes y de sus unidades, recomendadas por la Comision de Simbolos, Unidades y
Nomenclaturas (C. SUN) de la Union Internacional de Fisica Pura y Aplicada, aparecidos
en el documento U. I. P. 9 (SUN 16-64) 1961, ast como el sistema obligatorio en Francia en
1961. Por lo que la Quimica se refiere, se han utilizado algunas de las reglas dadas por
la Unidn Internacional de Quimica Pura y Aplicade publicadas en el Instituto “Alonso
Barba”, en 1953,

Son muchas las magnitudes fisicas del C. SUN que no se utilizan en el Bachillerato;
no obstante, el autor ha incluido todas, aclarando el significado de algunas de ellas.
Asimismo ha recogido otras magnitudes que no figuran en el C. SUN, para dar mayor
alcance y amplitud al libro.

Como complemento de éste, el autor ofrece a Profesores y alumnos el modo de
tratar diversas cuestiones de Fisica y Quimica, trasunto de sus experiencias de cdtedra.

S UMARIO

FISICA: Sistema de unidades. Recomendaciones generales (C. SUN). Cantidades y
operaciones (C. SUN y Decreto). Magnitudes geométricas. Peso y masa. Densidad y
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