
EL NU MERO RACIONA L^^^
Por GONZALO CALERO ROSILLO

ICatedrático del Instituto cRamiro Maeztu>)

CONJUNTO Z X Z. -Llamemos Z al conjunto de los números ente-

ros. El conjunto producto Z ^ Z está formado por todas las parejas
ordenadas de números Enteros de la forma (a, b), a y b E Z.

El conjunto Z;^ Z se puede representar en un sistema dc ejes
cartesianos de la manera ya conocida.

Fraccioraes:--A cada elemento (a, b) E Z^^ Z, (b .-,^'^ o), se le llama-
rá fracción.

A1 conjunto de inúltiplos de b lo representaremos por ;b) y al
conjunto de múltiplos de a por (cc).

Definanlos entre los conjuntos 'L `^.; Z y'L un producto de '.a ma-
nera siguiente. Sea nb E (b) e Z y la fracción (a, b) F Z r^; 'L; el pro-
ducto de ia^, b) • nl^ se realiza así:

(a, b) ^ nU ^^ (^L • ^tb) : b a• n an E(a).

Cada fracción ( a, b) es, se^ún lo anterior, un operador quc: hace
corresponder a cada mí^ltiplo de U un m ŭltiplo de a.

El opcr^^.dor ( a, b) es un isomorfismo entre los conjuntos (b) y (a).
En efecto :

a) A cada nh corresponde n• ^i.
b) EI ^^ • a es homólogo de un solo ^n ŭ ltiplo de b, pues si z E(b),

(a,b)^; n•rc : (a•a^):b n•a :a•a^ ^a•a•b ,2• ^^^^^t•b.

Luego (u, b) es una correspondencia (1, 1).

c) Aden^iás al (^a, ^ ^a,)b E (b) corresponde:

(u., b) (^z, ^ ^i.)h ^ a ^(^a, i^ n;,)h ^: b a(^a, i 7t.^),

con io cual qtzed;.r dernostrado que (a, b) es uri isomorfisrito de los
múltiplos (b) sobre los míiltihlos (ca).

Dicha correspondenci^t se puedc re^resentar de las maner^ts si-
guientes :

(a., U)
(bl ^ ^> (u)

o así:
(u, U) : (bl -> (a).

^"`^ F;sto t^m^t ha sldn d^^^nrr^^lladn ^r^qín^ lns idras ^- dir^°cción d^• dr^n Pedr^^
Al^ellanas.
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Consecuencia.-Si aplicamos (a, b) al L obtenemos:

(a, b)•b=(a•b):b= a.

Segím lo anterior, podemos considerar la presión (ce, b) como el
cociente d.e a entre b, a: b. La primera componente se Ilama nume-
rador y Ia segunda componente, denominador.

FRACCIONES EQUIVALENTES. - DeflnamOS en el c,onjunto Z;^, Z Up
criterio de igualdad que llamaremos R.

Diremos que dos fracciones (a., b) y(c, d) son equivalentes si apli-
cadas a1 conjunto de múltiplos comunes a la segunda componente
producen el mismo efecto. Es decir, que para todo x que sea ^núltiplo
de b y m.í^ltiplo de d se verifica:

(a, b)x -^ (c, d^)x, x=^^^^ b, x= ^l.

El criterio anterior verifica las tres propiedades de la igualdad:

Propiedad idéntica.:
(a, b) (a, b),

ptICS

(a, b)^ ^^ (a, b)^

para todo ^ == ti.

Pro^íeduŭ recíproca.- Si

(a, b) ^ (c, ^l),
se verifica que

(c, d)-^^^ («, b),
pLIE S

([G, b)3' (C, Cl):1'

para todo .r 1i. :x• -- ĉ .
Pro7^iedad trunsitivu. -Si

(a, b) ^^ (c. cl) y Ic. ^l) ^^ (Í, !1),

se verif'ica que

(a, bl (I, fll^
En efecto,

(u, bli• (c, cll.x Y (c, dl:r ^ (/, ^/l.r^

para todo .1^ b, x cl, .i g; luego

(a. b);r (1. ^I):z^ ^ (a, Ul -^ II, .Ul.

Co^asecue^acias.-- Se^^n

m. c. d. ( b, cl l D,
b ^l

d' __._ ,
D
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sabemos qtte el conjunto de los múltiplos comunes a b y d es el con-
junto kb'd'D para todo k E Z. Se puede representar de estas maneras:

(b'd'D) ^__ (bd'} =--_ (b'd} _= kb'd'D. k E Z,

1." Si (a, b) _(c, d), aplicando ambas al conjunto kb'd'D debe-
mos obtener los m.ismos resultados;

(a, b)bd' -- (c, d)b'd ^-> ad' cb' <> ccd cb.

Si se cumple la últirna de las igualdades anteriores, procediendo
a la inversa se cumple la primera; por ello estamos autori2ados a po-
ner G-^.

2.° (a, ^^) -^- (na, ^zb) para todo n E Z.
3." (a'b) _^- (Da'. Db') (a'b') por lo anterior. D== m. c. d. (a, b).

A la fracción (u', b') se le llarna irreducible por ser la f'racción de
términos m_ás sencillos entre todas sus iguales.

4.° Si (x, ?/) ^^ ^^ (a, t^), tiene qtze ser x=^ n• a', ;r/ ^^ n• U'_

Baste alzlic<tr el tcorema de Euclides a la i^ualdad

a^b ^ i/cz f^^ > a^h, - ,^^a'.

5.° Como consecuencia de lo anterior, los puntos que rcpresentan
a todas las fracciones iguales t.t una dada estizn en una misma recta
que pasa por el origen, y recíproc<tmente, los pttntos de coordenada.s
enteras de cada recta que pasan por el origen representan a fraccio-
nes iguales entre sí.

NÚMF;ROS RncroNALFa. -^ E1 criterio R dado para la igualdad dc frac-
^iones permite clasificar las fracciones en clas;^s. Cada clase estará
formada por todas las fracciones iguales entre sí.

Ejemplos de clases:

^ ^1, Z). (:?, 4), (3, (il, (^. ^)^ ( l^ Z), ..... ,

^ ^3. Z). ^li. 4). ( `l. (i), ^1'^, H), ^ ^- ^J, (i), ......

^ (5, 3), (10, 1>), (15, S)). (20. l2}, (^ - 15, -_ 9), .

Cada ctase es un nún^cro r^tcional. El conjunto dc niinteros r;icio-
riales (o conjunto de clases) se llnntcc co^aju^tto cocie^tte con rclación

al criterio de igualdad R, y se represent^l asi: /R.
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a
En donde -- ^ representa zl conjunto de fracciones de denp.

^ o ^
minador o.

Cada número racional se puede representar por una cualquiera
a

de las fracciones de la clase que lo definen escritas así: ---,

a
-- representa la clase ;(a, b) (c, d) ......;

b

b

E^erclcio.--^Cuál es el subconjunto de L sobre el que actLia como
15

operador al número racional
12

ADICION DE NUMEROS RACIONALES

SUMA nE rRACCIONES.- Según vimos antes, la fracción (a, bj es una
Correspondencia que transforma el conjunto (b) en el conjunto (a),

An^ílogamentc, (c, cl) transforma los míiltiplos (d) en los (c).
Si m. c. m. (b, d) -- M, los múltiplos comunes a b y d son de la

iorma kM, k E Z.
Llamaremos suma de (u, b) ^, (c. d) a la correspondencia que aa

túa sobre los múltiplos cornunes a b y d, así:

L(a, b) -I (c, d) IkM (a, b)kM ;^(c, d)kM. Lll

Propiedad u^nijor^^ie.-Si (u, b) ^^^ ^^ (a', b'), (c, d) -_^^ (c', d'), como

(u, b)kM (a', b')kM y (c, d)kM _(c', d')kM;

se verifica que

(a, b) I^(c, d) ^^ (ci'^ b^) I (c', d'),
pues

L(a, b) -',^ (c, d)JkM=-^- (a, b)kM-^} (c, d)kM ^ (a', b')kM {^ (c', rl'1kM=
. [(a', b') -j (c', d'1]KM.

La sr^r^Lrc de clvs fracciones es ^irna jracción.-Si llamamos

(a, b)M - ^rz'. (c, cl)M ^^ ^ na", ^^t' -! ^^z„ ^ra,
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la igualdad [1] se escribe así:

[(a, b) -{- (c, d)]kM = (a, b)kM ^- (c, d)kM = km' -{- km" _
-== k(rrt' -} m") = km;

(a, b) -^- (c. d) es equivalente a la fracción (m, M), pues

(nt, M)KM - K7rt - K(m' -}- ^rt") -- km' ^{ km" _ (a, b)KM -}-

^(c, d)kM =_ {(a, b) ^ íc, d)]KM.

SUMA nE NÚMEROS RACIONALES. - DadOS los números racionales

a c
- - y --,

b d

se llama suma de los dos

a ĉ I

^^--^. d

al número racional definido por la fracción (a, b) -± (c, d), en la que

a c
(a, b) E----- y (c, d) E-- .

b d

Como las sumas de fraccioncs equivalentes son fracciones equiva-
lentes según el punto anterior, resulta que el niimero racional suma
de dos no depende de las i'racciones elegidas.

Dados d^os núnteros racionales ha7^ 7tn solo número racional sic^na
de ellos (propiedad uniforme de la suma).

Propiedad conrnrltativa.- El orden de los sumandos no ;^ltera el
valor de la suma :

^ a c c1 c
I - --- j --- ) KM - --- - - KM j --- - KM =--

b d b d

c a c rt ^
-_ -- - KM ^ - --- KM -- I _._- . j . _---- ^ KM ;

d h 1 d b

luego
a C C C1

-.- ---- - -- --^ . _._.-

b d d tr
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SUMA DE MAS DE DOS SUMANDOS,--Se realiza sumando los dos prime^
ros, el resultado con el tercero, el resultado con el cuarto, y así suee-
sivarnente :

^ a C cJ 1 LI I-- -{_ --- ^ ^ .-=--- ^ _,_ __ .
b d j k

Propiedud asociativa.--Si n es un m.últiplo común a b, d y y;

a c f a c j
f - _-_ n = ^_ - { --. n ^^ _ ---- n =I-_^_-,-_^1-^- ^,1 I b ^ I ^

a c f a e j
^ 1^ n -i --- n -J - -- n = -- n - ^L ^ I --- n ^

b d y b d t/ f

luego

a c f 1 cL
--

I
- - - - ----- -n { - - -^- --- -- n =-

b d y ^ b

c 1

cl y

a c j a c f
- ^ ,_ _ - --- ^ ---- -; -- -

^ ^ - - - -i_ _--_ ( ,
b ct p U cl g

Esta propiedad y la conmutativa nos permiten hacer el producto
de varios factores en cualquier orden, pues:

a c 1 f a c j a
^~--^- ^----1 ^^I

b d 9 .u i b cl y b

c c j a c j a
: _- _ _-^. ^

^
_ _

^ ^
_ _ __

d d • g b ú y b

por ello se pueden suprimir los paréntesis ,y poner sólo:

a c j

b d J

^.LEMEN'r0 NEUTRn PN LA SUMA. ^ L^ 1 nLlTllerO raC10na1 reprCSentad0

por la clase

; (0, a), (^, b?, (0, cl, ......;
para

a: 0, h. 0, c. 0,
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se le Ilamará cero ( o), y se verifica que :

a a

b b

pues
a u a^ _- , ----- ^ n . _ -,z
b b ^ b

0 a a
---n_..--n-} 0=---n.
b b b

Si un número racional es tal que :

cc x a
----- -^ --- _- - --,

entonces

Suego

a 2
( -^- ^---^ ^n

a x u
--n { ---n==--n,
b y b

x
-- -- n == 0

^/

para todo n; 0 míiltiplo de b

luego

n - ^z'i1,

x o y

x
n',y -y- xn' -- 0 ;

y

799

Con esto queda demostrado que el cero es el único número racional
que cumple con la propiedad ^ 2).

NÚMERO oPUFSTO. -Dado el nílmero racional

a
; (a, b) (^, d) ......;

e J.

al número

; (--- a, b) (- c, d^) ......;
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a
le llamaremos opuesto al -- y se representará por -

b

c
cumple con la condición

a c
-}- -- -^= 0,

b d
a

. Se ve-
b

l3l

resulta que es el opuesto de . En efecto, sumando a ios dos
d b

a
miembros de la igualdad anterior ---, resulta:

b

luego
c a.

d b

a
con lo que resulta que --- es el único número racional que cum-

b
ple con la igualdad [ 3].

a a
El opuesto de --- es ---. En efecto:

b b

a a
-- ^ --
b b

y como el opuesto es único, tiene que ser:

a 1 a
- (- 1,-- 1

-- h -.
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SUSTRACCION DE NUMEROS RACIONALES
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a c
Dados dos números racionales cualesquiera, y , siempre

b d
x

podemos encontrar otro número racional -, tal que:
J

a x c
[4]

En efecto, si sumamos a los dos miembros de esta igualdad el
a

opuesto de ^- , obtenemos :
b

a a x
- } -{ -- -

b b 7/

c' x c a
f =^ -.- ^- - _... _ ^ ^ -- -

d ^ cl ^ b

x z
EI número -- es único, pues si otro es tal que :

y

a z c

b t d

t

a
sumando a ambos miembros -- -- se obtiene :

b

z c
- -- __.___ ._^
t d

con lo cual
z x

t

^
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x c a
al número - se le ilama diferencia entre y y se suele

y d b
represcntar así:

x a c

b d

De manera análoga, sí en la iguaidad [4] sumamos a ambos miem-
x

bros - --, se obtiene :
y

a c x

d y

Como fácilmente se comprueba, las igualdades

a x c c a x c x a
--^----_-^--._^=_-^^-- _---

b y d d b T/ d y b

son ígualdades equivalentes, pues dada una cualquiera de ellas se
pueden obtener las otras dos.

Como se puede observar por lo dicho anteriormente, la diferen-
cía de dos números racionales ha quedado reducida a una suma
gracias a la existencia del op uesto.

PROPIEDADES DE LA DIFERENCIA.-- ConVíenC ejercitar al alumno en
la demostración de las siguientes igualdades, hacíéndole expresar ía
propíedad que le permite poner cada signo de igualdad en el desarro-
llo de las mismas :

1°

2°

a p c p^ a c
b ^ ^_( d ^ ^ . b ^ d_ ^ . --- f - ----

a c c a
--^ _^- --._ _ _._--.

b d d b

a p 1 c p a c
3° ^ _--^ ^-I--(^ ----^-^__= ri---^d
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a c f a c f
-}- ^ -- --- ^ _ ^ -{- ^--4 ° --- -- -

b d g h d g

a c f a c f
n5 .- -- ( -j- _ - ^ - ^. b ^^ b

_ _^-
9

6.°
a c f a

_ ---- --- - _( ----
c f

_ _ --.--^^b ^ ^ ^

MULTIPLICACION DE NUMEROS RACIONALES

803

PRODUCTO DE TRANSF'ORMACIONES.---COnSldere,mOS Un conjunto C en-
tre cuyos elementos hay definidas dos transforlnaciones, T, y T,.

Sea a E C un elemento cualquiera ; al elemento a le corresponde el
elemento T,(a) E C; al elemento T,(a), por la transformación Tzr le
corresponde camo homólogo el elemento T,jT,(a)^. La transforma-
Ción T, que hace corresponder ,t, cada a el elemento T,(_T,(a)], se le
llama producto de T, por T.,, y se representa a,sí:

T = T..•T,.

El homólogo de u por T es el

( T,TJ (a) ^ T.,I T^ («) I•

PRODUCTO llE NUMERO5 RACIONALF;S. D^lCiOS lOS nllnl('1'OS raClOnaleS

a c

-- y---- (quu son d.os transformaciones), se llarnará producto dc
b d

ambos a la transformación tal que para todo x nlúltiplo de h y d
(por e,jemplo, k• db) se verifiquc que:

^- __ _ (k:.d•b) -- (k•rl•U) -_
' d b ^ ^ d ^ ^ ^ -^--^ • ^

c
__- (a•k•cl) _ c•a•k.

d

c a
El productn -- -•---- es un número racional deYinido por la

d b
fracción (ca, db) y todas sus equivalentes.
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En efecto:
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(ca, db)kdb = ca • kdb : db - cak,

c a
con lo cual queda probado que la transformación --- --- y la frac-

d b

ción (ca, bd) producen el mismo efecto sobre los múItiplos comunes
a, b y d, con lo cual será:

c a c•a

d b d•b

Propiedad ^^nifornte.--EI producto es ímico. Se deduce fácilmente
del párraffl anterior.

Propiedad conanutativa.---Se verifica que :

a C C Cl

b d d b

pues

a c a•c c•a c a

b d d•b b•d d b

Propiedad asocicLtiva.--Análogamente a la sluna se verifica que:

Í

I

en efecto,

a c > (a ^^i I (a•c)•J a•(c•f)
• -- __.._ - __ -- _- . -___ _ __

h d g (b•d) q (U•d)•J b• (d•^)

_^
a (c • ,t) a c f ^^

--- __ _ ____ . I _ ^_ . _ _ ^
b (d•y) b ^ rl cl

ELF:MF.I3T0 NEUTRO F.N F.L PRODUCTO.-- ES eI Illlnler0 racional definido

por la clase :
`(a. a), (b, b), (c^ c), . ^..^,

le llarnaremos 1 (uno).
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Se verifica que
a a

•1= ,
b b

pues
a c u• c a

805

b c b• c b

El número 1 es el único que verifica la propiedad anterior, pues si

a x u

b y b
será:

ux a
(ux, by) - ( a, b),

by b

y aplicando a ambas by será :

(ax, by)by =_ (u, b)by .-a ux =- (a • by) : b ^ ay =^ x = y,

con lo que
x .x

x

Propieŭad distrib^^tiva.---Consideremos los números racionales

u c j
----- , _ - -, -- -_

b ^z ^/

;/ sea x un múltiplo de los denominadores b, d y y:

a c j
^ _. _

( b cl ^/

u c
I--___ ;

b ŭ

a c a ^ f
=---(fx:q) ; --(Jy'^y) _ _ _ _

b d b ^ J

u j c J a f
:-- _._.._-- __J.... x ^ ___ ..______ x __.____ ___--

b c cl y b g

(1x : J) __

c f

ci y
x,
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a c f a f c ,t

\ b + d^ g ^ b g^ d g

La propiedad expresada por la igualdad anterior es una propí^,
dad de las operaciones de adición y multiplicación conjuntamen>e;

DIVISION DE NUMEROS RACIONALES

INVERSO.-Dado el número

a
^ (a, b), (c, d), (f, 9), ...... ^

a
distinto de cero, se 11ama inverso del -- al número racional defi-

b
nido por la clase

i (b, a), (d, c), (g, Í) , ...... ^

b
y se representa por ---.

a

En general se verifica:

a b a•b
--- • - - -= 1,
b a b•a

siendo 1 el número racional definido por la clase

^ (a, a), (b, b), (c, c), ......¢

x
Si un número --- cumple con la igualdad

y

a x

será:
b y

[5]

ax b
---_--1_;ax=-by^(a, b)=(y,x)^(b,a)=(x,y)^(x,y)E---.
bJ a
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x
El número racional -- que cumple la ecuaciórz

y
a x
-- = 1
b y

a
es único e igual al opuesto de .

b

COCIENTE DE DOS NÚMEROS RACIONALES.-DadOS dOS números,

a c

- Y ,
b d

a x
siendo -- ^= 0, vamos a hallar otro, , tal que

b y

a x c
[6]

80?

b y d

Multiplicando los dos miembros de la igualdad anterior por el in-
b a

verso - de ---- -- resulta :
a b

b a ,x b c x c b
I -- __ _ q]_ _- -- -- --- ^-> --- - [

a b/ y a d y d a

x c a
A1 número ----- se le llama cociente de -- entre y se repre-

y d b
c a

senta por --- . ---- .
d b

El cociente de dos números racionales dados siempre existe t^ es
z

úntco.-Si hubiese otro número racional, , tal que veríficase [?],

a z c

b v d
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licando ormulti
b

pp
a

a z c b z c b x
_ -- _

_

b / v
^

d a v

a x

d a y

Como en la igualdad [6], -- y-- se pueden permutar; multi,
b y

y
plicando por obtenemos:

x

a c y a c x
-- ^ _ . ---- .
b d x b d y

x
suponiendo que --- ^- 0.

y

[8]

De las igualdades [7] y[8] se obtiene análogamente la [6] ; luego
las ígualdades:

a x c x c a a c x
_ --- ^ --- -:-

b y d ,y
--- . -- ^--^
d b b d y

son equivalentes. En lugar del signo : se puede usar la raya de que-
brado.

Ejercicios.-Para ejercitar al alumpo en la equivalencia de las
igualdades anteriores se deben proponer ejercicios análogos a los si•
guientes:

1° Dada
3 a 5

-, calcular
2 b 4

4 ^rt 6 ^^t
2 ° Dada --- : --- - ----, calcular -----.

5 n 7 n
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3 o Demostrar que

4 ° Demostrar que

a p c p a c
^-^ • q ^:^ d • q ^= b .-^ .

•^ I 1 a Ĉ ^^ fb d g

5.° a - : ^ c . f - ^ = ( a : -Ĉ ) • f y análogos.
b d y- ^ b d q

RESUMEN

q

8©9

A1 conjunto de los números racionales lo denominaremos con la
letra Q.

Para dos números racionales hemos definido la suma y el producta
con las siguientes propiedades:

Sunza Producto

Uniforme (suma y producto
únicos) :

a c nz a c p
1) -- - ^ --- . . . . . . . . . . . . . . . . ) _ . _ _. . ----- ----- - ----.

b d n b d q

Conmutativa :

a c c a a c c a
z) ___ ; _ - - 2' ) --- • ---- - : - ___ _

b d d b b tl d b

Asociativa :

f a
- ------ I.
y b

C j f a
. .. . . . . . ... ... 3') l .-_ . • - -- __ --,

l d q y b
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Elemento neutro :

a a
^4 ) -^ 0 = --

b b

Elemento opuesto :

a a
^ ) +- - - -

b b

GONZALO CALERO ROSILLO

y d 9

para -

j c ,f

b

Distributiva :

_- 0 ............ 5'}

a c f a

(b- -^ _a_ i ^ b

Como consecuencia de 5) y 5') resulta que siempre tienen solu-
^ción las ecuaciones :

a x c a z
--I_-_---- y
b y d b h

y, por tanto, siempre son posibles los
vaIentes:

a x c x
--`._ _ _^ .._ -- ^--^ -

b y d y

a z c a

4' )
a a
- • 1 == --.
b b

a b
--- • -- = 1,
b a

a

c a
con 0

^d b

dos grupos de igualdades equi-

C Cl a. C

---- - -.._ -_ <-^ _ , _---
d b b d

c z z c
^ _^ _._.. . _ -_-- .-- • --- - - -

b a d b d

Las dos últimas con :

z

x

y

a

h h d b

a

b

Por las propiedades 5) y 5') la diferencia y el cociente de dos nú-
rneros racionales quedan reducidos a suma y producto, respectiva-
tnente.
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En el conjunto Q las operaciones de adición y multiplicación tíe-
nen, aegún se ha visto, propiedades análogas, con dos excepcíones
solamente: 1 A La propiedad distributiva de la adición respecto a la
multiplicación no tiene una propiedad distributiva análoga de la mul-
^tiplicación respecto de la adición.

2$ Todo número racional tiene siempre un opuesto sin excep-
ción, por lo cual siempre es posible la diferencia d.e dos números ra-
cionales. Sin embargo, el número cero no tiene inverso, pues hemos
prescindido, según se dijo en el primer párrafo, de las fracciones del
tipo (a, 0), a^`-: 0. Como consecuencia, en el conjunto Q no es posible
1a divísión por cero.

El conjunto Q con las operaciones descritas diremos que tiene es-
tructura de cuerpo y le llamaremos cuerpo de los números racio-
nales.

Todo el estudio realizado con el conjunto Q se puede hacer grá-
ficamente empleando la representación cartesiana y las operaciones
con segmentos.

DIDACTICA Y METODOL^GiA
DE LA MATEIv1ATICA

C'UADERNOS DIDAC"1^ICOS. -MONOGRAFIAS DEI. C'.Qn.

Contiene los siguieates trabajos:

I J. ROYO LOPEZ: Diclríctic^i y McvotJolu^íu en !ci lic^c^ncirNnrn Mulrniúlicu.

^; EDUAR[^O GARCIA RODEJA: E! nwh•rinl didúrricr^ pc^rn !a rnsrfi^inza de

- Ic^s Murrmúriru.^.

^ 1ULI0 FERNANUE7. BIARGE: Brrr,^.^ idrn.^ .^nhri^ In.+ cerehrn.^ i^feclrónicns.

Ptas. 2p,_. _

^ EDI(7UNES DIi LA Xh.^VLSTA aENSE^VAN"/.A /14EDIA*

^ AT^ctin, RI, '° MADRID ( I_')


