
RELACIONES METRIC^IS

EN LOS TRI^INGULOS(*) 1 1 1

Por FR(-INCISCO BERNRRDO CNNCHO
(Inspector de Enseñanze Media del Estedo)

Lecciones ezplicadas a los alumnos de tercer curso del
Instituto "Ramiro de Maeztu", en la Cátedra de Meto-
dología y Didáctica de la Matemática, de la que está en-
cargado el Catedráticn de dicho Instituto D. José Royo
Lópe^.

1. Sea el triángulo ABC, obtusángulo en A. Esto es: A> B+ C ffi- .
^ -^ ^

K^ra 1). Tracemos por A las rectas AB, y AC,, tales que BAB, = C y
^^

CAC, = B. Se forman así los triángulos BAB, y CAC,, semejantes al tri-
ángulo dado y, por tanto, semejantes entre sí, por tener dos ángulos iguales.

A

C^

(Fig.l)
Convendremos en designar los triángulos ABC, CAC, y BAB, por

A, B y C, respectivamente; y el B,ACi por D.
^

Como es A> B-{- C, o, lo que es lo mismo, A> 1+ 2, entre los
triángulos A, B y C, se verifica:

(•) Días antes de su repentino fallecimiento, nos entregó el inolvidable compañero para su
publicación en la Revista el presente trabajo, uno muesiro más de su inquietud didóctico, que
supo -siempre alerto a las nuevas tendencios de la Matemática- conjugar con sus múlTiples ta-
reas en la Inspección Central {N. de RJ.
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A>B+C
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o más concrctamente : A= 8+ C+ i3

Bn la figura 2 se han construido los triángulos A, B y C exteríarmente al tríán-
gulo dado, Preferíble es un madelo en cartutina, con et que, medíante dableces,
comprueba el aIumno muy sencillamente la relación anterior,

Si el triángula es acutángulo, esto es, A<^ B+ C(fig. 3), será:

A< B+ C, ^a, con mayor precisión : A= B-!- C-- I^

A

C$
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Por último, si cl triángulo es rectángulo en A Ifig. 4), la recta AC), se
confunde con la AB, por scr A= B+ C.

Y se tiene : A= B^- C.

Y se puede resumir: Si snbre los lados de un triúrrgulu escaleno cons-
truimos triángulos semejantes al dado, el friángulo construido sobre el la-
do rnayor es mayvr, iguul u rnenc,r, que la surna de los otros dos, segúr:
que el triáugulo dadu sea oótusárr^;ulu, rectcírrgulu u ucutúngule).

lI. El triángulo D es isósceles, puesto que sus ángulos en B, y C, son
iguales, al ser suplementarios de ángulos iguales (homólogos en la seme-
janza entre B y C).

De la semejanza entre A y B se deduce (fig. 1):

BC AC

AL: CC:,

Y de la semejanza entre B y C:

CC, AB,
AC, _ ---^^^--

[1]

Teniendo en cuenta que D es isósceles, esto es, AB, = AC,, puede es-
cribirse:

CC, _ AC)

AC, BB, [2]

En el caso particular del triángulo rectángulo, la igualdad [l ĵ nos dice:

Un cateto es medio proporcional entre lcr hipotenusa y sr^ prvyección
sobre ella. (Teorema del cateto.)

Y la [2) nos da el teorema de la altura: F,rt iu^ triúrtgulo rectúrrgulo, la
altura relativa a la hipntenusa es medio propor^cic)nal entre los dos seg-
rnentos en que descomporte a éstcr.

III. Construyamos triángulos semejantes entre sí, tomando como ho-
mólogos los lados del triángulo ABC. Designémoslos por TA; TB; T^ (fi-
gura 5).
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Si comparamos TA con A, quc tienen común el lado BC, sus áreas son

proporcionales a sus alturas, h' y h. Esto es:

TA h.
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h'
Y, análogamente, las árcas de TB y B y T^ y C están en la misma razón

-. Lucgo:
jr

Y, scgún quc

SC Y 1l :

T
A

A

TB
Tc 1:'

A^B+C

[3l

[4]

[5]

O, más concretamente: Si en un triángulo es

A= B+ C 1 D

ISi cl tri;^n^ulo cs rectángulo, D= 0). ^
es

TA=TiI+T^± D .
h'

[6]

[^]

Obsérvese que las relaciones (S] y[7] se deducen de las [41 y [6], respectivamen-
h'te, multiplicando los dos miembros de éstas por la razán -^1--.

[V. Construyamos polígonos semejantes entre sí, tomando como ho-
mólogos los lados del triángulo ABC (fig. 6). Designémoslos por PA, PB, Pc.

Las diagonales BM y BN descomponen a PA en tres triángulos respectiva-

mente semejantes a los tres en que son descompuestos ]os políbonos PA y
P^ por las diagonales homólogas AM,, AN, y BMZ, BN2.

Y es fácil probar yue, se^tín el triángulo, sra obtus^ngulo, rectángulo 0
acut;ínt;ulo, scrá:

_^

PA = Pt;+ P^
^ [8!

Construyamos los triángulos respectivamente equivalentes a PA; Pa, Pc,
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de modo que tengan por bases los lados dcl triángulo ABC (fig. 7). Sea h'
la altura del triángulo equivalente a Pq:

Recordemos que un poiígono comexo puede transformarsc en otro equi-
valente con un lado menor mediante esta construcción: Se traza una diagonal que
aisle un solo vértice, por ejemplo, la AC. Por el vértice aislado B, trazamos la pa-
ralela a la diagonal y prolongamos el lado DC hasta que la encuentre en F. Unien-
do A con F se obtiene el polígono AFDE, equivalente al lado y con un lado menor.

B F

Esta equivalencia se prueba observando
que los dos polígonos tienen común el
AEDC y que el triángulo ACD del pri-
mero se ha sustituido por el ACF en el
segundo; y que dichos U-iángulos son
equivalentes por tcner la base común, AC,
y la misma altura, por ser BF parale-
la a AC.

Construido un cuadrilátero equivalente
a un pentágono, el mismo procedimiento
nos Ilevaría a un triángulo equivalente.
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Es inmediato que

Area _A'BC _ _h'

Arca ABC ^ h

o, también,

Pn h'

A
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,
y que, análogamente, es también - la razbn entre P^ y B y entre P^ y C.

h
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Esto es :

Luego si

FRANCISCO BERNARDO CANC110

PA PB P c h'
A C h

A= B-F C + D(si el triángulo es rectángulo, D= 0)

es

PA-pB-}-pc±D : h'
[9j

Las relaciones [8J y[9] nos dicen : Si sobre los lados de un triúngulo,
considerados corrto homólogos, construimos polígvnos semejantes, el po-
lígono construido sobre el lado mayor es mayor, igual o menor que la suma
de los otros dos, segtín que el triángulo sea obtusát^gtdo, rectúngulo o ucu-
tángulo.

En particular, esta propiedad es cierta cuando se trata de polígonos regulares o
de porciones de polígonos regulares. Asimismo, si se construyen, tomando los la-
dos del triángulo como cuerdas, segmentos circulares de la misma graduación. Y
más general si se construyen figuras cualesquiera, siempre que sean semejantes en-
tre s(.
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V ('alculemos cl árca del triángulo D ffig. R).

AreaD= -^ -B,C, AK=B,K . AK
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Tracemos la altura BH relativa al lado AC. Los triángulos rectángulos
/\. /"_

AB,K y BAH son semejantes, al ser AB,K = BAH, por suplementarios de
ángulos íguales. Lucgo :

B,K AK
- - _ ---
AH BH

dc clonde

B,K = AH . BĤ = AH . -ĝĉ ,

por la semejanza entre AKC y BHC. Por tanto :

Area de D= AH . AK ,- A_C
BC

Y la igualdad A= B+ C -^ D se transforma en

A= B+C±AH . AK . -BĈ

Cuando se trata de polígonos, si, como se ha dicho antes, es h' la altu•
ra del polígono equiva?ente a Pn, la igualdad [9] se convicrtc en

,
PA=PB+P^±AH . AK . BĈ . -^

ENSEÑANZA N(EUTA-6
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VI. Si los polígonos son cuadrados, CA; CB; C^; observemos que CA

se transforma en triánKulo equivalente de altura doble de BC. Lucgo:

h' 2 . BC
h AK

y la igualdad [10] se convierte en

C= C + C 1- AH . AK , AC 2_BC
A B ^ BC AK '

que se reduce a
CA = C -}- C I- 2. AC . AH,

que nos dice : El cuadrado de un lado de t^n tricíngulo es igual a la suma
de los cuadrados de los otros dos más (o menos) el doble producto de
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tut^, dc^ eilt^s pur lct hrul/eccicirt del c>trc^ sc,brc^ r`l, se^;íut se c^po^tga a t^n án-
^ulo ubtuso (c^ agudo)

Enunciado más correcto es éste: EI cuadrado construido sobre un lado de
un triángulo equivale a la suma de los cuadrados construidos sobre los otros dos
lados más {o menosf el duplo del área det rectángulo que tiene por dimensiones
uno de ellos y la proyeccióq del otro sobre é l, según se oponga a un ángulo ob-
tuso (o agudo).

Si ci ángulo opucsto es recto, el segmento AH es nulo, puesto que H
coincide con A; y la relación anterior se reduce a

CA = CB -F C^ que expresa el

Tcorcma dc Pitágoras.- El c^^adretd^^ cnnstruidu sobre la hiputenusa es
c^yiiit^ale^rte a!u stu^tu de lns cuadradus co^^strt^idos sobre los catetos.

Este teorema se deduce fácilmente de la relación [8], o de la [9], sin
más que suponer que el triáng,ulo es rectángulo y que los polígonos son
cuadrados.

VII. Si, como de costumbre, sc designan por u, h, c ios números que
midcn los lados de un triángulo, refcridos a una misma unidad, se tiene:

A

cr'=b^+c^+3.b.AH cr'=b'-+c^'

(Pitágoras)

u'=b-+c1 - ^2.b.AH

ViII. APLICACIONES. Las relaciones métricas estudiadas son de
muy frecuente aplicacibn en la resolución de ejercicios. Entre estas aplica-
ciones vamos a citar las dos siguientes:

A) Co^iocidas las medidas de lo.r ladns de un tricínguln, deterrninar si
es obtusúrt^;ulo, rectá^tgulo o acutá^tgulo.

Basta comprobar si el cuadrado dcl lado mayor es mayor, igual o me-
nor quc la suma de los cuadrados de los otros dos.

EJEMPLO: SI los lados de un triángulo miden: a= 17 cm., b= 20 cm.,
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c= 12 cm.; como 20' 17= + 1?-, e^-to es, b' <; u= + c•-, el lado mayor
(el b) se opone a un ángulo agudo y, por tanto, cl triángulo es acutángulo.

B) Coiastruccidn, cvn regla y compús, de unu ji^irra semejarrte u crtras
lios y que eqtriaalgn n stc sun:a o ct str di/erer.ciu.

Se reduce a con^truir un triángulo rectángulo conocidos los dos ca-
tetos o conocidos la hipotenusa y un cateto. He ayuí dos ejemplos:

]." Los triángulos B y C son semc;antes. Se pide otro triángulo scme-
jante a ellos y que eyuivalga a su s,uma.

Sobre dos semirrectas perperdiculares de origen A, se toman segmen-
tos AC = MN y AB = M'N' (MN y M'N' son lados homólogos en la se-
mejanza entre B y C). La hipotenusa BC del triángulo rectángulo ABC re-
suelve la cuestión. Y A e: cl triángulo pedido, semejante a B y C y equi-
valente a su suma.

2.° Los polígonos PA y P B son semejantes. Se pidc cl polígono seme-

jante a ellos que equivalga a su diferencia.
Se trazan dos semirrectas perpendiculares de origen A. Sobre una de

ellas se toma AC = M'N', y con centro en C se traza un arco de radio
MN, que corta a la otra semirrecta en B(MN y M'N' son lados homó-
logos en la semejanza entre PA y PB), El triángulo rectángulo ABC resuel-

ve el problema; y P^ es el polígono semejante a PA y PB y equivalente a

su diferencia.
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Obserrucidn. - D:^s ^olígonos regu!ares def mismo número de lados son
semejant^s. La raz.6n de seme;anza e^ igcal a la razón de sus lados. Asi-
mismo, todos los círculos son figuras ^^emejantes. La razún de semejanza
de dos círculos es il;cal a la razón de sus radios.

Por coasiguiente, es inmediata la construccibn, con regla y compás,
dcl círculo equivalente a'a suma o a!a diferencia de otros dos.

^o
M N

MN
Razón de semejanza = - -

M' N'

Razón de semc^anza =

^ Como ca^o particular, para construir el círculo equivalente a una co-
rona circular, de radios r y r', se construye el triángulo rectángulo de hi-
potenusa r y cateto r', como indica la figura. EI círculo de radio PQ es equi-
valente a la corona.

Rtcuérdese, por otra parte, que si x es el radio del círculo pedido, como
el área de la corona círcular es

^rz -- ^rr'2 = ^ (r' -- r")
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Se ha de verificar:

t Rnrveiscc^ nr.te;vnkt^o e,^tic uu

r.x'- _ ^ (r1 - r"-)^

esto es:

x= = r' __ r^-,

los que nos lleva a]a construcción antes indicada.

EXPOSICION DE MATERIAL

DIDACTICO DE MATEMATICAS

Es propósito del Centro de Orientaciún Didáctica organizar una ex^osición

de Material de Matemáticas, para cefebrar en el mes de abril de] año pró

ximo.

Habida cuenta del interés que ofrece el que los alumnos realicen tra-

bapos de tan alto valor formativo, este Centro espera fundadamente que acu-

dan a este Certamen toda clase de Centros de Enseñanza Media, aportando

los modelos que, bajo la orientación del profesorado, construyan o hayan

construido sus alumnos, por sencillos y modestos que tales trabajos parezcan.

Para estimular estas actividndes se establecerán di^^ersos premios.


