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(Licenciado en Ciencias)

?1 hrimera vista parece que el conjunto infinito de los números fraccio-
narios no es nunzerable, o sea que no es coordinable con el conjunto N,
igualmente infinito, de los númeras naturales. La razón de que esto apa-
rentemente sea así es que, dados dos números naturales consecutivos cua-
lescluiera, habrá siempre un número infinito de números fraccionarios com-
l^renctidos entre ellos, por lo que no parece posible establecer una corre^-
pon^le^acia bi^unívoca entre ambos eonjuntos.

Sin embargo, existe un sencillo procedimiento que hermite establecer
dicha correspondencia, es decir, que a c^^alqicier número fraccionario m(n
corresponda un número ordinal determinado •y sólo uno, y recíprocamente.

Para ello tie construye en primer lugar, con los sucesivos términos de
la ^ei•ie natural de los núm^eros tomados en sentido diagonal, el siguiente
cuadro:

rn^>

n^f

n=2

n=3

n=9

n=n

rn=2 m=3 m= 4 m= 5 m^m

/'
%^

^

,
^

3
^

.
.

^
6

.,
^

^o

^.
/

/^5
m2+ m

^, ',
,

,
,

^ .
z

^
'

i'
^z

S-'

,^
/^

9

.
^

!4
^

.
i

/zo
mst3m

,
,

,
,

,
, ^ ^ z

,•
^
4

^ ,
,

/ 8

,
'
3

,
/

'^9

,,
/

^ 2 6
.^z+sm+z

,
, ^

,
^

,
/

z

,
'

'^

^.

^2

,

. ^8

/^
^
2s

/
'

,'33
m =± 7.n ^- 6

2
,

/
. ^

,
/ /

," ^ . / ^
i / / / / I+^?+9 m ^ ^2

,'^^ ,'1?' ,'29 ,'3z
^'

, 2
. . / /

n2-n+2 nz-fn+4 ns^3n+8 n=tsn^f4 (^n.n.2)tm^n-f

z z z z z
^m



lo^o JL'AN RAFAEL Sl^n

E1 cuadro es, naturalmente, indefinido hacia abajo y hacia la derecha.
nx es el indicador de columnas y n el indicador de filas. Se observa en se-
guida que todas las columnas y filas del mismo forman progresiones arit-
méticas de segundo orden. El término general de una progresión de ese
tipo viene dado por la fórmula

^2^r+(n-í)a+b

en que, como es sabido, b constituye el primer término de la prooresión
de segundo dada, a el primer término de la correspondiente pro;;resión
aritmética de primer orden formada por las sucesivas diferencias de los
término^ de la anterior, y r la razón constante de esta última.

De este modo, ]a fila enésinxa estará constituida por lo.^ terminos ge:^e-
rales de las sucesivas columnas y la columna enxésinta por los de la; su-
cesivas filas. Todos estos términos generales se calculan fácilmente, apli-
cando la fórmula anterior, como sigue:

n (n - 1) n^-n+2 (n---1) n
m=1 ; r=1,a=0,b=1 ; -----+1=- =---+1

2 2 2

n(n-1) n^+n+4 n(n+ 1)
m=2 ; r=1 a=1 ,6=3 ; -------+(n--1)+3=----_- +2

2 2 2

n(n--1) n^+3n+8 (n+l) (n+2)
m=3 ; r=1 ,a=2 , b=6 ; - +(n-1)2+6=----------- +3

2 2 2

n(n-1) n^+5n+14 (n+2) (n+3)
m=4 ; r=1 ,a=3,b=10; 2 --+(n--1)3+10=----, _- --- +3

n(n-1) ^ n'-+7n+22 (n+3) (n+4)
m=5; r=1,a=4,6=I5 ;-----+(n-1)4+15=-----._.....--- ---- - - +i

2 ? -

m=m;
(n+m--2) (n+m--1)

- +m
2

m(m-1) ^ m^ '- m(m - I) m
n=1 ; r=1,a=1,b=1 ;-- Z +(m-1)+1=-- z-_-- 2-+m



ORllENACION DE LOS NU^IF.ROS FH^ICCIONARIOS

m (m-1) m^+3m m (m+l)
n=2 ; r=1 a=2 , b=2 ; ----+(m-112+2 =------- _ +m

2 2 2

lOGI

m(m--1) m^+5m+2 (m+l) (m+2)
n=3 ; r=1,a=3 b=4 ;-- --+(m---1)3+4= 2 =--Ĝ +m

m (m-1) m^+7m+6 fm+21 (m+3)
n=4 ; r=1,a=4,b=7 ; - ---^ - +(m-1)4+7= ^ _---------- +m

m(m-1) m'-+9m+12 (m+31 (m+4)
n=5;r=1,a=5 6=11;----2--+(m--1)5+11= Z ----_-----2 --+m

(m+n--2) (m+n-1)
n=n ; -- - - ^ +m

Por tanto, la fórmula general que permite hailar el número natural con-
tenido en cualquier casilla del cuadro, correspondiente a la columna cíe
orden ^n y fila de orden n será, como es lógico, el resultado común de las
dos generalizaciones precedentes, o sea

(m+n-21(m+n--1) ^
---------- -----------_ + m (1)

2 ,

Este término de orden (m, n) no pertenéce evidentemente a la diagonal
señalada en la figura. Para los términos de la misma se tiene que cumplir
]a condición n-7n, con lo que la fórmula (1) tomará la expresión

(2m - 2) (2m - 1)
- ------------ + m = (m -- 1) (2m - 1) + m =

2
2m^ - 2m + 1 (2)

Se construye ahora un segundo cuadro, de tal manera que en cada una
de sus casillas figure un número fraccionario cuyo numerador sea el valor
de ^r^, para dicha casilla (equivalente a la columna a la cual pertenezca)
,y el denominacíor el ^-alor de n (equivalente a la fila a que pertenezca la
referida casilla) .
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En este cuadro están contenidos los infinitos números fraccionarios po-

sibles. En la diagonal señalada en la figura están todos los quebrados equi-

valentes a la unidad; entre el borde superior fijo del cuadro y aquella dia-

gonal están todos los quebrados impropios; entre el borde izquierdo fijo del

cuadro y aquella diagonal están todos los quebrados propios. Por tanto, a

pesar del hecho de que, dado un número natural cualquiera, existen infini-

tos números fraccionarios equivalentes a él, y que entre dos números natu-

rales cualesquiera están comprendidos infinitos números fraccionarios, ^í

es posible coordinar ambos conjuntos, haciendo corresponder a cada mí-

mero fraccionario del segundo cuadro el número natural situado en la ca^i-

lla correspondiente del primer cuadro. En consecuencia, EL CON.IiJNTO

DE LOS NUMERO5 FRACCIONARIOS SI ES NUMERABLE.
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El número natural correspondfente a un quebrado cualquiera m/n será
lágicamente el término de orden (m, n) del cuadro primero, es decir,

(m+n-2) (m+n-1)
-- - + m

2

y el correspondiente a un quebrado del tipo m/m (diagonal principal) será

2mZ - 2m + 1

Finalmente, colocando signo negativo a todos los términos de los dos
cuadros, quedará debídamente establecida la correspondencia biunfvoca en-
tre el conjunto completo de los números fraccionarios y el conjunto Z de
]os números enteros, excluyendo de este último el cero (cosa perfectamente
explicable por la circunstancia obvia de no existir el 0/0 como tal quebrado
unitario).

Como comprobación de la fórmula (2) se puede considerar la diagonal
principal (1, 5, 13, 25, 41, ...) como otra progresión aritmética de segundo
orden, en la que r--t, a_0, b-1; asf es que el término emésimo vendrá
dado por

m(m-1)
------- -- . 4 + 1 = 2m (m - - 1) + 1 = 2m^ - 2m + I

2

Alcoy, abril de 1965.
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