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A primera vista parece que el conjunto infinito de los numeros fraccio-
narios no es numerable, o sea que no es coordinable con el conjunto N,
igualmente infinito, de los nuimeros naturales. La razon de que esto apa-
rentemente sea asi es que, dados dos nlimeros naturales consecutivos cua-
lesquiera, habra siempre un nimero infinito de nimeros fraccionarios com-
prendidos entre ellos, por lo que no parece posible establecer una corres-
pondencia biunivoca entre ambos conjuntos.

Sin embargo, existe un sencillo procedimiento que permite establecer
dicha correspondencia, es decir, que a cualquier ntimero fraccionario m/n
corresponda un numero ordinal determinado y sélo uno, y reciprocamente.

Para ello se construye en primer lugar, con los sucesivos términos de
la serie natural de los numeros tomados en sentido diagonal, el siguiente
cuadro:
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El cuadro es, naturalmente, indefinido hacia abajo y hacia la derecha.
m es el indicador de columnas y n el indicador de filas. Se observa en se-
guida que todas las columnas y filas del mismo forman progresiones arit.
méticas de segundo orden. El término general de una progresién de ese
tipo viene dado por la férmula

(3)r+(nil)a+b

en que, como es sabido, b constituye el primer término de la progresién
de segundo dada, a el primer término de la correspondiente prozresién
aritmética de primer orden formada por las sucesivas diferencias de los
términos de la anterior, y r la razén constante de esta ultima.

De este modo, la fila enésima estara constituida por los terminos gene-
rales de las sucesivas columnas y la columna emésima por los de las su-
cesivas filas. Todos estos términos generales se calculan facilmente, apli-
cando la féormula anterior, como sigue:
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Por tanto, la férmula general gque permite hallar el nimero natural con-
tenido en cualquier casilla del cuadro, correspondiente a la columna de
orden m y fila de orden n serd, como es logico, el resultado comin de las
dos generalizaciones precedentes, o sea

m+n—2)(m+n—1)

- |
2 |

Este término de orden (m, n) no pertenece evidentemente a la diagonal
sefialada en la figura. Para los términos de la misma se tiene que cumplir
la condicion n=m, con lo que la férmula (1) tomard la expresion

2m-—2) 2m—1)

+ m=(m-—1C2m - 1) + m =|2m2—2m + 1} (2)

2

Se construye ahora un segundo cuadro, de tal manera que en cada una
de sus casillas figure un nimero fraccionario cuyo numerador sea el valor
de m para dicha casilla (equivalente a la columna a la cual pertenezca)
y el denominador el valor de n (equivalente a la fila a que pertenezca la
referida casilla).
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En este cuadro estan contenidos los infinitos nimeros fraccionarios po-
sibles. En la diagonal sefialada en la figura estan todos los quebrados equi-
valentes a la unidad; entre el borde superior fijo del cuadro y aquella dia-
gonal estan todos los quebrados impropios; entre el borde izquierdo fijo del
cuadro y aquella diagonal estin todos los quebrados propios. Por tanto, a
pesar del hecho de que, dado un nimero natural cualquiera, existen infini-
tos nimeros fraccionarios equivalentes a él, y que entre dos niimeros natu-
rales cualesquiera estdn comprendidos infinitos numeros fraccionarios, si
es posible coordinar ambos conjuntos, haciendo corresponder a cada nu-
mero fraceionario del segundo cuadro el nimero natural situado en la casi-
lla correspondiente del primer cuadro. En consecuencia, EL CONJUNTO
DE LOS NUMEROS FRACCIONARIOS SI ES NUMERABLE.
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El nimero natural correspondiente a un quebrado cualquiera m/n sera
légicamente el término de orden (m, n) del cuadro primero, es decir,

m+n—2)(m+n—1)
2

+ m

y el correspondiente a un quebrado del tipo m/m (diagonal principal) sera

2m2 —2m + 1 §

Finalmente, colocando signo negativo a todos los términos de los dos
cuadros, quedara debidamente establecida la correspondencia biunivoca en-
tre el conjunto completo de los numeros fraccionarios y el conjunto Z de
los nimeros enteros, excluyendo de este 1iltimo el cero (cosa perfectamente
explicable por la circunstancia obvia de no existir el 0/0 como tal quebrado
unitario).

Como comprobacién de la férmula (2) se puede considerar la diagonal
principal (1, 5, 13, 25, 41, ...) como otra progresién aritmética de segundo
orden, en la que r=4, a=0, b=1; asf{ es que el término emésimo vendrai

dado por

m (m — 1)
= 4+ 1 =2m(m— 1D + 1 =2m2 - 2m + I

2

Alcoy, abril de 1965.
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