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GRUPO.- Se dice que una ley de composición interna ^r confiere a
un conjunto A(a, b, c,...) estructura de grupo cuando A y T reúnen las
siguientes propiedades :

1. ^c es efectivamente una ley de composición interna en A:
^ azb = m(mEA).

2. ti es asociativa :(a T b) ^r c= a T(b -c c).

3. Uno de los elementos e E A es elemento neutro con relación a z:
aTe=e^ra=a.

4. Todo elemento a E A tiene un simétrico a' E A con respecto a T:

aza'=a'za=e.

Si además se verifica :

5. T es conmutativa : a i b= b T a,

entonces el grupo se llama con^m^tativo o abeliano.

En el caso de que la única propiedad que no se verifique sea la 48, el
conjunto recibe el nombre de semigrupo, que podrá ser conmutativo o no,
según qué se cumpla también o no la 5^` propiedad.

Si, dado un conjunto que para determinada ley de composición interna
tiene estructura de grupo, existe un subconjunto del mismo tal que, al
aplicar a sus elementos (pertenecientes támbién al conjunto principal) la
referida ley de composición interna, resulta que tiene asimismo estructura
de grupo, se dice que este subconjunto es un subgrupo, conmutativo o no,
según lo sea el grupo principal.

En el caso particular de que la ley de composición interna sea la suma
(T =^-), el grupo, semigrupo o subgrupo se denomina aditivo, y entonces
el elemento neutro será el O y el elemento simétrico de a su opuesto -a.
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En el caso particular de que la ley de composición interna sea la mul-
tiplicación (T =x), el grupo, semigrupo o subgrupo se denomina multipli-
cativo, y entonces el elemento neutro será el 1 y el elemento simétrico de a
su inverso l^a.

Aplicaeión del concepto de grupo al campo numérico.- En los es•
quemas siguientes se detallan -siguiendo el orden en que se expusieron
anteriormente- las propiedades que, primero para la adición y luego para
la multiplicación, poseen los distintos conjuntos de números.

ADICION
1.• 2.° 3.' 4." S.'

Conjunto N de los números naturales. Sí Sí Sí No Sí
Conjunto Z de los números enteros ... Sí Sí Sí Sí Sí
Conjunto Q de los números racionales. Sí Sí Sí Sí Sí
Conjunto R de los números reales ... Sí Sí Sí Sí Sí
Conjunto C de los números complejos. Sí Sí Sí Sí Sf

MULTIPLICACION
1.• 2' 3' 4" 5"

Conjunto N de los números naturales. Sí Sí Sí No Sí
Conjunto Z de los números enteros ... Sí Sí Sí No Sí
Conjunto Q de los números racionales. Sí Sí Sí Sí Sí
Conjunto R de los números reales ... Sí Sí Sí Sí Sí
Conjunto C de los números complejos. Sí Sí Sí Sí Sí

Por tanto, en el aspecto aditivo, el conjunto N(incluido el C) es semi-
grupo abeliano y los conjuntos Z, Q, R y C son grupos ŭbelianos, siendo
cada uno de estos últimos subgrupo del que le sigue.

Y, en el aspecto multiplicativo, los conjuntos N(sin incluir el O) y Z
son semigrupos abelianos y los conjuntos Q, R y C son grupos abetianos,
síendo igualmente cada uno de estos últimos subgrupo del que le sigue.

ANILLO.- Se dice que dos leyes de composición interna T y ^_^
confieren a un conjunto A(a, b, c,...) estructura de anillo cuando A, T y
^`^ reúnen las siguientes propiedades:

1. ti, por sí sola, confiere a A estructura de grupo abeliano.

2. ^ ^ es efectivamente una ley de composición interna en A: a ^ j
b = m (m E A).

3. ^_^ es asociativa: (a ^=j b) I_I c= a I_I (b I_I c)•
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4. ^-^ es distributíva respecto a^:(a ^ b)

Tb ^-^ c.

Si además se verifica:

5. ^ ^ es conmutativa : a j:__^ b= b ^ ^ a,

entonces el anillo se llama conmutativo.

Y si, por atiadidura, se verifica también :

6. Uno de los elementos E E E es eiemento neutro con relación a
I-^ ^ a ^-^ F=E ^_I a= a,
entonces el anillo se llama unitario.

zz^^

-^c=a^.^cT

Finalmente, si, aparte de las cuatro primeras propiedades, se verifican
a la vez la 5.' y la 6.8, el anillo se llama conmutativo unitario.

En el caso de que la única propiedad que se verifique de manera dis-
tinta sea ]a 1", en el sentido de que ti, en vez de conferir a A estructura
de grupo, lo hace de semigrupo abeliano, el conjunto recibe el nombre de
semianillo, que podrá ser conmutativo, unitario, ambas cosas o ninguna,
según cuáles de las propiedades 5a y b' se verifiquen también.

En el caso particular de que las dos leyes de composición interna sean
la suma y la multiplicación, el anillo o semianillo se denomina aditivo 0
multiplicativo, según sea T =-1- , ^_^ = x, o bien ^t = x, ^_^ _+.

Aplicación del concepto de anillo al campo numérico.- En los es-
quemas siguientes se detallan -siguiendo el orden en que se expusieron
anteiormente- las propiedades que, primero para la adición y multiplica-
eión, y luego, a la inversa, para la multiplicación y adición, poseen los
distintos conjuntos de números.

ADICION Y MULTIPLICACION
7 .R 3.u 4." 5." 6 `

Conjunto N de los números natu-
rales ... ... ... ... ... ... ... ... No Sí Sí Sí Sí Sí

Conjunto Z de los números en-
teros ... ... ... ... ... ... ... ... Sí Sí Sí Sí Sí Sí

Conjunto Q de los números racio-
nales ... ... ... ... ... ... ... ... Sí Sí Sí Sí Sí Sí

Conjunto R de los números reales. Sí Sí Sí Sí Sí Sí
Conjunto C de los números com-

Sí Sí Sí Sí Sí Sí
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MULTIPLICACION Y ADICION
l.° 2.a 3.° 4." 5.° 6.°

Conjunto N de los números natu-
rales ... ... ... ... ... ... ... ... No Sí Sí No Sí Sí

Conjunto Z de los números en-
teros ... ... ... ... ... ... ... ... No Sí Sí No Sí Sí

Conjunto Q de los números racio-
nales ... ... ... ... ... ... ... ... Sí Sí Sí No Sí Sí

Conjunto R de los números reales. Sí Sí Sí No Sí Sí
Conjunto C de los números com-

Sí Sí Sí No Sí Sí

Por tanto, en el aspecto aditivo, el conjunto N(incluido el O) es semi-
anillo conrnutativo unitario y los conjuntos Z, Q, R y C son anillos con-
mutatitos unitarios, teniendo todos ellos por elemento neutro el que
corresponde a la multiplícación, o sea el número 1.

En cambio, en el aspecto multiplicativo, por no cumplir la adición la
propiedad distributiva respecto a la multiplicación, nin^uno de los con-
juntos numéricos considerados tiene estructura de anillo.

CUERPO.- Se dice que dos leyes de composición interna T y ^_^

confieren a un conjunto A(a, b, c,...) estructura de cuerpo cuando A, T y

^_^ reúnen las siguientes propiedades:
1. T, por sí sola, confiere a A estructura de grupo abeliano.

2. ^^ es tal que T y ella confieren a A estructura de anillo.
3. (_^ , por sí sola, confiere al subconjunto A' e A, que resulta

de considerar en A todos sus elementos, excepto el elemento neutro
propio de ^s, estructura de grupo.

Si además se verifica :
4. ^_ ^, no solamente confiere a A' estructura de grupo, sino de

grupo abeliano,
entonces el cuerpo se llama conmutativo.

En el caso particular de que las dos leyes de composición interna sean
la suma y la multiplicación, el cuerpo se denomina aditivo o multiplicativo,

según sea T=-f- , ^_^ = x, o bien ^r = x, ^_^ _-1-.
Aplicación del concepto de cuerpo al campo numérico.- En los es-

quemas siguientes se detallan -siguiendo el orden en que se expusieron
anteriormente- las propiedades que, primero para la adición y multiplica-
ción, y luego, a la inversa, para la multiplicación y adición, poseen los dis-
tintos conjuntos de números•
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ADICION Y MULTIPLICACION 1.' 2.' 3.' 4'

Conjunto N de los números naturales .. . No No No No
Conjunto Z de los números enteros ... ... Sí Sí No No
Conjunto Q de los números racionales ... Sí Sí Sí Sf
Conjunto R de los números reales ... ... Sí Sí Sí Sí
Conjunto C de los números complejos ... ... Sí Sí Sí Sf

MULTIPLICACION Y ADICION 1.' 2." 3.° 4.`
r- -

Conjunto N de los números naturales ... No No No No
Conjunto Z de los números enteros ... ... No No Sí Sí
Conjunto Q de los números racionales ... Sí No Sí St
Conjunto R de los números reales ... ... Si No Sí Sf
Conjunto C de los números complejos ... ... Sí No Sí Sf

Por tanto, en el aspecto aditivo, ni el conjunto N, ni el Z tienen es-
tructura de cuerpo, pero los conjuntos Q, R y C sí son cuerpos conmuta-
tivos, siendo el elemento neutro que se elimina de cada uno de ellos para
investigar la tercera propiedad el que corresponde a la adición, o sea el
número O.

En cambio, en el aspecto multiplicativo, por no tener estructura de
anillo ninguno de los conjuntos numéricos considerados, tampoco la ten-
drán de cuerpo.

NOTA : Tanto en los cuerpos, como en los anillos, tratándose de nú-
meros, se puede omitir el adjetivo "aditivo", puesto que es el único posible.

RESUMEN DE TODAS CLASES DE ESTRUCT'URAS ALGEBRAI-
CAS EXISTENTES EN EL CAMPO NUMERICO.-En el cuadro siguíen-
te se esquematiza a qué estructuras pertenece cada uno de los conjuntos de
números (naturales, enteros, racionales, reales y complejos), teniendo en
cuenta que, en cuanto a la adición y multiplicación concierne, los números
siempre están dotados de la propiedad conmutativa.

MULTIPLICACION Y ADICION N Z Q R C

Semigrupo abeliano aditivo ... ... ... ... Sí No No No No
Semigrupo abeliano multiplicativo •-• ••• Sí Sí No No No
Grupo abeliano aditivo ... ... ... ... ... No Sí Sí Sí Sí
Grupo abeliano multiplicativo ... ... ... No No Sí Sí Sí
Semianillo conmutativo unitario ... ... Sí No No No No
Anillo conmutativo unitario ... ... ... ... No Sí Sí Sí Sí
Cuerpo conmutativo ... ... ... ... ... ... No No Sí 5i Sí
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