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PREAMBULO

La axiomdtica de una ciencia consiste en aceptar como evidentes o convencio-
nales cierto nimero de proposiciones por medio de las cuales pueda demostrarse
el resto de la teoria por razonamientos puramente 16gicos. Los axiomas suelen ex-
presar verdades simples deducidas de la experiencia diaria,

El primer matemdtico que intenté sentar los cimientos de la Aritmética en un
sistema de axiomas fue CAMPANO (1482) que publicé la primera traduccién impresa
y comentada de los Elementos de Euclides y enunci6, por primera vez, el axioma
que lleva su nombre: “Todo conjunto de nimeros naturales tiene un minimo”,
principio de buena ordenacidén.

Otra proposicién de gran fuerza demostrativa, que unos autores toman como
axioma y otros lo demuestran como teorema, es el llamado “Principio de induc-
cion completa” o de “Recurrencia” o paso de n a n + 1. Fue enunciado por
MAURGLICO en su obra “Arithmeticorum libro duo™ (1557)

El primero en adoptar decididamente un sistema de axiomas para la Aritmética
fue GiusserE PEANO en su obra “Arithmdtices principia novo método expdsita”
(1889), que es el siguiente:

Axioma 1. 1 es un numero.

Axioma 2. Si @ es un ntimero, también lo es el siguiente.

Axioma 3. Si g = b, también sig.'a = sig. b.

Axioma 4. El 1 no es sucesivo de ninguno.

Axioma 5.° Principio de induccién: Toda proposicién de que pertenece al 1 y
que, al pertenecer a n pertenece también al sig. n, pertenece a todos los nimeros.
(Axioma de MAURGLICO.)

El verdadero sistematizador de los métodos axiomdticos fue HILBERT en "Grund-
lage der Geometrie® (1899), en los que hace un minucioso estudio de las condicio-
nes necesarias y suficientes que deben cumplir todo sistema de axiomas de cual-
quier ciencia, haciendo observar que los axiomas deben ser COMPATIBLES, IN-
DEPENDIENTES, COMPLETOS y SUFICIENTES, dc tal modo que:

1.> No se contradigan unos a otros.
2. Ninguno sea consecuencia de los demads,
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3. El resto de la teoria sea EXCLUSIVA consecuencia de ellos.
4.° Su numero sea el menor posible. ’

Condiciones que no siempre son atendidas en los sistemas adoptados por los
autores, segun tendremos ocasién de comprobar mds adelante,

El sistema axiomatico que creemos mas acertado como fundamento de
la Aritmética es el siguiente:

1. DEFINICION Y AXIOMAS.—Los nimeros naturales son entes abstrac-
tos que forman un conjunto N, cuya extructura queda determinada por
las siguientes propiedades.

AxioMA 1.°.—El conjunto N es totalmente ordenado e inefinido (sin
fin).

Es decir, que: dados dos mimeros naturales, a y b, siempre uno de
ellos es anterior al otro y no hay ninguno que sea el wltimo.

AxIOMA 2.°.—El conjunto N es bien ordenado. Es decir, que todo con-
junto parcial de N tiene un elemento primero (Principio de CAMPANO).

Consecuencia de esto es que el propio conjunto N tiene un primer ele-
mento que se llama UNQ y se representa por 1.

AxioMA 3."—Todo mimero natural, excepto el 1, tiene un anterior in-
mediato (este axioma completa el anterior para excluir los elementos sin-
gulares, sin anterior inmediato. Recuérdese el nimero 5 de la primera
parte).

2. TeorReMA l..—Todo néimero natural tiene un siguiente inmediato.
En efecto: sea m € N.

El conjunto de todos los nimeros naturales que siguen a m es un con-
junto parcial de N, que, en virtud del axioma 2.%, tendrd un elemento pri-
mero, sea n.

Este minimo, n, es pues el siguiente inmediato a m.

3. TEeoREMA 2.°.—Principio de induccion completa (se enuncia como
en el 7, 6., de la primera parte).

Demostracion.—Si hubiera algunos nimeros que no tuvieran la propie-
dad P, esos nimeros formarian un conjunto parcial de N que, por el
axioma 2., tendria un primer elemento, sea n, y éste, por el axioma 3.
(obsérvese la importancia de este axioma) tendria un anterior inmediato,
m, que si que tendria la propiedad P.

Pero, en virtud de la hipétesis 2., también » tendrd esta propiedad, lo
que es absurdo.
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4. CONCEPTOS DE MAYOR Y MENOR.—Si es a anterior a b, lo que se
se escribe a < b, se dice que “a es menor que b” y que éste es mayor
que aquél.

Esto se indica con los signos < y >.
De esta definicién y del axioma 1.° resulta:

Si a y b son dos numeros naturales cua-
lesquiera, siempre es

1.° a<b ° a>b (Ordenacién total)
En el conjunto N no hay dos nimeros
iguales.
2.0 a <b > b>a (Propiedad simétrica)
Si a<hb . .
3.° > a<c (Propiedad transitiva)
y b <c

5. CORTADURAS EN N.—Cualquier numero natural, n, descompone
al conjunto N en dos partes: Una, S, formada por el nimero n y todos
los anteriores a n, que llamaremos “SECCION INFERIOR DE n” y es

. =11,23 .,n)

La otra, S”.. es la seccion superior de n y estd formada por todos los
nilmeros magores que n.

6. CONJUNTOS FINITOS.—Un conjunto A, se llama finito cuando es
coordinable con una seccion inferior de N.

El numero n, determinante de la seccion S’,, se llama NUMERO CARDINAL
del conjunto A.

Si A——— 8§, > Card. A = n
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7. NUMERO CARDINAL Y NUMEROS ORDINALES.—Como en el 18 de la
primera parte,

8. Axioma 4.". PERMANENCIA DEL CARDINAL.—Como cl 19 de la pri-
mera parte,

En ese nimero, esta proposicién se apoyaba en la propiedad de los
conjuntos finitos de ser biyectivos consigo mismos cualquiera que sea
el orden en que se dispongan sus elementos. En esta exposicién axiomati-
ca, no pudiéndonos apoyar en ese teorema, aceptamos esta proposicién
como axioma, expresién de una experiencia intuitiva.

También podrian tomarse como axiomas, en vez del 2. y 3., los
enunciados de los teoremas 1. y 2., con los que sc pueden demostrar
aquéllos, pero estas demostraciones, especialmente la del 3., resultan su-
mamente laboriosas.

OPERACIONES CON LOS NUMEROS NATURALES

En esta exposicidn axiomdtica de los nimeros naturales, se definen las
operaciones por recurrencia o paso de n al siguiente de n.

9. ApICIéN.—Se llama SUMA de dos mimeros naturales, a y b, a otro
numero naturdl, ¢, que se representa por a + b, determinado del si-
guiente modo:

a+1=4a (@’ representa el sig. a) [1]

a+ n =(a+ ny (sig. de a + n) [2]

SUSTRACCION.  AXIOMA 5.°.—Dados dos numeros, a > b, existe siem-
pre otro numero natural, d, tal que b + d = a.

Si a>b —> Hd tdque b+d=a B3]

(El simbolo ¥ se lee “existe un mimero”),

Este mimero d se llama DIFERENCIA entre a y b y se representa por
a —b, asi:
a—b=4d
de modo que

a>b — b+d=ag — a—b=d 4]
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Estas relaciones indican trasposicion de términos en una igualdad
entre sumas y restas.

MULTIPLICACION,—Dados dos nimeros naturales, a y b, se llama PRo-
DUCTO DE a por b, a otro numero natural, p, que se representa

aXb=p ; a.b=p o ab = p

que queda determinado por las siguientes igualdades:

ax1l=ua 1

a.b=a.b+ a 6]

PROPIEDADES DE LAS OPERACIONES.—Las demostraciones de las propie-
dades de todas cstas operaciones se hacen también por induccién. Expo-

nemos a continuacién algunas de ellas por no alargar demasiado este tra-
bajo.

10. PROPIEDADES DE LA ADICION.—De [1] se deduce:

I+1=1"=2 ; 24+41=2=3 ; 34+1=3%=4

De modo que

2=1+1; 3=1+1+1 ;

y, en general,

(n términos)

LEmMA—

a +b=a+ b 71

En efecto: segun [1] y [2] es:

¢ +F 1 =@y =+ 1) =a+ 1.
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La igualdad [7] es pues cierta para b = 1.
Y supuesta cierta [7] para el nlimero b, lo serd también para b’ pues por [2],

a+ b = (@ + by

por {7]
= (a + b
y por (1],
=a + b
PROPIEDAD CONMUTATIVA.—A)
1+m=m+1 81

Esta igualdad es una identidad para m = 1.
y supuesta cierta para m, lo serd también para m’, pues, por [2]
1 +m = (1 + m)y
por [8] y [7]
=m+1)y=m+ 1 =m +1.

B).—Queremos demostrar que

a+b=b+a 9]

Esta igualdad, segiin [8], es cierta para b = 1, 'y, supuesta cierta
para el nimero b, lo serd también para b’ pues

por [2] es
a+ b = {(a+ by

por [91, y por [2],
=0b+a)=>b+d

y por [7]
=P + a.
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PROPIEDAD ASOCIATIVA.—

| @+by+c=a+ 0+ 0 | [10]

Es cierta para ¢ = 1, pues, por [1] y {2] es

@+b)+1=@+by=a+b=a+ bB+1
y, supuesta ciérta para el nlimero ¢ lo serd también para ¢’ pues
por [2],
(a+ b)) + ¢ = [(a+ b)+ ]
por [10], y por [2],

=la+b+)N) =a+4+bB+c)=a+ b+ )

11. PROPIEDADES DE LA MULTIPLICACION.—

PROPIEDAD DISTRIBUTIVA.—

(a+ b)c = ac + bc [11]

Esta igualdad es cierta para ¢ = 1, pues, por [5]
@a+b).l=a+b=a.l+>b.1

y, supuesta cierta para el ndmero ¢, los sera también para c¢’, pues
por [6]
(a+ b) =@+ bc+ (a+ b
por [11]
ac + bc + a + b = (ac + a) + (bc + b)
y por [6]
= ac’ + bc’.
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PROPIEDAD ASOCIATIVA.—

(ab)c = a(bc)

Esta igualdad es cierta para ¢ = 1, pues, por [5]

y supuesta cierta para el nimero ¢, lo serd también para c’, pues

por [6]

por (12}

(@b) . 1 = ab = ab . 1)

(ab)e® = (ab)e + ab

= albc) + ab

y por [11], y por [6]

= a(bc + b) =a(bc’)

ESTUDIO CRITICO DE OTROS SISTEMAS DE AXIOMAS

SisTEMA DE PEANO (1889).—Recordemos que es el siguiente:

Axioma
Axioma
Axioma
Axioma
Axioma

1"
20
3.1)
4.0
5.0

1 es un nidmero.

Si a es un nimero, también lo es el siguiente.
Si a = b, también sig. a = sig. b.

El 1 no es sucesivo de ninguno.

Principio de induccién.

(12]

Este sisiema es superabundante e incompleto. Los Axiomas 1.°, 2.° y 4.° se
limitan a indicar que el 1 es el primer nimero y que cada uno tiene un siguiente,
pero falta el axioma de buena ordenacién, con el que, como sabemos, pueden
demostrarse la existencia del siguiente y el principio de induccién.

RicHARD DEDEKIND.—Was sind und was sollen die Zahlen. No adopta una cx-
posicién propiamente axiomadtica pero hacemos referencia a ella por la gran in-
fluencia que ha tenido en otros autores modernos, como comprobaremos pronto,

El fundamento de toda la teoria sobre los nimeros naturales descansa en el
concepto de CADENA

Llama cadena K a un conjunto en el que puede establecerse una representa-
cién biunfvoca g(K) = K’ tal que K’ .K.
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Y dado un conjunto S, se dice que K _ es la cadena del elemento asi:
g(K) =K' = K - {a}.

Por iteracién resulta:

gK)=K ; KcK ; K—K={a} ; ga=b

g(Ku ) = K" : K” c K’ : K —K” =b :
K—K" = {c, b} ;o gb)=r¢
g(Kl!) -— Kll » ; Kl, ? C K” : K” —_ K" ’ _— C ;

K—K"'"={a,b,c} ; gc)=d

Las cadenas son pues conjuntos ordenados.

B) En el nimero 59 demuestra el principio de induccién por medio de una
cadena.

C) En el numero 71 define los nimeros naturales como los elementos de la
cadena N, del numero 1.

gN)=N ; N—N=1 ; gh=2 ; gd=3 . .. gm=n

’

(" , sig. n)

(Obsérvese que es el primero en representar por N el conjunto de los niimeros
naturales.)

D) En el nimero 96 demuestra el principio de CAMPANO, de buena ordenacién
(todas estas demostraciones suelen ser excesivamente laboriosas).

E) A él se deben las definiciones por induccién de las operaciones adicién y
multiplicacién, asi:

Adicié a+ 1 =g) ltinlicacié
. multiplicacién :
feon a+ gb) =gla+ b) P

a.l=a
a.gb)=ab + a

En la mayoria de los textos espafioles y franceses, mds o menos adecuados al
Preuniversitario se determina el conjunto N enunciando algunas propiedades sin
demostracién que, por tanto, son verdaderos axiomas, pero, al exponer las opera-
ciones y sus propiedades se utilizan los conceptos de UNION y PRODUCTO
CARTESIANO de los conjuntos:

A) En algunas de estas obras se adopta el siguiente sistema:

1. “Los nimeros naturales aparecen ordenados de manera que un cual-
"quiera es anterior a otros" (equivale a decir que es un conjunto
totalmente ordenado).

2. “Buena ordenacion-Siempre hay un siguiente.”
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3.0 “Hay un primer elemento”.

B) Obsérvese que el principio de buena ordenacién no estd enunciado como
lo hizo CampPano.

Este sistema no es completo por faltar la propiedad de que cada numero, ex-
cepto el 1, tenga un anterior inmediato, sin el cual, aun siendo N bien ordenado
podrian existir elementos sin anterior inmediato (véase nuestro nimero 5 de la pri-
mera parte).

B) En otros textos se definen las clases de conjuntos equivalentes y se dice
textualmente: “Cada clase de equivalencia recibe el nombre de niimero natural”.

Esto es inexacto porque también entre los conjuntos infinitos existe la equi-
valencia y sus clases no representan nimeros naturales.

C) En otros se adopta el siguiente sistema:

1. “La serte N comienza por el 1.”
2.2 "“A cada numero sigue otro.”
32 “Todo a descompone a N en dos conjuntos: N, =(1, 2, 3, ..., @ ¥

N, =@+]1, ..)
4.2 “El conjunto N es bien ordenado.”

Definiendo el conjunto bien ordenado por las siguientes condiciones:
“El conjunto C es totalmente ordenado.”

“Todo C' c C tiene primer elemento.”

“Todo elemento de C, excepto el primero, es el siguiente de otro.”

Esta tercera condicién no pertenece al concepto dado por su autor, CAMPANO.

Resulta asi que las propiedades 1.*, 2.* y 3.* quedan incluidas en la 4." (véase
nuestro Axioma 2.°, y el teorema 1.° de la segunda parte, y el nimero 5 de nuestra
primera parte).

D) Hasta hay autores que se limitan a decir que:

“El numero natural es un ente que representan los elementos de las clases
de equivalencia de conjuntos” (lo que ya hemos dicho que es inexacto), y que
“los numeros forman una sucesion indefinida”.

Tampoco las obras francesas de Matemdtica moderna son muy acertadas:

A) En una de ellas se dice: “Un conjunto es infinito si existe algin conjunto
"parcial coordinable con él y es finito cuando no es infinito” definiciones que
consideramos anticuadas, introducidas por CANTOR y DEDEKIND,

Y sin mds determinacién, acepta los siguientes axiomas:
1 “N es un conjunto infinito totalmente ordenado.”

2° “Toda parte de N tiene un primer elemento” (éste es el principio de
CAMPANO), o de buena ordenacién, lo que no impide que el conjunto N tenga ele-
mentos singulares.
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3.° “Toda parte de N que tenga un nimero mdximo es finita”,pero este con-
junto finito no queda bien definido.

Utilizando el Axioma 2.°, demuestra que “todo nimero natural tiene un si-
guiente inmediato”.

Luego intenta demostrar que “todo numero natural tiene un anterior inme-
diato”, pero la demostracién no es correcta; dice asi:

“Sea b un nimero natural cualquiera. El conjunto de elementos anteriores o
iguales a b es finito (Axioma 3.°) y, al suprimir b, se obtieen otro conjunto finito (2)
que tendrd un mdximo (?) que serd el anterior inmediato a b.”

No puede asegurarse que, al suprimir el nimero b, el conjunto restante sea
finito. No sucederfa esto seguramente si el nimero b fuera un elemento singular
del conjunto N lo que es compatible con los axiomas adoptados.

Tampoco se ha demostrado previamente que todo conjunto finito tenga un
elemento mdximo, dada la definicién que se dio de esta clase de conmjuntos, ni
se deduce del Axioma 3.°,

Falta precisamente otro axioma que asegure la existencia del anterior inmediato.

En este mismo tratado se definen las operaciones por induccién, como DE-
DEKIND.

S a + 1 = gqg* (siguiente a q)

Adicién:
ieion (a + b* = (a + b)* (siguiente a (a + b)).
Multio] p a.l=a
tiplicacién :
ultiplicacién e b—ab+a

B) Otra de estas obras comienza textualmente: “Para definir los numeros
naturales partiremos de un sistema de axiomas que caractericen al conjunto

N={1, 23, ..}"
“El sistema de PEANO es el siguiente:
1. “N contiene un elemento, a, tal que existe una biyeccion, p, de N sobre
N — {a}.

2°“Si AcCN y si a€N y A es estable respecto de P, es decir, p(A) C A,
resulta A = N.”
“Se llama 1 al elemento a; y entonces, es p(a) = 2; pR) = 3; etc.”

Obsérvese que éste no es el sistema de PEANO, sino el de DEDEKIND. El Axio-
ma 1.° define la CADENA del 1 y el Axioma 2.° es el principio de induccién;
pero este autor no demuestra Juego todos los teoremas y propiedades de los ni-
meros naturales como lo hizo DEDEKIND.

Define también las operaciones, adicién y multiplicacién como DEDEKIND.

Adicis §n+1=p(n) Multio] P n.l=n
ici . tipli i H
GO+ pm) = p(n + m) wHPCAcIon: ) pm) + n.m + n
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En el pasado curso, el Prof. Etayo pronuncié en un Cursillo Didactico
organizado por el C. O. D, y 1a Inspeccién de la Iglesia de Zaragoza un con-
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darlas a la estampa.
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I. Nociones sobre confuntos. Definiciones. Inclusién de conjuntos. Impli-
caclén, Lugares geométricos. Propiedades de la igualdad de conjuntos. Pro-
ducto de conjuntos. Funcién. Aplicaciones. Relaciones. Relaciones de equiva-
lencia. Relaciones de orden. Operaciones. Reticulos. Propiedades de los re-
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