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PREAMBULO

La axiomática de una ciencia consiste en aceptar como evidentes o convencio-
uales cierto número de proposiciones por medio de las cuales pueda demostrarse
el resto de la teoría por razonamientos puramente lógicos. Los axiomas suelen ex-
presar verdades simples deducidas de la experiencia diaria.

El primer matemático que intentó sentar los cimientos de la Aritmética en un
sistema de axiomas fue CAMPANO (1482} que publicó la primera traducción impresa
y comentada de los Elementos de Euclides y enunció, por primera vez, el axioma
que qeva su nombre: "Todo conjzznto de números naturales tiene nn mínimo",
principio de buena ordenación.

Otra proposición de gran fuerza demostrativa, que unos autores toman corno
axioma y otros lo demuestran como teorema, es el llamado "Principin de induc-
ción ec^mpleta" o de "Recrzrrencia" o paso de n a n+ 1. Fue enunciado por
MauRÓt.)co en su obra "Arithmeticori^m libro duo" (1557)

El primero en adoptar decididamente un sistema de axiomas para la Aritmética

fue Giusst^:Pe PeANO en su obra "Aritlzmétices a^rincipia noao »tétodo exhósita"

(1889), qu^ es el siguiente :

Axioma I." 1 es un número.
Axioma 2." Si a es un número, también lo es el siguiente.
Axioma 3.° Si a= b, también sig.'a = sig. b.
Axioma 4.^ EI 1 no es sucesivo de ninguno.
Axioma 5.° Principio de inducción: Toda proposicián de que pertenece al 1 y

que, al pertenecer a n pertenece también al sig. n, pertenece a todos los números.
(Axioma de MAURÓLICO.)

El verdadero sistematizador de los métodos axiomáticos fue Htt.st:xT en "Grund-
lage der Cenmetric-" (18991, en los que hace un minucioso estudio de las condicio-
nes necesarias y suficientes que deben cumplir todo sistema de axiomas de cual-
quier ciencia, haciendo observar que los axiomas deben ser COMPATIBLES, IN-
DEPENDIF.NTES, COMPLETOS y SUFICIENTES, dc tal modo que:

l." No se contradigan unos a oh•os.
2." Ninguno sea consecuencia de los demás.
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3" El resto de la teoría sea EXCLUSIVA consecuencia de ellos.
4.° Su número sea el menor posibte.

Condiciones que no siempre son atendidas en los sistemas adoptados por los
autores, según tendremos ocasión de comprobar más adelante.

El sistema axiomático que creemos más acertado como fundamento de
la Aritmética es el siguiente :

1. DEFINICIÓN Y AXIOMAS.-LOS núrneros naturales son entes abstrac-
tos que forman un conjunto N, cuya extructura queda determinada por
las siguientes propiedades.

Ax[oMA l.°.-El conjunto N es totalmente ordenado e inejfnido (sin
fin).

Es decir, que : dudos dos números naturales, a t^ b, sienrpre uno de
ellos es anterior al otro y no hay ninguno que sea el último.

AxtoMA 2.°.-El conjunto N es óien ordenudo. Es decir, que todo con-
junto parcial de N tiene un elemento primero (Principio de CAMPANO).

Consecuencia de esto es que el propio conjunto N tiene un primer ele-
rnento que se llama UNO y se representa por 1.

AXIOMA 3.".-Todo número natural, excepto el 1, tiene un anterior in-
mediato (este axioma completa el anterior para excluir los elementos sin-
gulares, sin anterior inmediato. Recuérdese el númcro 5 de la primera
parte).

2. TEOREMA 1.".-Todo número nutural tiene un siguiente inmediato.

En efecto : sea m E N.

El conjunto de todos los números naturales que siguen a rn es un con-
junto parcial de N, que, en virtud del axioma 2.", tendrá un elemento pri-
mero, sea n.

Este mínimo, n, es pues el siguiente inmediato a m.

3. TEOREMA 2.°.-Principio de inducción completa (se enuneia como
en el 7, 6.°, de la primera parte).

Demostración.-Si hubiera algunos números que no tuvieran la propie-
dad P, esos números formarian un conjunto parcial de N que, por el
axioma 2.", tendría un primer elemento, sea n, y éste, por el axioma 3."
(obsérvese la importancia de este axioma) tendría un anterior inmediato,
m, que sí que tendría la propiedad P.

Pero, en virtud de la hipótesis 2.", también n tendrá esta propiedad, lo
que es absurdo.
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^i, CONCEPTOS DE MAYOR Y MENOR.-Ĵ t eS a anteY20Y a b, l0 qtle S2

se escribe a^ b, se dice que "a es menor que b" y que éste es mayor

que aquél.

Esto se indica con los signos < y>.

De esta definición y del axioma 1.° resulta :

Si a y b son dos numeros naturales cua-
]esquiera, siempre es

a< b o a> b

2.°

3.°

En el conjunto N no hay dos números
iguales.

a < b F--^.

5i a < b

Y b <c
f--^

(Ordenación total)

b > a ^ (Propiedad simétrica)

a<c (Propiedad transitiva)

5. CORTADURAS EN N.--Cualquier número natural, n, descompone
al conjunto N en dos partes: Una, S'„ formada por el número n y todos
lOS antBY20YCS a n, que Ilamaremos "SECCIÓN INFERIOR DE ri" y eS

S'p = { lr Ĝ , Ĵ , ..., rl }

La ntra, S"„, es la sección superior de n y está formada por todos los
nílrneros mayores que n.

6. CONJUNTOS FINITOS.-Un conjunto A, se Ilama finito cuando es
coordinable con una sección inferior de N.

ĉl Yttllrter0 n, deterrltttta^lte de la SeCCtón Ĵ ',,, sB llama NÚMERO CARDINAL

del cnnjunto A.

biy
Si A -^ S'„ F---> Card. A= n
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%, N ĈIMEKO CAKDINAL Y NUMEKOS OKDINALES.--COI710 Cn Cl l$ dC la
primera parte.

$, AX10,^1A 4.". PEK.MANENCIA DEL CAKDINAL.-CO!Tt0 Cl ^ 9 de la pri-
mera parte.

En cse número, esta proposición se apoyaba en la propiedad de los
conjuntos finitos de ser biyectivos consigo mismos cualquiera que sea
el orden en que se dispongan sus elementos. En esta exposición axiomáti-
ca, no pudiéndonos apoyar en ese teorema, aceptamos esta proposición
como axioma, expresión de una experiencia intuitiva.

También podrían tomarse como axiomas, en vez dcl 2." ,y 3.", los
enunciados de los teoremas 1." y 2:', con los que se pueden demostrar
aquéllos, pera estas demostraciones, cspc;cialmente la dcl 3.", resultan su-
marnente laboriosas.

OPERACIONES CON LOS NUMEROS NATURALES

En esta exposición axiomática de los números naturales, se definen las
operaciones por recurrencia o paso de n a] siguiente de n.

9. ADICIÓN.--Se Ilama SUMA de dos números naturales, a t^ b, a otro
número natural, c, que se representa por a + b, deterrninado del si-
guiente modo :

^^^^a -1- I= a' ^ ('a' representa el sig. a) [1]

^ a -I- n' _ (a + n)' ^ (sig. de a + n) [2]

SUSTRACCIÓN. AXIOMA 5.°.-Dados dos números, a> b, existe siem-
pre otro número natural, d, tal que b -1- d= a.

Si a> b --► ^ d tul que b+ d= a I

(El sírnbolo ^ se lee "existe Im número"}.

[31

Este núrnero d se llama DtFERENCtA entre a q b r^ se reprc^senta por
a - b, usí :

a - b = d
de modo que

I a> b ---^ b+ d= u --; u b= d I [4]
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Lstas rclaciones indican trasposición de términos en una igualdad
entre sumas y restas.

MULT[PLICACIÓN.-DAdUS dc^s númerc^s nulurales, a t^ b, se llumu PRO-

DUCTO DE a pOr b, Q OtrO núInCYO )1Cltt[YRl, p, q14e Se repreSentCl

a X b= p ; a. b= p. o ab = p

que queda determinudo pur lus siguientes i^ualdudes:

^ a x 1_ - a ^ ^ [Sl

I cz. b' = u. b+ cr I [6l

PROPIEDADES DE I,AS OPERACIONF.S.--LaS demOSÍraCÍOnCS dC las propíe-
dades de todas estas operaciones se hacen también por inducción. Expo-
nemos a continuar_ión algunas de cllas por no alargar demasiado este tra-
bajo,

^O. PROPIEDADES DE LA ADICIóN.--De [1] se deduce:

1+1=1'=2 ; 2+1=2'=3 ; 3+1 =3'=4 ;

De modo que

2 = ] + 1 ; 3 = 1 + 1 + 1 ; ...

y, en general,

I (n términos)
n = I + 1 + .. .. + 1

LeMA.-

I a' -F b = ct + b' I [7]

En efecto : según [ 1] y[2] es :

u' + 1 = (a'Y = (a + l )' = a + 1'.
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La igualdad [7] es pues cierta para b= l.

Y supuesta cierta [7J para el número b, lo será también para b' pues por [2],

á +b'=(a'+b)'

Por [^]

y Por [1l,

=(a+b')'

=a+b"

PROPIEDAD CONMUTATIVA.-A)

1-^m=m+1

Esta igualdad es una identidad para m= 1.

y supuesta cierta para m, lo será también para m', pues, por [2]

1 +m'=(l+m)'

por [8l Y [^]
=(m+l)'=m+1'=m'+1.

[g7

B).-Queremos demostrar que

I a+b=b+a [9l

Esta igualdad, según [8], es cierta para b= 1, y. supuesta cierta
para e] número b, lo será también para b' pues

por [2] es

por [9], y por [2],

y por [7]

a+b'=(a+b)'

=(b+a)'=b+a'

=b'+a.
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PROPIEDAD ASOCIATIVA.-

I (a+b)+c=a+(b+ c) I

Es cierta para c= 1, pues, por [1] y[2] es

(a+b)+ 1 =(a+b)'=a+ b'=a -f- (b+ 1)

y, supuesta cierta pa*a el número c lo será también para c' pues

por [2l,

(a + b) + c' _ [(u + b) + c]'

por [ 10], y por [2],

=[a+(b+c)]'=a-}-(b^-c)' =a+ (b-I- c').

^ ^. PROPIEDADES DE LA MULTIPLICACIÓN.-

1^ROPIEDAD DISTRIBUTIVA.-

317

[ 10]

I (a+b)c=ac+bc I [ll]

Esta igualdad es cierta para c= 1, pues, por [5]

(a+b).1 =a+b=a.1 +b.l

y, supuesta cierta para el número c, los sera también para c', pues

por [6]

(a + b)c' _ ('a + b) c + (a + b)

por [11]

= ac + bc + a + b = (ac -F- a) -}- (bc -}- b)

y por [6]
= ac' + bc'.
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PROPIEDAD ASOCIATIVA.-

(ab)c = a(bc} ^ [12)

Esta iguatdad es cierta para c= 1, pues, por [5]

(ab) . 1 = ab = a(b . 1)

y supuesta cierta para el número c, lo será también para c', pues

por [6)

por [12)

y por [11], y por [6]

IQb)C' _ (Gb)C + Qb

= a(bc) + ab

= a(bc + b) =u(bc')

ESTUDIO CRITICO DE OTROS SISTEMAS DE AXIOMAS

SISTEMA DE PEAxo (1889).-Recordemos que es el siguiente:

Axioma 1." 1 es un número.
Axioma 2.° Si a es un número, también lo es el siguiente.
Axioma 3." Si a= b, también sig, a= sig. b.
Axioma 4° EI 1 no és sucesivo de ninguno.
Axioma 5.° Principio de inducción.

Este sistema es superabundante e incompleto. Los Axiomas 1.°, 2.° y 4.° se
limitan a indicar que el 1 es el primer número y que cada uno tiene un siguiente,
pero falta el axioma de buena ordenación, con el que, como sabemos, pueden
demostrarse la existencia del siguiente y el principio de inducción.

RICNARD DEDEKIND.-WRS StttCI 2[riCI fUAS sollen die ZahlPn. No adopta lma Cx-
posición propiamente axiomática pero hacemos referencia a ella por la gran in-
fluencia que ha tenido en otros autores modernos, como comprobaremos nronto.

EI fundamento de toda la teoría sobre los números naturales descansa en el
concepto de CADE[^IA

Llama cadena K a un conjunto en el que puede establecerse una representa-
ción biunívoca y(K) = K' tal que K' C.K.
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Y dado un conjunto S, se dice que K, es la cadena del elemento así :

g(K) = K' = K - {a}.

Por iteración resulta:

g(K) = K' ; K' C K ; K- K' _{a} ; g(a) = b.

g(K' )= K" , K" C K' , K' - K" = b ,

K- K" _{c, b} ; g(b) = c

g(K") = K" ', K" ' c K" , K" - K" = c ,

K-- K" '_{a, b, c} , x(c) = d

Las cadenas son pues conjuntos ordenados.

B) En el número 59 demuestra el principio de inducción por medio de una
cadena.

C) En el número 71 define los números naturales como los elementos de la
cadena N, del número 1.

S(N)=N' ; N-N'=1 ; s(1)=Z ; 8(2)=3 .
(n' , sig. n)

g(n) = n'

(Obsérvese que es el primero en representar por N el conjunto de los números
naturales.)

D) En el número 96 demuestra el principio de CAMPANO, de buena ordenación
(todas estas demostracíones suelen ser excesivamente laboriosas).

E) A él se deben las definiciones por inducción de las operaciones adición
multiplicación, así:

a + 1 = g(a)
Adición :

a+ g(b) = g(a + b)
multiplicación:

Y

^ a.l =a

a.g(ó)=ab+a

En la mayoría de los textos españoles y franceses, más o menos adecuados al
Preuniversitario se determina el conjunto N enunciando algunas propiedades sin
demostración que, por tanto, son verdaderos axiomas, pero, al exponer las opera-
ciones y sus propiedades se utilizan los conceptos de UNION y PRODUCTO
CARTESIANO de los conjuntos:

A) En algunas de estas obras se adopta el siguiente sistema :

1." "Los números naturales aparecen ordenados de manera que un cua[-
"quiera es anterior a otros" (equivale a decir que es un conjunto
totalmente ordenado).

2." "Buena ordenaciór:-Siempre hait un siguíente."
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3.° "Hay un primer elemento".

B) Obsérvese que el principio de buena ordenación no está enunciado como
lo hizo CAMPANO.

Este sistema no es completo por faltar la propiedad de que cada número, ex-
cepto el 1, tenga un anterior inmediato, sin el cual, aun siendo N bien ordenado
podrtan existir elementos sin anterior inmediato (véase nuestro número 5 de la pri-

mera parte).

S) En otros tex[os se de/inen las clases de conjuntos equivalentes y se dice
textualmente: "Cada clase de equivalencia recibe el nombre de mímero natural".

Esto es inexacto porque también entre los conjuntos infinitos existe la equi-
valencia y sus clases no representan números naturales.

C) En otros se adopta el siguiente sistema:

1° "La serie N comienza por el 1."

2° "A cada número sigue otro."

3° "Todo a descompone a N en dos conjuntos: N, _(l, 2, 3, ... , a) y
N'a = (a + 1, ...).

4° "El conjunto N es bien ordenado."

Definiendo el conjunto bien ordenado por las siguientes condiciones:

"El conjunto C es totalmente ordenado."

"Todo C' C C tiene primer elemento."

"Todo elemento de C, excepto el primero, es el siguiente de otro."

Esta tercera condición no pertenece al concepto dado por su autor, CAMPANO.
Resulta así que las propiedades 1.", 2.^ y 3 8 quedan incluidas en la 4.' (véase

nuestro Axioma 2.°, y el teorema 1.° de la segunda parte, y el número 5 de nuestra

primera parte).

D) Hasta hay autores que se limitan a decir que:
"El número natural es un ente que representan los elementos de las clases

de equivalencia de conjuntos" (lo que ya hemos dicho que es inexacto), y que
"los números jorman una sucesión inde(inida".

Tampoco las obras francesas de Matemática moderna son muy acertadas:

A) En una de ellas se dice: "Un conjunto es in/inito si e.riste algún conjunto

"parcial coordinable con él y es (inito cuando no es in/inito" definiciones que
consideramos anticuadas, introducidas por CANTOR y DEDEKIND.

Y sin más determinación, acepta los siguientes axiomas :

1° "N es un conjunto in/inito totalmente ordenado."

2° "Toda parte de N tiene zm primer elemento" (éste es el principio de
CAMPANO), o de buena ordenación, lo que no impide que el conjunto N tenga ele-
mentos singulares.
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3.° "Toda parte de N que tenga un número máximo es finita",pero este con-
junto finito no queda bien definido.

Utilizando el Axioma 2.°, demuestra que "todo número natural tiene :^n si-
guiente tinmediato".

Luego intenta demostrar que "todo número natural tiene un antesior inme-
diato", pero la demostración no es correcta; dice así:

"Sea b un número natural cualquiera. El conjunto de elementos anteriores o
iguales a b es finito (Axioma 3°) y, al suprimir b, se obtieen otro conjunto finito (7)
que tendrá un máximo (1) que será el anterior inmediato a b."

No puede asegurarse que, al suprimir el número b, el conjunto restante sea
finito. No sucederfa esto seguramente si el número b fuera un elemento singular
del conjunto N lo que es compatible con los axiomas adoptados.

Tampoco se ha demostrado previamente que todo conjunto finito tenga un
elemento máximo, dada la definición que se dio de esta clase de conjuntos, ni
se deduce del Axioma 3°.

Falta precisamente otro axioma que asegure la existencia del anterior inmediato.

En este mismo tratado se definen las operaciones por inducción, como DE-
DEKIND.

Adición :
^ a+ 1= a+ (siguiente a a)

^ a + b+ _ (a + b)+ (siguiente a (a + b)).

Multinlicación :
a. =abta

B) Otra de estas obras comienza textualmente: "Para de%inir Zos números
naturales partiremos de un sistema de axiomas que caractericen al conjunto

N = {1, 2, 3, ...}"

"El sistema de PEANO es el siguiente :

1. "N contiene zrn elemento, a, tal que existe
N - {a}.

2.°"Si ACN q si aEN y
resulta A = N."

una biyección, p, de N sobre

A es estable respecto de P, es decir, p(A) C A,

"Se llama 1 al eZemento a; y entonces, es p(a) = 2; p(2) = 3; etc."

Obsérvese que éste no es el sistema de PEANO, sino el de DEDEKIND. El AX10-
ma 1.° define la CADENA del 1 y el Axioma 2.° es el príncipio de inducción ;
pero este autor no demuestra luego todos los teoremas y propiedades de los nú-
meros naturales como lo hizo DEDEKIND.

Define también las operaciones, adición y multiplicación c0[ri0 DEDEKIND.

(n+1=p(n) n.1=n
Adición : Multiplicación :

^ n+p{m)=p(n+m) n.p(m)-Fn.m+n
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