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1. Sabido es que la resolución de los sistemas de ecuaciones lineales
se consigue por eliminación de incógnitas y que los métodos de elimi-
nación se fundan en los siguientes teoremas de equivalencia :

1.° Se puede alterar el orden de las ecuaciones.
2.° Se pueden multiplicar todos los términos de una ecuación por un

número distinto de cero.
3.° 5e puede sustituir una ecuación por una combinación lineal de

ella con otras del sistema.
2. Todos estos teoremas pueden expresarse por medio del producto

de matrices, según vamos a ver a continuación (véase H. Bck, "Einfíirung
in die axiomatik der Algebra", Berlín, 1926; y Lentin-Rivaud, "Elements
d'Algebre Moderne", París, 1961).

Sea el sistema m. n(m ecuaciones con n incógnitas).

allxl + a1z xz +... + alnxn = P1
a21x, + azz xz +... + aznxn = Pz

am,x, + amzxz + ... -f- amnxn = Pm

El sistema puede expresarse matricialmente del siguiente modo :

al, alz ••- aln

azl azz ••• azn

aml amz••• amn

x,
xz

x„

[1]

o también :

A . x = p [3j
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En estas expresiones todo lo que se diga sobre la equivalencia de sis-
^emtts puede aplieacse a las matrices.

Se Ilama matriz del sistema a la matriz A de la igualdad [2] y matriz
ampliada a la que tiene una columna más con los términos independien-
tes, así:

all alz ••• atn

azl azz ... aznA' _

aml am2 • • • amn

P1
Pz

Pm

[4l

3. Multiplicando la matriz A' a la izquierda por la matriz unidad de
orden m, resulta :

] ^••• ^^ ^ all a12 ••• aln

0 1... 0 ^( az ► azz ... azn
............... . . ....................
^ ^... 1 I \ aml am2 ... atnn

o $ea ^

all alz ... a,^^
a21 a22 ••• a2n

atnl am2 • • • amn

U.A'=A'

4. Pero si en la matriz U se permutan las filas i y j, en el producto
por A' quedan también permutadas estas dos filas, como se comprueba
con el siguiente ejemplo: .

EJEMPLO 1.° U U 1 U

1 0 0 0

^ 1 Q 0

^ ^ ^ 1 )I
all ... aln

azl ... a:n
a31 ... a3n

a41 "' a4n

^ pl ^ a31 "' a3n ^ P3

^
I

pz
p3

_ I all ... aln
a21 ... azn nl

Pz
[5]

I p4 a41 "' a4n pa

En este producto la tercera fila ha pasado a ocupar el primer lugar, lo mismo
que se ha hecho en la matriz U.

Obsérvese que, con , este producto de matrices, se realiza el primer teo-
rema de la equivalenĉia de matrices :"cambiar el orden de las ecua-
ciones".

5. Si en ]a matriz U se sustituye alguno de los 1 de la diagonal prin-
cipal por otro número no nulo, la correspondiente fila de A' queda mul-
tiplicada por ese número, como se comprueba en el siguiente ejemplo :
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EJEMPLO Ĝ ." 1. ^ n 0 a11 al2 ... aln I
0 1 0 0 az1 azz ••• az^ ^
^ 0 il 0 a31 a32 ... a3n f

^ o ^ 1 a41 a42 "', a4n I

PI

Pz

P3

pa

1099

all a12 -• alñ. ^ pl

_ °21 a2z .. az° ^ pz. [blha31 ha32 ., ha3n . ^ hp3

a41 a42 " a4n.^ p4

La tercera fila ha quedado multiplicada por h.

Como se ve este producto realiza el segundo teorema de equivaleñcia.

6. Finalmente, si en la matriz U se escriben varios números no nu-
los en la fila i, sustituyendo o no el elemento 1 quc figura en ella por otro
número no nulo, se habrá realizado el tercer teorema de equivalencia.

EJF.MPLO 3.° 1 U 0 0

0 h 0 k

o ^ 1 ^

^ 0 ^ 1 (
atl a12 ... aln ^ ^^1

a21 a22 "' a2n I i12

a31 a32 ... a3n I J13

a41 a42 "' ayn .I j74

all atz •• at^^ ^ pt
_ ha21 + ka41 ha22 ^- ka4Z ... hazn + ka4„ ^ hp2 -1- kp^

{^l
a3l a32 "' a33 I. p3n ^

a4t a4z ... aa^, .^ pa

RESOLUCION DE 5ISTEMAS

METODO DE REDUCCION POR MATRICES

7. Sabido es que el método de eliminación de i^nçógnitas por-->FeducT
ción se funda en el tercer teorema de equivalencia y consiste en sustituir
una ecuación por una combinación lineal de ella por otras del sistema, de
manera que el coeficiente de ]a incógnita que se quiere eliminar quede
reducido a cero.

Si esto se realiza con todas las ecuaciones del sistema excepto con
una, se habrá conseguido eliminar esa incógnita.

Este procedimiento puede efectuarse cómodamente en cuatquier sis-
tema de ecuaciones, sea cuadrado, vertical u horizontal, y cU^alquiera qué
sea el número de ecuaciones y el de incógnitas, por medio de 'la multipli-
cación, a la izquierda, por una matriz cuadrada re^ular (de deterrliinante
no nulo) de orden igual al número de ecuaciones del sistema, según he-
mos visto en el ejemplo 3.° (7), obteniéndose. otra matriz ^quivaiente a
la primera y, por tanto,. otro sistema equivalente al propuesto.

De este modo se obtiene : .
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a13 ••• aln

az3 ... azn
all al2 a13 ••^ aln I PI-.^_ -_ _ --- --
^( bzz bz3 ... bzn I 4z
^ I b31 b3z ... b3n I 43

------- ...-^--^- ---^^-- -----
am1 am2 am3 • • • amn 0 I bmt bmz ••• bmn Qm

lrrocediendo luego de igual modo con la matriz (b;;) se obtiene otra ma-
triz de la forma :

al, alz at3 •.• aln

0 ^

C33 ... C3n

Cm3 ... Cmn

P1
$z

r3

y así se continúa hasta que todos los elementos que queden por debajo de
la diagonal principal sean nulos.

La matriz que así resulta es de la forma triangular equivalente a la ma•
triz primitiva A' y el sistema de ecuaciones correspondiente a esta matriz
es también equivalente al propuesto.

EIEMrLO L".-Sea e[ sisterna

0 bzz bz3 ... bzn

I

2x- y+3z-2u=6
x+3y-Sz+2u=1

4x+9y^-2z-4u=1
3x+2y- z+4:i=9

cuya matriz ampliada es

2-1 3-2 ^ 6
1 3-S 2 ^ 1
4 9 2-4 ^ 1 [1]

3 2-1 4 I 9

Conservaremos la segunda fila que es la más sencilla, pasándola al primer lugar,
lo que se consióue multiplicando la matriz anterior, a la izquierda, por la fila
(0 1 0 0).

Anularemos el coeficiente 2 de la primera fila de la matriz [1] restando, de la
primer•a fila, el duplo de la segunda, lo que se consigue multíplícando la matriz [1],
a la ízquierda, por la fila (- 1 2 0 0).

Se anula el coeficiente 4 de la tercera fila, multiplicando por (-2 0 1 0);
y el coeficiente 3 de la cuarta fila de [1], multiplícando por (0 3 0-1).

La operación total es:
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0 1 0 0 2-1 3-z 6
-1 2 0 0 ^( 1 3-5 2 1
-2 0 1 0 4 9 2-4 1

0 3 0-1 3 2-1 4 9

1 3- 5 2 ^ 1

0 7-13 6 - 4 )0
0

11- 4 0
7-14 2

-11
- 6

[2j

Procediendo de modo semejante con las tres últimas filas de la matriz [2],
conservaremos la primera de sus filas por ser la más sencilla; restaremos la ter-
cera fila de la primera, multiplicando por (1 0- 1) y eliminaremos el 11 de la
segunda fila, multíplicando por (0 7- 11).

La operación total es

(
Y

0 0 7-13 6 I- 4
0- 1 11- 4 0 Ij -11
7-11 7-14 2 , - 6

1
1
0

7 -13 6 ^ - 4

0 1 4 2
0 126 - 22 --11^^ ^

finalmente, reduciendo las dos últimas filas de esta matriz, se tiene :

( 126 - 0) C 126 - 22 ^-- 11 ) ( 0 S26 y 263 )

El resultado final es

2-1 3-2 ^ 6 1 3- 5 2 I 1
1 3-5 2 I 1 0 7-13 6 I-4
4 9 2--4 Ij 1 - 0 0 1 4 I 2
3 2- 1 4 I 9 0 0 0 526 ^ 263

De la última fila resulta :

^ 1
526u = 263 , ^ ^ u = -

^ 2 ^
^ ^

)
[31

[4j
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Sustituyendo en 1a fila anterior,

1 r----^- '
c+4. 2 =2 ^ ^ z=0 ^

Sustituyendo estos dos valores en la segunda fila se tiene

7y-0+3=-4 ^ 7y=-7 ^ y=-1 ^
L_ ^

y`de la primera fila resulta

x -- 3 + 0 + 1 = 1 =^ ^x = ^3

Obsérvese que todo se reduce a reatizar los tres productos de malrices [2], [3] y
(4] lo que resulta fácil, cómodo y rápido.

Comparado este procedimiento con cualquiera otro de los usuales se podrá
comprobar la venta)a de este método de reducción por matrices.

8. DISCUSION DE UN SISTEMA.-Dado un sistema cualquiera,
cuadrado, vertical u horizontal, una vez reducida su matriz a la forrna
triangular equivalente podrá tomar una de las siguientes formas :

C33 C34

0

al1 a12 a13 al4

^ bzz b23 bza
^ 0 0

0

^ bzz bz3 bza

\ C33 C34

\ ^ d44
0

alz a13 ala

bz2 bz3 bz4

PI

4z
r3

S4
c

r3

t

t

[2l

all al2 a13 a14 I'I pl

^ b2z b23 bza ' 42
^^ . C33 C34 r3

d44 Sa\---- -
o i o

a11 a12 al3 a14

^ bzz b23 bza
C33 C34^

0

p,

9z
Y3



RESOLUCIÓN DE SISTEMA$ DE ECLiACIONtS LINEALES IIO3

Los sistemas cuya matriz triangular equivalente toma una de las for-
mas indicadas a la derecha: [1], [2] ó[3], son incompatibles porque las
últimas ecuaciones son :

=t ; Oz+Ou^t

que carecen de solución.

Los sistemas cuya matriz triangular equivalente es de la forma [lbJ
son determinados porque la última ecuación es da,u = s4r que admita una
solución única.

Y los sistemas cuya matriz triangular toma una de las formas [2b] ó
(3b] son indeterminadas: sí es de Ia forma [Zb], simplemente indeter-
minada; y si es de la forma [3b], doblemente indeterminada, pues la últi-
ma ecuación de cada una es:

C33Z + c34u = r3 b22y + bZ3z -1- bzau = Qz

Obsérvese con qué facilidad se obtiene la discusión de un sistema sin
recurrir al complicado teorema de Rouché.

9. RANGO O CARACTERISTICA DEL SISTEMA.--Se llama Ran-
go, R, del sistema al número de filas no nulas de la matriz triangular
transformada de A; y Rango, R', al de ]a matriz ampliada A'.

Como se ve puede ser R' = R ó R' = R-^ ,1.

Lo primero se verifica en los tipos [lb], [2b] y [3b], que son compa-
tibles; y lo segundo en los tipos [1], [2] y[3] que son incompatibles.

Y si n es el número de incógnitas se tiene el siguiente resumen :

R = n, sistema determinado
R' = R, sistema compatible R< n, sistema indeterminado,

de orden n - R.

R' = R, sistema incompatible

EJEMPLO 1.° ^ ix + ^y - $Z + it = 4
x- y - u= 1

3x+ 2y+ z = 6
6x+14y-50z+6u=15
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0 1 0 0 2 3- 8 1 I 4
1-2 0 0 2- 1 0-2 I 1
0-3 1 0 3 2 1 0 I 1 -
0 0-2 1 6 14-50 6 15

0 1 0 5- 8
-1 1 U } 5 1

( 0 2-1 I 10--52

(-6 1} (54 6

0 5- 8 5
0 5 1 6
0 10 - 52 6

5 1 6 3

0 9 1 1
0 54 6 3^^ -;^;

3) - (0 0 , -3)

Este sistema es incompatible porque la úlútima acuación es

Oy+Oz=-3

EJEMPLO 3 ° 2x-3y+4z=1
x+2y 3z=4

4x+ y-2z=9
3x- y+ z=5

Este es un sistema vertical (4 ecuaciones con 3 incógnitas)

0 1 0 0 2-3 4
-1 2 0 0 1 2-3
-2 0 1 0 4 1- 2

0 3 0-1 3-1 1

^ 1 1 2- 3 ^ 4
4 0 7-10 ^ 7

-+-- f2]

^ 5 0 7-10 ^ 7

I.as tres áltimas ecuaciones son iguales; queden pues solamente las dos prímeras.

Los rangos son: R= 2, R' = 2, el número de incógnitas es 3; el sistema es
pues indeterminado de orden 3- 2= i.

De la segunda ecuación (matriz [2]), resulta :

y=

lOz + 7

7

Sustituyendo en la ecuación primera,

20y + 14 14 + z
x+ -3z-4 ; ^ x=

7 ^



RESOLUCIÓN DE SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

r

La solución es

x=
14 + h

7

!/ _
7 + lOh

z=h
7

llos

EJEMPLO 4.°

Sistema homogéneo

^

x-2y+3z- u- v=0
2x- y+ z -2v=0
2x+5y-8z+4u-3v=0
x+ y-2z-F u- v=0
x+ y- z+ u-2v=0^ 3x-3y + 4z- u-3v = 0

1 0 0 0 0 1 0\ il-2 3-1-11 I1 1-1 1-2
-2 1 0 0 0 0 2-1 1 0-2 0 3-5 2 0
0-1 1 0 0 0 2 S-8 4-3 _ 0 6-9 4-1

-1 0 0 1 ^7 0 1 1-2 1-1 - 0 3-5 2 0
0 0 0- 1 1 0 1 1- 1 1- 2 0 0 1 0- 1
0 0 0 0 3-1 3-1 4-1-3 0 6-•7 4-3

La segunda fila y la cuarta son iguales. Prescindiendo de una de ellas, se prosi-
gue la reducción asf:

1 0 0 0
-2 1 0 0

0 0 1 0
0- 1 0 1 )

3--5 2 0
6-9 4-1
0 ] 0-1
6-7 4-3

3-S 2 0
0 1 0-1
0 1 0-1
0 2 0-2

Las tres últimas ecuaciones han resultado iguales. El sistema ha quedado reducido
a la matriz

( ' 1-1 1-2
3-s 2 0

1 0-1

0 ^
0
0

EI sistema es de rango R= R' = 3 con S incógnitas; es pues doblemente
indeterminado.

De la última resulta : z= v.
Sustituyendo en la segunda,

3y-5v+2u=0 ^ y=
sv - 2u

3
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Y de la primera

Sv -- 2u 4v - u
x=-------t++u-2v=0 t x=-----

3 3

La solución es

4k-h

3

Sk - 2h
. y=__--_.- ; ^=k ; u=h ; v=k

3

EJEMPLO S.".--Sistema con parámetros para discutir.

^ (m + 2)x + (m - 3)p = 1
r 2(m -- 1)x + 3y = 3m -- 1

( 1 0

t2(m-1) --(m+2)

/ m+2 rn-3 ^ 1
`2m--2 3 3m-1)

- (m+2 m- 3
` 0 2mz -- l lm

Él sistema será simplemente indeterminado si

Zm'-11m=0

lo que ocurre si m= 0.

y 3mz

- 3mz - 3m)

+3m=0

En cambio, para x= 2/11 se anula la primera de estas ecuaciones pero no
ta segunda. El sistema es incomplatible para este valor
,

x = 2/I1
^ ^

DEMOSTRACION DE LA REGLA DE CRAMER
POR PRODUCTO DE MATRICES

A' _

all alz ... aln I, bl
azl azz ... ctz^ ^: bz

anl an2 ••• ann bn
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la matriz ampliada de un sistema cuadrado de ecuaciones lineales :

^ ^
Ax = b [1]

La matriz formada por los adjuntos de los elementos a;; de la matriz
A, escritas por columnas es :

A^^ A^: ... A,
Au A21 ... A^I

A12 A22 ... A^z
•^ 1 =

AI^ Az^ ... Ann

El producto A, . A' es :

A,.A'=

A 0 0... 0! EA;,b;
0 A 0... 0 Í^A;Zb;
0 0 A... 0. FAe3b;,

0 0 0... A EA B^ /

El sistema queda transformado así:

Ax, = EA;,b; Ax2 = EA;z1^, Axp =^A;,,b;

de donde la solución.

x, _
EA;,b; EA;Zb, ^A;nb;
A ' x2 A

; x^,^ _. A

[2]

[3]

Obsérvese que el sistema [2] es equivalente al propuesto [1] por haber
multiplicado los dos miembros de [1] por la matriz A,, así:

-• --►
A,.Ax=A,b

y ya demostramos anteriormente que esta operación produce otro siste-
ma equivalente.
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fORMUlAR10 DE MATEMATICA MODERNA ELEMENTAL
(Aritmética-Algebra-Análisis-Trigonometria-Geometría-Mecánica)

PoR

A. COMBES

Traduccián de Carlos María Rodríguez Calderón

Un íon^o onceadnrnodo Prat. 140

L OS nuevos rumbos de la Matemática, en la que la lógica tiende a im-
poner su rigor formativo de disciplina racional, son totalmente opues-

tos a la tradicional memorización mecánica de fórmulas, más o menos com-
plicadas, pero desconectadas muchas veces con la aplicación profesional. El
valor principal de la Matemática moderna, en frase del Profesor Abellanas,
es su valor práctico. Esta diferencia es la que distancia el presente formu-
lario -el primero que aparece en nuestra bibliografía matemática- de los
formularios de tipo clásico. De ellos se distingue, además, porque -como
escribe en el prólogo el Prof. Etayo-, "no es una mera recolección de fór-
mulas, sino un resumen de la zona básica de la formación matemática, cons-
tituida por el cálculo infinitesimal y la georaetrfa analftica, que aparecen en-
trelazadas con las materias con ellas conexionadas". Y agrega el Prof. Eta-
yo :"Y es sintomático de la actitud que está tomando la enseñanza actual,
comprobar que en el cimiento de todo el edificio se sitúan las nociones
fundamentales de teoría de conjuntos, relaciones y estructuras, punto de
partida hoy para toda organización de la matemática." Orientado de tal suer-
te el Formulario de Combes, nos ha parecido oportuno titularlo en su ver-
sión castellana como Formulario de Matemática moderna.

El joven Prof. Carlos Marfa Rodrfguez Calderón, a cuyo cargo ha corri-
do la traduccibn, ha realizado un concienzudo y cuidado trabajo, sobre to-
do -según apunta el mismo Prof. Etayo- en la elección más adecuada
de una nomenclatura que, por no estar todavía uniformizada, plantea abun-
dantes problemas al ser vertida a nuestro idioma. No se ha limitado a esto
su tarea. Con objeto de adaptar la obra tanto al Bachillerato y al Curso
Preuniversitario como a los primeros cursos de Facultad y análogos en Es-
cuelas Técnicas, ha ampliado alguno de los capftulos, como los de operacio-
nes, relaciones métricas, integración, estructura de espacio vectorial, inte-
grales definidas e indefinidas, etc.

Para la Direccibn General de Enseñanza Media constituye una satisfac-
ción incorporar este nuevo libro del ilustre Profesor francés a su Colección
de "Guías Didácticas", no dudando hallará la más cálida acogida entre los
profesores y alumnos de nuestros Centros.

Como se indica anteriormente, le precede un interesante prólogo del
Prof. Etayo, Catedrático de la Universidad de Madrid, y ha escrito una in-
troducción a la versión española el catedrático y Director del Instituto
"Beatriz Galindo", Profesor Garcfa Aráez.

Edfción de la
REVISTA "ENSEÑANZA MEDIA"

Atocha, 81, 2.° MADRID (12)


