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PREAMBULO

El concepto de número nattrral puede exponerse por dos procedimientos distin-
tos: o por medio de la teoría de conjuntos o adoptando un adecuado sistema de
axiomas..

En algunos libros y trabajos de Matemática moderna, más o menos adecuados
al curso preuniversitario, en lo relativo a este tema, no se adopta con toda pureza
ninguno de estos dos Procedimientos, más bien se intercalan arnbos, pues, a conti-
nuación de un amplio desarrollo de la teoría de conjuntos, se toma, para definir el
número natural, un sistema de axiomas, no siempre perfecto, para seguir luego de-
mostrando otras propiedades por la teoría de conjuntos

En el libro de "Historia de las Matemáticas", de Rey Pastor, leemos: "La Ma-
"temática llamada moderna, corno toda variación esencial en el progreso de cual-
"quier actividad humana, ha ido precedido de un largo período de transición y adap-
"tación, transcurrida el cual, qt^edaron consolidadas las nuevas ideas y trazado el
"nuevo derrotero.

"La génesis del álgebra moderna tuvo sus comienzos en las ideas de GRASS-
"MANN, KRONECKER, GALOIS, CANTOR, DEDEKIND y otros sobre núme-
"ros algebraicos, hipercomplejos, sistemas modulares, vectores, tensores, matrices,
"grupos, cuerpos e ideales.

"Surgió luego la escuela algebrista, cuyos principales investigadores fueron HEL-
"MUNTH HASSE, EMMY NOETHER y EMIL ARTIN, qtte ordenaron todas es-
"tas disciplinas, entre los años 1924 al 30, en un cuerpo de doctrina que expusie-
"ron con el nombre de "ALGEBRA MODERNA", cuyos trabajos f ueron publica-
"dos por WAN DER WAERDEN en 1930, obra que, en esencia, contiene ya todo
"lo que hoy se entiende por "Matemática Moderna."

Tienen una importancia fundamental en el concepto de los números naturales,
tratado por la teoría de canjuntos, los de conjunto finito e infinito.

CANTOR y DEDEKIND ( 1888 y 1887) definían el conjunto infinito por la pro-
píedad de ser coordinable con alguno de sus conjuntos parciales y conjunto finito el
que no es finito. También los define así PISOT y ZAMANSKI en su lihro "Math^-

matique General" (1963).
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Pero esta definición ncgatira del conj:rnto finito no f^^e bien acogida por otros
motemáticvs, pretertdiendo corrseguir :ma definición dimcto de esta clase de con•

juntos.

Se llegó así a obtener una definición perfectamente determinativa (véase HEIN-
RICH WEBER, "Enziclopédie der elementarmathematik", 1903, y REY PASTOR,
"Análisis algebraico", séptima edición, 1941).

Esta definición es la siguiente: "Un conjunto es finito cuando cada :ena de
s:is paries tiene primero y último elementos."

Comenzaremos exponiendo la ieoría de los nzímeros naturales por la de lns
conjuntos.

Según ésta, la definición rigurosa y exacta de esta clase de números es: "Los
números naturales son los CARDINALES de los conjuntos finitos."

Es necesario, pues, definir con precisión lo q:re entendemos por CARDINAL
DE UN CONJUNTO y CONJUNTOS FINITOS.

EL NUMERO NATURAL SEGUN

LA TEORIA DE CONJUNTOS

1. CONjUNTOS ORDENADOS.-Se dice que un conjunto está ordenado
cuando se ha establecido una relación entre cada dos de sus elernen-
tos que los distingue en uno ANTERIOR y otro POSTERIOR.

Sí a es anterior a b, se escribe :

a-{b

Entonces es b posterior a a, lo que se expresa :

b j- a

De estas definiciones se deducen las siguientes propiedades:

^ a.^b
1 a Siendo a y b E A, es : ! b^ a (Ordenación total)

I Si es a^ b F--r b}^ a I (Propiedad simétrica)
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Debe cumplirse además la siguiente condición

^Si a,bycEA ^ y^ b^b ^^ a ^ c I (Transitiva)

EJEMPLO.-No es totalmente ordenado el conjunto de los cuadriláteros dis-
puestos de lo general a lo particular.

Cuadriláteros-Trapezoi des-Trapecios-Paralelogramos

( Rectángulo I
Romboide j Rombo j Cuadrado

Pues no quedan ordenados elrectángulo y rombo.

I. ELEMENTOS NOTABLES EN UN CONJUNTO ORDENADO.-

Si a E A es anterior a todos los demás, de A, se dice que es el PRIME-
RO o M/NIMO elemento de A.

Si m E A es posterior a todos los demás elementos de A, se dice que
es el ULTIMO O MAXIMO elemento de A.

Si un elemento no es ni mínimo ni máximo, se llama INTERIOR al
conjunto A.

Si es a^ b^ c, se dice que b ESTA ENTRE a y c.

Si entre dos elementos m y n no hay otros, se dice que son CONSE'-
CUTIVOS; m es el ANTERIOR INMEDIATO a n y éste el POSTERIOR
INMEDIATO a aquél.

Estos elementos, PRIMERO, ULTIMO y CONSECUTIVOS no sicm-
pre existen, como se comprueba en los siguientes ejemplos.

EJEMPLO 1.°-El conjunto de los números naturales no tiene último.
EJEMPLO 2.°-El de los números enteros no tiene ni primero ni último.
EJEMPLO 3.°-En el conjunto de los números racionales, ordenados de me-

nor a mayor, no tiene primero ni último ni tampoco elementos consecutivos,
pues entre dos números racionales siempre hay otros.

Si n es el siguiente inmediato de m se escribe :

n = sig. m o m= ant. n
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Ŝ . CORTADURAS EN UN CONJUNTO ORDENADO. Se llama CORTADU-
RA en un conjunto ordenado, A, a toda PARTICION del mismo en
dos suba^njuntos, A, y AZ, tales que todo elernento de A, sea anterior a
todos los de Az.

A, se llama sección inferior y Az sección superior.

Puede ocurrir que A, no tenga máximo o que AZ no tenga mínimo.

CONJUNTOS BIEN ORDENADOS

4. U^z conjunto, A, se Ilama BIEN ORDENADO si todo subcon-
jtuito, A', tiene un elemento mínimo.

De esto se deduce que el propio conjunto A tiene un mínimo, puesto
que A es parte de sí mismo.

5. TEOREMA 1°-Todo elemento de un conjunto bien ordenado
tiene un siguiente inmediato. (Pero puede ocurrir que algunos elementos
no tengan anterior inmediato.)

En efecto, sea: m E A, y A'CA, el subconjunto de A formado por to-
dos los elementos posteriores a m.

Por ser A bien ordenado, A' tendrá un mínimo, sea n. Este n es, pues,
el primer elemento que sigue a m; es, pues, el sig. m.

Los elementos que no tienen anterior inmediato se llaman SINGU-
LARES.

EJEMPLOS.-El COnjUntO

1, 3, 5, 7, ...; 2, 4, 6, 8, ...

formado por los números impares, seguidos de los pares, tiene el elemento
singular 2.

E1 conjunto

1 2 "S 4 3 4 5 S 6 7 8
- - ' - -, --, . .. ; 2 --- - 3 -, . . . ; 3 ^ - 2 , - 3 .2-, 3, 4, 5 ,..., , 2, 3 4 , 2'

Tiene los elementos singulares 1, 2, 3,...
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CONSECUENCIA.-TUCIU SecC{Ún superior de un conjunto bien ordenado

tiene un mínimo.

Ó. TEOREMA 2".-PRINCIPIO DE INDUCCIUN.-

Hipótesis 1'.Si un elemento, m, de un conjunto bien ordenadv, A,
tiene una propiedad P.

Hipótesis 2'.-Y si ul tener iarnbién lu propiedad P todos los elementos
anteriores a m, la tiene m.

CoxcLUS[óN.-Todos los elementos del conjunto A tienen esa pro-
piedad.

En efecto: Si hubiera algunos elementos de A que no tuvieran la pro-
piedad P, esos elementos formarían un conjunto A' e A que, por ser A
bien ordenado, A' tendría un primer elemento, sea n. Resultaría, pues, que
todos los elementos anteriores a n tendrían la propiedad P; por tanto, en
virtud de la segunda hipótesis, también n tendría esa propiedad, lo que
es absurdo.

CONJUNTOS SIMPLEMENTE BIEN ORDENADOS

7. DEFINICIÓN.-Un conjunto bien ordenado sin elementos singu-
lares se llama SIMPLEMENTE BIEN ORDENADO o SUCESION.

Estos conjuntos son, pues, casos particulares de los bien ordenados,
tendrán, pues, todos la propiedad de estos últimos, así :

1." Todo subconjunto de uno simplemente bien ordenado tiene un ele-
mento primero.

2: EI propia canjunto tiene un elemento primero.

3." Todo elemento de un canjunto simplemente bien ordenado tiene un
SIGUIENTE INMEDIATO, excepto el último elemento de A, si lo
t uviera.

4:' De la definición se deduce además que: En todo conjuntv sintple-
rrtertte bien ardenudo, todo elemento, excepto el primero, tiene un an-
terior inmediato, puesto que el conjunto no tiene elementos sin-
gulares.

5:' Toda sección superior de un conjunto simplentente bien ordertudo tie-
ne tut primer elemento, lo yue es consecuencia de 1.".

Y toda sección in(eriur tiene ttn tíltirnu elernentv, lo quc es con-
secuencia de 4.°.
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b." VALE EL PRINCIPIO DE INDUCCION, que ahora puede enunciar-
se así :

Hipótesis 1.'.-Si un elemento, m, de un conjt^ntv simplemente bien
vrdenado, A, tiene una propiedad P.

Hipótesis 2.'.-Y si al tenerla otro elemento k, posterior a m la tiene
también el sig. k.

CoxcLUS[óx.-Se puede asegurar que todos los elementos del con-
ju^ito A tienen esa propiedad.

CONJUNTOS FINITOS

8. DEFINICION.-Un conjunto se llama finito cuanto todo con-
junto parcial tiene primero y último elementos.

Resulta de esto que el propio conjunto tendrá primero y último ele-
mentos.

Y que todo conjunto parcial de uno finito es también finitv.

9. OTRAS PROPIEDADES.-Resulta también de la definición que
todo conjunto finito es bien ordenado en sus dos sentidos y de las
propiedades de los bien ordenados se deducen las siguientes propiedades
de los conjuntos finitos.

1.' Todo elemento de un conjunto finito, distinto del primero, tiene un
anterior inmediato. No hay, pues, elementos singzdares.

Y todo elemento, distintv del último, tiene un siguiente inmediato.

2.° De la propiedad anterior resulta que los conjuntos finitos son casos
particulares de los simplemente bien ordenados.

3.' Toda sección inferior de un conjunto finito tiene un elemento máxi-
mo y toda sección superior, tiene un elemento mínimo.

4: Es aplicable a Ivs conjuntos finitos el principio de inducción, enuncia-
do como se hizo en el N° 7, 6.".

10. TEOREMA.-Si A es un conjunto finito, tambiéit lv es el con-
junto { A, m}. Pues si todo conjunto parcial de A tiene un máximo y un
mínimo, también los tendrá todo conjunto parcial de { A, m}.

11. TEOREMA.-TOdO conjunto finito es biyectivo consigo mismo
cnulqrciera que sea el orden en que se disnongart sus elementos.

EI teorema es evidente para el conjunto { a} de un solo elemento.
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Y si fuera cierto para otro conjunto A, lo sería también para el con-
junta { A, m }.

Pues si Á y Á fueran dos ordenaciones distíntas del conjunto A, se-
ría, por hipótesis,

^ ^ biy , A

íuego

( A,m } _ ^tY _ . {A,n1 }

y si en esta biyección es

h bIy -^ k Y m bty^ m,

se podría establecer otra biyección en la que fuera

h b`y ^ m y m bIy --► ^

y, por el principio de inducción puede permutarse m con cualquier otro
elemento de A, con lo que queda demostrado el teorema.

En los párrafos anteriores hemos querido hacer resaltar la dependencia y je-
rarqufa que existe entre los conjuntos bien ordenados, simplemente bien ordenados
y finitos; pero en la exposición del concepto del número natural pueden estudiarse
de modo directa los conjuntos finitos, como indicamos a continuación.

Ia definición es la misma que dimos en el número 8.

Consecuencias inmediatas son :

1' Todo conjunto parcial de uno finito es también finito.

2.° En particular: toda sección inferior tiene un elemento máximo y toda sección
superior, uno mínimo.

3.' Cada elemento, distinto del último, tiene urt siguiente inmediato y cada elemen-
to, distinto del primero, un anterior inmediato.

a) Sea m E A y A" el conjunto parcial formado por todos los elementos de A
posteriores a m. Este conjunto A" es una sección superior de A que, se-
gún 2', tendrá un minimo, sea n; n es, pues, el primer elemento que
sigue a m.

b) Asimismo, sea A' el conjunto formado por todos los elementos de A que
preceden a m. Este conjunto A' es una sección inferior de A que tiene
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un máximo, sea n, que es, por tanto, el último de los elementos de A que
preceden a m.

4' Si A es finito, también lo es { A, m}.
Se demuestra como en el número 10.

6' Principio de induccidn.^e enuncia como en el número 7, 6' y se demues-
tra asf : Si en el conjunto A hubiera elementos que no tuvieran la propie-
dad P, estos elementos formar(an un conjunto parcial de A que, en virtud
de la propiedad 1', tendrta un primer elemento, sea n.

Entonces, el anterior inmediato a n sí que tendrfa la propiedad P, y, en
virtud de la 2' hipótesis, también la tendrfa n.

7.° Todo conlunto finito es biyectivo consigo mismo, cualquiera que sea el or-
den en que se dispongan sus elemenios.
Se demuestra como en el número 11.

12. El conjunto { a} es evidentemente finito y, por lo dicho en el
número 10, también lo son los conjuntos

{a},{a,b},{a,b,c}, {a,b,c,d},...

EI conjunto ^t,, formado por todos estos conjuntos finitos, se llama LA
SUCESION NATURAL DE LOS CONJUNTOS FINITOS.

`I(. =I{a},{a,b},{a,b,c}, {a,b,c,d},...]

13. TEOREN[A.-Todo conjunta finito es bit^ectivo con uno de la
sucesión ^..

Sea el conjunto

C={ a', b', c', ..., k' }

Se puede establecer la biyección

a, biy -► { a }

y si

m, biy _ .
_^ sig. rn' biy -► sig. m

y, en virtud del principio de inducción, aplicable a los conjuntos fini-
tos, todo elemento de C, tendrá su homólogo en J^(.. Será pues

C bty -. {a,b,c,...k}

que es uno de los conjuntos de la sucesión.
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Resulta de esto que todo conjurttv finito tiene su representante era la
sucesión 9T..

CARDINALES

14. DEFINICION.-Todvs los conjuntvs biyectivos entre sí for-
►nan una clase de equivalencia, pues

1.° Si

A -bly ► B

Y ^°

biy
A íprop. simétrica)

Si A b^y-. ► B^ . biY
y B biy . C

--- ► C (prop. transltlva)

Resulta, pues, que todos los conjuntos pueden agruparse en CLASES
DE EQUIVALENCIA rl cada clase puede representarse por uno cualquie-
ra de sus eonjuntos.

Y se dice que todos los conjuntos de la misma clase tienen la misma
POTENCIA o el mismo CARDINAL. Es decir que

I Si A bly ► B F--^ Card. A= Card. B I

1 S. ORDENACION TOTAL DE LOS CARDINALES.-Y como
dados dos conjuntos, A y B, es siempre :

o A- bly-- ► B' c B; o A-blY -► B; o B--bly - ► A' c A,

Resulta que siernpre es :

I o Card. A^ Card. B; o Card. A= Card. B; o Card. A> Card. B I

16. DEFINICION.-Se llarr^arr nrírneros naturales a lvs cardina-
les de lvs conjuntos finitvs.
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Y, como se ha demostrado en el N.° 13, todo conjunto es biyectivo
con uno de la sucesión ^..

Los números naturales son, pues, los cardinales de los cvnjuntvs de
la sucesíón 9'C ; así :

Card. { a}= 1; Card. { a, b} = 2; Card. { a, b, c}= 3;...

Los números cardinales son los elementos
de la sucesión

y es

N={ 1, 2, 3, 4, ... }

1 <2<3 <4<... <n<sig.rt <

(2)

Entre las sucesiones 9T, y N queda, pues, establecida una biyección com-
patible con las respectivas ordenaciones. Las sucesiones `.Ii. y N son, pues,
isomorfas y tienen estructuras iguales. Tienen, pues, las mísmas propie-
dades.

17. PROPIEDADES DEL CONJUNTO N.-

1." `,1C, y N tienen un primer elemento : f a} y 1.

2." Todo número natural tiene un siguiente inmediato; y cada número
natural, distinto del 1, tíene un anterior inmediato.

Pues, en la sucesión 9^., cada conjunto tiene un siguiente inmediato,
que se obtiene agregándole un nuevo elemento.

Y cada conjunto de `.3L, excepto { a}, tiene un anterior inmediato, que
se obtiene suprimiéndole un elemento.

3." El conjunto N no tiene un máximo. Es una sucesión indefinida (sin
fin).

4." Toda sección inferior de N tiene tvt rnáximo y tvda sección superivr,
un rnínirno.

La sección
N',,, _{ 1, 2, 3, ..., rr: }

es biyectiva con cl conjunto f u, b, c, ..., »t } de la sucesión ^, y, como
este conjunto es finito, también ]o es ]a sección N',,,, por tanto, tiene un
máximo.
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Resulta, pues, que la sección superior N",,, tendrá un mínimo que
es el sig. m.

5.' El conjunto N es bien vrdenado, es decir, que todo conjunto parcial
de N tiene un primer elemento.

Sea N' e N.

EI conjunto formado por todos los números menores que todos los de
N' forman una sección inferior, N',,, que, según acabamos de demostrar,
tiene un máximo, h.

EI número síg. h pertenece, pues, al conjunto parcial N' y es, por tan-
to, el primer elemento de este conjunto.

6.' Es aplicable al conjunto N el prt:ncipio de inducción, lo que es cvnse-
cuencia de la propiedad anterior.

7.' El conjunto N es totalmente ordenado, lo que es consecuencia de lo
demostrado en el N.° 15.

18. NUMEROS ORDINALES.-Todo cvnjunto finito es biyecti-
vv con una sección in jerior del conjunto N. Pues, según demostramos en
el N:'13, todo conjunto finito es biyectivo con uno de la sucesión ^i. y
éste lo es con una sección inferior de N.

Sea

C= {a',b'c',...,h'}

un conjunto finito cualquiera biyectivo con N' _{ 1, 2, 3, ... , h}.
En esta bir^ección a cada elemento de C corresponde un número natu-

ral que se Ilama el NUMERO ORDINAL de ese elemento.
Y resulta que el CARDINAL del conjunto coincide con el ORDINAL

de su últirno elemento.

19. PRINCIPIO DE PERMANENCIA DEL CARDINAL.-Pare-
ce, pues, deducirse de esta que al cambiar el orden de los elementos del
conjunto C, pudiera cambiar su número cardinal. Resulta, sin embargo,
que:

Al cambiar el ordera de los elementos de un conjunto, pueden cambiar
!us ordinales, pero el cardinul permanece inulterable, lo que es consecuen-
cia de lo demostrado en el N: 11.
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OPERACIONES CON LOS NUMEROS NATURALES

61

ADICION Y MULTIPLICACION.-Las definiciones simbólicas de es-
tas dos operaciones son :

` Card. A = a '
Si A(1B= QJ yes Card.B=b ^ a+b=s

^ yCard.AUB=s ^

^ Card. A = a ^
Si Card. B= b =^ a. b= p

^ y Card. A x B= p ^

PROPIEDADES DE LA ADICION.--Sabemos que

biy , ^
Si A -iA > AUB b^Y -+A'lIB'

biy 1
y B - -► B' J

Que

y que

biyAuB----i BuA

biy
(AUB)UC ---► A^U(B UC)

De cuyas relaciones se deducen las siguientes propiedades de la adi-
ción de números naturales:

Si a=a'

^ y b=b' ^
^ a+ b= a' -^ b' ^ (Prop. uniforme)

^a -+ b= b+ a I (Prop. conmutativa)

(a + b) + c = a + (b -{- c) I ( Prop. asociativa)
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PROPIEDADES DEL PRODUCTO.---Sabemos quc:

1.°
Si A bIy -i A' ^ A x B bIy ^ A' x B'
y B biy ^ B,

2" AxB^BxA

pero quc

Card. (A x B) = Card. (B x A)

3: Que

4 ^ Y que

(AxB)xC bIy -+Ax(BXC)

(A U B) x C bly -+ (A x C) U(B x C)

De cuyas relaciones se deducen ]as siguientes propiedades de la mul-
tiplicación

{ Si a=a'
S y b_ b, ^ a . b= a. b' (Prop. uniforme)
111

I
a. b= b. a I (Prop. conmutativa)

(a . b) . c = a . (b . c) I (Prop. asociativa)

(a + b) . c= a. c+ b. c I (Prop. distributiva)


