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A programacion lineal se encuentra incluida en una serie de teo-

rias como juegos de estrategia, teoria de colas, teoria de la infor-
macién que se engloban con el nombre genérico de Investigacion cpe-
rativa y que se originan bajo la presion de las necesidades bélicas de
la II Guerra Mundial.

Desarrollamos el siguiente problema tipico (Cf. KaAUFMANN. Recher-
che operationnelle) que da una idea de los métodos y propositos de
la programacioén lineal.

Se pretende realizar una alimentacién economica para el ganado,
que debe contener obligatoriamente 4 clases A, B, C, D de componen-
tes nutritivos.

La industria alimenticia produce, p. ej., dos tipos de alimentos M y
N que contienen estas componentes, 1 Kg del alimento M contiene
100 g de A, 100 g de C, 200 g de D.

1 Kg del alimento N contiene 100 g de B, 200 g de C y 100 g. de D.

Un animal debe consumir diariamente un minimo diario de: 0,4 Kg
de A; 0,6 Kg de B; 2 Kg de C; 1,7 Kg de D. El producto M cuesta 10 F
el Kgyel N, 4 F el Kg. (Qué cantidades de M y N hay que utilizar por
dia y animal para realizar la alimentaciéon mas economica?
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Llamemos z, y las cantidades de M, N que hay que proporcionar
diariamente a cada animal.
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La funcion economica es:

Z 10z 4y 93]

Los objetivos o ligaduras son;

01xr -04 > I 4 (2)
0ly -0,6 = Yy 6 (3)
0lr+02y =2 = x+2y--20 (4)
02x+01x>17 52z +x>17 (5)

Trazamos las restas:

v:iz=4%4
vV2:y=6
V3 :iz+2y-=20
VA 2rty =11

Correspondientes a las ligaduras y la familia de rectas 10 + 4y = Z,
de la funcién econémica. Recordemos la formula de la distancia de un

Az +By+C
punto (z,y) alarecta Ar+By+C=0d-= ———— ¥ que
*\ 42 + B?
la situacion de (x,y) respecto a los dos semiplanos en que la recta di-
vide al plano se discrimina asignando dist. positiva, a l1a del origen a
c
la recta —————————, y entonces los puntos de d - o estan al mis-
LV AL+ B
mo lado o a distinto lado del origen. El punto (X,y) que hace minima
la funcion econémica se halla en la parte no rayada de la figura, y en
el vértice, (en nuestro caso A, (4,9) del poligono para el gue la recta
10x + 4y = Z esté mds prorima al origen.

El valor minimo de Z es por consiguiente: 2 =10-4+ 4-9 = 76 F.

*  ® *

Se propone otro ejercicio:

Para fabricar dos productos P; y P,, hay que trabajarlo en 3 ma-
quinas M;, M, M sucesivamente pero en un orden indiferente. Los
tiempos de ejecucién por pieza estan dados en el cuadro adjunto, en
minutos :
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M, M, M,

P, 11 7 6
F, 9 12 16

Las horas disponibles de cada maquina para una actividad de un
mes SOn:

9.900 m para M;, 8400 m para M, y 9.600 m para M;

El producto P; da un beneficio unitario de 900 F, P, de 100 F.

¢Cuadnto debe fabricarse de los productos P,, P, para que el bene-
ficio total sea maximo?

Aqui la funcion economica es:

2=900x + 1000 y
y las ligaduras:
11z 4 9y:9900
Tx + 12 y < 8400
6+ 16y 9600
Solucion: r == 626 y = 334.

*HF R

El método de Dantzig (1947) o método del simplex

En los problemas anteriores so6lo intervienen dos variables y los
métodos de solucién estan al nivel del Bachillerato. Cuando el nume-
ro de variables es superior a dos se utiliza un método publicado por
Dantzig en 1947, que ha experimentado perfeccionamientos por Kuhn,
Tucker y otros que pueden leerse en la bibliografia de Kauf-
mann (Ed. Duncd) (el autor obtuvo en las clases de Analisis II. F. de
Economicas de Bilbao, una modificacién del método de Dantzig utili-
zando matrices canoénicas). La relacién de Von Neumann entre progra-
macion lineal y juegos de estrategia puede verse en McKinsey. T. Mat.
de los juegos Ed. Aguilar.

Aqui tratamos de sintetizar el método a través de un ejempio.

Para un estudio detallado se recomienda KAUFMANN (pags. 281-367)
y Gass, Linear Programming Mc Graw Hill (hay trad. por una edito-
rial mejicana) que es el mejor libro en opinion del autor sobre la ma-
teria, que se puede definir en general como un problema de mdzrimos,
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y minimos con condiciones lineales de varias variables en el que es
imposible aplicar los métodos clasicos de Lagrange.
Definicion general de un problema de programacion lineal.

Dadas las m ecuaciones lineales:

M'm
(1) Za,x, b i1, .., m
it

y la funcion econdmica:

(2) 2= Ze X

resolver un problema de programacién lineal es hallar los valores de
n + m variables x, - 0 que verifiquen (1) y hagan (2) = maxima o mi-
nima.

Por el Teorema del poliedro convexo (que no demostraremos) toda
solucion del problema debe comprender al menos n variables nulas.
Precisemos la terminologia a seguir con la palabra solucion:

Solucion: n + m valores r, que satisfacer (1)
Solucion posible: Id. con la condicién z, 0
Solucion bdsica: m variables z, .- 0 y n variables x, .- 0 qus sa-

tisfacen (1).
Solucion bdsica optima:
Idem. pero que maximira o minimira.
Sea buscar el maximo de :
2=3T1+2%,+ T3+ Ty + Ty + 5 Xy (1)

con las ligaduras:
3x + 13— I5 = 3
T+ T,—3r, = —12
L+ X+ T =4

que en forma matricial puede escribirse:

3 01 0 —1 I 3
3) (1 10 —3 0) z, | = <~12)
0 1 1 0 1 I3 4
z,
25

En nuestro caso m =3 = 2.
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Suponemos obtenida una solucién béasica:

que sustituida en z obtenemos z - 10.

Como hipoétesis general suponemos que la matriz de las ligaduras
tiene rango m en nuestro caso 3 y expresamos los vectores

3. /0" 1 7/ 0 —1
1 1 > en funcion de los independientes ( 0 <~—3) ( 0)
0 1 1 0 .1

como base: 10 que nos da la ecuacion matricial:

3 0 1 0 —1 X3 Iy
(4) 1 1 = 0 —3 0 . Ty Ty
0 1 1 0 1 Tt s

3 0 1 0 —1

P ={1 P,=11 P;z(O P4:(-—3 P, — 0
0 1 1 0 1
P =Py+23 + P,y + P52, y analogamente para P,

Si desarrollamos el producto matricial:

3 0 Tul + x4 0— x5 Ty + 0.1y — sy
( 11 = —3xy — 3z
0 1
:L‘31 + .7:5, -T}z "l’ .1‘52

y resolviendo el sistema o bien premultiplicando por:

1 0 —1\"!
(0 —3 0
1 0 1
obtenemos los coeficientes de (5)

P;=2 X, P, (5)
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que en nuestro caso son:

3 1
IJI - 1‘31 i
2 2
—1 1
Ty =~ Ly = —
3 3
1
Is; =

Calculemos ahora el z, llamado crecimiento de z respecto al vector P,.
n+m

(6) z,= X 1,0,

i=n+1

que en nuestro caso y en forma matricial es

(2, 2 +(1, 1, 5) 3 1
2 2
—1 —1 19 8
3 3 B <~TT>
—3 —1
2 2

se forman las diferencias:

19 28 2
Z—0=———3=—— B—C = ——

3 3 3
se escoge ¢l indice en este caso, el 1, para el cual la diferencia es ne-
gativa y de valor absoluto mdximo.
El procedimiento es iterativo y exige considerables calculos.
Llegamos asi a la solucidén:

7 43
I =— T,=0 ;=0 Iy~ — Is = 4
3 9



