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Por MIGUEL L. LAPLAZA
{Del Instituto «Jorge Juan», C. 5. 1. C))

PLANO AFIN

1. VECTOR DE POSICION DE UN PUNTO

Sea O un punto fijo del plano. Podemos establecer una correspon-
dencia entre los puntos del plano y el conjunto de los vectores libres
del plano, del siguiente modo:

Al punto O le asignamos el vector nulo.

A un punto A distinto del punto O le asignamos el vector OK.

Esta correspondencia es biunivoca:

-y

Pues si el punto A es distinto del punto A’, los vectores OA y 8A’
tienen el origen comun y no son coincidentes, luego no son repre-
sentantes del mismo vector libre.

e
Por otra parte, si v es un vector libre, sabemos que existe un

~> -
unico punto A tal que OA —= v.

—
Diremos que el vector OA es el vector de posicion del punto A.
Por lo tanto, 1la nocion de vector de posicién de un punto del plano
depende del punto O que tomemos.

2. SISTEMA DE REFERENCIA Y COORDENADAS DE UN PUNTO.

Un sistema de referencia del plano esta constituido por un pun-

—
to O y dos vectores u, v, que sean linealmente independientes, dados

—
en un cierto orden. Representaremos a este sistema por (O, u, v).
Dado un punto A, el vector de posicion del punto A es el vec-

-3 — .
tor OA, y como u y v constituyen una base de los vectores del plano,
se verifica que

— — N
OA == zu | yv.
Diremos que los numeros I, ¥ son las coordenadas del punto A

. N
respecto al sistema de referencia (O, u, v), y lo representaremos por
A o(x, ¥).
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Por consiguiente, dado un punto del plano, podemos asignarle un
par de numeros en un cierto orden de acuerdo con el procedimiento
anterior, y estos numeros, en ese orden, son las coordenadas de]
punto respecto al sistema de referencia. Es decir:

~ - -
A= (x, y) < OA =2zu + Yv,

y por consiguiente, dados un par de numeros, existe siempre un pun-
to que tiene esas coordenadas, y este punto esta univocamente de-
terminado, ya que si dos puntos tienen las mismas coordenadas, tie-
nen el mismo vector de posicién y, por lo tanto, coinciden.

3. CAMBIO DEL SISTEMA DE REFERENCIA

- = - . . .

Sean (O, u, v) y (0% u* v*) dos sistemas de referencia. Si un

punto tiene las coordenadas (x, ¥) con respecto al primero, indica-
remos con (x* y*) las coordenadas con respecto al segundo.

~ =\ -
Siendo {u, v} y {u*, ?;*} dos bases del conjunto de los vectores
libres del plano, sabemos que existen dos relaciones del tipo:

-, - -
Ut = Ayl + A a0y 0
-5 - - 7
A N T 1 ) @yl

-

u — b“u ‘i’* b] bub)-_g o
b= b "t bmv* buby |

Si A= (x2*, ¥"), A== (2, ¥):

—
O%A = %1l Fy'o,
luego
= -> — -y » =
O0*A=0"0 { OA =00 -}- xu - yv;
de donde

- - — - —
Iu -+ yv = 00* |- z*u* |- y*v°,
y si O* = (a, b), O‘ = au - bv
- - —
Tu + yv = au -+ oo + x*(anu + apy) + ¥ (ayu + axv) =

— —
=aa - auZ” -+ ayy™) 4+ (b + ant” + awy’),
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y por consiguiente:
=0+ a,x* + any*

=0+ apx” + axl*.

Y de una manera analoga puede llegarse a:
x*=a 4+ b, + by

' =0+ bT + bay.

4 VECTOR DE DIRECCION DE UNA RECTA.

Sea r una recta; consideremos el conjunto de todos los vectores
e
libres de la forma AB, en que A y B son puntos de r, entendiendo:

que KA es el vector nulo. Este conjunto de vectores libres constitu-
yen una recta vectorial. A un vector cualquiera de esta recta vecto-
rial le llamaremos vector de direcciéon de esta recta (excluido el vec-
tor nulo).

Por consiguiente, a cada recta le hemos hecho corresponder una
recta vectorial, y se deduce de las definiciones, que dos rectas son
paralelas si son distintas y si tienen la misma recta vectorial. El re-
ciproco también esta claro: si a dos rectas les corresponde la mis-
ma recta vectorial, estas rectas son paralelas. Como una recta vec-
torial queda determinada por uno de sus vectores que no sea el vector
nulo; la condiciébn anterior puede formularse del modo siguiente: la
condicidon necesaria y suficiente para que dos rectas sean coinci-
dentes o paralelas es que dos vectores de direccidon, uno de cada recta,
sean linealmente dependientes.

Una recta queda determinada por uno de sus puntos y un vector
de direccion de la recta, ya que si hubiera dos rectas que pasasen por
ese punto y tuvieran ese vector de direccién serian dos rectas pa-
ralelas con un punto comun y, por lo tanto, coincidentes. Recipro-
camente : dado un punto y un vector libre, existe una recta que pasa
por ese punto y tiene ese vector de direccidén. Basta tomar un repre-
sentante del vector libre que tenga origen en ese punto, y el vector
nos determina una recta que cumple estas condiciones.

5. ECUACIONES DE LA RECTA.

-
Sea v el vector de direcciéon de una recta r y sea A uno de sus
puntos.
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-
Si X es un punto de la recta 7, A?( = v, esto es:

-~ — -
OX—0A =1
—

-~ —
OX = OA -} .

Es decir, para todo punto X existe un . que satisface a la relacion
anterior. Y, reciprocamente, si Y es un punto tal que para un valor
-de » se verifica que:

— - -
OY = O0A -}
- -

AY =— »v,

— -
luego AY y AX pertenecen a la misma recta vectorial y tienen el
origen comun, y esto exige que A, X, Y estén alineados.

Por consiguiente: la expresion C?X == QA 4 }.17 nos da los puntos
de la recta, y solamente ellos, para los diversos valores de :.

Esta expresion se llama ecuacién vectorial de la recta r. Recipro-
camente: Consideremos los puntos X, tales que:

— - -
OX = 0OA - id,
—
-en que A es un punto arbitrario y d un vector libre arbitrario. Sea

r la recta que pasa por Ay que tiene a 3 como vector de direccion;
acabamos de ver que su ecuaciéon vectorial coincide con la expresion
dada y, por consiguiente, esta expresién es la ecuacién vectorial de
una recta.

Vamos a buscar otra forma de la expresion

— - —
OX = 0A |- »d
- S -
OX == zu -|- yv

—> — -
OA = au -} by
— - —
d = uu - vv.

‘Sustituyendo,
—

- - - N BN — - R
zu--yo—au by | s(uu + uv) o ula + ru) + v(b + ),
v esta expresion es equivalente a
Tr—a--wu
y b,
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Expresiones que nos dan las coordenadas de los puntos de la rec-
ts, en funcion de un parametro. Estas expresiones se llaman ecua-
ciones parameétricas de la recta. Es inmediato el comprobar que toda
expresion de esta forma corresponde a una recta, ya que equivale
a una ecuacion vectorial de una recta.

De las ecuaciones parameétricas se deducen las expresiones;

VT = av -} Iuv

uy = bu - ruv
y restando:
vx - (—wy + (bu —av) = O,

expresion gue es la ecuacion no paramétrica de la recta. Esta ex-
presion es una ecuacién lineal en las T y en las y, en la que el coefi-
ciente de la y, cambiado de signo, y el de la x son las componentes
de un vector de direccidén de la recta.

Hemos de ver que todo punto P = (z., ¥.), tal que:
VL, — UYo -+ DU — av = 0,
es un punto de esta recta. Como u o v son distintos de cero, podemos
suponer que u =0, sea: » = (L, —@)/uU,

T, —a .0 — av uy., —bu
b _.‘T_ ;:v ) e e b _l,_ - = bHh + —— = Yo,
u u u
y por consiguiente,

T, =a -}- ru
yo - b “I“ )\’l),

¥, por lo tanto, el punto P pertenece a la recta.
Reciprocamente: consideremos el conjunto de puntos cuyas coor-
denadas satisfacen a una ecuaciéon del tipo

ar +by + ¢ =0.

Consideremos la recta cuyo vector de direccion es el (—Db, a),
que pasa por un punto X, = (x., ¥.), tal que:

ax, +- by, + ¢ = 0.
Acabamos de ver que la ecuacién de esta recta es:

ax + by -} ¢ =0,
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como se comprueba sustituyendo en la ecuacién de la recta para lo
valores ¥ ==-—b, v=4qa, a =%, b =¥y, y, por Io tanto, la expresiéy
dada es la ecuacion de una recta cuyo vector de direccion tiene as
componentes (— b, a).

6. RECTA QUE PASA POR DOS PUNTOS.

Sean A = (a, b), A’ = (a’, b’) dos puntos distintos. Queremos en-
contrar la recta que pasa por estos dos puntos, en sus diferentes
tipos de ecuaciones.

-
Un vector de direccion de la recta es el AA’;
o N -
OA = qu |- bv
- —5 —
OA’ = g'u +- by,
luego
~> - —> — -5
AA’ = OA"—OA = (a" — ayu -} (b"—-b)r.
De aqui se deduce que: Ecuacién vectorial de la recta AA":
OX = OA | AA’.
Ecuaciones paramétricas de la recta AA’;
x=a-| r(a —a)
y="0b-+ (b —Db).
Ecuacibn no parameéfrica de la recta AA”:
— (b —b) +y(a'—a) - ab’ —ba" 0.

7. POSICION RELATIVA DE DOS RECTAS.

Sabemos que dadas dos rectas, s6lo pueden presentarse los si-
guientes casos: las dos rectas son coincidentes, las dos rectas se cor-
tan o las dos rectas son paralelas. Queremos encontrar la caracte-
rizacién de cada uno de estos casos a través de sus ecuaciones no
paramétricas, 1o que equivale a estudiar un sistema de ecuaciones
lineales con dos incdgnitas,

Sean:

ar +- by -t-¢ =
ar+ by =20
las dos rectas.
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Vamos a averiguar primeramente si las dos rectas coinciden o si
son paralelas, y para ello sabemos que es condieién necesaria y su-
ficlente que tengan unos vectores de direccion que dependan lineal-
mente:

(b, —a) y (v, —a’)

son vectores de direccion de las rectas. Por lo tanto, seran paralelas
o coincidentes si existe un , tal que:
(b, —a) = »(b', —a’);
esto es, si
b=,

En caso de que exista, ha de ser distinto de cero, pues si fuera igual
a cero,
= = 0,

y no tendriamos la ecuacién de una recta. Ademas,

a’b=1b'a’ = ab’;

luego

| ad |

] albl I] - 0-
Reciprocamente, supongamos gue

lab |

l a/b/ l - 0,
esto es

ab’ = ba’;

supongamos que a’ -0, tomemos . = a/a’:
W0 s a/a’ = ab’/al = a’b/a’ = b;
sia’ =0, como b+ 0, a =0, y basta tomar
A= b/b’.

Por consigniente: Dos rectas son paralelas o coincidentes cuando
¥y s6lo cuando

adb |
a’b’ f =0,

¥y como consecuencia: dos rectas son incidentes y distintas cuando

; e % £ 0,
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Volvamos al caso en que
ab | _
] av | =0
Si
| ac | be
e | | e’ |

son distintos de cero, las rectas no pueden tener ningun punto co-
mun. En efecto: supongamos que es diferente de cero el segundo:

ab’x - bb'y 4+ ¢cb’ =10
a’bx -}-bb’y + ¢’b =0,

y restando se obtendria (si hubiera alguna solucion comun) que:

;o lCcb |
Cb CD \ c;bt ‘ "'O:
contra lo supuesto.
Si | ac | Lbe g,
| a’e | b'e” |

las dos rectas son coincidentes, ya que se ve, como en el caso pri-
mero que hemos tratado, que:

b=1b’
c=ic

a =i
C == i.C’

y, por consiguiente, las dos ecuaciones no difieren sino en una cons-
tante que multiplica a una de ellas.

Veamos que si las dos rectas coinciden, se verifica que:
ac | | be

ac ]’ i be - 0.

ab |

|
[
lat

Por coincidir, tienen vectores de direccion dependientes; Iuego

Ademas:
aa’'x --ba’'y +ca’ =0
= (ba’ —ab’)y - ca’ — ac’ = 0;
aa’x —g—ab’yql—ac’:of > (ba -
luego

[ ¢
ca’ —ac’ = — [ a
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Por otra parte,
bax | bb'y 4 cb’' =0

ba'z + bb'y -+ be =0 | = (PGP A A= D=0

luego

cb’¢—c’b—_———-ll be ]i = 0.

§. POSICIONES RELATIVAS DE TRES RECTAS.

Dadas tres rectas de ecuaciones:

az--by -+ c=0
a4 dy4e =90
a”l‘ ,,{,, bl/y _{' cf/ — 0;

por simple aplicacion del apartado anterior podemos resolver casi
totalmente la cuestion de su posicién relativa.

Primeramente hay que averiguar los paralelismos y las coinciden-
cias, 1o que equivale a tomar las rectas de dos en dos (es decir, tres
casos) y aplicar el apartado anterior.

Supongamos que las rectas dadas no son ni paralelas ni hay dos
de ellas paralelas, ni hay varias de ellas coincidentes. Quedan sola-
mente dos casos: o que formen triangulo 0 gue sean concurrentes.
Veamos la caracterizacion de los dos casos: Si

abc |
a'bc
a!lbl/ctl

::0’

las tres rectas tienen un punto comiin, ya que

[be | |, lca | [ b | _
a | b//c// } ‘{' b ! Cuau [ [ C J al/bn I 0
, I b’ ¢ l , [ cl a/ ’ L ! a/ b’ _
a | b//c// ‘ } b g c//a// ‘ } c ’ a//b// y 0
2 } b’ ¢’ I _h I C’ a’ _ ’” ' a'l b’ Z —
a E bncn ‘ } b ! cl/all i C ! a//bu 4 = 0

¥, por consiguiente, pertenece a las tres rectas el punto cuyas coor-
denadas son:

(1gel /levl ool /ierl)
! ’ a’b”
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Veamos que si el determinante es distinto de cero, las tres rectas
no pueden tener un punto comun: :
De las ecuaciones se deduce que:

aar -+ adby-+ac=0{| a”’axr+ a”by-{ a’c=20
aa’x --ab’y +a¢’ =0\ aa”"zx -4 ab”y -} ac” =0
y restando estas expresiones obtenemos que:
(¢/b—ab )yt a'c—ac =0 {
(a”b—ab”’)y +-a’c—ac” =0\
de donde se deduce que:
(a”b—ab”) (a’b—ab)y + (a’'c—ac’) (a”b—ab”) =10
(@b —adb’) (a”b—ab”)y 4 (a”c— ac”) (a’b-—ab’) =0
vy restando:
(a’c—ac’)y (a”b—ab”)— (a”¢c —ac”) (a’'b—ab’) =
= q(ac’d” -}- a’be” 4 a”b’c —a”"be’ —a’'d”"c — ac”’b’) =
laa’a”
bb’'b”
CCICII

=—a = 0.

Haciendo la misma operacién, cambiando la segunda ecuacior por

la primera:
1 Ua'a”
a’ | bb’d” | = 0.

l Cc/c// r

y como a o a’ son diferentes de cero, ya que las rectas no son para-
lelas, obtenemos que el determinante es nulo, en contradiccion con
1a hipdtesis.

ESPACIO AFIN

1. VECTOR DE POSICION DE UN PUNTO.

Sea O un punto fijo del espacio. Podemos establecer una corres
pondencia entre los puntos del espacio y el conjunto de los vectores
libres, del espacio del siguiente modo:

Al punto O le asignamos el vector nulo.

A un punto A distinto de! punto O le asignamos el vector OA



PLANO Y ESPACIO AFIN 871

Esta correspondencia es biunivoca:

Pues si el punto A es distinto del punto A’, los vectores O_A N4 6:&
tienen el origen comun y no son coincidentes, luego no son repre-
sentantes del mismo vector libre.

-—)
Por otra parte, si v es un vector libre, sabemos que existe un nuni-
- —
co punto A tal que OA —=wv.

—
Diremos que el vector OA es el vector de posicion del punto A.
Por lo tanto, la nocién de vector de posicion de un punto del espa-
cio depende del punto O que tomemos.

2, SISTEMA DE REFERENCIA Y COORDENADAS DE UN PUNTO.

Un sistema de referencia del plano estia constituido por un pun-

e e
to O y tres vectores, u, v, w, que sean linealmente independientes,

dados en un cierto orden. Representaremos a este sistema por

(0, 4, v, w). .
Dado un punto A, el vector de posicién del punto A es el vector OA,

R
y como u, v. w constituyen una base de los vectores del espacio, se

verifica que: N - o N
OA = zu -| yv -+ zw.

Diremos que los numeros I, ¥, £ son las coordenadas del punto A

B e e
respecto al sistema de referencia (O, u, v, w), y lo representaremos
por:
A= (xz, ¥y, ).

Por consiguiente, dado un punto del espacio, podemos asignarle
un conjunto de tres numeros en un cierto orden de acuerdo con el
procedimiento anterior, y estos numeros en ese orden son las coor-
denadas del punto respecto al sistema de referencia. Es decir,

s - — ~>
A= (x, ¥y, 2) & OA =zxu -+ yv |- 21,

¥, por consiguiente, dados tres numeros en un cierto orden, existe
siempre un punto que tiene esas coordenadas, y este punto esta uni-
vocamente determinado, ya que si dos puntos tienen las mismas coor-
d.e;nadas, tienen el mismo vector de posicién y, por lo tanto, coin-
tiden.
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3. CAMBIO DEL SISTEMA DE REFERENCIA.

Sean (O, u, v, w) y (O* u*, v*, w*) dos sistemas de referencia. Si
un punto tiene las coordenadas (Z, y, 2) con respecto al primero, in-
dicaremos con (x* ¥*, 2%) las coordenadas con respecto al segundo,

X e e - - .
Siendo f{u, v, w} y {u*, v* w*} dos bases del conjunto de los vecto-
res libres del espacio, sabemos que existen dos relaciones del tipo:
—_)-, — - - i !
w = a4 apy - 4w R |
- - i

- - ‘ ,
VY = Al + a.,v ’* ayw ‘ Ayl P 0
- ~ - — i

W' = Ayl - GyD - Q0 | @y

= = - - |
= byu* -+ bpo* - bw* | bbby,
v = b u* ’+ b 0" +- by 0.0 nby } =0

-, - =
W0 = byu* |- byo* b byw* | bybyby

+

Si A= (x, y, ?), A= (2% ¥", ?"),
~— —> —>
OA == 00* 4- O*A,
y si
—> - — —)
00* == au -+ bv -|- cw,
sustituyendo en la expresién anterior:
- - - - - - ) o -
U yv 2w =au 4+ bv + cw + ru* + Yy + 2w =
- - - ) — -> -> - - —
= au -}- bv - cw - (@, U + auv 4 auw) + ¥t (A A + antd) +
"}“ z*(a:uu ’* a,.v '{" a:w‘w) == ((l ‘+" (1”.'13"‘ 1 a1 e a'uzvﬂ)u +
a0 _» . 1 >
+ (b1 @ | awy® b ape®) v (e | @ -l anyt - anztw,
de donde se deduce que:
= a- and' A any’ b agR’
Y= bt and” -k any’ -+ auR”

£ e Tt - agy” -t agR”
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——

y de una manera analoga puede llegarse a:

*r=a —+ by 4 by + buz
Y* =1 -4 bk + buy -+ by
2" = ¢ - byuT + byl + by,

3. ECUACIONES DEL PLANO.

-
Sea Il un plano, y tomemos dos vectores, r, y 7':, que tengan repre-
sentantes contenidos dentro del plano, y que sean linealmente inde-

-
pendientes. Esto quiere decir que todo vector libre v, que tenga re-
presentantes contenidos dentro del plano puede expresarse como com-

. 3 = __)
binacion lineal de ellos, y que reciprocamente, si » es un vector que
puede expresarse como combinaciéon lineal de estos dos vectores, sus
representantes o son paralelos al plano o estan contenidos dentro
de él
Sea P un punto del plano 1I; si X es otro punto se verifica que:

= — ->
PX = i1, - ure;
esto es,
> - o~ -
OX — OP = A7y -} nry,
0 su equivalente
— — — 5
OX = OP -}~ ar, 4 urs;
siP=(a, b, ¢),

.
T = (U, v, W)

—
T‘J - (u‘.h vf; w;’)
nos resulta:

- — B d ~» - - - - =
zu o yo - 2w = au - bo+ew 4 (uu+ oo+ ww) +

- — b 4
- (w4 00 - wa);

esto es,
T == a4 2% 4 i,

Y =Db -+ v, -} uvy
2= ¢ -} iw, -} vw,

que son las ecuaciones parameétricas del plano, y que son equiva-
lentes a la ecuacion vectorial. Por lo tanto, toda expresion de este
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tipo corresponde a las ecuaciones paramétricas de un plano, ya que
equivale a una expresiéon del tipo

—> -~ - -~
OX = OP + ir, + uf,.

De las ecuaciones paramétricas se deduce que

I—a U U Ay ply U U
Yy—b v U, | = | A0, +4-uv, v, v, | =0,
l2—c w w, AW, 4 ww, w, W,

lo que equivale a la ecuacion

| v, o,

(I'—a)[w w, w,

+ (y-—b)’

t + (2 —c¢)

1
Veamos que, reciprocamente, si un punto satisface a la relacion
I—a U U,

y—>b v v,
z—c w w, |

:0'

que este punto pertenece al plano. Para ello hemos de ver en primer
lugar que uno, al menos, de los determinantes,

U, uz! lul uz\ Iv1 2)._,1

vV W wy! LW, Wy

sea distinto de cero, puesto que si los tres fueran nulos, esto es, si

U, = ViU,
UW, = UW,
VW, = VAW,

como u,, v, 0 w, es distinto de cero, podemos considerar que u, =07,
por lo tanto,

Uy, = U/ U,
vy 7= /U,
W, = /U W,

y los vectores r, y r, serfan linealmente dependientes, contra lo su-
puesto. Por lo tanto, podemos suponer que, por ejemplo,
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y como
g—a U U
v v, Y—
y——b Dy U :0:(.1?—(1) 1 y b —1""3 b ’Ul]
2—C W, W, w, w w, 2—¢C c wp
y—b v v,
v 'U._‘ D_: ——'b 1 b
y—b v v, |=0=(y—b) ’+v1{ v +o, Y 2|
2—C W W, | W, W, w, 2—¢ z—c w!
e—¢ wlw._.“ v, | v bl 'y—b v,
1=b v e =00 % 2w 2 VT e P20
Jz——c W, W, ! 1 W,y w, 2—°¢C z2—c w
‘y_b vy | v, Yy—b '
. ]2—-—-0 u)‘.!‘ - w, f-—°¢C
tomando ). = =
| U Yy T
}wl w, wy, Wy

se verifica que
T = a4 2y - u,
y=>b- v, uv,
2 = ¢ 2w, 4 pw,
Reciprocamente: consideremos la expresion
azx -}- by --cz -}-d = 0

en que, por ejemplo, a % 0, y vamos a ver que el conjunto de los pun-
tos cuyas coordenadas satisfacen a esta relacion son los puntos de
un plano. Los puntos

A= (—d/a,0,0),; A-==(—d-—-b/a, 1,0, A= (—d—c/a 0,1)

satisfacen a esta relacion y no estan alineados, ya que esto es equi-
valente a la dependencia lineal de los vectores

AA, - (-b/a, 1,00, AA - (—ca 0, 1)
y si
AA, = 1A A,
('“ b/a) 17 O) - }.(‘_C/a, Ov 1) = (’-" )C/a, 0! /),

lo que implica que 1:=0; por consiguiente, no estan alineados estos
puntos,
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Consideremos el plano que pasa por el punto A, y que contiene

a los vectores X:Ag, ATAg. La ecuacién de este plano es:

d b c |
r4-— —— —— d b c
a a ¢ =2 —ty——trz——=,
Y 1 0 a a a
2 0 1

0 lo que es lo mismo:
ar -+by +cz--d==0,

que coincide con la expresién dada, que, por lo tanto, representa el
conjunto de los puntos de un plano.

4, POSICION RELATIVA DE DOS PLANOQOS.

Dados dos planos:
ar--by +cz-4d =20
ar-+by-+czl-d =0
s6lo pueden presentarse tres casos: o son coincidentes, o son parale-
los, 0 se cortan en una recta.
Si los dos planos son paralelos, debe verificarse:
\ab]w tbe | lad bd fed
Ca

ac ‘0.
= ; b'e’ f e O, ! a/d/‘: = 0, O b'd’ o) O, O ‘ e'd’ # 0.
En efecto. Hagamos x = 0; las ecuaciones

a’c

I

by-t-ecz-l d= 0
by--cz-{-d"—0
no pueden tener ninguna solucion comun, por lo que

be | . 'bd | L cd
! be **—-0, I b'd’ I ;-TEO, 0 c'd’ =2 0.

Hagamos y = 0; las ecuaciones

ar--c2--d =20
a'zr--¢z--d =0
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no pueden tener ninguna solucién comun, por lo que

| ac | ad | | cd

—0- : l
| a’c =0; ’ a'd’ l #0, o [ c'd’ 7"50

Hagamos z = 0; las ecuaciones
ar +by4-d=0
a’T+bY+4d =0
no pueden tener ninguna solucién comun, por lo que

Lad | | bd |

- |
afbl ":0, ‘y aldl ’ '-2[—’0; o ! bldf 7140,

con lo cual hemos llegado al resultado que buscabamos.
Veamos el reciproco. Si

fbe |

ab | | ac | [
! a/b/ [ a/c/ ‘, ‘ b'c' \ T
y por ejemplo,
' bd |
v =0

que los planos son paralelos, es decir, que no pueden tener ningun
punto comun.
De las ecuaciones se deduce que

b'ax -|-b’by -+ b’cz + b'd =0
ba'x -- bb’y |- be'z - bd’ =

y restando,

’ ’ 1 ’ 7 ’ [, i b d
(b’'a —ba’ )T - (b’c-—be)y |- b'd —-bd = — | va | =0,

contra lo supuesto, y por lo tanto, no hay puntos comunes.
Por consiguiente: dos planos son paralelos cuando y solamente

cuando
fab ! lac | [ be |
a’b’ | a’c T

y alguno de los
tad | bd
ad |

es distinto de cero.
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——————

Dos planos se cortan en una recta cuando, y solamente cuando,
alguno de los determinantes

| ab | | ac | be |
1’ arb/ ‘ 'I alcr ’ blct 1’
es distinto de cero. Para comprobar esto bastara ver que si

| a 'be | lad | _bd | _lcd |

,ab’] | a ;—=bw'|::ad'y:5bu'[—:crf;:&

los dos planos coinciden, y reciprocamente.
Hemos visto que si

lab | [ ac | 1bc(””0
| a’d” | | ae | | be | ™
existe un ;. tal que
a=ra
b= .b
¢ —= ¢’
y como

./‘d, — a/ald/ e adl/al — a/d/a: — d;

las dos acuaciones coinciden salvo en un factor constante y, por lo
tanto, representan el mismo plano.

Reciprocamente: si 1los dos planos coinciden, como los puntos
(—d/a, 0,0), (—d—"b/a, 1,0)y (--d-—c/a, 0, 1) pertenecen al pti-
mero, han de pertenecer al segundo, esto es:

d d-1b d-lc¢
el e B Ml | / M (N M I/ AN | MR a’ ¢ +d=0,
a « a
esto es
;. pad |
, , , , ad ab tab |
'_"da ’_‘ba ’{ ab _{" ad :} azd/ ‘ + } a/b/ ‘I = a/b/ =Y,
ad ac fac
- da, - Ca' '*}‘ ac’ '}" (ld’ = Il ald/ } + l’ a/c/ ‘ = ? a/cl } == 0
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ysib=c=—=b = ¢ = 0, ya esta demostrado. Si b, por ejemplo, es
distinto de cero, se obtiene analogamente que

| ba | I be | | bd |
| b’ | v | || T
y como los dos planos no son paralelos y
| ab | | ac | | be | _
| a’d’ | | @ | ve | =0
debe ser
lcd | _
| car =0,

con lo cual queda demostrado.

5 ECUACION DE LA RECTA.
Sabemos que dada una recta, el conjunto de todos los vectores de

la forma AA’, siendo A y A’ puntos de la recta, es una recta vecto-
rial. Llamaremos vector de direccién de una recta a uno cualquiera
de esos vectores que sean distintos del vector nulo.

Es inmediato, a partir de las propiedades del paralelismo en el
espacio, que dado un punto y un vector libre existe una recta unica
que pasa por ese punto y tiene al vector libre como vector de direc-
cion. .

Sea r una recta, A un punto de r y d un vector de direccién de
esta recta. Se demuestra, como en el caso del plano, que los puntos
de la recta estan caracterizados por la relacion

AX =d,
y esto es equivalente a
OX = OA - id,
que es la ecuacion vectorial de la recta.
Reciprocamente: toda expresién de este tipo es la ecuacion vecto-

rial de la recta que pasa por el punto A y que tiene a d como vector
de direccién, como se comprueba facilmente.

Sustituyendo en la ecuacion vectorial:
OX = .rwit)-v|~ yv’—{— 225
OA = au + bv + cw

e —> — —
d = uu -+ vv 4 ww
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T
llegamos a
T=a-} u
y=b-} 1
2 =c¢- i,

que son las ecuaciones paramétricas de la recta.

A partir de estas ecuaciones llegariamos a las ecuaciones np pa-
rameétricas, pero ya hemos visto cuando hemos estudiado la posici¢n
de dos planos, que una recta viene determinada por un par de ecya-
ciones de la forma

ar+by+4-czc+d=0
az+by+cztd =0,
en que uno de los menores

fab | [ ‘be |

lac ‘
I a/bl I I a/c/ ! ' b/c/ i

es distinto de cere.

Es interesante el buscar a partir de estas ecuaciones un vector
de direccion de la recta. Para ello basta observar que

pabe | . | , \
j’ bc !:: e [ bc ‘ o ‘ ca ! i : ab J—
]Z’b'c"\ 07y FO g C gy =0
¥ que analogamerite
| a’b’c’ | , ‘ ‘
a b c o ’J b ¢ J - b’ pea e ra b el
Cabe i G e 1 BV g T gy O

|

por lo que si un punto (z, 8, v) pertenece a la recta, también perte
nece a ella el punto:

| be | | ca f
A e o b e v

-

¥y, por lo tanto, un vector de direccion es el
[l be | ca
\[ b

c I
‘e’ ca | a’b’




PLANO Y ESPACIO AFIN 881

¢. POSICION DE UNA RECTA Y UN PLANO.

Sea ax-|-by |- ¢z -}-d, = 0 un plano y
T = a4 ou
= b - v
2==c-4 rw

una recta. La condicién necesaria y suficiente para que sean parale-
las estas figuras es que no admita solucién la ecuacién en X:

a.a 4 bbb - ¢c + d, 4 2(au + b+ cw) =0,
y para ello ha de ser
aa-+bbtce--d #0
au-+4-by-tecw - 0.
Si se verifica que:
aa+bb4ecc-+d 0
au--by-+ecw =0,
12 recta esta contenida en el plano, ya que para cualquier valor de 2,
nos da un punto contenido en el plano, y reciprocamente.

Finalmente, por exclusion de los casos anteriores, se llega a que
sl una recta y un plano son incidentes, se debe verificar que

aun-|-bv 4 cw= 0.
7. POSICION DE TRES PLANOS.
Se puede reducir al caso anterior, considerando la recta determi-

nada por dos de ellos, o se trata de un caso de paralelismo de los tres
planos.



