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En esta prímera parte se considera q las leyes que rigen el mo-
vimiento de un cuerpo sometido a fuerzas centrales. Después, y
siguiendo las leyes de Kepler observamos que el movimiento de
los planetas es precisamente de este tipo. Finalmente se llega a
la deducción de la ley de Newtan.

Reservamos para un segundo trabajo el problema inverso al
aburdado en éste : conocida la ley de Neti^ton y con la fórmula de
Binet, buscamos el tipo de traycctoria quc puede darse en un
campo de fuerzas centrales gravitacionales. Discutiremos allí las po-
sibilidades de las distintas órbitas y las condiciones de cada tma.
Esto nos servirá para entrar en el problema dc los sat^lites arti-
ficiales.

Fig. 1

J. TEOREMA DEL MOMENTO CINETICO

Si consideramus un ptmto material de ma-
-►

sa ^n, que se mueve a la velocidad v, su canti-

dad de movimiento será : L= rnv.
Si elegimos un centro de momentos, se lla-

_i

ma momento cinético, p, con respecto al pun-

to O, al mamento del vector cantidad de movi-
- ►

miento, L, con respccto a dichu punto,
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-..
-^ -► dr
L=mv=m dt

resulta :
-► ^ dr
p=mrA-^

Derivando esta expicsiún con respecto al tiempo tenemos:

_, -^ , z
d ( dr dr d r 1,p _ -►
dt - u^ ` dt ^ dt + r^ dt^ J

- i --► _ ^ --►

- ri2 ^ l1 ^ r -^ Y n m d t

E1 primer sumando dcl segtmdo miembro es nulo por tratarse
del producto vectorial de dos vectores de la r.^isma dirección. En

^
z

el segundo sumando tenemos la expresión m ^tr que, según la

ecuación fundamental de la Dinámica es igual a F Por consiguien-
te, toda la expresión anterior queda reducida a:

t
=rAF [1]

que nos dice que «la derivada del momento cin^tico con respecto

al tiempo es igual al momento de la fuerza que actúa sobrc el

cuerpo».
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2. FUERZAS CENTRALES
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Fuerza central es la que está dirigida hacia el punto O(fig. 1)
y que solamente es función de la distancia a este punto. Según la
ecuación [ 1], en el caso de fuerzas centrales :

-► ►
r^F=O

dc donde

d^-=0

y por tant^

-.

ĉ!t

-. dr'
= t^z r A = tp consd^ .

o lo que es lo misn7o

- ►
-► dr
r ^ ^ = const.

_, _ .
Según el significado ge^métrico del prodtlcto vectol'ial, r ^ dr

scrá el doble del área rayada en la figw°a 1 y cunstante en este caso
según [2].

_,
-► dr

En consecuencia, r A dt , que es el área barrida en la >.u7i-

dacl d^_• !icmpo será también constante.
-,

Pur otra parte, de la constancia de p en cuanto a la dirección,
-. -.

sc si^ uc quc cl plano que determinan r y dr tiene d.irección fija.

Por consiguientc, la traycctoria es plana.

RCSLIll7lCnClO, CUanClO Llll pU17t0 177atCl'lal C5ltl SOIt7etld0 a Lllla

fucrza central su movimiento se realiza de forma que :

1." L.a velocidad arcolar es constante.

2.° La trayectoria es plana.
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Fig 2

3. VELOCIDAD EN COORDE-
NADAS POLARES

El estudio del movimiento
que nos ocupa se describe me-
jor utilizando las coordenadas
polares r y 9, siendo r el módu-
lo del vector de posición y 8 el
ángulo que forma con un eje
de referencia.

Por definición

^
-* _ dr

v Út

Siendo Itr un vector unitario en la dirección de r, escribimos :

- ► --►
Y = Y • llr

v derivando :

El factor

forma :

dti _ d11^ d^
dt d8 c1t

donde d© es la variación experimenlada por ^ al pasar el móvil de
P a P' (fig. 2).

Pero la derivada de un vector de longitud constante es otro vec-

tor perpendicular al primero (v^ase cálculo vectorial) y así,

- ► - ►
v_ dr _ dr 1+ r dtl`

c1t ^ dt dt
[3]

-..
du^

de la expresión anterior podemos ponerlo en la
dt _

-.
du^
áe

de valor unidad según la figura, será el vector unitario tie perpendi-
_i

cular a llr. Tendremos así :
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--►
da^^ d6 -►
^=^•u9

y sustituyendo en la expresión [3] Ilegamos a:

dr
ár

Como posteriormente vamos a utilizar el cuadrado de la veloci-
dad para el cálculo de la energía cinética, procedemos seguidarnente
a evaluar vz :

v'-= v•v

dr --► de - ►
dt u` + r dt ^`0

\z _^ /
Jj (t^^ • tc, ) -^ r'` I

d^
t̂ r

d r d4 --► -►
+ 2 dt • r^ dt ^u• • it^)

En la expresión anterior,

por lo que quedaría :

(u^ • ia,^) = 1
^- ► -- ►

iue • t^^) = 1

- ^ -►
(^<< • r^a) = o

vZ _( dr 1 z + rz ^ dp 1z
` dt J dt /j

1685

-1-

[4]

i' ^ -->
(ue • t^^)

4. LEY DE LAS AREAS EN COORDEI^IADAS POLARES

Según vimos en el párrafo 2:

_.
-► dr
r ^ dt = const.
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Sustituyendo las expresiones halladas anteriormente :

-► --►

r=r•ur

nos queda:

ur +

1

ru^ ^ r

_ d r -► -►
- r dt u^ ^ u^ + rz

dr^ _ dr -► d0 -i
dt dt u` + r dt u8

dr
= rat^ ^

dt

- ►

ru^ A ( dt
u^ + r de

d0 -► _
dt u0

de ŝ. n ^e
Como u, ^ u, = 0 y u, ^ a^ 8= u„ (otro vector unidad pcrpcndicu-

lar a los otros dos), tendremos :

, de -►r- dt z^, = const. [5]

5. FORMULAS GENERALES RELATIVAS AL MOVIMIENTO EN
UN CAMPO DE FUERZAS CENTRALES

Si consideramos como positivo Nl sentido OP de la Figura 1, la
función potencial será entonces :(véase cálculo vectorial) :

-^ dV
F =

dr

Empleando coordenadas polares, tenemos :

a) Ley de las áreas :

rz - de = C

(empleamos cl módulo de la expresión [5]).

b) Principio de conservación de la energía mecánica :

z / ^ \ z
E, + E,, = const. }2

[(
di )+ r= I dt I I+ V= C'
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Eliminando de entre las expresiones a) y b) (despejando en a)

y sustituyendo en b)) :

d0 c m r dr z cz
^- r2 2 I( dt )+ r^

I+ V = C'
Como V es `función de r y rrz, C y C' son constantes, tenemos que

dr
dt = f(r) lo que nos permite conocer r= f(t).

De la ley de las áreas a) : d0 = Y dt que por integración :

0=/'(t).
E1 movimiento queda así perfectamente determinado al conocer

r y A en función del tiempo. Bastará fijar los valores de las constan-
tes de integración según las condiciones iniciales.

Es más ir_^eresante el encontrar una expresión matemática que

relacione el tipo de fuerza aplicada con la trayectoria descrita por
el punto móvil.

Para hallar la ecuación de la trayectoria basta eliminar el tiem-
po entre las ecuaciones a) y b). De la ley de las áreas :

dt = r^ d©
c

y sustituyendo en b) :

dr d8
m -

r2 d0
+ r^ r^ de + V= C'2

c c

rn
2 i^ dr 2 cz c^ ^ [6]

= C'-Vd0 ) r4 + r2

que es la ecuación diferencial de la trayectoria.

Haciendo Y =, tendremos :

- Y^ dr = du (du)^ = Y (dr)^a

y sustituyendo en [6] :
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mc- dtc
2 L d^ )^+ u' I = C' - V

Para poner de manifiesto la fuer-r_a F, derivemos con respecto a A:

tncz
I

du
z .

d3ct
Z

du dV
2 ^^

L

^l^ + it d^ _ i de

EI segundo miembro lo podemos expresar :

- dV _ dV , d r
c1U

-
dr d^

donde

- dV ^ F

Y

(
1

cl r

d r _ tc 1 du
d8 - d0 u^ d0

i do :y sust tuyen

mc' du
^^^^

d'-u dtc
2

1 dtc
F'2 ^ dA dgz + u

dd c^^ d8^-

Simplificando :

d=tc
mcZ

d0a
^- tJ = -

y deshaciendo el cambio de variable :

1
- rz dez r

dz ^ 1 1
F-- mc2 r +

_,
Esta expresión se conoce con el nombre de «Fárr^^JUla de Binet»

que nos permite, conocida la trayectoria, detcrminar la ley según
la cual varía la fuerza, o viceversa.
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6. MOVIMIENTO DE LOS PLANETAS Y LEY DE NEWTON

1689

Recordemos las leyes de Kepler :

1.^ Todos los planetas descríben órbitas elípticas alrededor del
Sol, ocupando éste uno de los focos.

2.° Las áreas barridas por el radio vector que une el Sol con el
planeta, son proporcionales a los tiempos empleados en barrerlas
(velocidad areolar constante).

3° Los cuadrados de los tiempos empleados por los planetas en
sus giros alrededor del mismo astro son proporcianales a los cubos
de los semiejes mayores de las elipses descritas en su trayectoria.

Según tales leyes, el cam-
po dc fucrzas donde se mue-
ven los planetas es un cam-
po de fuerzas centrales cuyo
centro es el Sol.

La ecuación de una elipse
es :

xz y2

+ 1 Fig. 3u` b2

que vamos a expresarla en coordenadas polares. En la figura 3_y lla-
mando e a la excentricidad, tenemos :

_ OF __ c
e UA a

b' = a'-cZ = aZ-a'- • e'- = u'(1 -e2)

x=OF-^FH=ue-I-rcosA

y=HM=rsen0
Sustituyendo estos valores en la ecuaciGn de la elipsc

.:undo nos queda:

c=a•e

Y simplifi-

1 _ 1-^ e cos 6
r n (I-e')
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Ecuación de la elipse en coordenadas polares en la que hemos des-

pejado 1 para poderla utilizar en la fórmula de Binet. El otro
r

d2 1

término en dicha fórmula es ^ r' or lo ue rocedemos a
dtl` p q p

derivar 1 .
r

d( r 1 _-e sen 0

dtt` a (1 - e`)

dz ( r) __ e cos 8
dd` a (1 - e`)

y sustituyendo :

F=
mcz -e cos A 1-}- e cos A__ mcz 1
r` a(1 - c`) + a(1 - e`) r` a (1 - e`)

[8]

CALCULO DE C

Según la expresión de la ley de las áreas rz ... = C es decir,

C=
doble del área de la elipse _ 2nab

tiempo de una vuelta (período) '1

Elevando al cuadrado y sustituyendo b por su valor en función de a
y e resulta :

CZ =
4^Za2b2

T`
4^sZa2•a2(1-e^)

- = Tz =

4 ^z a° (1- eZ)
Tz

y llevando este valor a la fórmula [8] :
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F =
m4^nZa^(1-ez) _

r`T`u(1-eZ
m 4 ^z a3
r` T`

Teniendo en cuenta la tercera ley de Kepler, según la cual

permanece constante, podemos hacer :

4 ^s2 a3
TZ

En definitiva F=-K

= const. = K

m
r`

1691

a'
T3

[9]

En consecuencia, se trata de fuerzas dirigidas hacia el Sol (signi-

ficado del signo menos), proporcionales a 1^_s masas de los planetas

e inversamente proporcionales al cuadrado de la distancia al Sol.

La ecuación [9] se conoce con el nombre de «lev de la atracción
newtoniana ».

7. LEY DE GRAVITACION UNIVERSAL

Hemos visto que la fuerza con que el Sol atrae al planeta de masa
In,, que dista r, de él será :

F=-Ka
m,
rlZ

Por otra parte el planeta ejercerá sobre el Sol la fuerza:

F=-K,

donde rrzq cs la masa del Sol.

m,
rlZ

Por el principio de la acción y reacción, ambas fuerzas son igua-
les :

K., m, _ K, m, Kg _ K,
r,^ r,° rn„ m,
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Para otros planetas de masas rrtz, m,, ... obtcndríamos :

K^ _ K^ _ KZ ! K3 -... = G
rna m, rrzz rr^3

de donde:
K^=G•mw

y sustituyendo en [9] quedaría en valor absoluto :

m.•ml
F= G r, z
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