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En esta primera parte se consideran las leyes que rigen el mo-
vimiento de un cuerpo sometido a fuerzas centrales. Después, y
siguiendo las leyes de Kepler observamos que el movimiento de
los planetas es precisamente de este tipo. Finalmente se llega a
la deduccién de la ley de Newton.

Reservamos para un segundo trabajo el problema inverso al
abordado en éste: conocida la ley de Newton y con la féormula de
Binet, buscamos el tipo de traycctoria que puede darse en un
campo de fuerzas centrales gravitacionales. Discutiremos alli las po-
sibilidades de las distintas 6rbitas y las condiciones de cada una.
Esto nos servird para entrar cn el problema de los satclites arti-
ficiales.

1. TEOREMA DEL MOMENTO CINETICO

Si consideramos un punto material de ma-
s 4
sa n.que se mueve a la velocidad v, su canti-

- —>
dad de movimiento sera: L = v,
Si elegimos un centro de momentos, se lla-

-

ma momento cinético, p, con respecto al pun-
to O, al momento del vector cantidad de movi-

-
Fig. 1 miento, L, con respecto a dicho punto.
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Como
d—-)
- - v
L=mv = a7
resulta:
- - dr
p = mr A -—at—-——

Derivando csta expresion con respecto al tiempo tencmos:

- —> = —»
dp dr dr - d¥
a =" ( a MNa T N ) h

dr . dr dr
=m a7 A 7 +rAm—7[—

El primer sumando del segundo miembro es nulo por tratarse
del producto vectorial de dos vectores de la misma direccién. En

—>
2

el segundo sumando tenemos la expresion m —;— que, segun la
d
ecuaciéon fundamental de la Dinamica es igual a F. Por consiguien-

te, toda la expresion anterior queda reducida a:

dp _ _7)\% (1]

que nos dice que «la derivada del momento cinético con respecto
al tiempo es igual al momento de la fuerza que actia sobre el
cuerpon.
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2. FUERZAS CENTRALES

Fuerza central es la que csta dirigida hacia el punto O (fig. 1)
y que solamente es funcion de la distancia a este punto. Segun la
ecuacion [ 1], en el caso de fuerzas centrales:

FAF =0
de donde
dp
dt 0
y por tanto
> o dr
p=mrA —ar = const.

o lo que es lo mismo

—p

7/\ —?d—[r— = const. [Z]

~ e . . . - 4

Segun el significado geométrico del producto vectorial, v A dr

scrd el doble del drea rayada en la figura 1 y constante en este caso
segun [2].

—

En consecuencia, v A , que es el drea barrida en la uni-

d
di
dad de ticmpo serd también constante.
-
Por otra parte, de la constancia de p en cuanto a la direccion,

sc¢ sigue que ¢l plano que determinan ?y dr tiene direccion fija.
Por consiguiente, la trayectoria es plana.

Resumiendo, cuando un punto material estd sometido a una
fuerza central su movimiento sc realiza de forma que:

1. La velocidad areolar es constante.

2. La trayectoria es plana.
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3. VELOCIDAD EN COORDE-
NADAS POLARES

El estudio del movimiento
que nos ocupa se describe me-
jor utilizando las coordenadas
polares r y 0, siendo » el médu-
lo del vector de posicion y 0 el
angulo que forma con un eje
de referencia.

Por definicién

—

Fig 2 - dr
dt

. g . . . . - . »
Siendo u, un vector unitario en la direccion de r, escribimos :

- -
vy = r - U,
y derivando:
dr d du,
- r r - U,
V=g = g et (31

—>

Ur . .
El factor 17 de la expresion anterior podemos ponerlo en la
forma:

du, _ dw,  db
die —  db dt

donde d0 es la variacion experimentada por 0 al pasar el mévil de
P a P’ (fig. 2). ‘
Pero la derivada de un vector de longitud constante es otro vec-

—
du,

d

tor perpendicular al primero (véase calculo vectorial) y asi,

>
de valor unidad segun la figura, serd el vector unitario Uy perpendi-

-
cular a u,. Tendremos asi:
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du. _ do -
[

y sustituyendo en la expresion [3] legamos a:

-—»
T

Como posteriormente vamos a utilizar el cuadrado de la veloci-
dad para el calculo de la energia cinética, procedemos seguidamente
a evaluar v?:

, - dr 2 . > s do 3—>.-——>
v_v-v_.( I )(ur )+ r (T) (ue ue)+

dr db
+2__ or.T

T (ut, uo)

En la expresion anterior,
(, + 1) = 1
(g - uy) = 1
(st - 1y) = 0

por lo que quedaria:

o () e Y] e

4. LEY DE LAS AREAS EN COORDENADAS POLARES

Segun vimos en el parrafo 2:

—»

dr

—»
¥ = st.
A a7 const
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Sustituyendo las expresiones halladas anteriormente :

. ar _ dr_ e
=Tt dt ~—  dt u‘ dar "
nos queda:
— dr — do —
ru. A (——E{—ur-f- r——d-t—-—ue) =
- dr — - de -
= ru,/\—W—ur + ru,/\r—a—l—uo =
dr — - . ds - —

:r——t—ur/\u,+r*—(—it—url\u9

Como t, A, = 0y u, A Uy = U, (otro vector unidad perpendicu-

lar a los otros dos), tendremos :

o - [5]

u, = const.
dt

r?.

5. FORMULAS GENERALES RELATIVAS AL MOVIMIENTO EN
UN CAMPO DE FUERZAS CENTRALES

Si consideramos como positivo el sentido OP de la figura 1, la

funcién potencial sera entonces: (véase calculo vectorial):
- dv
F —

- T dr

Empleando coordenadas polares, tenemos ;

a) Ley de las dreas:
_
dt

(empleamos ¢l médulo de la expresion [5]).

rl

=C

b) Principio de conservacién de la energia mecénica:

2 2
E. + E, = const. n:; [( Z: ) + 7 (———3?—) | +V =
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Eliminando Z? entre las expresiones a) y b) (despejando en a)
y sustituyendo en b)):
do c m dr \? e
™ 2 {( dt ) + r
Como V es funcién de r y m, C y C’ son constantes, tenemos que

dr
dt

+VvV=cC

= f (r) lo que nos permite conocer r = f (t).

De la ley de las dreas a): df = :’; dt que por integracién:

0= [ (1)

El movimiento queda asi perfectamente determinado al conocer
r y 0 en funcién del tiempo. Bastara fijar los valores de las constan-
tes de integracion segun las condiciones iniciales.

Es mas irleresante el encontrar una expresion matematica que
relacione el tipo de fuerza aplicada con la trayectoria descrita por
el punto movil.

Para hallar la ecuacion de la trayectoria basta eliminar el tiem-
po entre las ecuaciones a) y b). De la ley de las areas :

dt = —"_ 40
c
y sustituyendo en b):

m dr . do

P 2 I o
3 @ T " _am|| tV=¢
m dr \* ¢& c? ] ,
2 < do ) At ¥ =C—=V (6]

que es la ecuacién diferencial de la trayectoria.

Haciendo

=, tendremos:

— l, dr = du (duy = ! (dr)?

2 r4

y sustituyendo en [6]:
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me’ ( du 2 ,
; w )T

Para poner de manifiesto la fucrza F, derivemos con respecto a §:

=C -V

mc? du d*u du dv
2 lz & Taw o T Th :]_ B
El segundo miembro lo podemos expresar:
v v dr
v T 7 dr dd
donde
dv F
dr
y
)
dr d( u ) _ l du
dy dy TS d9
y sustituyendo :
mc? du d’u du 1 du
3 [2< @0 ) a T I_F' Py
Simplificando:
d’u F
2 = —
e Tu= u?
y deshaciendo el cambio de variable:
1
#(——)
mc? r 1
F=— r de? + r (7]

Esta expresion se conoce con el nombre de «Fdrmula de Binet»
que nos permite, conocida la trayectoria, determinar la ley segun
la cual varia la fuerza, o viceversa.
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6. MOVIMIENTO DE LOS PLANETAS Y LEY DE NEWTON

Recordemos las leyes de Kepler:

12 Todos los planetas describen orbitas elipticas alrededor del
Sol, ocupando éste uno de los focos.

2 Las areas barridas por el radio vector que une el Sol con el
planeta, son proporcionales a los tiempos empleados en barrerlas
(velocidad areolar constante).

3* Los cuadrados de los tiempos empleados por los planctas en
sus giros alrededor del mismo astro son proporcionales a los cubos
de los semiejes mayores de las elipses descritas en su trayectoria.

Segun tales leyes, el cam-
po de fuerzas donde se mue-
ven los planetas es un cam-
po de fuerzas centrales cuyo
centro es el Sol.

La ecuacién de una elipse
es:

P »
a’ * b:

que vamos a expresarla en coordenadas polares. En la figura 3 y lla-
mando e a la excentricidad, tenemos :

o = OF ¢ R
T 0A T g c=are
b2:az_czr_az_az_ez:a?(l___ez)

x = OF + FH = ae + rcos 0

y=HM = rsen
Sustituyendo estos valores en la ecuacion de la elipse y simplifi-
cundo nos queda ;
1 _l4+ecosd
r T oa(l—ed)
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Ecuacidn de la elipse en coordenadas polares en la que hemos des-

pejado para poderla utilizar en la formula de Binet. El otro
& ( !
término en dicha férmula es da‘r - por lo que procedemos a
derivar
1
d( r ) _ —esen
dv* T ooa(l—e)
1
2
d ( r ) _ ____ecos 0
dg? - a (1—e9)
y sustituyendo:
F = me! —e cos 0 l+ecosb = mcd 1
T a(l—e) a (1—e) r a (1 —e)
[8]
CALCULODE C
Segtn la expresion de la ley de las areas r* ... = C es decir,
doble del area de la elipse  2mab
tiempo de una vuelta (periodo) - T

Elevando al cuadrado y sustituyendo b por su valor en funcién de a
y e resulta:

o _4mab _ Ava-a(l—e)
- T4 - T?
_ 4rntd'(1—éY)
= 72

y llevando este valor a la férmula [8]:
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mérniat(l —e?) _ . m 4% a’
‘T a(l — é o r T*

F =

. ) a3
Teniendo en cuenta la tercera ley de Kepler, segiin la cual —

permanece constante, podemos hacer :

4n2ad

—r— = const. = K

m

En definitiva F=—K =

(9]

En consecuencia, se trata de fuerzas dirigidas hacia el Sol (signi-
ficado del signo menos), proporcionales a lcs masas de los planetas
e inversamente proporcionales al cuadrado de la distancia al Sol.
La ecuacién [9] se conoce con el nombre de «ley de la atracciéon
newtoniana».

7. LEY DE GRAVITACION UNIVERSAL

Hemos visto que la fuerza con que el Sol atrae al planeta de masa
m;, que dista r, de él sera:
m
F=—K —

T12

Por otra parte el planeta ejercera sobre el Sol la fuerza:

m,
7‘12

FZ—K1

donde 1, cs la masa del Sol.

Por ¢l principio de la accién y reaccion, ambas fuerzas son igua-
les :
K, m, _ K m, K. K
ri - r? 1, n1y
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Para otros planctas de masas w, n, ... obtendriamos:
K. = K K. Ky =G
m.  om omx  my
de donde:
Kn = G * M,

y sustituyendo en [9] quedaria en valor absoluto:

ma'ml [10]

F=0G .
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