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A charla con la cual inauguramos hoy un Ciclo sobre alguno de los problemas vy

estado presente que algunas ciencias tiemen planteados, quiza lieve un titulo
algo pretencioso: Fundamentacién de la Matematica. Vamos a precisar, de modo in-
mediato, que no realizaremos aqui ninguna Fundamentacién, rigurosa o no, de la Ma-
temdtica. Intentaremos exponer, en Panorama histérico, o que ha supuesto, lo que
ha s(ignificado y significa este tema para la Matematica. Y ello por un motivo fun-
damental: A todo cientifico le es dificil compaginar el rigor de la ciencia que cultiva
con la exposicidon de la misma para un puiblico que se supone no especializado en la
materia. La ecuacién Divulgacion + Ciencia = Amenidad es de muy dificil solucién.
Y mds si, al acotar la variable “ciencia”, restringimos la ecuacién anterior a Divul-
gacidon + Matematica = Amenidad, teniendo presente, ademds, que no es el matema-
tico profesional de la palabra hablada.

De aqui esa preferencia por una perspectiva de caracter histérico, intentando
resaltar los momentos mds interesantes del proceso que ha conducido a este tema,
con el consiguiente riesgo -—inherente por otra parte a todo intento divulgatorio—
de esquematizar excesivamente algunos problemas, algunas soluciones a los mismos
y deformar, asi, la riqueza conceptual que todas las teorias, indiscutiblemente, poseen.

Fundamentar una ciencia no es otra cosa que la bisqueda de un nimero minimo
de conceptos, de proposiciones, de formas de operar tanto con esos conceptos como
con esas proposiciones, formas de operar que permitan la construccion del resto de
los conceptos y proposiciones componentes del edificio de la Ciencia que se pretende
fundamentar. Conceptos, proposiciones, formas de operar con ellos que resulten total,
absolutamente seguros, incontestables, de tal manera que el resto de los conceptos y
proposiciones obtenidos también gocen de ese caracter, no pudiendo existir, por ejem-
plo, dos proposiciones contradictorias como consecuencia de las que tomemos como
primitivas.

He utilizado el término “edificio” y ciertamente se podria comparar la Ciencia
con un edificio, en cuyo caso el problema de la Fundamentacidon no seria otro que
el de la cimentacién del mismo.

(*) Conferencia inaugural del ciclo “Perspectivas de la Ciencia en la actualidad”
en la Casa de Cultura de Cuenca (21-1-1969).



LA FUNDAMENTACION DE LA MATEMATICA 77

1. PRECEDENTES HISTORICOS

El promleba de la Fundamentacion de la Matemdtica, aunque no ha cobrado toda
su importancia hasta el siglo XIX, por falta de una toma de conciencia de su natu-
raleza, se liga de modo estrecho, sin embargo, a la Matematica desde los comienzos
de esta disciplina, La Matematica ha sido la primera en organizarse como ciencia,
como ciencia deductiva, ademds, en uno de sus campos: el geométrico. Y esta or-
ganizaciéon como sistema de términos y proposiciones acerca de esos términos, consi-
deradas las proposiciones como verddderas, y obteniéndose unas de otras mediante un
proceso deductivo, entrafiaba, ya, un primer problema. No todos los términos podian
ser definidos en funcién de los demas, porque de lo contrario se caeria en un circulo
vicioso; no toda proposicidon podia obtenerse como consecuencia légica, deductiva, de
las demds, por el mismo motivo. Sélo cabia la posibilidad de aceptar la existencia de
infinitos conceptos, lo cual parecia contrario a la propia estructura racional humana.
Ante ello, se admitia la existencia de unos términos primitivos, de unas proposiciones
primitivas de caracter totalmente evidente, hasta el extremo de que la aprehensién
de las mismas fuera inmediata, sin necesidad de ulterior explicacién.

Pero en este caso la Fundamentacidén ultima de la Geometria, construida como
un sistema axiomadtico, se encontraba en dos terrenos: por una parte, en la deduc-
cién légica, en las leyes del pensar, y en unas proposiciones primitivas aceptadas como
verdaderas, porque lo “eran” intuitivamente, porque se "adecuaban” a la realidad;
por otra, en una serie de postulados que, no tan intuitivos, podian llegar a ser de-
mostrados, a obtenerse como proposiciones demostradas.

La Geometria, de esta forma, se fundamentaba en unas reglas légicas, en la ade-
cuaciéon a la realidad y en la intuicién. Pero cabe preguntarse, ¢en qué tipo de in-
tuicion? ¢En la sensible? ¢En alguna otra categoria? Si aceptamos el modelo platénico,
en la intuicién sensible, no; pero en este caso tampoco se admiten que las proposicio-
nes primitivas sean verdaderas en si, sino que, una vez aceptadas, de ellas podemos
obtener las demds. El sistema platdénico para el razonar matemdtico es un sistema
hipotético-deductivo, fundamentado en la previa existencia de un mundo eidético. Pe-
ro si admitimos la tradicién que logra predominar tras Aristételes, la base, el funda-
mento de la Matematica si se encuentra en la intuicién sensible y en las formas del
razonar légico. La Geometria surge como una abstraccidén de la realidad circundante
y se organiza deductivamente, con todo rigor, con predomino precisamente del rigor.

Aqui tenemos, ya, una dicotomia presente en toda la evolucion de la Matema-
tica. Intuicidn frente a rigor. Los momentos de expansién, de creacién de nuevas
teorias se apoyan en un predominio de la intuicién, aunque quizd no de la intuicién
sensible, y ello a pesar de que esta intuicién, provoque fuertes aporias, incluso para-
dojas. Paradojas que servirdn de estimulo, por el contrario, para el desarrollo de la
Matematica. El creador considera que ya vendra el tiempo de sistematizacién, de
organizacién rigurosa, deductiva, de lo conseguido. Momentos de organizacién que
no suelen ser, generalmente, de creacién, de expansion.

Ahora bien, la construccién deductiva, axiomdtica de la Geometria no era la
construccion de toda la Matemadtica griega. El ndmero natural, éen qué se funda-
mentaba? Los griegos también respondieron, aunque implicitamente, por supuesto,
a esta pregunta. El nimero natural era captado también por un proceso abstrac-
tivo de la realidad circundante, con un elemento intuitivo consiguiente. Y las pri-
meras aporios que encuentran los pitagéricos, la inconmensurabilidad de la hipo-
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tenusa de un triangulo rectangulo isdsceics, o la de la diagonal de un pentdgono
regular respecto a los lados, que entranaban entidades de tipo irracional como

V'Z, \/>, supusieron una dificultad que podria haober dado un fruto impresionante
a la Matematica. Platén nos cuenta en un didlogo Teeteto cdmo Teodoro, también
pitagorico, parecia inclinarse por ia aceptacion de la existencia de estos numeros

irracionales ol contarnos cémo habia estudiodo desde /3 hasta V'ZB. Pero co-
rrespondié a otro genio, ligado a la Academia platénica, Eudoxio de Cnido resolver
el problema aporético al reducir este tipo de inconmensurabilidad a lao teoria de
la proporcion de magnitudes semejantes. El problema quedaba resuelto; el rigor
habia logrado superar la dificultad, pero a costa de la teoria del nimero. El genio
griego parecia preparado para el rigor deductivo, no para un tipoc de intuicién es-
pecial, nada sensible, Rigor, intuicion: Dicatomia que cobrard fuerza clasificatoria
en Pascal al reducir los espiritus a dos categorias: espiritu geométrico, espiritu de
fineza. Y que siglos después, Poincaré denominard a los matematicos como idgicos o
intuitivos,

Correspondera a espiritus de fineza el dominar una parte mucho mas abstracta
que la Geometria, la Aritmética. Corresponde a los hindles y a los arabes desarrollar
esta rama matematica dando paso al dlgebra, al distinguir el nimero de la cifra que
lo representa y, sobre todo, al utilizar letras, incégnitas para designar al “‘nime-
ro cualquiera”. El proceso abstractivo que este hecho supone es enorme. Pero la
base en la que se apoya, fracamente débil. Y asi encontramos que algunos preocu-
pados por el rigor no aceptardn plenamente, a su tiempo, las conquistas que el al-
gebra y la aritmética logron. Asi, Fibonacci calificard a los irracionales como “sordos’;
todavia Stifel, en plenc siglo XVI califica o los enteros negativos como “‘absurdos’
y un Vieta, nada menos que Francisco Vieta, se niega a darles cabida en la Matema-
tica. Leibniz apostillard a los nimeros complejos, ya utilizados en la resolucion de
algunos tipos de la ecuacion de tercer grado, como “anfibios entre el ser y la nada”.
La fundamentacion de todos estos elementos es precaria. Se admiten porque son Uti-
les. Su base se acepta por un enfoque pragmdtico. Fundamento estrictamente racio-
nal, no existe; pero tampoco, ciertamente, una muy honda preocupacidén por este
hecho, salvo muy contadas excepciones. Aunque quizd tengamos que precisar: el que
la dltima fundamentacién no cause profundo problema al matematico, ello no im-
plica que éste se despreocupe del rigor demostrativo. He citado yo algin ejemplo,
que implica, indudablemente, un cierto malestar en la aceptacién de unos elemen-
tos, a pesar de su indiscutible utilidad, pero de no mucho rigor en su origen. En
este sentido, lo que el matematico hace es avalar todo nuevo método, todo nuevo fo-
gro, mediante un contraste con el método considerado como modelo en cuanto al
rigor, y que no es otro que el modelo del razonar expresado en los Elementos de
Euclides.

Este hecho, esta falta de una fundamentacién rigurosa, se nos presenta con ni-
tida claridad en el siglo XVII, con la creacidn del Cdlculo infinitesimal. Son los
Cavalieri, Fermat, Roberval y, sobre todo, Pascal, quienes crean este edificio impre-
sionante que, junto a la Geometria analitica, provocardn el mayor avence conocido
en la Matematica en todos los tiempos. Y, sin embargo, utilizan en su demostra-
ciones conceptos ciertamente intuitivos, pero, por ello mismo, carentes en gran me-
dida del rigor necesario. Asi, Cavalieri creard el principio de los indivisibles o prin-
cipio de Cavalieri, ampliamente utilizado por Pascal, principio que todavia hoy es
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utilizado en nuestro Bachillerato. Es principio que puede provocar, ‘como de hecho
ha provocado y provoca, muy fuerte equivocidad. Ya que, por ejemplo, para hailar el
area limitada por una curva cualquiera y una recta, se toman sobre ésta recténgulos
de anchura minima y la suma de todos estos rectangulos se quiere igual a ese drea.
Subyacentes se encuentran los ideas de sucesion y de limite, de las sumas de Rie-
mann para la integral, pero unicamente subyacentes. El peligro esta en identificar el
rectangulo, al pretenderio de anchura minima, con una recta, y decir entonces que
la suma de una serie de rectas da una superficie, un drea, cuando la recta carece,
por definicién, de espesor. A los ataques que el empleo de este procedimiento pro-
vocaron contra Pascal y otros, la defensa de los mismos consistié en afirmar que todo
lo logrado por el método de los indivisibles es apto pora crear, el de los antiguos para
exponer. La intuicion, creadora; la deduccion rigurosa, expositora,

A pesar de esta defensa en el sentido de ser ambos métodos Unicamente lenguajes
diferentes para expresar un mismo hecho, el célculo infinitesimal carece de rigor, a
pesar de su desarrollo por parte, principalmente, de Leibniz y sus discipulos, los
Bernoulli. Se habla de infinitésimos, de indivisibles, de fluxiones, pero los conceptos
fundamentales, como los de sucesion, limite, continuidad, criterios de convergencia
para la sumacién de series..., quedan en nebulosa. Por otra parte, el nuevo instru-
mento logra éxitos indiscutibles al permitir cuadrar dreas de curvas cualesquiera, ha-
ltar sus centros de gravedad, sus momentos de inercia, volimenes de cuerpos cua-
lesquiera, trayectorias de moviles, estudio de curvas con creacién de geometrias nue-
vas como la diferencial... En esta situacion también se logran, como no podic ser
menos, resultados algo desastrosos. Asi, Euler, uno de los mds grandes algoritmicos
de todos los tiempos, a pesar de su temprana ceguera, llega a utilizar series diver-
gentes como si fueran convergentes, y llega a calcular, incluso, la suma de una se-
rie oscilante,

2. CORRIENTES DE LA MATEMATICA EN EL SIGLO XIX

Estos hechos provacan la aparicidn de un nuevo espiritu entre los matematicos
con el nacimiento del siglo XIX. Frente al desarrollo algoritmico, se prefiere el des-
arrollo conceptual, el “saltar a pie juntillas sobre los cdlculos”, con frase de Evariste
Galois. Corresponde a Cauchy, entre otros, el privilegio de iniciar esta vuelta al ri-
gor, frente al predominio de la intuicién, que comenzaba a mostrar su aporias. Nos
encontramos con el precedente inmediato de la toma de conciencia del problema de
los Fundamentos de la Matemadtica. Precedente que se va a manifestar por un re-
chazo de la intuicién, principalmente de la sensible, de todos los puntos en que se
encuentra. Este hecho se manifiesta, principalmente, en tres grandes corrientes que
van a confluir a finales de siglo para logror una auténtica fundamentacién de la
Matematica, aparentemente definitiva, aunque de modo simultdneo a su constitu-
cién se abra una crisis, aguda, denominada “‘crisis de los fundamentos’”’ o de la Ma-
temdtica, de gran eco en el primer tercio de nuestro siglo. Las tres corrientes, aunque
este esquema y orden seq, naturalmente, arbitrario, por la interdependencia que tie-
nen los tres entre si, se denominan Aritmetizacidon del Andlisis; Aparicion de las
geometrias no-euclideas; simbolismo légico y matematizacion de la Légica. Breve,
muy esquemdticamente, vomos a esbozar las tres corrientes,
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a) Aritmetizocion del Analisis

El rigor que inicia Cauchy en el andlisis, en la bisqueda de unas definiciones
precisas de fos conceptos fundamentales exige, para no caer en el circulo vicioso
de que lo definido no entre en la definicion, el previo establecimiento de unos con-
ceptos que, a su vez, estén muy claramente definidos. Estos, a su vez, otros. Asi hasta
llegar a fundamentar el nimero complejo en el real, el real en el racional, el ra-
cional en el entero, el entero en el natural. La idea de sucesion en el natural y en
la de correspondencia, la de limite en la de sucesion y entorno, la de continuidad en
los de limite, sucesion, entorno. Asi sucesivamente. Es proceso que se convierte en
necesario para el matematico. Pero con él se llega al numero natural. De él decia
Kronecker:

Es necesario que todos los resultados de la mas profunda investigacion
matematica sean expresables en las sencillas formas de las propiedades
de los numeros naturales.

De modo efectivo Weiertrass y su escuela por un lado, por otro Dedekind, lo-
gran este objetivo. Y lo logran desterrando a la intuicion sensible de manera radical.
Intuicién que se muestra incompatible con el rigor, ya que da paso a ideas que no
parecen muy aceptables deductivamente. Asi, la intuicién sensible geométrica querria
que toda curva continua poseyera derivada o, en lenguaje geométrico, tangente en
cada uno de sus puntos, pero Weiertrass lograba encontror curvas continuas no de-
rivables, es decir, sin tangentes en ninguno de sus puntos. La intuicion queria que
una curva definida en un recinto poseyera menos puntos que los del recinto; Peano
construia una curva continuao que llenaba el recinto en el que estaba definida.

E! rigor parecia alcanzado, al apoyar toda la Matematica en el ndmero natural.
Pero ¢y éste? A esta interrogante, el propio Kronecker respondera: “Dios cred los
numeros naturales; el resto es obra de los hombres.” Asi, el proceso de aritmetiza-
cion del Andlisis habia conducido a considerar como elementos fundamentales de la
discipling, el nimero natural. Y, claramente, todo lo que con él se relacionaba. Asi,
el concepto de sucesor, de primer elemento, de buena ordenacién; asi, la induccién
completa como modelo de! razenar matemdtico. Pero estas ideas, este principio del
razonar matemdtico se consideraban como dodas sin mas, sin una correlacién, sin
una posible explicacién racional.

b) La corriente geométrica

Junto a la anterior corriente, que entrafa como punto fundamental fa supre-
sion de la intuicion en beneficio del rigor demostrativo, se une una corriente mas
espectacularmente tratada, y que se liga a la problematica geométrica. Ya en el
XVII, los trabajos de Fermat y Descartes, con la creacién de la Geometria analitica,
habian reducido, realmente, la Geometria euclidea a una parcela del andlisis. Siguien-
do el proceso anterior, podia considerarse fundamentada, igualmente, la Geometria
en la Aritmética, en el nimero natural.

Pero, simultdneo a la creacién de la Geometria analitica, otros dos matematicos
también franceses, Desargues y Pascal, daban nacimientc a otro tipo de geometria
sintética, la Geometria Proyectiva. Frente a la euclidea, que es esencialmente mé-



LA FUNDAMENTACION DE LA MATEMATICA

trica, la Proyectiva unicamente iba a tener en cuenta las propiedades que se dedu-
cian de la posicidn de los distintos elementos, y sus caracteres descriptivos, sin hacer
intervenir, de manera esencial, propiedades métricas. Pero Pascal es defensor del
jonsenismo y autor de unos muy violentos otaques a los jesuitas. Estos, en defensa
propia, también consideraban atacado el patrimonio esencial geométrico. Y a Eucli-
des, a su defensa, dedicard el jesuita Gerolamo Saccheri, ya en el siglo XVIil!, una
obra que, aparte el cardcter vindicatorio, es de gran importancia, La obra se titulo
Euclides ob noevo vindicatus. El postulado V es el que corre mayor peligro, una vez
mas: habla del paralelismo que en proyectiva absoluta resulta totalmente danado. Y
Saccheri pretende demostrarlo, entonces, rigurosamente como mera consecuencia de
los demds principios geométricos. Para ello, Saccheri adopta el método por reduccidn
al absurdo admitiendo que lo hipétesis del dngulo agudo puede ser verdadera, para
llegar a alcanzar una contradiccién, con lo que hemos de desecharla. Pero Saccheri
no encuentra contradiccion alguna en las consecuencias que va obteniendo. Y, vin-
dicador de Euclides, Saccheri acaba creyendo encontrar tal contradiccion apoyéndose
precisamente en lo que queria desterrar, la intuicién sensible; Saccheri hace una lla-
mada a la “evidencia” de la contradiccidon, que anula en parte todo un trabajo ma-
ravilloso.

Corresponderd a Lobatchevski, Bolyai y Gauss, en el entorno de 1830, el no de-
tenerse en esta evidencia. Construyen la geometria hiperbdlica, la misma, en el fon-
do, que la de Saccheri, pero sin prejuicios de ir en su defensa. Ahora bien, lo que
resulta completamente dahado es, precisamente, esa evidencia, esa intuicion de una
geometria euclidea apoyada en la intuicién de un espacio que se pretendia euclideo.
Gauss y Lobatchevski pretenden constrastar cudl de ambas geometrias es la "ade-
cuada” a la realidad. Pero no hay “experimentum crucis”. El espacio resulta que no
es moldeable por una u otro geometria. Con frase de Gauss en carta g Bessel de
9-1V-1830:

Hemos de confesar con humildad que, si bien el nimero es mero pro-
ducto de nuestro espiritu, el espacio tiene una realidad también fuera de
de nuestro espiritu, a la cual no podemos prescribir a priori sus leyes.

Lo Geometrig, asi, yo no trata de la realidad sensible, No puede fundamentarse
en ello. Pero en este caso, ¢dénde encontrar su auténtica fundamentacién? La res-
puesta la dard el modelo euclideo. La geometria no serd mds que un inmenso edi-
ficio hipotético-deductivo construible axiomdticamente. Pero esta construccién se rea-
lizara ya a finales de siglo.

¢) Desarrollo de la légica

Tras la discusién entre Newton y Leibniz por la prioridad en el simbollsmo ade-
cuado paora expresar el Caleulo infinitesimal, la escuela inglesa, seguidora de New-
ton, queda estancada en el progreso matemdatico. El siglo XVIll cuenta con pocas
personalidades relevantes de las Islas Britdnicas en la Matemética. Sin embargo, a
principios del siglo XIX se traduce al inglés una obra de texto de un matemético no
creador, Lacroix, pero excepcionalmente sistematizador. La obra es el Célculo dife-
rencial e integral, donde se sigue la notacién de Leibniz y se compendian y estruc-
turan todos los resultados obtenidos en este campo por los matematicos franceses del

ENSENANZA MEDIA.—6
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siglo XV, siglo de oro para la matematica trancesa. El cambio de notacion y la
plataforrma gque suponia el Lacroix provocan un despertar de la Matematica inglesa.
Pero el hecho de que una notacion determinada pueda paralizar o por el contrario
estimular el pensamiento matematico, hace que los ingleses estudien con particular
atencién este hecho del simbolismo, yo sehalado por el propio Leibniz. Si para la
Matematica el simbolismo parece una necesidad imprescindible, un simbolismo ade-
cuado por supuesto, ¢por qué no generalizarlo también o otras disciplinas? Entre ellas,
la Légica, por su enlace tan estrecho, al servir la Légica de soporte, en cuanto a las
formas del razonar, a la Matematica. Y George Boole culmina en su trabajo con una
auténtica matematizacién de la Légica, de las Leyes del Pensamiento. Naturalmente,
ello implica la necesidad de estudiar la estructura del lenguaje l6gico, de sus notas
constitutivas. Boole llega a obtener a dos columnas un cdlculo proposicional con un
célculo de clases. Consigue demostrar que ambos responden a lo que después se ha
denominado reticulo y, por poseer las caracteristicas de ser complementario, distribu-
tivo y atémico, constituyen un dalgebra denominada de Boole en homenaje al mate-
matico inglés.

Simbolismo adecuado, lo mdas completo posible, y estudio de los componentes
‘undamentales de las que se denominaban Leyes del Pensamiento, de las leyes lo-
gicas, van a convertirse en la base de cualquier posterior estudio.

3 AXIOMATIZACION. EL NUMERO NATURAL

Uniendo las tres corrientes anteriores, se logra a finales de siglo, fundamentar la
Matematica. Se tiene el nimero natural, por una parte; por otra, un simbolismo y
un desarrollo de la Ldgica bastante aceptable; finalmente, la consideracion de ser la
Matematica una mera construccién hipotético-deductiva. Los tres elementos condu-
cen a considerar que la unica posibilidad de dar el rigor exigido a la Matematica, es-
triba en una Axiomatizacion formal de esta disciplina. Los conceptos primitivos no
pueden definirse, pero no se apoyardn en intuiciones mds o menos peligrosas; serdn
caracterizados por un conjunto de’ proposiciones que, en el fondo, no constituirdn
mas que una definicién implicita de los mismos. Estas proposiciones se admiten no
como verdaderas en el sentido de ser adecuadas a una realidad, sino que se ad-
miten como meros postulados. A partir de los cuales, y mediante unas reglas de de-
duccién claramente expresadas, obtendremos e! edificio completo de la Matemética.

Corresponde a Moritz Pasch, en 1882, dar la primera axiomatizaciéon de la Geo-
metria, ya casi enteramente satisfactoria. Inmediatamente, Peano, Pieri, Padoa dan
otras axiomatizaciones en las cuales el numero de términos primitivos se reduce.
Pero la gran obra en este terreno, modelo sélo equiparable o los Elementos de Euc!i-
des, {o constituye los Fundamentos de la Geometria de David Hilbert de 1899, con
sus 21 axiomas divididos en 5 grupos independientes entre si, y sus tres conjuntos
de elementos primitivos: puntos, rectos y planos caracterizados, precisamenta, por
esos 21 axiomas.

Todos estos sistemas axiomaticos son de tal tipo que no conducen a contradic-
cién alguna. La demostracion de esta no contradictoriedod o consistencia es de tipo
indirecto. Se reduce a traducir la Geometria a la Aritmética. Si ésta no es contra-
dictoria, tampoco la primera. Y corresponde a Peano el mérito de axiomatizar la
aritmética. Toma como conceptos primitivos los de sucesor de un nimero natural;
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un numero particular, bien el O, bien el 1; y el conjunto de todos ‘los nimeros na-
turales. Estos tres términos se caracterizon por nueve axiomas, de los cuales cuatro
sen de cardcter logico mientras que los cinco restantes son de naturaleza propia-
mente matematica. Los axiomas de Peano son los bien conocidos:

a) El ndmero particular O es un nimero natural.

b) Todo sucesor de un numero es un nimero.

¢) Dos nimeros distintos tienen sucesores también distintos.
d) El O no es sucesor de ningin ndmero natural.

e) Postulado de induccidn completa.

Con lo cual el sistema de Peano, ademéds de los signos légicos sélo utiliza tres
nuevos signos propiamente matematicos. Y ademds de los principios deductivos 16-
gicos, como el “modus ponens”, sélo se agrega el de induccién completa o principio que
algunos denominan de Maurolico, y que es debido a Pascal, como caracteristico del
razonar matematico.

Cuando en 1894 Peano comenzaba la publicacién de su Formulerio, guténtica
enciclopedia de la Légica y de la Matemdtica, esta disciplina parecia haber encon-
trado una Fundamentacién definitiva. Se habian conseguido los objetivos de hallar
un numero minimo de conceptos y proposiciones primitivas, asi como la formulacién
de las reglas deductivas requeridas para manejarlos. Se podia afirmar que el edificio
matematico gozaba de plena seguridad, y que podia ser considerada la Matemdtica,
una vez mads, como la ciencia exacta por antonomasia. Unicamente quedaba por de-
mostrar la no-contradiccion intrinseca de la Aritmética, pero se tenian fundadas es-
peranzas de encontrarla mas tarde o mds temprano. La aritmética, el nimero natu-
ral, parecia no poder dar lugar a tales contradicciones,

4. LA TEORIA DE CONJUNTOS. LAS PARADOJAS

Y, sin embargo, para algunos espiritus, la demostracién de esta no-contradicto-
riedad parecia esencial. Para espiritus de un rigor légico excepcional, como el que
poseia Goblot Frege. A ello dedicé toda su vida. Y para ello se apoyé en la obra
de otro matematico excepcional, de los que pudieran calificarse como auténticos es-
piritus de fineza: George Cantor.

George Cantor, nacido en San Petersburgo el 3 de marzo de 1945 y muerto en
un manicomio de Halle, Alemania, el 6 de enero de 1918, va a crear un nuevo te-
rreno matematico, el terreno quizd mas bello de toda la Matematica actual: la Teo-
ria de conjuntos. Cantor parte del andlisis. Cauchy parecia haber resuelto las difi-
cultades que el manejo del infinitamente pequeno entrafiaban. Sin embargo, tras los
trabajos de Weiertrass se pudo comprobar que la base aportada por Cauchy era in-
suficiente. Se habian creado nuevos entes para los cuales la sistematizacion dada por
Cauchy no bastaba. Asi, el concepto de funcién se habia llevado a las funciones
reales discontinuas, la nocién de curva era tan amplia que podia comprender la
curva de Peano, que llenaba un recinto. Para estas generalizaciones no habia otro
remedio que estudiar la estructura del conjunto de las variables independientes y sus
dominios de variacién. Ello implica el manejo de conjuntos que poseen infinitos ele-
mentos. Nuevamente surge el infinito, pero no el infinitesimal precisamente. Si el
infinito potencial habia sido aceptado desde siempre, no ocurria lo mismo con el
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infinito actual. Se habia “demostrado’ incluso su mo posibilidad. Asi, Proclo, Galileo,
Leibniz comprueban la imposibilidad de establecer una biyeccion entre un segmento v
toda una recta, entre todos los naturales y todos los pares. Hecho antiintuitivo v,
ademas, contradictorio con el principio de que el todo es mayor que cualquiera de
sus partes. Galileo y Leibniz se apoyan en estos ejemplos para rechazar la existencia
del infinito actual. Pero Cantor parte, precisamente, de aqui, de esta existencia. Y
a partir de una idea considerada como ingenua o intuitiva de lo que sea un con-
junto, vy de la biyeccion entre conjuntos, realiza una construccion espléndida, tanto
en sus vertientes ordinal como cardinal de la teoria de conjuntos. Pocas veces se
ha dado en la historia de la Matemdtica que una cierta disciplina nazca casi com-
pletamente acabada.

Apoyado en esta teoria, Goblot Frege —que alguno ha llegado a comparar con
el propio Aristételes— realiza la fundamentacion del nimeroc natural en los con-
juntos. Y no sélo de! nimero natural, sino de toda la Matematica. El nimero natu-
ral, la Unica creacién divina segun Kronecker, se convierte en una construccion hu-
mana, ya que antes de saber contar puede saberse la cardinalidad o equipotencia de
conjuntos. Y un nimero natural no va a ser mds que una clase de equivalencia de
conjuntos equipotentes entre si.

Nada mas realizada la construccién de la teoria de conjuntos, y con ella, la con-
siguiente Fundamentacion de la Matematica, se produce la aparicion de una serie de
antinomias o paradojas, de proposiciones que son contradictorias consigo mismas, que
parecen derrumbar todo el edificio matematico, tan laboriosamente construido, Y es
su propio creador, George Cantor, quien encuentra la primera; después, la segunda.
Tanto en la construccidn cardinal como en la ordinal,

Inmediatamente, y de modo independiente entre si, Burali-Forti y Russell descu-

bren la antinomia cantoriana. Russell la envia a Frege, destrozando toda la obra
de éste, hasta el punto de que a partir de este momento el gran légico matematico
alemdn no volverd a ocuparse de lo que habia constituido el empefo de toda su vida:
fundomentar de modo riguroso la Matematica. La variante de Russell, de 1903,
descubierta también por Zermelo en' la misma fecha, es la encontrada por Cantor
en 1899, aunque se publicara en su correspondencia del ano 1932. Es paradoja que
podemos enunciar de la siguiente manera:
Vamos a llamar “normal” al conjunto que no se contiene a si mismo como ele-
mento. Asi, es conjunto normal, el conjunto de los hombres, porque no es un hom-
bre; el de los caballos, que no es un caballo... La mayoria de los conjuntos parecen
ser normales. Sin embargo, el conjunto de los conceptos abstractos también es abs-
tracto, luego se contiene a si mismo como elemento. Supongamos ahora que reuni-
mos en un conjunto el conjunto de todos los conjuntos normales, y sélo de los nor-
males. Llamemos a este conjunto N. Podemos preguntarnos ahora si N es o no
normal. Sélo caben dos hipdtesis: que sea normal o que no lo sea. Supongamos que
N se contiene a si mismo como elemento, es decir, suponemos N no normal. Pero
en este caso el conjunto N contiene un conjunto no normal, &l mismo, contra la hi-
potesis de que N estuviera compuesto tnicamente de conjuntos normales. Esta hipé-
tesis es, por tanto, contradictoria. Sélo cabe, por tanto, que N sea normal, es decir,
que no se contenga a si mismo como elemento. Pero en este caso, N tiene que ser
elemento de N, ya que contiene a todos los conjuntos normales. Llegamos, por tanto,
a una contradiccién, Es, por tanto, una auténtica paradoja.
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Esta antinomia puede transmitirse perfectamente a lo Logica, sencillamente tra-
tando de conceptos predicables o impredicables; es decir, conceptos que expresan una
propiedad de que goza el mismo concepto. Por ejemplo, es predicable el concepto
"abstracto”, pero no lo es el concepto “rojo”.

Al principio parecié que las paradojas sélo afectaban a la Teoria de conjuntos, y
con ella, a la Matemética. Pero ya la transcripciéon anterior indicaba que la propia
Légica no estaba exenta de las mismas. Y de modo efectivo aparecieron més para-
dojas, tanto en Matemdtica como en Légica. Paradojas que pudieron ser clasifica-
das en dos tipos: semdnticas, como la ya muy cldsica de Epiménides o e! mentiroso,
que se encuentra también en la Epistola a Tito, |1-12, de San Pablo, o la que
constituye la Unica aportacién a esta tematica que hoy tratamos por parte espafola,
la contenida en El Quijote. Junto a las paradojas semanticas se encuentran las de
tipo légico, como la citada del conjunto normal. Todas ellas conducen a la crisis de
los fundamentos y que envuelve en pugna, a veces no muy elegante, a los matema-
ticos de la primera treintena de nuestro siglo.

5. INTENTOS SUPERADORES DE LA CRISIS DE LA MATEMATICA

Para superar esta crisis, tres son los tendencias y teorias que surgen entre los
matematicos: Logicismo, Intuicionismo, Formalismo. A la primera se van a ligar,
principalmente, fildsofos; a las dos restantes, matemadticos profesionales. Las tres, en
pugna, son los motores del desarrollo de la Matemadtica en 'o que lievamos de siglo.

a) Logicismo

La primera corriente, desde un enfoque histérico, corresponde al Logicismo. Fue
formulado, por vez primera, por Frege, en 1884, Esquemdticamente su lema bdsico:
la Fundamentacién de la Matemadtica se realiza a portir de la Légica. La Mate-
matica no es mds que una parte de ésta. Es decir, los conceptos de la Matemética
pueden ser derivados de los conceptos ldgicos a través de definiciones explicitas; los
teoremas pueden ser derivados desde los axiomas légicos a través de la deduccién
puramente légica. No hay signos o elementos que puedan ser considerados como es-
trictamente matemdticos.

Esta posicion implica que deben especificarse, en primer lugar, cudles son los
conceptos primitivos de la Ldégica, asi como sus esquemas deductivos. El estudio de
estos elementos lleva consigo tanto el desarrollo de esta disciplina como su propio
esclarecimiento. Se pone de manifiesto que elementos esenciales son, por ejemplo, las
conectivas proposicionales y los cuantificadores. Se admite la existencia de ob-
jetos lamados proposiciones unos; otros, predicados, que puedan ser de distintos ti-
pos; individuos para servir como argumentos a esos predicados... Como axiomas, pue-
den tomarse cuatro para el cdlculo proposicional y dos mds para el de predicados.
Como reglas de deduccién, o inferencia, dos: sustitucién, implicacién o “modus po-
nens”. Los predicados de la Matematica se introducen mediante definiciones explici-
tas y toda proposicién de la Matemdtica puede ser “traducida en una proposicion
que contenga Unicamente los predicados y signos légicos admitidos como primitivos,
Todo el desarrollo puede realizarse de manera estrictamente simbdlica, para evitar
las equivocidades o ambigiiedades del lenguaje ordinario.
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Ahora bien, el Logicismo en su forma originaria choca con la paradoja antes
citada, que entrana que ‘el comjunto de todos los conjuntos’” es una proposicion
contradictoria en si. Y de una proposicidon contradictoria pueden obtenerse en el sis-
tema otra serie de contradicciones. Con lo cual, todo el edificio resulta ofectado.
Bertrand Russell pretende no abandonar el programa del Logicismo, de que la
Matematica no es mds que una parcela de la Légica. Para ello, debe superor la
paradoja. Russell cbserva que es antinomia que afecta a lo que después se ha de-
mostrado oxioma de comprehension, clave de la teoria llamada ingenua o intuitiva
de los primeros momentos. El axioma de comprehension puede ser establecido en los
tres pasos siguientes:

1. Las entidades matemdticas que tienen una cierta propiedad comidn cons-
tituyen un conjunto, del cual esas entidades son los elementos, y que estd
determinado por esa propiedad caracteristica.

2. Un conjunto es una entidad matemdtica y puede, a su vez, presentarse en
tanto que elemento de un conjunto.

3. Dos conjuntos que contienen los mismos elementos son idénticos.

Los dos primeros apartados son los que establecen, precisamente, la existencia
del “conjunto de todos los conjuntos”. Y aqui es donde interviene la teoria supe-
radora de Russell, denominada Teoria de los tipos. Muy simplificada, esquematizada,
equivale a decir que un conjunto cualquiera no puede ser considerado como ele-
mento de atro conjunto cualquiera, sino séloc de un nivel o tipo inmediatamente
superior. Es decir, y volvemos a la imagen del edificio: Estratificamos todos los ele-
mentos que intervienen en la Matemadtica como en pisos distintos. El primero esta-
ria constituido por objetos individuates. El segundo por conjuntos constituidos dni-
camente por los elementos del primer piso. El tercero, por conmjuntos constituidos
por los conjuntos del segundo piso, pero considerados como elementos. Los del pri-
mer piso ho pueden considerarse como elementos constitutivos del tercer piso ni
de pisos superiores; ni los del segundo como elementos del cuarto. Asi, ha de as-
cenderse muy lentamente, partiendo de los objetos individuales, sin saltarse piso
alguno. Con lo cual suprimimos la posibilidad de emplear términos como el de "con-
junto de todos los conjuntos”, ya que cada elemento es conjunto respecto al piso
inmediatamente inferior, pero elemento respecto al siguiente.

-

A pesar de esta teoria, construccidn un tanto artificial, y a pesar de que esta
esquema quizd sea valido Unicamente para la teoria de los tipos simplificada, que
no para la ramificada, ni para las teorias posteriores como la de estratificacion de
Quine, Russell ni el Logicismo consiguen superar la crisis. Por lo pronto la artifi-
ciosidad de esta teoria conduce a dificultades casi insuperables para fundamentar
el nimero real, por ejemplo, y el nimero real es clave de la Motemdtica contem-
pordnea. Y lo que se pretende es fundamentar la Matematica. Pero ademds, el
Logicismo querido por Russell exige el empleo de otros axiomas cuyo cardcter logico
es totalmente discutible. Asi, el axioma de infinitud, que establece la existencia
de infinitos elementos. Axioma que adoptan los matemdticos, pero como tal axioma
matematico, no como logico. Hasta el extremo de que algunos han ilegado a con-
siderar que la Matematica comienza alli donde termina la légica. Y la frontera entre
ambas es, precisamente, el manejo del infinito como caracteristico, como propio del
matematico, atribuyéndosele a las formas de razonar légicas un cardcter estricta-
mente finito.
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Aunque no haya logrado superar, de modo completo, la crisis, y en la actuali-
dad el Logicismo ortodoxo sea practicamente una reliquia, ha provocado un gran
desarrollo de lo Légica. Ha conseguido exponer, por ejemplo, de un modo riguroso,
el cdlculo de clases, unido a la teoria cantoriana de conjuntos; ha logrado la sis-
tematizacion del simbolismo; el poner de relieve el caracter relacional de la Ma-
tematica, con un desarrollo grande de la Légica de relaciones, hoy incluida en el
concepto de correspondencia o aplicacion, Ldgicos como Quine, como Rosser siguen
el plan logicista de apoyar la Matematica, exclusivamente, en la Légica, aunque
sélo Rosser ha desarroliado algo de la Matemdtica con esta base. Pero por la
relacién de la teoria de clases con la de conjuntos, el logicismo donde quizé ha
influido mas dentro de la Matemdtica ha sido, precisamente, en esta discipling,
logrando sus primeras axiomatizaciones por obra de Zermelo, por ejemplo, y luego
por el propio Quine.

Donde el Logicismo quiza haya tenido mayor influencia es en otros campos, mds
propiomente filoséficos. Sobre todo, tras los trabojos de Wittgenstein, con su pre-
tendida demostracion de que todas las proposiciones de la Matemdtica eran meras
tautologias. Trabajos que permitieron fuerte desarrollo del Circulo de Viena y, con-
siguientemente, de la llamada Filosofia analitica, que presta atencion preferente a
la estructura del lenguaje.

b) Intuicionismo

La segunda corriente que pretende la superacién de las antinomias y de la cri-
sis de la Matemdtica es la denominada intuicionismo. Dos son las corrientes que
se engloban bajo este nombre. En primer lugar el llamado semi-intuicionismo fran-
cés, encabezado por Poincaré y seguido por los grandes matemdticos franceses como
Borel, Lebesgue, Frechet, Lusin... De los primeros en aceptar la teoria de conjun-
tos, donde logran resultados espectaculares, son tombién de los que se niegan a
aceptar el papel de meros descubridores del edificio matematico y de la aceptacion
tautalégica de las proposiciones de la Matematica. Sin embargo, y a pesar de que
realizan un papel de primer orden en la Matematica, y en la critica del movi-
miento logicista y de los primeros pasos del formalismo, no tienen una doctrina
rigurosa, sino que son de postura criticista, principalmente.

El intuicionismo, como postura radical, es elaborado por la escuela holandesa
encabezada por el matematico Brouwer, matematico de primera fila, especialmente
en la topologia. Para Brouwer, la Matemdtica se identifica con la parte exacta de
nuestro pensamiento. Emplear en matematicas tesis filoséficas o légicas, cualesquiera
que sean, como medios de demostracién, constituye un circulo vicioso, porque para
formular estas leyes, estas tesis es necesario suponer ya construidos los conceptos
matemdticos. Pero si la Matemadtica carece de cualesquiera tipos de suposiciones
previas, al matemdtico no le queda otro recurso que la intuicién. Intuicidn cierta-
mente no espacial, sino una facultad de considerar separadamente ciertos conceptos
y conclusiones que intervienen de modo normal en nuestro pensamiento habitual.
Facultad o intuicion de tipo mds temporal, que capta lo que ha venido domindandose
en castellano la duidad. Por ello, la enumeracidn de los conceptos bdasicos y de
las proposiciones primitivas es insuficiente como fundamento de la matematica in-
tuicionista, ya que la propia enumeraciéon contiene ya un nicleo matemdtico cons-
titutivo, y estariamos nuevamente en un circulo vicioso. Por otra parte, parece



88 JAVIER DE LORENZO

absurdo querer encerrar el pensamiento matematico en el cuadro de unos principios
de construccion fijados de antemano.

Con estas tesis iniciales el intuicionista supone que los conceptos matematicos
son obra del espiritu humano, y no meras marcas concretas como queria el forma-
lismo, 0 entidades existentes en un mundo mds o menos eidético como queria el
logicismo. Gracias a la intuicidn se vo, paso a paso, construyendo toda la Mate-
matica. La técnica demostrativa es la llamada de recursividad o constructividad,
negandose demostraciones del tipo por reduccién al absurdo, por ejemplo, cuando
encierran cuantificador universal. Pero el proceso constructivo o recursivo sbélo puede
ser realizado mediante procesos de cardcter finito, es decir, mediante un nimero
finito de pasos, de transformaciones y, por supuesto, manejando numero finito de
signos, aunque este finito pueda convertirse en un infinito, aunque siempre poten-
cial. Ya que se rechoza, por esta exigencia de finitismo, la existencia de! infinito
actual.

La escuela intuicionista ha variado, perdiendo parte de su radicalismo y, fun-
damentalmente, adoptando un lenguaje més de acuerdo con el empleado por los
matematicos normales, con lo cual ha permitido no quedarse encerrada en el dm-
bito holandés, y ser mas comprendida y, con ello ejercer una mayor influencia.

Heyting llegé a formalizar la Matematica intuicionista, dando una axiomdtica
de la misma en los alrededores de 1930. Inmediatamente después, a los tres anos
de esta formalizacién, Godel y Glivenko demostraron que la Aritmética cldsica,
la apoyada en la Légica clasica y en la axiomética de Peano, era traducible en
términos de la formalizacidn intuicionista y reciprocamente, aunque esta equiva-
lencia contuviera elementos no estrictamente finitistas en su demostracién. Con
lo cual la potencia de ambas formalizaciones venia a ser equivalente.

Consecuencias importantes del intuicionismo han sido, por ejemplo, la interpre-
tacién que de su sistema puede realizarse como un Cdlculo de problemas; inter-
pretacién debida a Kolmogorov. lgualmente la interpretacién del célculo intuicio-
nista en términos topolégicos, debida a Tarski, uno de los mds grandes represen-
tantes de la escuela polaca de légiva, y de todas las escuelas. Por otro lado, el
intuicionismo allané el camino para la construccién de légicas no clasicas como
las de Lukasiewicz y de Post, trivalentes, al haber realizado una critica de los
principios como el tertium non datur, considerado casi como una ley obligatoria
del pensamiento. La trivalente de cardcter intuicionista ha sido aplicada por Pau-
lette Destouches-Février a ta Fisica, mientras que Reichenbach ha desarrotiado una
polivalente para el Cdlculo de Probabilidades, y Destouches para la Mecanica cuan-
tica. También las polivalentes se han intentado aplicar a otros terrenos como las
ciencias saociales...

Igualmente, el intuicionismo ha puesto de relieve la necesidad de emplear meé-
todos finitistas o constructivos como fundamentales de la obra matematica, rom-
piendo los exigenciaos un tonto ortodoxas de logicistos y formalistas de los primeros
momentos. Y ha vuelto a resaltar, ademds, que la obra de creacién, de auténtica
creacién matemdtica posee un cardcter intuitivo indudable, aungue tenga que ser
formalizada despuéds, en una posterior fase de trabajo. Lo que se refleja en obras
de matematicas como Jean Diendonné, que pretenden que el estudiante alcance
la “intuicion de lo abstracto”., Y Diendonné pertenece a un grupo estrictamente
formalista, como es el Bourbaki.
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¢) Formalismo

La tercera corriente, que con lg intuicionista constituye uno de los pilares de
la construccién matemdtica actual, que pretendid resolver la crisis de los funda-
mentos de la Matemadtica es la denominada Formalismo. Patrocinada por David
Hilbert en los primeros momentos del siglo, recibié fuerte critica por parte de
Poincaré. Y sélo a partir de 1917 David Hilbert volvié al tema, y aunque no cita
a Poincaré, acepta la posicibn de éste en cuanto a los métodos finitistas de de-
mostracién, asi como la imperiosa necesidad de demostrar la no-contradictoriedad
de las teorias formalizadas, hasta el extremo de que este problema de consistencio
o no es la clave de los trabojos formalistas de los primeros momentos. Aunque el
pensamiento de Hilbert ha sufrido variaciones a lo largo de! tiempo, como ocurre
a todo ser pensante, el formalismo parte de los supuestos filosdficos que formuld
Hilbert en 1925, publicado en 1927, en su conferencia Fundamentos de la Mate-
matica. Los supuestos filoséficos queridos por Hilbert son, textualmente:

La Matemadtica, al igual que otra ciencia cualquiera, no puede ser fun-
dada solamente en la Légico; antes bien, en las ideas preliminares nos
es dado algo como condicién previa para la aplicacién de los silogismos
légicos y para la realizacién de operaciones légicas: ese algo son cier-
tos objetos concretos extralégicos que intuitivamente se presentan ante
todo pensamiento, como inmediato producto de lo vivido. Si la con-
clusién légica ha de ser cierta, necesitamos que estos objetos puedan
abarcarse completamente de un solo golpe de vista por todas partes;
y su presentacidén, su distincién o su seriacién consecutiva estdan dadas
con cardcter intuitivo inmediato al mismo tiempo que los objetos, como
algo que ni puede ni hay necesidad de reducir a otro algo... En especial,
en la Matemdtica son objetos a considerar los propios signos concretos
cuya figura, segin nuestro punto de partida, es inmediatamente clara
y recognoscible.

David Hilbert rechaza la teoria logicista de la reduccién de la Matematica a la
Légica, pero también la tesis intuicionista extrema de no necesitar, el matemadético,
objeto concreto alguno y utilizar Unicamente la intuicién. Esta opera con los objetos
concretos, materiales, pero a partir de aqui, la intuicién debe quedar desterrada.
El matematico, como cualquier ser pensante, necesita, para ejercer ese pensamiento,
para pensar, de la previa existencia de objetos concretos, materiales. Ahora bien,
en la Matemdtica, esos objetos, esas marcas, van a ser meros signos materiales,
concretos. Pero todo signo posee, al menos, dos sentidos o contenidos: uno, eidético;
otro, operacional. Es decir, dentro de un sistema, un signo "significa’” algo, designa
algo; todo signo posee una carga semdntica dentro del sistema, ya que, en general,
cuando se utiliza un signo es para comunicar algo a alguien, pero esta comuni-
cacidn entraia el contenido eidético del signo. Por otro lado un signo posee con-
tenido operacional en el sentido de que sabemos cdémo puede ser utilizado.

El formalismo pretende desterrar del signo su contenido eidético, aceptar Uni-
camente su contenido operacional, Hay que desterrar del signo cualquier carga
semdntica, quedando el signo solamente como elemento gréfico. Lo que se requiere
es de modo exclusivo saber operar con el signo, sin saber lo que significa. Sélo
después de haber realizado una construccién formal, de haber operado con los signos
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cabe darles una interpretacion, un contenido. Y en este caso pueden darse varias
interpretaciones, consideradas cada una como una realizacion, como un modelo de
ese calculo formalizado.

El empleo de este procedimiento puramente operacional, evita muchos errores,
al impedir dejarse llevar por la intuicién sensible, por ejemplo, en el razonar. Por
otra parte una demostracidn en un cdlculo asi desarrollado sélo es posible cuando
tanto los signos de los que se parte, como las proposiciones que se toman como
primitivas y que no son mas que férmulas o sucesiones de signos, como las reglas
paora operar con esos signos y esas proposiciones o férmulas de partida estén total-
mente, explicitamente expresadas, con lo cual no cabe la posibilidad de utilizar otros
axiomas implicitos, como ocurre, por ejemplo, en los Elementos de Euclides, donde
se utilizan axiomas que no han sido formulados previamente.

De aqui que la teoria de lg demostracion hilbertiana, la construccién de un Cdlculo
formal, tenga como tareas esenciales las siguientes:

1. Enumerar todos los signos usados, que van a ser utilizados en la Mate-

matica y en la Légica. Estos signos se denominan signos primitivos.
Hay que observar, a este respecto, que un formalismo pretende desarrollar, justificar
una cierta discipling, la Matematica. De aqui que la artificiosidad del lenguaje no
exista. Aunque, de hecho, puedan construirse lenguajes formalizados con signos en-
teramente arbitrarios, tengan o no una posterior realizacién o modelo.

2. Caracterizar de manera no ambigua todas las combinaciones de esos sig-
nos que representan proposiciones clasificadas como “significativas” y que
se denominan “férmulas’’. Son las llamadas Reglas de farmacion de for-
mulas.

3. Completar un proceso de construccidn que establezca la construccién su-
cesiva de todas las férmulas que corresponden a las proposiciones demos-
trables de la Matematica. Es un proceso dominado “"demostracién’.

En este punto hay que observar que estas reglas de construccion, que permiten ob-
tener a partir de unas férmulas otras, no pueden expresarse en el mismo lenguaje
que el que corresponde a los signos. Estas reglas de construccién o derivaciéon han
de ser entendidas, intuitivamente, por quien va a desarrollar el cdlculo formal. Si
éste puede decirse que permanece en un plano enteramente sintéctico, las reglas de
derivacion van a corresponder a un nivel mas elevado, a un lenguaje, denominado
respecto al primero metalenguaje. Es idea semejante, la de los distintos niveles lin-
gilisticos, o la teoria de los tipos desarrollada por Russell. La formulacién rigurosa
de las reglas de derivacién exigidas por el formalismo no es nada fécil. En general
hay dos: el “modus ponens” y la de sustitucién. Pero ésta uUltima encierra muy fuertes
dificultades cuando se refiere a Calculos formales que pretendan fundamentar, por
ejemplo, el cdlculo de predicados de segundo orden. Y ello es tan cierto que la pri-
mera formulacién de esta regla dada por Hilbert en 1928, y mantenida en la segunda
edicién de 1938, estaba equivocada, demostrando este hecho Church ya en la década
de los ahos cuarenta, exactamente 1944.

4. Demostrar (mediante un proceso combinatorio o recurrente finito) que
las férmulas que corresponden a las proposiciones de la Matematica cla-
sica que pueden ser verificadas por métodos aritméticos finitos pueden ser
demostradas, es decir, constituidas por el proceso descrito en el apartado
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anterior si y solo si la verificacién de las proposiciones correspondientes
demuestra ser verdadera.

Esta Gltimo es una exigencia excesivamente fuerte, pero clave de la teoria de la
demostracion de Hilbert. Contra ella han sido los teoremas que se han venido de-
nominando Limitaciones internas de los formalismos, quedando relegada como tal
exigencia a un plano meramente histérico. Lo que no ocurre con los tres apartados
anteriores que constituyen el proceso de toda exposicidn matemdtica. Exposicidn que
suele contar, cuando va formalizada, de los pasos siguientes: axiomatizacion com-
pleta de la teoria; formulacidn o traduccién al lenguaje simbélico de todos sus axio-
mas, convertidos en meras férmulas de las cuales no puede hablarse de verdaderas
o falsas, sino de bien o mal construidas, ya que nada se dice acerca de su significado,
que no existe. Por Ultimo, exposicion rigurosa de las reglas de derivacion. E! rigor ma-
tematico es éptimo con este método. La Matemaética formalizada es exacta, en el
sentido querido por el intuicionista Brouwer cuaondo al hablar del formalismo serala
que la

exactitud matematica no reside mds que en el desarrollo de la sucesion de

relaciones, y es independiente de la significacion que se le podria querer

dar a esas relaciones o a las entidades que ellas relacionan.

La carencia de contenido eidético en el desarrollo de un Cdlculo formal se ha exage-
rado queriendo ver en el método formalista, por ejemplo, un mero juego de signos,
de! tipo del ajedrez —con el que se ha comparado de manera constante—, en el cual
lo que importa, aparte de las fichas y de su posicidn inicial, son las reglas del juego.
Sin embargo, todo Célculo formal se construye, en general, teniendo presente una
ulterior interpretacién o realizacién.

Pero la idea de Hilbert de construir un formalismo perfecto estaba orientada a re-
solver un cierto problema: estaba orientada a superar la crisis en los Fundamentos de
la Matematica. Y si cada una de las teorias podian ser formalizados rigurosamente,
habia que demostrar, en cada una de estas construcciones, su no contradiccidn. El
problema de consistencia es clave para e! formalismo. Existen dos tipos de demostra-
cién de la consistencia de una teoria. Uno es el indirecto, utilizado a finales de siglo,
como ya hemos indicado. La Aritmética, por ejemplo, se convierte en modelo de cada
una de esas construcciones. Si suponemos que la Aritmética es no contradictoria, en
este caso la teoria original, de la que es isomorfa, también serd no contradictoria. Pero
el problema central estd en demostrar la no contradictoriedad de lo Aritmética. Hil-
bert lo pretendia realizar con métodos estrictamente finitistas, que es lo requerido en
el punto 4 antes citado. Gentzen, en 1930, conseguia demostrar el problema, pero uti-
lizando métodos transfinitos, con lo cual el problema seguia en pie. Pero Goédel, en un
famoso teorema que hoy lleva su nombre, como algunos otros, consiguié demostrar,
en 1930 también, y teniendo 25 anos, que la Aritmética no puede demostrarse que
sea consistente en un lenguaje minimo que la contenga, por métodos finitistas. El pro-
grama hilbertiano recibia un golpe mortal, en cuanto a esta pretension, pero también
lograba un éxito indiscutible, ya que Godel realizé su demostracién de una manera
estrictamente formal, apoydndose estrictamente en los 4 puntos antes senalados. El
formalismo era un instrumento de tal fuerza que permitia serialar sus propias limi-
taciones.

Pero no soélo el problema de consistencia es importante para el formalismo. Junto
a él existen otros como el de la independencia de los axiomas o formulas utilizadas
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como primitivas, y que puede demostrarse mediante modelos en los cuales no se cum-
pla el axioma o ftérmula que se quiere demostrar que es independiente. Técnica de-
mostrativa que ha cobrado un desarrollo grande y que ha conducido a toda una nueva
teoria llamada Teoria de modelos.

También el formalismo tiene planteado otro problema, de trascendental importan-
cia: el de la decibilidad. Es decir, si dada una férmula que por las reglas de construc-
cion parece correcta, comprobar si es o no derivable dentro del sistema formal. La
respuesta afirmativa implicariac que una maquina podia reemplazar al rnatematico,
ya que no existirian problemas a resolver, porque la maquina, a partir de las for-
mulas primitivas encontraria, en numero finito de pasos, la derivacion de esta for-
mula. Sin embargo, los teoremas de Tiiring, Gbdel, Church, Rosser, etc., consiguieron
demostrar que los calculos formales son, todo, indecidibles. Todos los suficientemen-
te omplios como para poder desarrollar la Matematica, por supuesto.

Un tercer problema se refiere o la completitud de un sistema axiomatico o de
formulas primitivas, Godel ha conseguido demostrar, también, y con él alguncs
otros, teoremas gue demuestran la incompletitud de todo calculo formal exce:siva-
mente amplio, aungque también Godel demostrara la completitud del calculo re-trin-
gido de predicados. Todos estos problemas, junto a otros como de definir el con-
cepto "verdad”, por ejemplo, concepto que hemos citado reiteradamente, constitu-
yen toda una nueva disciplina que se ha venido en flamar Metalégica o metama-
tematica.

La importancia de los trabajos de la escuela formalista €, verdaderamente im-
presionante, Ha cambiado el estilo del pensar matemdtico con su influencia. A pesar
de que no ha logrado el éxito completo en cuanto a la Fundamentacién de la Ma-
temadtica, su intento ha dado lugar a una serie de estudios y nuevas disciplinas como
la anteriormente citada de Metalégica. Pero en la propia matemdtica su influencia
es total, hasta el extremo de que hoy puede ser definida esta disciptina como la
ciencia de los sistemas formales, de las estructuras. Ya que a partir de la teoria de
conjuntos que puede ser axiomatizada formalmente, se pueden desarrollar cada uno
de los capitulos de la Matemdtica teniendo en cuenta, principalmente, sistemas de
cardcter axiomatico. Sistemas que se engloban en tres tipos: de orden, algebraico y
topologico. Y los tres tienen, subyacentes, las estructuras definidas axiomdticamente
de grupo, anillo, cuerpo, etc.

En otros terrenos, la influencia del formalismo se ha dejado sentir igualmente,
como en el lenguaje, que puede ser formalizado actualmente, Y no sélo formalizado,
sino algebrizado, llegandose a una nueva Algebra de la Légica y del lenguaje, o
incluso estudiado topoldgicamente mediante una teoria de modelos continua. Terre-
nos estos Uitimos de estudio reciente, actualisimo. Y que permiten una vuelta al
problema de la Fundamentacién, con un enfoque naturalmente axiomdtico y formal,
pudiendo estudiarse desde dos puntos de vista complementarios uno de otro: enfoque
semantico, que parte de la teoria de conjuntos, y enfoque combinatorio, que parte de
signos mas cercanos al numero natural, y siguen procesos recursivos o combinatorios
del tipo de los algoritmos de Markov. Pero estos desarrollos nos llevarian excesi-
vamente lejos y son, por otra parte, casi imposibles de desarrollar en charla que ya
va siendo excesivamente larga.



