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LA charlo con la cuol inau9uromos hoy un Ciclo sobre alguno de los problemas y
estodo presente que algunas ciencias tienen plonteados, quizá Ileve un título

algo pretencioso: Fundamentación de la Motemótica. Vomos o precisar, de modo in-
medioto, que no realizaremos aquí ninguna Fundamentación, riguroso o no, de la Ma-
temático. Intentaremos exponer, en Panorama histórico, lo que ha supuesto, lo que
ha ^gnificado y significo este tema poro lo Matemática. Y ello por un motivo fun-
damental: A todo científico le es difícil compaginar el rigor de la ciencia que cultivo
con la exposición de lo mismo para un público que se supone no especializado en la
moteria, Lo ecuación Divulgación + Ciencia = Amenidod es de muy difícíl solución.
Y más si, al ocotar la variable "ciencip", restringimos la ecuación anterior a Divul-
gación -F Matemática = Amenidad, teniendo presente, además, que no es el matemá-
tíco profesionai de ia palobra hablada.

De aquí esa preferencia por una perspectiva de carácter histórico, intentando
resaltor los momentos más interesantes del proceso que ho conducido o este tema,
con el consiguiente riesgo -inherente por otra parte o todo intento divulgatorio-
de esquematizar excesivamente alguno ŝ problemas, algunas soluciones a los mismos
y deformar, osí, la riqueza conceptual que todas las teorías, indiscutiblemente, poseen.

Fundamentar una ciencia no es otra cosa que lo búsqueda de un número mínimo
de conceptos, de proposiciones, de formas de operor tanto con esos conceptos como
con esas proposiciones, formas de operar que permitan la construcción del resto de
los conceptos y proposiciones componentes del edificio de la Ciencia que se pretende
fundamentar. Conceptos, proposiciones, formas de operar con ellos que resulten total,
obsolutamente seguros, incontestobles, de tal manera que el resto de los conceptos y
proposiciones obtenidos también gocen de ese carácter, no pudiendo existir, por ejem-
plo, dos proposiciones contradictorias como consecuencia de los que tomemos como
primitivas.

He utilizodo el término "edificio" y ciertamente se podrío comparar la Ciencia
con un edificio, en cuyo caso el problemo de la Fundamentoción no sería otro que
el de la cimentación del mismo.

(*) Conferencfa ínaugural del ciclo "Perspectivas de la Ciencia en la actualidad"
en la Casa de Cultura de Cuenca ( 21-I-1989).
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1. PRECEDENTES HISTORICOS

EI promleba de la Fundamentación de la Matemática, aunque no ho cobrodo toda
su importoncia hasta el siglo XIX, por fa:ta de una toma de conciencio de su natu-
roleza, se liga de modo estrecho, sin embargo, o lo Matemática desde los comienzos
de esta disciplina. Lo Motemótica ho sido la primera en organizarse como ciencia,
como ciencia deductiva, odemás, en uno de sus tampos: el geométrico. Y esta or-
ganización como sistema de términos y proposiciones ocerca de esos términos, consi-
deradas Iqs proposiciones como verdoderos, y obteniéndose unos de otras mediante un
proceso deductivo, entroñaba, ya, un primer problema. No todos los términos podíon
ser definidos en función de los demás, porque de lo contrario se coerío en un círculo
vicioso; no toda proposición podía obtenerse como consecuencia lógica, deductiva, de
los demós, por el mismo motivo. Sólo cobía la posibilidad de aceptor lo existencio de
infinitos conceptos, lo cuol parecía contrario a la propia estructuro racional humana.
Ante ello, se admitía la existencia de unos términos primitivos, de unas proposiciones
primitivas de carócter tatalmente evidente, hosta el extremo de que la aprehensión
de las mismos fuera inmediota, sin necesidad de ulterior explicación.

Pero en este caso lo Fundamentación último de la Geometría, construida como
un sistemo axiomótico, se encontraba en dos terrenos: por uno parte, en la deduc-
ción lógico, en las leyes del pensar, y en unas proposiciones primitivas aceptodas como
verdaderas, porque lo "eran" intuitivamente, porque se "adecuaban" a la realidad;
por otra, en una serie de postulados que, no tan intuitivos, podíon Ilegar a ser de-
mostrodos, a obtenerse como proposiciones demostradas.

La Geometrío, de esta forma, se fundomentaba en unas reglas lógicos, en la ode-
cuación a lo realidad y en la intuición. Pero cabe preguntorse, ^en qué tipo de in-
tuición? ^En la sensible? ^En alguno otro categorío? Si aceptomos el modelo platónico,
en la intuición sensible, no; pero en este coso tampoco se admiten que los proposicio-
nes primitivos sean verdaderos en sí, sino que, una vez oceptodas, de ellos podemos
obtener las demás. EI sistema platónico pora el razonar matemático es un sistema
hipotético-deductivo, fundamentado en lo previa existencia de un mundo eidético. Pe-
ro si admitimos la trodición que logra predominar tras Aristóteles, la base, el funda-
mento de la Motemática sí se encuentro en lo intuición sensible y en las formas del
razonor lógico. La Geometrío surge como una obstrocción de la realidad circundante
y se organiza deductivamente, con todo rigor, con predomino precisomente del rigor.

Aquí tenemos, ya, uno dicotomío presente en toda la evolución de la Motemá-
tico. Intuición frente a rigor. Los momentos de expansión, de creación de nuevas
teoríos se apoyon en un predominio de la intuición, ounque quizó no de la intuición
sensible, y ello a pesor de que esto intuición, provoque fuertes aporías, incluso poro-
dojas, Poradojas que servirán de estímulo, por el contrario, paro el desarroilo de la
Matemótica. EI creador considera que yo vendrá el tiempo de sistematización, de
organización rigurosa, deductiva, de lo conseguido. Momentos de organización que
no suelen ser, generalmente, de creación, de expansión.

Ahora bien, lo construcción deductiva, axiomótica de la Geometría no era la
construcción de toda la Matemótica griega. EI número noturol, ten qué se funda-
mentaba? Los griegos también respondieron, aunque implícitamente, por supuesto,
o esta pregunto. EI número naturaf era captado también por un proceso abstrac-
tivo de la realidod circundante, con un elemento íntuitivo consiguiente, Y las pri-
meras oporíos que encuentran los pitogóricos, la inconmensurabilidad de la hipo-
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tenuso de un triángulo rectángulo isósce;cs, o la de lo diogonal de un pentágono
regulor respecto a los lados, que entroñoban enhdodes de tipo irracionol como

1/2, ^/5, supusieron una diticultad que podría haber dado un fruto impresionante
a la Matemática. Plotón nos cuenta en un diálogo Teeteto cómo Teodoro, también
pitagórico, parecía inclinarse por la aceptoción de lo existencia de estos números

irracionales al contarnos cómo hobío estudiado desde ^,'3 hasta ^j'25. Pero co-
rrespondió a otro genio, ligado o lo Academio platónica, Eudoxio de Cnido resolver
el problema oporético al reducir este tipo de inconmensurabilidad a lo teorío de
lo proporción de mognitudes semejantes. EI problemo quedoba resuelto; el rigor
había logrado superor la dificultod, pero o costa de la teoría del número. EI genio
griego parecía preparodo para el rigar deductivo, no para un tipo de intuición es-
pecial, nada sensible. Rigor, intuición: Dicotomía que cobraró fuerza clasificatoria
en Pascol al reducir los espíritus a dos categorías: espíritu geométrico, espíritu de
fineza. Y que siglos después, Poincaré denominará a los matemáticos como lógicos o
intuitivos.

Corresponderá a espíritus de fineza el dominar una parte mucho más obstracto
que la Geometría, lo Aritmética. Corresponde a los hindúes y a los árabes desorrollar
esto rama matemática dondo paso al álgebra, ol distinguir el número de la cifra que
lo representa y, sobre todo, al utilizar letros, incógnitas para designar ol "núme-
ro cualquiera". EI proceso obstractivo que este hecho supone es enorme. Pero la
base en la que se apoya, fracamente débil. Y así encontromos que algunos preocu-
pados por el rigor no aceptarán plenamente, o su tiempo, los conquistas que el ál-
gebra y la aritmética logran. Así, Fibonacci calificaró a los irracionales como "sordos";
todavía Stifel, en pleno siglo XVI califica a los enteros negotivos como "absurdos"
y un Vieto, nada menos que Francisco Vieto, se niega a dorles cobida en la Matemá-
tíca. Leibniz apostillará a los números complejos, ya utilizados en la resolución de
algunos tipos de lo ecuación de tercer grado, como "anfibios entre el ser y la nada".
La fundamentoción de todos estos elementos es precoria. Se admiten porque son úti-
les. Su base se acepto por un enfoque progmático. Fundamento estrictamente racio-
nal, no existe; pero tampoco, ciertamente, una muy honda preocupación por este
hecho, salvo muy contadas excepciones. Aunque quizá tengamos que precisar: el que
la última fundamentación no couse profundo problema ol matemático, ello no im-
plica que éste se despreocupe del rigor demostrativo. He citado yo algún ejemplo,
que implica, indudablemente, un cierto malestor en lo oceptación de unos elemen-
tos, o pesar de su indiscutible utilidad, pero de no mucho rigor en su origen. En
este sentido, lo que el matemático hoce es avalar todo nuevo método, todo nuevo lo-
gro, mediante un controste con el método considerado como modelo en cuonto ol
rigor, y que no es otro que el modelo del razorlar expreSOdo en los Elementos de
Euclides.

Este hecho, esta falto de una fundamentación riguroso, se nos presenta con ní-
tido claridod en el siglo XVII, con la creacíón del Cólculo infinitesimal. Son los

Cavolieri, Fermat, Roberval y, sobre todo, Pascal, quienes crean este edificio impre-
sionante que, junto a la Geometría analítica, provocarán el mayor avence conocido
en la Motemático en todos los tiempos. Y, sin embargo, utilizan en su demostra-
ciones conceptos ciertamente intuitivos, pero, por ello mismo, carentes en gran me-
dida del rigor necesario. Así, Cavalieri crearó el principio de los indivisibles o prin-
cipio de Cavalieri, ampliamente utilizado por Poscol, principio que todavía hoy es
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ut,lizodo en nuestro Bochilleroto. Es principio que puede provocar, como de hecho
ha provocado y provoca, muy fuerte equivocídad. Ya que, por ejemplo, pora hallar el
órea limitada por una curva cualquiera y una recta, se toman sobre ésta rectóngulos
de anchura minima y la suma de todos estos rectángulos se quiere iguol a ese área.
Subyacentes se encuentran los ideas de sucesión y de límite, de las sumas de Rie-
mann para la integrol, pero únicamente subyacentes. EI pe9igro estó en identificar el
rectóngulo, ai pretenderio de anchura mínima, con una recta, y decir entonces que
la suma de una serie de rectos da una superficie, un órea, cuando la recta corece,
por definición, de espesor. A los ataques que el empleo de este procedimiento pro-
vocaron contra Pascal y otros, la defensa de los mismos consistió en ofirmar que todo
lo logrado par el método de los indivisibles es opto para crear, el de los antiguos paro

exponer. La intuición, creodora; la deducción riguroso, expositora.

A pesor de esto defenso en el sentido de ser ambos métodos únicamente lenguojes
diferentes para expresar un mismo hecho, el cálculo infinitesimol carece de rigor, a
pesar de su desarrollo por parte, principalmente, de Leibniz y sus discípulos, los
Bernoulli. Se hoblo de infinitésimos, de indivisiblas, de fluxiones, pero los conceptos
fundamentoles, como los de sucesión, límite, continuidad, criterios de convergencia
paro la sumación de series..., quedan en nebuloso. Por otra parte, el nuevo instru-
mento logra éxitos indiscutibles al permitir cuodrar óreas de curvas cualesquiero, ha-
Ilar sus centros de gravedod, sus momentos de inercia, volúmenes de cuerpos cua-
lesquiera, trayectorias de móviles, estudio de curvas con creación de geometríos nue-
vas como la diferenciol... En esta situación tombién se logran, como no podía ser
menos, resultodos algo desastrosos. Así, Euler, uno de los más grandes olgorítmicos
de todos los tiempos, a pesor de su temprana ceguera, Ilega a utilizar series diver-
gentes como si fueron convergentes, y Ilega a calcular, incluso, la suma de uno se-
rie oscílante.

2. CORRIENTES DE LA MATEMATICA EN EL SIGLO XIX

Estos hechos provocan la nparición de un nuevo espiritu entre {os motemóticos
con el nacimiento del siglo XIX. Frente al desorrollo algorítmico, se prefiere el des-
arrollo conceptual, el "saltar a pie juntillos sobre los cálculos", con frase de Evariste
Galois. Corresponde a Cauchy, entre otros, el privilegio de iniciar esta vuelta al ri-
gor, frente al predominio de la intuición, que comenzoba a mostrar su aporías. Nos
encontramos con el precedente inmediato de la toma de conciencio del problema de
los Fundamentos de la Matemótica. Precedente que se vo a monifestar por un re-
chazo de la intuición, principalmente de la sensible, de todos los puntos en que se
encuentra. Este hecho se manifiesta, principalmente, en tres grandes corrientes que
van a confluir a finales de siglo para lograr una auténtica fundamentación de la
Matemática, aparentemente detinitiva, aunque de modo simultáneo a su constitu-
ción se abra una crisis, aguda, denominada "crisis de los fundamentos" o de la Ma-
temótica, de gron eco en el primer tercio de nuestro siglo. Las tres corrientes, aunque
este esquema y orden sea, naturalmente, arbitrario, por lo interdependencia que tie-
nen los tres entre sí, se denominan Aritmetización del Análisis; Aparición de las
geometrías no-euclídeas; simbolismo lógico y matematización de la Lógica. Breve,
muy esquemóticamente, vomos o esbozar las tres corrientes.
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a) Arifinetisación del Análisis

EI ngor que inicia Cauchy en el anólisis, en la búsqueda de unas definiciones
precísos de (os conceptos fundomentales ex^ge, para no coer en el circulo vicioso
de que lo definido no entre en lo definición, el previo establecimiento de unos con-
ceptos que, a su vez, estén muy claromente definidas. Estos, a su vez, otros. Así hosta
Ilegar a fundamentar el número complejo en el real, el reol en el racional, el ra-
cional en el entero, el entero en el natural. Lo idea de sucesión en el natural y en

la de correspondencia, la de límite en la de sucesión y entorno, la de continuidod en

las de limite, sucesión, entorno. Así sucesivomente. Es proceso que se convierte en
necesario para el matemótúco. Pero con él se Ilega al número natural, De él decía

Kronecker;

Es necesario que todos los resultodos de la más profunda investigación
motemática sean expresables en las sencillas formos de los propiedades
de los números naturales.

De modo efectivo Weiertross y su escuela por un lado, por otro Dedekind, lo-
gran este objetivo. Y lo logron desterrando a la intuición sensible de manera radical.
Intuíción que se muestra incompatible con el rigor, ya que da poso a ideas que no
parecen muy aceptobles deductivomente. Así, lo intuición sensible geométrica querría
que toda curva continua poseyera derivoda o, en lenguoje geométrico, tangente en
cada uno de sus puntos; pero Weiertrass lograba encontror curvas continuas no de-
rivables, es decir, sin tangentes en ninguno de sus puntos. La intuición queria que
una curvo definida en un recinto poseyera menos puntos que los del recinto; Peano
construía una curva continua que Ilenaba el recinto en el que estaba definido.

EI rigor parecía alcanzodo, al apoyar toda la Matemótica en el número natural.
Pero ^y éste? A esta interrogonte, el propio Kronecker responderá: "Dios creó los
números naturales; el resto es obro de los hombres." Así, el proceso de aritmetiza-
ción del Anólisis había conducido a considerar como elementos fundamentales de la
disciplina, el número natural. Y, claramente, todo lo que con él se relacionoba. Así,

el concepto de sucesor, de primer elemento, de buena ordenación; así, lo inducción
completa como modelo del razonar matemático. Pero estas ideas, este principio del

rozonar matemótico se consideroban como dados sin más, sin una correlación, sin

uno posible explicación racional.

b ) Lo corriente geomótrico

Junto o la anterior corriente, que entraña como punto fundamental la supre-
sión de la intuición en beneficio del rigor demostrativo, se une una corriente más
espectacularmente trotoda, y que se liga a la problemática geométrico. Yo en el
XVII, los trabajos de Fermat y Descartes, con Ea creoción de la Geometria analítico,
hobían reducido, realmente, la Geometría euclídea a una parcela del análisis. Siguien-
do el proceso anterior, podía considerarse fundamentoda, igualmente, la Geometría
en la Aritmética, en el número natural.

Pero, simultáneo a la creación de la Geometría analítica, otros dos motemáticos
también franceses, Desargues y Poscol, daban nacimientc a otro tipo de geometría
síntétíca, la Geometrío Proyectiva. Frente a Ia euclídea, que es esencialmente mé-
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trica, la Proyectivo únicomente iba a tener en cuenta las propiedades que se dedu-
cían de lo posición de los distintos elementos, y sus carocteres descriptivos, sin hacer
intervenir, de manera esencial, propiedades métricos. Pero Poscal es defensor del
jansenismo y autor de unos muy violentos otoques a los jesuitos. Estos, en defensa
propio, tombién consideraban atacado el patrimonio esenciol geométrico. Y a Eucli-
des, a su defensa, dedicaró el jesuita Gerolamo Saccheri, ya en el siglo XVIII, una
obra que, aparte el carácter vindicatorio, es de grnn impartancia, La obra se tituia
Euclides ob noe^o ^indieatus. EI postulodo V es el que corre mayor peligro, una vez
mós: habla del paralelismo que en proyectiva obsoluto resulta totalmente dañado. Y
Saccheri pretende demostrorlo, entonces, rigurosamente como mera consecuencia de
los demós principios geométricos. Para ello, Soccheri adopto el método por reducción
ol obsurdo odmitiendo que lo hipótesis del ángulo ogudo puede ser verdadera, para
Ilegor a alcanzar una contradicción, con lo que hemos de desechorla. Pero Saccheri
no encuentra contradicción olguna en las consecuencias que vo obteniendo. Y, vin-
dicodor de Euclides, Saccheri acaba creyendo encontrar tol contradicción apoyóndose
precisamente en lo que quería desterrar, la intuición sensible; Saccheri hace una Ila-
mada a la "evidencio" de la contradicción, que anula en porte todo un trabajo mo-
ravi I loso.

Corresponderá a Lobatchevski, Bolyai y Gauss, en el entorno de 1830, el no de-
tenerse en esto evidencia. Construyen la geometría hiperbólico, la mismo, en el fon-
do, que lo de Soccheri, pero sin prejuicios de ir en su defensa. Ahoro bien, lo que
resulta completamente dañado es, precisamente, esa evidencia, eso intuición de uno
geometría euclídea apoyada en la intuición de un espacio que se pretendia euclídeo.
Gauss y Lobatchevski pretenden constrastar cuál de ambas geometríos es lo "ade-
cuoda" a la realidad. Pero no hay "experimentum crucis". EI espacio resulta que no
es moldeable por una u otra geometrío. Con frase de Gauss en carta a Bessel de
9-IV-1830:

Hemos de confesar con humildad que, si bien el número es mero pro-
ducto de nuestro espíritu, el espocio tiene una reolidad tombién fuero de
de nuestro espíritu, a la cuol no podemos prescribir a priori sus leyes.

La Geometría, así, yo no trota de lo reolidod sensibfe, No puede fundamentarse
en ello. Pero en este caso, ^dónde encontrar su auténtico fundamentación? Lo res-
puesto lo daró el modelo euclídeo. La geometría no será más que un inmenso edi-
ficio hipotético-deductivo construible axiomáticamente. Pero esta construcción se reo-
lizará ya a finoles de siglo.

c) Deaorrollo da ta lópiea

Tras la discusión entre Newton y Leibniz por la prioridad en el simbollsmo ode-
cuado para expresar el Cólculo infinitesimal, lo escuelo inglesa, seguidora de New-
ton, queda estancada en el progreso matemático. EI siglo XV I I I cuenta con pocos
personalidades relevantes de Ias Islas Britónicas en la Matemótica. Sin embargo, a
principios del siglo XIX se traduce al inglés una obra de texto de un matemótico no
creadar, Lacroix, pero excepcionalmen2e sisSematiiodor. La obra es el Cólcalo dife-
rensioN e inteqrol, donde se sigue la notación de Leibniz y se compendían y estruc-
turan todos los resultados obtenidos en este campo por los matemáticos franceses del

ENSEI3ANZA MEDIA.-6
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s^glo XVIII, siglo de oro para la matemático trancesa. EI cambio de notoción y la
plotoforma que suponia el Locroix provocan un despertar de la Motemática inglesa.
Pero el hecho de que una notac^ón determinada puedo porolizar o por el controrio
estimular el pensomiento motemático, hace que los ingleses estudien con particular
otención este hecho del simbolismo, yo señalado por el propio Leibniz. Si para la
Matemática el simbolismo porece una necesidad imprescindible, un simbolismo ade-
cuado por supuesto, ^por qué no generalizarlo también a otras disciplinas? Entre ellos,
la Lógica, por su enlace tan estrecho, al servir la Lógica de soporte, en cuonto a las
formas del razonar, a la Matemótica. Y George Boole culmino en su trobajo con una
outéntica matematización de lo Lógica, de las Leyes del Pensamiento. Naturalmente,
ello implica la necesidad de estudiar la estructura del lenguaje lógico, de sus notas
constitutivas. Boole Ilega a obtener a dos columnos un cálculo proposicional con un
cólculo de clases. Consigue demostror que ambos responden o lo que después se ho
denominado retículo y, por poseer las características de ser complementario, distribu-
tivo y atómico, constituyen un álgebra denominoda de Boole en homenaje al mate-
mótíco inglés.

Simbolismo adecuado, lo mós completo posible, y estudio de los componentes
`undamentales de las que se denominoban Leyes del Pensamiento, de las leyes ló-
gicas, van a convertirse en la base de cualquier posterior estudio.

3 AXIOMATIZACION. EL NUMERO NATURAL

Uniendo los tres corrientes onteriores, se logra a finales de siglo, fundamentar lo
Matemática. Se tiene el número naturol, por una parte; por otra, un simbolismo y
un desarrollo de Ia Lógico bastante aceptable; finalmente, la consideración de ser la
Matemático una mera construcción hipotético-deductiva. Los tres elementos condu-
cen a considerar que la única posibilidod de dar el rigor exigido a la Matemática, es-
triba en una Axiomatización formal de esta disciplino. Los conceptos primitivos no
pueden definirse, pero no se apoyarón en intuiciones más o menos peligrosas; serán
caracterizodos por un conjunto de` proposiciones que, en el fondo, no constituirán
más que una definición implícita de los mismos. Estas proposiciones se odmiten no
como verdaderas en el sentido de ser adecuadas a una realidad, sino que se ad-
miten como meros postulados. A partir de los cuales, y mediante unas reglas de de-
ducción claromente expresadas, obtendremos el edificio completo de la Matemóti^a.

Corresponde a Moritz Pasch, en 1882, dar la primera axiomotización de la Geo-
metría, ya casi enteramente sotisfactoria. Inmediotamente, Peano, Pieri, Podoa dan
otros oxiomotizaciones en las cuales el número de términos primitivos se reduce.
Pero la gran obra en este terreno, modefo sólo equiparoble o los Elementos de Eucti-
des, !o constituye los Fundomentos de la Geometría de David Hilbert de 1899, c^^
sus 21 axiomas divididos en 5 grupos independientes entre sí, y sus tres conjuntos
de efementos primitivos: puntos, rectas y planos caracterizados, precisamente, por
esos 21 oxiomas.

Todos estos sistemas axiomáticos son de tal tipo que no conducen a contradic-
ción alguna. La demostratión de esta no contradictoriedod o consistencia es de tipo
indirecto. Se reduce a troducir la Geometría o la Aritmética. Si ésta no es contro-
dietorio, tampoco la primera. Y corresponde o Peano el mérito de oxiomatizor la
aritmético. Tomo como conceptos primitivos los de sucesor de un número natural;
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un número particulor, bien el 0, bien el 1; y el conjunto de todas los números na-
turales. Estos tres términos se carocterizan por nueve axiomas, de los cuoles cuotro
sen de carácter lógico mieniros que los cinco restantes son de noturaleza propia-
mente motemótico. Los axiomos de Peano son los bien conocidos:

o) EI número particular 0 es un número natural.
b) Todo sucesor de un número es un número.
c) Dos números distintos tienen sucesores tombién distintos.
d) EI 0 no es sucesor de ningún número notural.
e) Postulndo de inducción completa.

Con lo cual el sistemo de Peono, además de los signos lógicos sólo utiliza tres
nuevos signos propiamente matemáticos. Y además de los principios deductivos ló-
gicos, como el "modus ponens", sólo se agrega el de induccíón completa o principio que
algunos denominan de Maurolico, y que es debido a Pascal, como coracterístico del
razonar matemático.

Cuando en 1894 Peano comenzaba lo publicación de su Formulorio, cuténlica
enciclopedia de la Lógica y de la Matemática, esta disciplina porecío haber encon-
trodo una Fundamentación definitiva. Se habían conseguido los objetivos de hallar
un número mínimo de conceptos y proposiciones primitivas, así como la formulación
de las reglas deductivas requeridos pora monejarlos. Se podía afirmar que el edificio
matemático gozaba de plena seguridad, y que podía ser considerado la Motemática,
uno vez más, como la ciencia exacta por antonomasia. Unicomente quedoba por de-
mostror lo no-controdicción intrínseca de la Aritmético, pero se tenían fundados es-
peranzas de encontrarla mós tarde o mós temprono. La aritmética, el número natu-
ral, porecía no poder dar lugor o toles contradicciones.

4. LA TEORIA DE CONJUNTOS. LAS PARADOJAS

Y, sin embargo, pora olgunos espíritus, la demostración de esto no-contradicto-
riedod porecía esencial. Para espíritus de un rigor lógico excepcional, como el que
poseía Goblot Frege. A ello dedicó toda su vida. Y paro ello se apoyó en la obra
de otro matemótico excepcionol, de los que pudieran calificarse como auténticos es-
píritus de fineza: George Cantor.

George Cantor, nacido en San Petersburgo el 3 de marzo de 1945 y muerta en
un manicomio de Holle, Alemonia, el 6 de enero de 1918, va a crear un nuevo te-
rreno matemótico, el terreno quizá más bello de toda la Matemática actual: la Teo-
río de conjuntos. Cantor parte del análisis. Cauchy parecía hober resuelto las difi-
cultades que el manejo del infinitomente pequeño entroñaban. Sin emborgo, tras los
trabajos de Weiertrass se pudo comprobor que la bose aportada por Cauchy era in-
suficiente. Se habíon creado nuevos entes para los cuales la sistematización dado por
Couchy no bastaba. Así, el concepto de función se hobía Ilevado a los funciones
reoles discontinuas, la noción de curva ero ton amplio que podía comprender la
curva de Peano, que Ilenaba un recinto. Pora estas generolizaciones no había otro
remedio que estudiar lo estructura del eonjun^o de los variables independientes y sus
dominios de variación. Ello implica el monejo de conjuntos que poseen infinitos ele-
mentos. Nuevamente surge el infinito, pero no el infinitesimal precisamente. S'r el
infinito potencial había sido aceptado desde siempre, no ocurría lo mismo con el
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infin^to actual. Se había "demostrado" incluso su no posibilidad. Así, Proclo, Golileo,
Leibniz comprueban la imposibilidad de establecer uno biyección entre un segmento v
toda uno recta, entre todos los noturoles y todos los pares. Hecho antiintuitivo y,
además, contradictorio con el principio de que el todo es mayor que cualquiera de
sus pnrtes. Golileo y Leibniz se apoyan en estos ejemplos para rechazar lo existencia
del infinito actual. Pero Cantor parte, precisomente, de aquí, de esta existencia. Y
a partir de una idea considerada como ingenua o intuitiva de lo que sea un con-
junto, y de lo biyección entre conjuntos, realizo una construcción espléndido, tanto
en sus vertientes ordinal como cardinal de lo teoría de conjuntos. Pocas veces se
ha dado en la historia de la Matemática que una cierta disciplina nazco cosi com-
pletamente acabada.

Apoyado en esto teorío, Goblot Frege -que alguno ha Ilegado a comparar con
el propio Aristóteles- realiza la fundamentación del número naturol en los con-
juntos. Y no sólo del número natural, sino de toda lo Motemótica. EI número natu-
ral, la única creación divino según Kronecker, se convierte en una construcción hu-
mono, ya que antes de saber eontar puede snberse la cardinalidad o equipotencio de
conjuntos. Y un número natural no va a ser mós que una close de equivalencia de
conjuntos equipotentes entre sí.

Nadn más reolizoda la construcción de la teoría de conjuntos, y con ella, lo con-
siguiente Fundamentación de la Matemática, se produce la oparición de uno serie de
ontinomias o poradojaa, de proposiciones que son contradictorias consigo mismos, que
parecen derrumbar todo el edificio motemático, ton loboriosarnente construido. Y es
su propio creodor, George Contor, quien encuentra la primera; después, lo se9unda.
Tonto en la construcción cardinal como en la ordinal,

Inmediatomente, y de modo independiente entre sí, Burali-Forti y Russell descu-
bren la antinomia contoriana. Russell la envía a Frege, destrozando toda la obra
de éste, hasta el punto de que a partir de este momento el gran lógico matemático
alemón no volverá a ocuporse de lo que había constituido el empeño de toda su vido:
fundnmentor de modo riguroso la Motemótico. La voriante de Russell, de 1903,
descubierto también por Zermelo en' lo misma fecha, es la encontrada por Cantor
en i899, aunque se publicara en su correspondencia del oño 1932. Es parodoja que
podemos enunciar de la siguiente manern:

Vamos a Ilamor "normal" al conjunto que no se contiene a sí mismo como ele-
mento. Así, es conjunto normal, el conjunto de los hombres, porque no es un hom-
bre; el de los caballos, que no es un coballo... Lo moyoría de los conjuntos parecen
ser normales. Sin embargo, el conjunto de los conceptos abstractos también es obs-
tracto, luego se contiene a sí mismo como elemento. Supongamos ahoro que reuni-
mos en un conjunto el conjunto de todos los conjuntos normales, y sólo de los nor-
moles. llamemos a este conjunto N. Podemos preguntarnos ahora si N es o no
normal. Sólo coben dos hipótesis: que seo normal o que no lo sea. Supongamos que
N se contiene a sí mismo como elemento, es decir, suponemos N no normal. Pero
en este caso el conjunto N contiene un conjunto no normal, él mismo, contra la hi-
pótesis de que N estuviera compuesto únicomente de conjuntos normales. Esta hipó-
tesis es, por tonto, controdictorio. Sólo cobe, por tanto, que N seo normal, es decir,
que no se contengo o sí mismo como elemento. Pero en este caso, N tiene que ser
elemento de N, yo que contiene a todos los conjuntos normales. Llegomos, por tanto,
a una contradicción. Es, por tanto, uno auténtica paradojo.
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Esta ontinomia puede transmitirse perfectamente a lo Lógica, sencillamente tra-
tondo de conceptos predicables o impredicobles; es decir, conceptos que expresan una
propiedad de que goza el mismo concepto. Por ejemplo, es predicable el concepto
"abstracto", pero no lo es el concepto "rojo".

AI principio pareció que las parodojos sólo afectaban o la Teoría de conjuntos, y
con ella, a la Motemótica. Pero ya la transcripción anterior indicaba que la propio
Lógica no estaba exento de las mismas. Y de modo efectivo aparecieron mós pora-
dojos, tanto en Matemótica como en Lógico, Poradojas que pudieron ser clasifica-
das en dos tipos: semónticas, como la ya muy clósica de Epiménides o el mentiroso,
que se encuentra tombién en la Epístola a Tito, I- 12, de San Pablo, o la que
constituye lo única aportación a esto temótica que hoy tratamos por parte españolo,
la contenida en EI Quijote. Junto a las porodojas semónticas se encuentran las de
tipo lógico, como la citada del conjunto normal. Todos ellas conducen a la crisis de
los fundamentos y que envuelve en pugna, o veces no muy elegonte, a los matemá-
ticos de la primero treintena de nuestro siglo.

5. INTENTOS SUPERADORES DE LA CRISIS DE LA MATEMATICA

Para superar esta crisis, tres son las tendencias y teorías que surgen entre los
matemóticos: Logicismo, Intuicionismo, Formolisrno. A la primera se van a ligar,
principalmente, filósofos; a las dos restontes, motemóticos profesionales. Las tres, en
pugno, son los motores del desorrollo de lo Motemática en ^o que Ilevamos de siglo.

o) Logicismo

La primera corriente, desde un enfoque histórico, corresponde ol Logicismo. Fue
formulado, por vez primero, por Frege, en 1884. Esquemóticamente su lema bósico:
la Fundamentación de la Motemótica se realiza a partir de lo Lógica. La Mate-
mótica no es mós que una parte de ésta. Es decir, los conceptos de la Matemótico
pueden ser derivados de los conceptos lógicos o trovés de definiciones explícitas; las
teoremos pueden ser derivados desde los axiomas lógicos a trovés de la deducción
puramente lógica. No hoy signos o elementos que puedon ser considerados como es-
trictamente matemóticos.

Esta posición implica que deben especificarse, en primer lugar, cuóles son los
conceptos primitivos de la Lógico, así como sus esquemas deductivos. EI estudio de
estos elementos Ileva consigo tanto el desarrollo de esta disciplina como su propio
esclarecimiento. Se pone de manifiesto que elementos esenciales son, por ejemplo, las
conectivas proposicionoles y los cuantificadores. Se odmite la existencia de ob-
jetos Ilomodos proposiciones unos; otros, predicados, que puedan ser de distintos ti-
pos; individuos para servir como argumentos a esos predicados... Como axiomos, pue-
den tomarse cuatro para eI cálculo proposicionol y dos mós para el de predicados.
Como reglas de deducción, o inferencia, dos: sustitución, implicación o"modus po-
nens". Los predicados de la Motemótica se introducen medionte definiciones explíci-
tas y toda proposición de la Matemótica puede ser ^traducida en uno proposición
que contenga únicomente los predicados y signos lógicos admitidos como primitivos.
Todo el desorrollo puede realizorse de monera estrictamente simbólica, para evitar
las equivocidades o ambigiiedades del lenguoje ordinorio.
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Ahoro bien, el Lo9icismo en su forma originaria choca con lo poradoja antes
citada, que entraña que "el conjunto de todos (os conjuntos" es una proposición
contradictorio en sí. Y de una proposición contradictoria pueden obtenerse en el sis-
temo otra serie de contradicciones. Con lo cual, todo el edificio resulta ofectado.
Bertrand Russell pretende no obandonar el programa del Logicismo, de que la
Matemótico no es mós que uno parcela de la Lógico. Para ello, debe superar la
paradoja. Russell observa que es antinomia que afecta a lo que después se ha de-
mostrado oxioma de comprehensión, ctove de la teoría Ilamada ingenua o intuitiva
de los primeros momentos. EI axioma de comprehensión puede ser establecido en los
tres posos siguientes:

1. Las entidodes motemáticos que tienen una cierta propiedad común cons-
t^tuyen un conjunto, del cual esas entidodes son los elementos, y que estó
determinado por esa propiedad característica.

2. Un conjunto es una entidad motemótica y puede, a su vez, presentarse en
tunto que elemento de un conjunto.

3. Dos conjuntos que contienen los mismos elementos son idénticos.

Los dos primeros apartados son los que estoblecen, precisamente, la existencia
del "conjunto de todos los conjuntos". Y aquí es donde interviene la teoría supe-
radoro de Russell, denominado Teoría de los tipos. Muy simplificada, esquematizada,
equivale a decir que un conjunto cualquiera no puede ser considerado como ele-
mento de otro conjunto cualquiera, sino sólo de un nivel o tipo inmediatomente
superior. Es decir, y volvemos a la imagen del edificio: Estratificamos todos los ele-
mentos que intervienen en lo Matemótica como en pisos distintos. EI primero esta-
ría constituido por objetos individuaEes. EI segundo por conjuntos constituidos úni-
camente por los elementos del primer piso. EI tercero, por conjuntos constituidos
por los conjuntos del segundo piso, pero considerados como elementos. Los del pri-
mer piso no pueden considerarse como elementos constitutivos del tercer piso ni
de pisos superiores; ni los del segundo como elementos del cuarto. Así, ho de os-
cenderse muy lentamente, partiendo de los objetos individuales, sin saltarse piso
alguno. Con lo cual suprimimos la posibilidad de emplear términos como el de "con-
junto de todos los conjuntos", ya que cada elemento es conjunto respecto al piso
inm_ediatamente inferior, pero elemento respecto al siguiente.

A pesar de esta teoría, construcción un tanto artificial, y a pesar de que esta
esquemo quizá sea válido únicamente para la teoría de los tipos simplificada, que
no poro la ramiticodo, ni paro las teorías posteriores como la de estrotificación de
Quine, Russell ni el Logicismo consiguen superar la crisis. Por lo pronto lo artifi-
ciosidod de esta teoría conduce a dificultades casi insuperobles paro fundamentor
el número reol, por ejemplo, y el número real es clave de la Matemática contem-
poróneo. Y lo que se pretende es fundamentor la Matemótica. Pero ademós, el
Logicismo querido por Russell exige el empleo de otros oxiomas cuyo corócter lógico
es totalmente discutible. Así, el axioma de infinitud, que establece la existencia
de infinitos elementos. Axioma que odoptan los matemóticos, pero como tal axioma
motemático, no como IÓgiCO. Ha51a el extremo de que algunos han Ilegado a con-
siderar que la Matemática comienza allí donde termina la lógica. Y lo frontera entre
ambas es, precisamente, el manejo del infinito como característico, como propio del
matemótico, atribuyéndosele a las formas de razonar lógicas un carócter estricta-
mente finito.
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Aunque no hoyo logrado superar, de modo completo, la crisis, y en lo actuoli-
dad el Logicismo ortodoxo sea prácticamente una reliquia, ho provocado un grnn
desarrollo de lo Lógico. Ho conseguido exponer, por ejemplo, de un modo rigurosa,
el cálculo de closes, unido o la teoría cantoriana de conjuntos; ha logrado la sis-
temotización del simbolismo; el poner de relieve el carácter relacional de la Mn-
temática, con un desarrollo grande de la Lógica de relaciones, hoy incluido en el
concepto de correspondencio 0 oplicación. Lógicos como Quine, como Rosser siguen
el plan logicista de opoyar lo Matemática, exclusivamente, en la Lógica, aunque
sólo Rosser ha desorrollado algo de la Motemática con esta base. Pero por la
relación de la teoría de clases con la de conjuntos, el logicismo donde quizá ha
influido más dentro de lo Motemático ho sido, precisamente, en esta disciplina,
logrondo sus primeros axiomotizaciones por obra de Zermelo, por ejemplo, y luego
por el propio Quine.

Donde el Logicismo quizá hnyo tenido mayor influencio es en otros campos, más
propiomente filosóficos. Sobre todo, tras los trabajos de Wittgenstein, con su pre-
tendida demostración de que todas los proposiciones de la Matemótico eron meras
tautologías. Trabajos que permitieron fuerte desarrollo del Círculo de Vieno y, con-
siguientemente, de lo Ilamada Filosofía analítica, que presta otención preferente a
la estructuro del lenguaje.

b) Intuicionismo

La segunda corriente que pretende la superoción de las antinomias y de la cri-
sis de la Matemática es la denominada intuicionismo. Dos son las corrientes que
se engloban bajo este nombre. En primer lugor el Ilamado semi-intuicionismo fran-
cés, encobezado por Poincoré y seguido por los grandes matemáticos fronceses como
Borel, Lebesgue, Frechet, Lusin... De los primeros en oceptar la teorío de conjun-
tos, donde logran resultados espectaculores, son también de los que se niegan a
aceptar el papel de meros descubridores del edificio matemático y de la aceptoción
tautológica de los proposiciones de la Matemática. Sin emborgo, y a pesar de que
reolizon un papel de primer orden en la Matemática, y en la crítica del movi-
miento logicisto y de los primeros posos del formalismo, no tienen una doctrino
rigurosa, sino que son de posturo criticisto, principalmente.

EI intuicionismo, como postura rodicol, es elaborado por lo escuelo holnndesa
encabezado por el matemático Brouwer, matemático de primera fila, especialmente
en la topología. Pnra Brouwer, la Matemótica se identifica con la parte exacta de
nuestro pensamiento. Emplear en matemáticos tesis filosóficas o lógicas, cualesquiera
que sean, como medios de demostración, constituye un círculo vicioso, porque para
formular estas leyes, estos tesis es necesario suponer ya construidos los conceptos
matemáticos. Pero si la Matemática carece de cualesquiera tipos de suposiciones
previas, al matemático no le quedo otro recurso que la intuición. Intuición cierta-
mente no espacial, sino una facultad de considerar separadamente ciertos conceptos
y conclusiones que intervienen de modo normal en nuestro pensamiento habitual.
Facultad o intuición de tipo mós temporal, que capto lo que ha venido dominándose
en castellano la duidad. Por ello, In enumeración de los conceptos básicos y de
Ins proposiciones primitivas es insuficiente como fundamento de la matemática in-
tuicionisto, ya que la propia enumeración contiene yo un núcleo mntemático cons-
titutivo, y estoríamos nuevamente en un círculo vicioso. Por otra parte, parece
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obsurdo querer encerrar el pensomiento motemótico en el cuodro de unos principios
de construcción fijados de ontemono.

Con estns tesis iniciales el intuicionista supone que los conceptos matemáticos
son obro del espíritu humnno, y no meras morcas concretas como quería el formn-
lismo, o entidades existentes en un mundo más o menos eidético como quería el
logicismo. Gracias a la intuición se va, poso o paso, construyendo toda la Mate-
mática. Lo técnica demostrotivo es {a ttamada de recursividod o constructividad,
negóndose demostraciones del tipo por reducción al absurdo, por ejemplo, cuondo
encierron cuontificador universal. Pero el proceso constructivo o recursivo sólo puede
ser realizado mediante procesos de carácter finito, es decir, mediante un número
finito de pasOS, de transformaciones y, por supuesto, monejondo número finito de
signos, ounque este finito pueda convertirse en un infinito, ounque siempre poten-
ciol. Yo que se rechozo, por esta exigencio de finitismo, la existencia del infinito

octual.

La escuela intuicionista ho voriado, perdiendo parte de su radicolismo y, fun-
domentalmente, odoptondo un lenguaje más de acuerdo con el empleado por los
motemáticos normoles, con lo cual ha permitido no quedorse encerrada en el ám-
bito holandés, y ser más comprendida y, con ello ejercer una mayor influencia.

Heyting Ilegó o formalizar In Matemática intuicionista, dando una nxiomótico
de lo mismo en los alrededores de 1930. Inmediotomente después, a los tres oños
de esta formalización, Gíidel y Glivenko demostraron que la Arítmética clásica,

la apoyada en la Lógica clásico y en la axiomática de Peano, era traducible en
términos de la formolización intuicionista y recíprocamente, aunque esto equivn-
lencia contuviera elementos no estrictamente finitistas en su demostración. Con
lo cual la potencia de ambas formolizociones venía a ser equivalente.

Consecuencias importantes del intuicionismo hon sido, por ejemplo, la interpre-
tación que de su sistemo puede realizorse como un Cólculo de problemos; inter-
pretación debida o Kolmogorov. Igualmente la interpretación del cálculo intuicio-
nista en términos tapológicas, debida a Torski, uno de los más grandes represen-
tantes de la escuela poloca de IógiYa, y de todas Ins escuelos. Por otro lado, el
intuicionismo allnnó el camino para la construcción de lógicos no clásicas como
las de Lukosiewicz y de Post, trivalentes, al haber reolizado una crítica de los
principios como el fe ►fium non dotur, considerado casi como una ley obligqtoria

del pensamiento. La trivalente de carácter intuicionista ha sido aplicada por Pau-
{ette Destouches-Févríer o fo Físico, mientras que Reichenbach ha desorrollado una
polivnlente poro el Cálcuko de Probabilidades, y Destouches para lo Mecánica cuán-
tica. También las polivalentes se han intentado oplicar a otros terrenos como las

ciencias sociales...

Iguolmente, el intuicionismo ha puesto de relieve la necesidad de emplear mé-
todos finítistos o constructivos como fundamentales de la obra matemática, rom-
piendo !os exigencios un tonto ortodoxas de logicistas y formalistos de los primeros
momentos. Y ha vuelto a resaltar, además, que la obro de creación, de outéntica

creación matemática posee un carácter intuitivo indudable, aunque tenga que ser
formalizoda después, en una posterior fase de trabajo. Lo que se refleja en obras

de matemáticas como Jean Diendonné, que pretenden que el estudiante olcance

la "intuición de lo abstrocto". Y Diendonné pertenece a un grupo estrictamente

formalista, como es el Bourbaki.
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c ) Formolismo

La tercera corriente, que con la intuicionista constituye uno de los pilares de
la construcción matemótica actual, que pretendió resolver la crisis de los funda-
mentos de la Matemótica es la denominada Formalismo. Potrocinado por David
Hilbert en los primeros momentos del sigto, recibió fuerte crítica por porte de
Poincaré. Y sólo a partir de 1917 David Hilbert volvió al tema, y aunque no cita
o Poincaré, acepta la posición de éste en cuanto o los métodos finitistas de de-
mostración, así como la imperiosa necesidad de demostrar la no-contradictoriedod
de las teorías formalizadas, hasta el extremo de que este problema de consistencia
o no es la clave de los trobajos formolistas de los primeros momentos. Aunque el
pensomiento de Hilbert ha sufrido variaciones a lo largo del tiempo, como ocurre
a todo ser pensante, el formalismo parte de los supuestos filosóficos que formuló
Hilbert en 1925, publicado en 1927, en su conferencia Fundamentos de la Mate-
mático. Los supuestos filosóficos queridos por Hilbert son, textualmente:

La Matemática, al igual que otra ciencia cualquiera, no puede ser fun-
doda solamente en la Lógica; antes bien, en los ideas preliminares nos
es dado olgo como condición previa para la oplicación de los silogismos
lógicos y poro lo realizoción de operaciones lógicas: ese olgo son cier-
tos objetos concretos extralógicos que intuitivamente se presentan ante
todo pensomiento, como inmediato producto de lo vivido. Si la con-
clusión lógico ha de ser cierta, necesitamos que estos objetos puedon
abarcarse completamente de un solo gotpe de vista por todas partes;
y su prese^tación, su distinción o su seriación consecutiva están dadas
con carócter intuitivo inmediato al mismo tiempo que los objetos, como
algo que ni puede ni hay necesidad de reducir a otro algo... En especiol,
en la Motemótico son objetos a considerar los propios signos concretos
cuya figura, según nuestro punto de portida, es inmediatamente clara
y recognoscible.

David Hilbert rechaza la teoría logicista de la reducción de la Matemática a la
Lógica, pero también la tesis intuicionista extrema de no necesitar, el matemótico,
objeto concreto olguno y utilizar únicamente la intuición. Esto opero con los objetos
concretos, materiales, pero a portir de aquí, la intuición debe quedor desterrada.
El matemático, como cualquier ser pensonte, necesita, para ejercer ese pensomiento,
para pensar, de lo previa existencia de objetos concretos, materiales. Ahora bien,
en la Matemótica, esos objetos, esas marcas, van a ser meros signos moteriales,
concretos. Pero todo signo posee, ol menos, dos sentidos o contenidos: uno, eidético;
otro, operacional. Es decir, dentro de un sistemo, un signo "significo" algo, designa
algo; todo signo posee una carga semántica dentro del sistema, ya que, en general,
cuando se utiliza un signo es para comunicar olgo a olguien, pero esta comuni-
cación entraña el contenido eidético del signo. Por otro lado un signo posee con-
tenido operacional en el sentido de que sabemos cómo puede ser utilizado.

EI formolismo pretende desterror del signo su contenido eidético, aceptor úni-
camente su contenida operacional. Hay que desterrar del signo cualquier carga
semóntica, quedondo el signo solamente como elemento gráfico. Lo que se requiere
es de modo exclusivo sober operar con el signo, sin sober lo que significa. Sólo
después de hober realizado una construcción formal, de hober operado con los signos
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cobe darles una interpretación, un contenido. Y en este caso pueden darse varias
interpretaciones, consideradas coda uno como una realización, como un modelo de
ese cáltulo formolizodo.

EI empleo de este procedimiento puramente operacianal, evita muchos errores,
al impedir dejarse Ilevar por la intuición sensible, por ejemplo, en el razonar. Por
otro parte una demostración en un cólculo osí desorrollado sólo es posible cuondo
tanto los signos de los que se porte, como las proposiciones que se toman como
primitivas y que no son más que fórmulas o sucesiones de signos, comn las reglas
paro operar con esos signos y esas proposiciones o fórmulas de partida estén total-
mente, explícitamente expresados, con lo cual no cobe lo posibilidod de utilizar otros
oxiomas implícitos, como ocurre, por ejemplo, en los Elementos de Euclides, donde
se utilizon axiomas que no han sido formulados previamente.

De aquí que la teoría de la demostración hilbertiana, la construcción de un Cálculo
formal, tenga como toreas esenciales las siguientes:

l. Enumeror todos los signos usodos, que von o ser utilizados en la Mote-
mática y en la Lógico. Estos signos se denominan signos primitivos.

Hay que observar, a este respecto, que un formolismo pretende desarrollor, justificar
uno cierta disciplino, la Matemótica. De aquí que la artificiosidad del lenguaje no
exista. Aunque, de hecho, puedan construirse lenguajes formalizodos con signos en-
teramente arbitrarios, tengan o no una posterior reolización o modelo.

2. Caract2rizar de manera no ombigua todas las combinociones de esos sig-
nos que representan proposiciones clasificadas como "significativas" y que
se denominan "fórmulas". Son las Ilamadas Reglas de farmación de fór-
mulas.

3. Completor un proceso de construcción que establezca la construcción su-
cesiva de todas las fórmulas que corresponden a las proposiciones demos-
trables de la Matemótica. Es un proceso dominado "demostración".

En este punto hay que observar que estas reglas de construcción, que permiten ob-
tener a partir de unos fórmulas otros, no pueden expresorse en el mismo lenguaje
que el que corresponde a los signos. Estos reglas de construcción o derivación han
de ser entendidas, intuitivomente, por quien vo a desarrollar el cálculo formol. Si
éste puede decirse que permanece en un plano enteramente sintáctico, los reglas de
derivación van a corresponder a un nivel más elevado, a un lenguaje, denominado
respecto al primero metolenguoje. Es idea semejonte, lo de los distintos niveles lin-
giiísticos, a la teoría de los tipos desarrollodo por Russell. La formuloción rigurosa
de los reglas de derivación exigidas por el formalismo no es nada fácil. En general
hay dos: el "modus ponens" y la de sustitución. Pero ésta última encierra muy fuertes
dificultades cuando se refiere a Cálculos formales que pretendon fundamentar, por
ejemplo, el cálculo de predicados de segundo orden. Y ello es tan cierto que la pri-
mera formulación de esta regla dada por Hilbert en 1928, y mantenida en la segunda
edición de 1938, estaba equivocada, demostrando este hecho Church ya en la décado
de los años cuarenta, exactamente 1944.

4. Demostrar (mediante un proceso combinatoria o recurrente finito) que
las fórmulas que corresponden a los proposiciones de la Matemática cló-
sica que pueden ser verificados por métodos aritméticos finitos pueden ser
demostradas, es decir, constituidas por el proceso descrito en el aportado
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onterior si y sólo si la verificoción de las proposiciones ĉorrespondientes
demuestra ser verdadera.

Esta último es una exigencia excesivamente fuerte, pero clave de la teoría de la
demostración de Hilbert. Contro e41o han sido los teoremas que se han venido de-
nominando Limitaciones internas de los formolismos, quedando relegada como tal
exigencia o un plano meramente histórico. Lo que no ocurre con los tres opartodos
anteriores que constituyen el proceso de toda exposición motemático. Exposición que
suele contar, cuando va formalizado, de los pasos siguientes: axiomatización com-
pleto de la teorío; formuloción o troducción al lenguaje simbólico de todos sus axio-
mos, convertidos en meros fórmulas de los cuales no puede hoblarse de verdaderas
o falsas, sino de bien o mal construidas, ya que nada se dice ocerco de su significodo,
que no existe. Por último, exposición rigurosa de las reglas de derivación. EI rigor ma-
temático es óptimo con este método. La Matemática formolizada es exacta, en el
sentido querido por el intuicionista Brouwer cuando al hablar del formolismo señala
que la

exactitud matemótica no reside más que en el desarrollo de la sucesión de
relaciones, y es independiente de lo significación que se le podrío querer
dar a esas relaciones o a las entidodes que ellas relacionan.

La carencia de contenido eidético en el desarrollo de un Cálculo formal se ha exage-
rado queriendo ver en el método formalista, por ejemplo, un mero juego de signos,
del tipo del ajedrez --con el que se ha comporado de monera constante-, en el cual
lo que importa, aparte de los fichas y de su posición iniciol, son las reglas del juego.
Sin emborgo, todo Cálculo formal se construye, en generol, teniendo presente una
ulterior interpretación o realización.

Pero la idea de Hilbert de construir un formalismo perfecto estaba orientada a re-
solver un cierto problemo: estoba orientada a superar la crisis en los Fundomentos de
la Matemática. Y si coda una de las teorías podían ser formalizadas rigurosomente,
habia que demostrar, en cada una de estas construcciones, su no contradicción. EI
problema de consistencio es clave para el farmalismo. Existen dos tipos de demostra-
ción de la consistencia de una teoría. Uno es el indirecto, utilizodo a finales de siglo,
como ya hemos indicado. La Aritmético, por ejemplo, se convierte en modelo de cado
una de esas construcciones. Si suponemos que la Aritmética es no contradictoria, en
este caso lo teorío original, de la que es isomorfa, también será no contradictoria. Pero
el problema centrol está en demostror la no contradictoriedod de la Aritmética. Hil-
bert lo pretendía reolizor con métodos estrictomente finitistas, que es lo requerido en
el punto 4 antes citado. Gentzen, en 1930, conseguía demostrar el problema, pero uti-
lizando métodos transfinitos, con lo cual el problema seguía en pie. Pero G6del, en un
famoso teorema que hoy Ileva su nombre, como algunos otros, consiguió demostror,
en 1930 tombién, y teniendo 25 años, que lo Aritmética no puede demostrarse que
sea consistente en un lenguaje mínimo que la contenga, por métodos finitistas. EI pro-
grama hilbertiono recibía un golpe mortal, en cuanto a esta pretensión, pero también
lograba un éxito indiscutible, yo que Giidel realizó su demostración de uno manera
estrictomente formal, apoyándose estrictamente en los 4 puntos antes señolados. EI
formalismo era un instrumento de tal fuerza que permitía señalor sus propias limi-
taciones.

Pero no sólo el problema de consistencia es importante paro el formolismo. Junto
a él existen otros como el de la independencia de los axiomas o fórmulas utilizados
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como primitivas, y que puede demostrarse mediante modelos en Ios cuales no se cum-
pla el oxioma o fórmula que se quiere demostrar que es independiente. Técnica de-
mostrotiva que ho cobrado un desorrollo gronde y que ha conducido a toda una nueva
teoría Ilamada Teoría de modelos.

También el formolismo tiene plonteado otro problema, de trascendental importan-
cia; el de la decibilidod. Es decir, si dada una fórmula que por los reglas de construc-
ción parece correcta, comprobar si es o no derivable dentro del sistema formal. La
respuesta afirmativa implicarío que una móquina podía reemplazar al ^natemático,
ya que no existirían problemas a resolver, porque la móquina, a partir de los fór-
mulas primitivos encontraría, en número finito de pasos, la derivación ^e esta fór-
mula. Sin embargo, los teoremas de Tiiring, Gbdel, Church, Rosser, etc., consiguieron
demostrar que los cólculos formoles son, todo, indecidibles. Todos los suficientemen-
te amplios como para poder desarrollar la Motemática, por supuesto.

Un tercer problema se refiere a la cornplefifud de un sistema axiomótico o de
fórmulos primitivos. Gódel ha conseguido demostrar, también, y con él olguncs
otros, teoremas que demuestran lo incompletitud de todo cálculo formal exce_^^va-
mente amplio, aunque tombién Gódel demostrara la completitud del cálculo re,trin-
gido de predicados. Todos estos problemas, junto a otros como de definir el con-
cepto "verdod", por ejemplo, concepto que hemos citado reiterodamente, constitu-
yen toda una nueva disciplina que se ha venido en Ilamar Metalógica o metama-
temótico.

La importancio de los trabajos de la escuela formalista e> verdaderamente im-
presionante. Ffa cambiado el estilo del pensar matemótico con :.u influencia. A pesar
de que no ha logrodo el éxito completo en cuanto o la Fur,damentoción de la Mo-
temática, su intento ha dado lugar a una serie de estudios y nuevas disciplinas como
la anteriormente citada de Metalógica. Pero en la propia matemática su influencia
es totol, F1a51a el extremo de que hoy puede ser definido esta disciplina como lo
ciencia de los sistemas formales, de las estructuras. Ya que a partir de la teoría de
conjuntos que puede ser axiomatizada formolmente, se pueden desarrollar cada uno
de los capítulos de la Matemótica teniendo en cuenta, principalmente, sistemas de
carócter axiomático. Sistemos que se engloban en tres tipos: de orden, algebroico y
topológico. Y los tres tienen, subyacentes, las estructuras definidas axiomáticamente
de grupo, anillo, cuerpo, etc.

En otros terrenos, la influencia del formalismo se ha dejado sentir igualmente,
como en el lenguaje, que puede ser formalizado actualmente. Y no sólo formalizado,
sino algebrizado, Ilegándose a una nueva Algebro de la Lógica y del lenguaje, o
incluso estudiado topológicamente medionte una teoría de modelos continua. Terre-
nas estos últimos de estudio reciente, actualísimo. Y que permiten una vuelta al
problerno de la Fundamentación, con un enfoque naturalmente axiomático y formal,
pudiendo estudiarse desde dos puntos de vista complementarios uno de otro: enfoque
semántico, que parte de la teoría de conjuntos, y enfoque combinatorio, que parte de
signos más cercanos al número natural, y siguen procesos recursivos o combinatorios
del tipo de los algoritmos de Morkov. Pero estos desarrollos nos Ilevarían excesi-
vamente lejos y son, por otra parte, casi imposibles de desarrollar en charlo que ya
va siendo excesivamente larga.


