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EQUIFORME EN EL PLANO
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Todo el estudio del plano y del espacio vectorial que se ha hecho
hasta aquí hace referencia exclusivamente a propiedades de tipo li-
neal, es decir, basadas en la estructura misma de espacio vectorial.
Asi, únicamente cabe estudiar problemas de incidencia o alineaeíón
de puntos y de intersecciones de rectas y planos y, por tanto, de pa-
ralelismo. Así, también, el único grupo de transformaciones que se
ha podido estudiar es el de las traslaciones, que no necesita de más
conceptos que el de la suma de vectores (*).

Queda, en cambio, todavfa una amplia gama de movimientos y
transformaciones que precisan de una nueva noción aún no intro-
ducida en los espacios vectoriales: la noción de métrica. En todas las
transformaciones que hemos de estudiar ahora va a aparecer la ne-
cesidad de medir distancias y ángulos, trazar perpendiculares, etc.
Todo esto no podemos hacerlo si no conocemos más operaciones en-
tre vectores que las de suma de vectores y producto de vectores por
números. Por eso vamos a introducir una nueva operación, el pro-
ducto escalar, que nos permite establecer una métrica en un espacio
vectorial. Con el producto escalar se pueden resolver todos los pro-
blemas de tipo métrico ; no obstante, parece también conveniente
estudiar el producto vectorial, no porque sea imprescindible, sino
porque facilita grandemente en ocasiones el tratamiento de algunas
cuestiones métricas del espacio.

PRODUCTO ESCALAR

La definición y propiedades del producto escalar son idénticas,
tanto si se trata de vectores libres del piana como si son del espacío.
Por comodidad de formulación y de manejo lo estudiaremos en el
plano, dejando su generalizacián al espacio como ejercicio trivial
para el lector.

Definición.--Dados dos vectores libres, a y b, se llama producto

escalar de ambos, y lo representaremos por ab, al producto de los

~c w) Estas lecciones, de un cursillo para Profesores de Preuniversitario, habían
sido precedidas de otras del Prof. Abellanas sobre espacios vectoriales y afines.
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módulos de ambos vectores por el coseno del ángulo que forman:

ab = ^a^ ^b^ cos (a, b).

Como se ve, esta definición implica los dos conceptos de rnedición
de distancias, por los módulos de los vectores, y de ángulos.

EI módulo de un vector a lo podemos ahora calcular así : multi-
plicándolo escalarmente por sí mismo se obtiene :

luego
aa = ai^ a cos (a, a) _ ^a^^ cos 0= ^ '2;

^ a ^ - ^^ acc.

A1 producto escalar aa se le suele representar por a^, pero este
cuadrado no tiene el sentído ordinario de cuadrado de un número
al multiplicarlo por sí mismo, sino de cuadrado de un vector al mul-
tiplicarlo "escalarmente" por sí mismo. Esto hay que tenerlo muy en

cuenta, porque a' es un número y, entonces, en la expresión anterior,
_

a^ __ . ¢a =_= a'

no debemos caer nunca en el error de simplificar en l^a^ la raiz con
el cuadrado, puesto que llegaríam.os al resultado contradictorio de

que un número ^ a ^ es igual a un vector a.
Del mismo modo, si queremos hallar el ángulo de dos vectores a

y b utilizaremos la expresión:

cos (a, b) -_

^a^ ^bl

deducida de la definición de producto escalar. La condición de per-

pendicularidad de dos vectores será, entonces ab = 0, para que su
coseno sea cero.

Propiedades del producto escalar:

1. El producto escalar es conmutativo, ya que

ba =--= Ib^ ^a cos (b, a) --= ia^ ^b^ cos (a, b) = ab,

puesto que los ángulos (a, b) y( b, a) son iguales y opuestos y, por
lo tanto, tienen el mismo coseno, y el producto de módulos es un pro-
ducto de números y, por ello, conmutativo.
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2. E1 producto escalar no es asociativo: (ab)c es un vector obte-

nido multiplicando el c por el número ab, luego paralelo a ĉ, mien-
tras que a(bĉ ) es, por la misma razón, un vector paralelo al c^.

3. Es distributivo: a(b -{- ĉ) = ab -}- ac. En efecto, tomando los
---^ -1 ^

representantes OA, OB y BC, respectivamente, de los vectores á, b
^

y c, el vector OC será un representante de b-}- c. Proyectando B y C
sobre la recta OA según los puntos B' y C' se sabe que para distan-
cias orientadas se verifica:

OC' = OB' ^- B'C'.

De la figura resulta inmediatamente :

OC' = OC cos AOC - ^ b-}- c I cos ( a, b-}- c)

OB' = OB cos (AOB) -^ ^ b I cos ( a, b)

B'C' =-- BC cos (OA, BC) -- I c I cos (a, c) ;

luego

I, b} c! cos ( a, b ^ c) b'^ cos ( a, b) -^ , c ^

Multiplicando ambos miembros por , a I^ queda :

cos (a, c).

a(b ^ c) - ab f ac.

4. Para un número cualquiera i. ,. 0 se verifica:

(^.a)b -_ i.(ab).
En efecto, si

i. ^ p, ^.a, - ^.I^a' Y cos (^a, b) _ cos (a, b).
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ya que i,a tiene la misma dirección y sentido que a; luego:
^^a^ ^b^ cos O-a, b) = i, ^a^ ^b^ cos (a, b) = i.(ab).

Pero si a< 0, su valor absoluto

^^^ _->, y cos (aa, b)= -cos (a, b),

ya que aa tiene sentido opuesto a a; entonces :

^a^i^ Ib^ cos (aa, b) = I).I ^a^ ^b^ cos (^a, b) _

=-ñ ^a^ ^bl [-cos (a, b)7 =a ^a^ ^b^ cos (a, b) = i, (áb).

^

Por la misma razón se tiene :

831

(^.a)b = a(ab) = i,(ab).

Aplicaciones.-Todos los problemas métricos del plano y espacio
vectoriales se pueden resolver ya mediante el producto escalar. Pro-
pongámonos alguno como nuevo ejemplo.

1. Demostrar la fórinula clásica del cuadrado del lado de un
triángulo. Liamemos

c -- ;AB^, b = SAC} ;

--^
evidentemente, j BC ^= b- c.

. Por la propiedad distributiva del producto escalar se tiene :

(b-c) (b-c) = bb -^- cĉ -2bc = ib^i--{- Ic^=---2 ^b^ ^c^ cos (b, c
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Entonces el primer miembro de esa igualdad resulta igual a:

833

- - - - - - -- -- - -_ -- - ---
a(c-b)-}-b(a-c)-}-c(b-a)=ac-ab-}-ba-bc + cb-ca=0,

sin más que aplicar las propiedades distributiva y conmutativa.
Esta expresión la podemos aplicar a los dos siguientes problemas:

^

4. Si en un tetraedro dos pares de aristas opuestas están forma-
das por aristas perpendiculares, lo mismo le sucede al tercer par.

En eYecto, si en el tetraedro del dibujo son OA 1 BC y OB L AC,
entonces,

_ - _, -> _ ,
#OA^ #BC^ - 0, ^OB^ ;AC{ = 0;

sustituyendo en la igualdad anterior resuita :
_^ __,

^ OC ¢ ^ AB } _= 0,

lo que nos dice que OC 1 AB, c. q. d.

5. Demostrar que las alturas de un triángulo son concurrentes.
Tracemos dos alturas, CO y BO, que se cortan
en O; vamos a ver que si unimos O con A obte- ^
nemos la tercera altura. Basta aplicar la expre-
sión anterior siguiendo el mismo razonamiento
que en el problema número 4.

6. Demostrar que la suma de los cuadrados
de las cuatro diagonales de un paralelepípedo
es igual a la suma de los cuadrados de las doce
aristas. Llamando

.i^

_,
S OÁ ^= a, ; OB ^_-^ b, ^ OC ¢= c,

9
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o bien :
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t^^ - t,xa -i- ( t,a2 - tZa,) = 0.

A partir de esta ecuación podemos observar que el vector (t,, -- t,),
cuyas componentes son los coeficientes de x, y x^ en la ecuación car-

Vi

O

tesiana, es perpendicular al (t„ t_), que es el vector de dirección de
la recta, ya que :

(t;,, -- ti) (ti, t^) = t,t, -^- (- t,)t^ = 0.

Resulta, entonces, que dada la ecuación cartesiana de una recta
respecto de un sistema de referencia métrico, el vector de compo-
nentes los coeficientes de las dos variables tiene una dirección per-
pendicular a la recta dada. Así que si la recta r tiene la ecuación
cartesiana ^c,x, -^- u_^, -{- u;, _= 0 y la recta r' es de ecuación

u',x, - { Tc'.^_ -^ u'., - p ;

los vectores ( ic,u^), ( u',u'z) son, respectivamente, perpendiculares a
r y r', por lo que :

cc,u', -{- u^2c',
cos (r, r') -= cos [ (u^u^), ( u',u'^)J - - - ------ _-.

--- _ - -^/ u^, -}- zc^^ J u„^ ^- u>^,

La condición de perpendicularidad de ambas rectas será :

u,u', -}- u,u', = o.

Análogamente, en el espacio, si un plano tiene por ecuación

a,x, {- a.^^ -{- a,x:, -{- a, = 0,

respecto de un sistema de referencia métrico, el vector (a,a^a,? es







840 JOSÉ JAVIER ETAYO

tivamente, aplicando las anteriores propiedades del producto vecto-
rial, se tendrá:

a /^ b = (a,u, -i- a:u. -}- a:{u,) /^ (b^u^ -f- b^u_ + b^u3) _

= a^b^(u^ /^ iG^) -I- a^bs(u^ /^ 2l^) -i- a^ba(u^ /^ 1Ls) -F-

-}- a.^b^(u^ /^ u^) -^ a^bu(u^ n u.,) -^ a^b3(u^ l\ u,) -F-

^ (Labi ( ua ^ 2l^) + a:3ba ( ua ^ 2G^) + a'3bs ( I^a /^ 1b3) _

= a,b,u3 - a,b,,u^ - a.,b1u1 -^- a,b;,u, -{- a,,b,u, - a^bzu, _

a3a, ^- ^ a:.a, ^_ ^ a,a., ^
b^b3 ^ u, -}^ ^ b b ^ u, -^- I b b_ ^ u:^^

Así que el vector a/^ b tiene por coordenadas:

I ^ a^a^ ^ i^ a„a, ^ ^ a,a^ ^ I

1 ^ b^bs ^' I bjbl ^' ^ b^b^ ^/

muy fáciles de recordar.
Si el vector c(c,c.,c.,) se multiplica escalarmente por a n b, se

tiene :

c(a n b) = c, a;a:, ^_f_ a ^ a.;a,
b.b,t ^ ' ^ b.ib,

I a^a^ ^ -
c^ I b,b. I

I c,c.,c^ ^
I a,a^a, I
b,b^b„

A este número se le ilama producto mi^to de los vectores c, a y
Evidentemente,

c(a n b) - a(b /^ c) _-- b(c /^ a) __ -- c(b /^ a) _ -- a(c n b) _

=--b(a /^ c).

Aplicaciones.-Veamos, a título de muestra, algunos ejemplos en
los que se pone de manifiesto la sencillez del cálculo vectorial en la
resolución de problemas geométricos.

1. Hallar la distancia de un punto a un plano.
^ y

Sea el punto A y el plano definido por los vectores BC y BD.
v,

El vector v=^ BC ^/^ É BD ^ es perpendicular a ese plano y el -
^v^

es un vector unitario en esa dirección. Entonces, si multiplicamos es-
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- ->

calarmente por el vector ; BA ^, el valor absoluto de su producto^
^v^

escalar es la distancia de A al plano BCD.

Ejemplo: Sea A(1, -`l, 1), B(2, 4, 1), C(- 1, 0, 1), D(- 1, 4, 2)..
En este caso,

^ ^
^ BC ^__ (- 3, - 4, 0), { BD^ _(- 3, 0, 1), v=(- 4, 3, - 12),

v (- 4, 3, -- 12) _, v 14
--- _- - -, ^ AB ^ _ (1, 6, 0), ; AB ^ _ ,

^v^ 13 Ivl 13

que es la distancia pedida.

2. Hallar la distancia entre dos rectas que se cruzan.
_, _i

Sean AB y CD esas rectas. El vector v={ AB ^/^ j CD^ es perpen-

dicular a ambas. Si multiplicamos escalarmente el vector unitario

por un vector cualquiera con extremos en una y otra recta, ^AC^,.
por ejemplo, el valor absoluto de su producto escalar es la distancia
pedida.

Ejemplo: A(1, - 2, - 1), B(4, 0, - 3), C(1, 2, - 1), D(2, - 4, - 5).

_, ,
j AB ^_( 3, 2, - 2), ^ CD j=- (1, -- 6, - 4), v -_ (- 20, 10, - 20),

v 1 v 4
i

-_---- (--2, 1, --2), ^AC^ _ (^, 4, Q)^ d = ^AC^ _ -

^v^ 3 Ivl 3

3. Demostrar las fórmulas de la trigonometría plana.
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queda:

n n n
sen a sen b sen c

n n n
sen A sen B sen C

Para la primera fórmula se parte de la siguiente identidad
puede comprobarse como ejercicio:

(a /^ b) (c /^ d) __ (ac) ( bd) - (ad) (bc),

llamada identidad de Laqrange, para cualesquiera vectores a,
En nuestro caso la aplicamos a:

895

que

,cyd.

(c /^ a) (a /^ b) = (ca) (ab) - (ba) (aa),

y, sustituyendo ambos miembros por sus valores ya detallados antes,
queda:

n n_ __
sen b sen c(b'c') _ ( ca) (ab) - (bc),

ya que aa = 1;

luego

ya que

n n n n n n
sen b sen c cos a' = cos b cos c- cos a;

n n n n n n
cos a = cos b cos c -^ sen b sen c cos A

n n n
cos a =_ - cos (- - a) _- cos A.

Y análogamente las restantes.

EL GRUPO DE LOS MOVIMIENTOS

Todos los movimientos, del plano y del espacio, los vamos a in-
troducir a través de la simetría respecto de una recta. El estudio
vectorial de las simetrías es análogo, tanto si lo hacemos en el plano
como en el espacio. Por ello, y por razones de comodidad, lo haremos
en el plano, pero la traducción al espacio es inmediata.

Definición.-Se llama simetria respecto de una recta r a la trans-
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el producto
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de dos simetrías respecto de la m.isma recta es la iden-
tidad. Queda por ver el pro-
ducto de dos simetrías según

^„ que sus ejes sean paralelos o
^ X se corten.

a) Si los ejes^_, son para-
íelos, el punto X se trans-
forma en el X' mediante la
sitnetría respecto de r y el X'
en el X" mediante la de

h^ eje r', luego, en el producto
de ambas simetrías, X se
transforma en X". Perb

' "t XX' I r X'X" 1 r',

/ y como r ^^ r' será XX' ^I X'X",
o sea, X, X', X" están ali-

neados. Resulta así que XX" es una recta perpendicular a r y a r', es
decir, tiene una dirección fija para cualquier X. Por otra parte,

luego

XM -= MX' X'N =- NX" ;

XX" _- XM -^- MX' -}- X'N -{ NX" -= 2MX' + 2X'N -

_--- 2(MX' -{- X'N) _- 2MN;

luego el segmento XX", cualquiera que sea X, tiene una longitud
fija, igual ai doble de la distancia de r a r'. Finalmente, el sentido
de X a X" es el mismo que el de M a N, es decir, de r a r'. En con-
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secuencía : el producto de dos simetrías respecto de dos rectas pa-
ralelas es una traslación definida por el vector ^ XX' { de módulo do-
ble de la distancia entre r y r' ; dirección, la perpendicular a estas
rectas, y sentido, el que va de la primera recta a la segunda.

b) Si los ejes se cortan en un punto O, el punto X se transfor-
ma en X' mediante la simetría de eje r, y el X' en X" mediante la
de eje r'. ^Qué relación hay entre el punto X y el punto X", trans-
formado suyo por el producto de las dos simetrías? De la igualdad
de los triángulos rectángulos OXM y OX'M y de los OX'N y OX"N,
que tienen respectivamente iguales los catetos, se deduce:

OX =- OX', OX' _- OX" -^- OX -= OX" ;
n n n n n n n

XOX" __= XOM -{ MOX' -}- X'ON -}- NOX" = 2(MOX' + ^^'ON) _
n

-- 2MON = 2 áng. ( r, r').

Se tiene, entonces, que pasamos del punto X al punto X", de ma-
n

nera que OX = OX" y el ángulo XOX" es un ángulo fijo, cualquiera
que sea X, e igual al doble del ángulo de r con r'. A una transforma-
ción de este típo se le llarna un giro de centro O y ángulo 2(r, r').
Resulta, pues: el producto de dos simetrias planas respecto de dos
ejes que se cortan es igual a un giro de centro el punto de inter-
sección de ambos ejes y ángulo duplo del que forman éstos y dirl-
gido en el mismo sentído que va del primer eje al segundo.

Cuestión reciproca.-Vamos a ver ahora que, recíprocamente, toda
traslación y todo giro en el plano puede descomponerse en producto
de dos simetrías.

a) Sea la traslación definida por un cierto vector t, y vamos a
descomponerla en el producto de dos simetrías, 5^^, S,•, respecto de los
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ejes r y r'. Podemos tomar uno de los ejes arbitrariamente, sin otra

condición que la de ser perpendicular a la dirección de t; por ejem-
plo, el eje r; entonces, el r' será una recta paralela a r, a una dis-

tancia de ella igual a I/Z j t'i , y de modo que el sentido de r a r' sea
igual al de t; entonces, por la parte a) del párrafo anterior se veri-

fica el resultado que se buscaba. Igual sucedería si hubiéramos ele-

gido r' sin otra condición que la de ser perpendicular a t y constru-
yendo r a partir de ella.

b) Si se trata de un giro de centro O y ángulo orientado ^;, se
toma uno de los ejes, r por ejemplo, sin otra condición que la de pa-
sar por O, y el r' quedará entonces determinado de tnanera que pasa
por O y que el ángulo ( r, r') sea igual a 1-^^ ^ y dirigido en el mismo
sentid.o.

El yrupo de los movimientos del plano.--Ya se vió en la parte li-
neal que el conjunto de todas las traslaciones del plano formaba un

grupo. Vamos a ver ahora que el conjunto de todas las traslaciones,
giros y simetrías del plano forman a su vez un grupo que contiene al
de las traslaciones. Después de lo que hemos visto en el producto de
simetrías, bastaría con probar que el producto de dos giros o de un
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^+-
giro por una traslación o de una traslación por un giro es o una
traslación o un giro.

Sean dos giros de centros O y O' y ángulos c^ y^p , respectivamen-
ie, a los que denominaremos GQ L, Go- Y- Descompondremos cada uno

de ellos en producto de dos simetrías :

GQ, ,y = Sr' Jr ^ ^0' ^. - Se' `^e ^

eligiendo los ejes del siguiente modo: el eje r' es la recta 00', con lo
que r queda completamente determinado, según el párrafo anterior;
el eje e es el mismo r' y así determinamos e', Entonces:

V O', L' -^ Se' Se^ ^ Sr' Sr ^- Se' ^ Se Sr' ^ Sr i

pero S,.S, es la identidad, por ser el producto de dos simetrías res-
pecto del mismo eje, luego

^TO', f ^70, ^, = Se' Sr ,

y el producto de estas dos simetrías será una traslación o un giro
según que e' y r sean paralelas o se corten ( en la figura será un giro
de centro C y ángulo el doble de r con e').

Si fuera el producto de un giro de centro O y ángulo :^, G^^ ^ por

una traslación de vector t, se eligen r y r' para el giro de modo qúe r'

pase por O y sea perpendicular a t,
con lo que r está ya dado ; y el
eje e para la traslación, que coin-
cide con r', con lo que queda da-
do e'. Razonando como ant^°s, re-
sultará que el producto del giro
por la traslación es igual al pro-
ducto de dos simetrías, luego será
igual a un giro o a una trasla-
ción. Y lo mismo si se trata del ^
producto de una traslación por un
gira.

Como, además, en el conjunto
de traslaciones, giros, simetrías y
sus productos está contenida la identidad (traslación de vector O, o
giro de ángulo 2-, o producto de dos simetrías respecto de la mislna
reeta), y la inversa de cada transformación (traslación de vector
opuesto, giro de igual centro y ángulo opuesto, o la misma simetría,
que es inversa de ella misma) resultará que ese conjunto de trans-
formaciones constituye un grupo llamado el qrupo de Ios movimien-
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tos del plano. Por las propiedades 4 y 5 de las simetrías resulta que
los movimientos conservan las distancias y los ángulos, es decir, con-
servan la forma y dimensiones de las figuras. Dos figuras en estas
cond.iciones de igualdad de forma y de dimensiones se dice que son
congruentes. Por eso, a los movimientos se les Ilama también trans-
jormaciones de congruencia.

El grupo de los naovimientos del espacio.-De un m.odo análogo al
caso del plano se demuestra que el producto de dos simetrias res-

pecto de dos rectas paralelas, r y r', del espacio es una traslación de-
finida por un vector de módulo doble de la distancia entre ambas
rectas, dirección perpendicular a ellas y sentido el de la primera

recta a la segunda. Basta ver
que I XX" I== 2 j MN I= 2 díst.
( r, r'), por ser, en el trián-
gulo XX'X", M y N los pun-
tos medios de los lados XX'
y X'X", respectivamente, y lo
mismo las demás condiciones,

Si las rectas se cortaran
en un punto O, y por él tra-
zamos la perpendicular OC al
plano definido por ellas, re-
sulta que el transformado de
un punto cualquiera X per-

no trazado des-l ltenece a p a^
X^ de este punto y que sea pa-

ralelo al de r v r', el cual
corta a la recta anterior en el punto C; y se pasa de X a X" me-
diante un giro alrededor de C análogo al que transforma la pro-
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yección del primero, Xl, en el X",, proyección de X", mediante el
producto de las dos simetrías, como se desprende del dibujo.

Ahora bien, se llama giro de ángulo ^ alrededor de una recta e a
la transformación siguiente: dado un punto Y del espacio, por él se
traza un plano perpend.icular a e, al que cortará en un punto E; el
giro en ese plano con centro E y ángulo ^ transformará Y en Y' ;
diremos que Y' es el transformado de Y en el giro de ángulo ^ y eje e.

Así que, según esto, el produc-
to de dos simetrías respecto de dos
rectas que se cortan en el espacio ^ g " fc`
es un giro de eje la perpendicular ^ ti

t ' ^dos rec as en su pun-común a las
to de intersección, ángulo doble del
formado por las dos rectas y sen^ ^ ^
tido el que va de la primera recta ^ ^^\

"' ^ ^ J^''a la segund.a.
Si las rectas r y r' se cruzan y

es AB la perpendicular común, por
el punto B de r' se traza una pa-
ralela r" a r; entonces, para el
producto de las dos simetrías se tiene :

s^, s^- sr, (sr„ s^•,l sr• ^ rsr• Sr••) (s^,• s^).

Por ser S^•• S,•••la identidad y por/la pro`piedad asociativa del producto
-,

de transformaciones. Pero S, •• S, es una traslación de vector 2( AB}
y S, - Sr • es un giro airededor de AB con ángulo 2( r", r' ), de modo que :
el producto de dos simetrías respecto de dos rectas que se cruzan es
iguai al producto de una traslación cu.yo vector tiene mbdulo doble
de la distancia entre ambas rectas, dirección perpendicular a ellas
y sentido de la prim.era recta a la segunda, seguida de un giro de
eje la perpendicular común a las dos rectas, ángulo doble del que
ellas forman y sentido de la primera recta a la segunda. Una trans-
formación de este tipo se llama un ^novimiento helicoidaZ. En par-
ticular, una traslación puede considerarse como un movimiento he-
licoidal de giro nulo y un giro es un movimiento helicoidal cuya
traslación está definida por el vector cero. Entonces, el conjunto de
todas las traslaciones, giros y simetrías y movimientos helicoidales
del espacio y sus productos constituyen un grupo llamado el qrupo
de los movimientos del espacio. Análogamente a como ocurría en el
plano y por las mismas razones, los movimientos del espacio son
transform.aciones de congruencia.
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EL GRUPO EQUIFORME EN EL PLANO

La transformación que vamos a definir a continuación puede
estudiarse también en el plano y en el espacio, pero esta vez vamos
a reducirnos a estudiarla exclusivamente en el plano.

Definicáón.-Dado un punto fijo C del plano y un número fijo
k^ d, se llama homotecia de centro C y razón k a la transforma-
ción que hace pasar de cada punto X del plano a otro punto X', tal
que verifique :

-> ,
^CX'^ = kiCX^.

Según esto, los puntos C, X y X' estarán alineados y, además,
C estará o no entre X y X', según que k< 0 o k> o.

Ecuación y propiedades de la homotecia.--Sea ^O; zc,, u^^ un sis-
tema de referencia métrico del plano,

-^ - ^ ^
c = ^OC^, x ^ ^OX} y x' _ ^OX'^.

Se verifica entonces;

-..^
^CXf =^--c, {CX'^ -= x'-c.

Luego, de acuerdo con la
definición, se obtendrá para
la homotecia la siguiente

U ^ r,,^...--- . • .
s ^ 'i

.^

i ,^
^ .
f -

i ^^ ^ ^
i /^^i
I '^r
ii/

x'-c== k(x--c),

o sea:

x' _ (1- k ) c -{- kx.

0 ^V` Entonces, a cada vectar x,
que representará un punto X
del plano, corresponderá el

punto X' dado por el vector x' obtenido medíante la ecuación ante-
rior. De ella resultan las siguientes propiedades:

1. La homotecia es una correspondencia biunívoca. En efecto, el

vector x determina unívocamente al vector x' y, reciprocamente,

r

^' ecuación vectorial:
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Resulta así que el producto de dos homotecias cuyas razones son
ínversas una de la otra es una traslación definida por un vector pa-
ralelo a la recta que une los centros de ambas homotecias.

b) kk' ^ 1.

En este caso queda simplemente:

x" _ (1 -- k')c' -{- k' (1 - kjc -{ k'kx,

que es la ecuación de una homotecia de razón kk'. Si llamamos C" a

su centro y c" al vector que lo representa se podría escribir la ante-
rior ecuación en la forma:

luego

Vamos a ver

x" _ (1 - kk')c" -}- kk'x ;

(1-kk')c"= (1 --k')C'-^ k'(1-k)c->

1-k' k'(1-k)
-_^ c» - -- - c' -^ ----- c.

1-kk' 1--kk'

q^^e este centro está alineado con C y C'. Bastará
, ,

con que veamos que los vectores ; CC'; - c' - c y^ CC" j- c" - c son
proporcionales :

1-k' k'(1-k)
c" - c= c' i--- ---- c-- c--

1 - kk' 1 - kk'

luego

1-k' k'---k'k 1-k'k
-- --- c' -j -------- c - _ ------ c ,_:
1-- kk' 1 -- kk' 1- kk'

1-k' k'--1 1-k'
_-------- c' -}- ------ - c :_ ---- ( c' -- c),
1-- kk' 1- kk' 1-- kk'

1 --- k'
; CC" ;_------ ^ CC' ^ c. q. d.

1 -- kk.'

Asi que el producto d.e dos homotecias, cuando kk' ^ 1 es otra
hom.otecia de razón el producto de las razones de las homotecias
dad.as y cuyo centro está alineado con los de éstas.

El qrupo equijornae.--Resulta de aquí que el conjunto de todas
las homotecias del plano no forman grupo, ya que el producto de
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dos de ellas puede no ser una homotecia, sino una traslación, pero
si consideramos el conjunto de todos los movimientos del plano, to-
das las homotecias y los productos de homotecias entre sí y de homo-
tecias por movimientos, ese conjunto sí que constituye un grupo,
como es inmediato probar.

A tal grupo lo denominamos yrupo de las semejanzas o yrupo
equi forme.

La razón de estas denominaciones se debe a que si transformamos
una figura del plano por un elemento de este grupo se transformará,
como vimos, en otra igual a ella si sólo intervienen movimientos o
en otra semejante si entran también las homotecias. Es decir, cual-
quier figura se transforma mediante un elemento de este grupo en
otra semejante, y por eso se llaman semejanzas a las transforma-
ciones pertenecientes a este grupo. Como, por otra parte, las seme-
janzas conservan la forma de las figuras, aunque no siempre sus
dimensiones, se llama por eso también al grupo que forman el gru-
po equiforme.
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