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PRESENTACION

El C. O. D. y la Inspección de la Iglesia de Zaragoza arganizaron co^z-

juntamente en esta ciudad, durante los días 15 de julio a 3 de czgasto, ambos

i^zclusive, un Curso de Formación del Profesorado de Enseñanza Media, con

lecciones de Ciencias, Letras y Formación religiosa. Entre las primeras, y

con el pensamie^nta de que las modernas estructuras matemáticas puedan

pronto encontrar acamodo en los programas del Bachillerato, o, crz cual-

quier caso, de la canve^ziencia de que los profesoTes de matemáticas de este

grado estén formados en las nuevas corrientes, incluyeron un programa

de 16 conferencias de cuya confección y desarrollo hicleron al autor de

estas lineas el ho^zar de encargarse.

Este proqrama, seguido con alentadora dedicación por unos 200 religiosos

y religiosas, es el que se ha recogido en este librito, can la pretensián de

servir de guía y recordatorio a cuantos asistieron, y que repe2idamente nos

lo han solicitado, o de supiir, en los que na pudieron acudir y deseen ini-

ciarse en estas materias, la enseñanza auditiva.

Dicho queda, por tanto, que lo que aquí se recoqe es, casi literaime^zte,

la exposición hecha en el c^crso. No debe pensarse, pues, pue su redacción

es la de un libro p^ensado ,y elabor¢do, sino la transcripción de esas leccio-

nes que, si también hemos procurado que searz pensadas y elaboradas, lo

son como tales lecciones, na como se elaboraría un libro. Por ello, puede

en ciertn.., ocasiones resultar pralija la explicación o reit,^rativa erz algunos

puntos. Precisamente hemos huido adrede de la concisión de un texto, parrz

quedarrzas co^n la expla^zación de este texto.

Queremos, pues, que quede explícito que no se trata de urz libro de algebra

moderna o de unas nociones de topolagía, de los cuales abundan los real-

mente excelentes, sino de la elección de algunos temas concre^tos, que for-
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men ^cn conjunto coherenie, y de la exposición y jacilitación de esos te-

^rzas a los aún no iniciados en ellos. Era ^zuestra ambición que, después de

haáer seguida ei curso, pudieran los interesadas estudiar por su cuenta

.algu^aos de los numerosos textos a su disposición, una vez familiarizados

con ese modo de pensar y de vencer la innegable aridez a_ue hace a ueces

insalvables las primeros obstáculos.

Se observará par ello que hemos huido de un desarrollo sistemático y

exhaustivo de muterias. Hemos prejerido, ante todo, expmle7 conceptos,

habituar a los oyentes a las nocianes jundamentales, repitiéndolas en cuan-

tas ocasiones hubiera lugar, hasia que fuerarz bien asimiladas. Pres^ci^a-

dimos, pues, de demostraciones engorrosas que pueda.n h,acer perder el

hilo de la idea; las hemos dejado sin demostrar, advirtiéndolo previa-

^rzente. Pero si una demostración tení¢ la doble virtud de ser sencilla y de

servtir de modelo de unas técnicas imposibles de desconocer para el 'i7ti-

ciado, no sólo la incluiamos sino que la repetíamos en ocasiones análogas.

No se trata, como se ve, de un curso argánico can teoremas rigidamente

encadenados, sino de hacer esto compatible, en l0 7^osible, con un cursillo

de dieMséis días para quienes desean conocer una primera introducción a

los prablemas de la matemática maderna.

No se olvide tampoco, sobre todo, que los asistentes a él eran e^z su casi

.totalidad Licencia.dos en alguna de las ramas d.e Cierzcias, a las que se^ padía

hablar, por cansiguiente, coma a canacedores de una amplia zorza de la ma-

temktica clásica. No puede estrañar, pues, que supongamos desde u^z prin-

cipio conocidos las números reales o los complejos, par ejemplo, en algunos

ejemplos o ejercicios, aunque después canstruyamos esos cuerpas erz o^t*o

capitulo posterior de las lecciones. Ha sido 7ustamente preocupación a lo

largo de ellas utilizar para cada concepto los ejemp'las ilustrativos más seyc-

cillos y conocido^s de todos para hacer más jácilmente asimilable la abstrac-

cíÓn del mismo concepto.

Más aún: debe tenerse en cuenta que, al mismo tiempo nue nuestras

lecctiones, se desarrollaron por los Projesores Radriguez Vidal y Abellanas

otras dedicadas a la Matemática del Preuniversitario, lo que hizo que, ar-

monizando ambos cursos, hayayrzos dado por sabidas algunas cuestiones p1ze,

como las congruencias de númeras ente^ros o el cancepto de vector libre y

sus coordenadas respecto de un sistem.a de rejererzcia, les fueron e.xpli-

cadas en ese otro curso.

En ocastiones hemos descendido a divagaciones, inclusa de ttipo histórico,

al tratar de algunos prablemas. Hemos pensado que siempre es ello conve-

niente para centrar las cuestiones y, sobre tado, para hacer ver la evolución
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que a lo largo del tiempo suJren algunos conceptos matemáticos, lo cual

puede situar en su verdadera perspectiva el hecho de que hoy se intente

estudiar según las líneas de la nzatemática actual, observando cómo cada

•época ha tezzido su matenzática moder^za que ha consistido siempre en sis-
tematizar y poner de maniJiesto las ideas imlrlícitas en las évocas pre-
cedentes.

Por otra prxrte, esta evolución de^l pensamiento, aun del específicamente
mate^nático, entra de•rztro de un acervo cultural útil, y a veces impresctin-
^dible, para quienes desenzpeñan la misión de Íormar a rzuestros jóverzes
Por ello hemos i^zsistido también a veces en denunciar algunos errares que
se desli^an frecuentemente en las textos. Singularmente, uno aue querernos
una veti más reca^lcar: la confusión entre números complejos J vectores.
Los primeros forman un álgebra y los vectores un espacio vectorial; sólo
la que de espacio vectorial tiene el álgebra de los complejos es trasladable
a los vectores. Resulta entonces incorrecto hablar de producto y cociente
de vectores cuanda se quiere referir a las mismas operacio^zes entr^ núme-
ros conzplejos. Sólo la suma de complejos y su producto por números reales

son traducibles en términos de vectores.
Nos excusamos, ^inalmente, de que dieciséis haras zzo deyc más de si.

Por esa causa, las leccianes de topalogía nas han quedado reducidas al
minimo. Ni aún hemos podido llegar a los conceptos de compacidad y con-
tinuidad uniforme incluidos en nuestro programa. Pero, por otra parte,

fué rrzuy derzso el cúmulo de nociones nue los oyentes hubieron de asimilar
casi a presión para que lamentemos esta mutilació^z. Y tampoca herrcos
querido incluir nuevas cosas erz esta exposición escrita, pues aueremos qcce
sea un jiel trasunto de lo que en el curso se trató.

Los e.jercicios d'el jinal de cada capítulo recogen algunos de los que se
propusiero^z en las clases prácticas que se celebraron durante los misrnos
días. Están espigados de entre libros que tratan de estos temas a sugeri-
dos por las lecciones teóricas. No tienezz más Íinalidad nue la de servir
de complemento al habituar y hacer más inteligibles las ideas r.xpuestas
en esas líneas.

Harz colaborado ezz estas clases prácticas y, sobre todo, de ±en modo
.esencial en la toma y redacción de estas natas, hasta el punto de que si^z
su ayzcda no habria7z podido ver la luz, los Hnos. Adaljo de Perinat, F. S. C.,
y losé Garay, H. M. Nuestra gratitud por ello.

Colmaria rcuestra satisfaccíón saber que esta modesta áportación pudie-
ra servir, co^no pretendimos con las lecciones originales, para hacer tomar
gusto por esta concepción de la matemática a las no conocedores de ella, y
que no desmereciera del indudable éxito global del cursillo.

Zarago^a, agosto de 1963.
J. J. ETAYO
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I. NOCIONES SOBRE CONJUNTOS

1. DEFINICIONES

La idea de conjunto es primitiva. Puede ser definido como reunión
de elementos. El hecho de que un elemento a pertenece a un con-
junto A se expresa por a E A y se lee "a pertenece a A". Cuando a na
pertenezca a A escríbiremos a^ A.

Un conjunto puede describirse por extensión y por comprensión.

a) Por extensión, enumerando cada elemento. Por ejemplo, el
conjunto de alumnos de una clase mediante la relación de sus nom-
bres. Para la definición por extensión empleamos la notación

C = ^ a, b, c, . . . . . . } ,

encerrando entre llaves todos los elementos del conjunto C.
No sirve, entre otros casos, la definición por extensión, cuando eI

conjunto tiene infinitos elementos.

b) Por comprensión, expresando una propiedad que verifican to-
dos los elementos del conjunto y solo ellos. Por ejemplo, si C es el
conjunto de puntos de la circunferencia de centro O y radio r, lo de-
finiremos como el conjunto de puntos que tienen la propiedad de
estar a una distancia r de O, y escribiremos:

C=^ P ^ dist. OP = r}.

Expresaremos a veces el hecho de que el conjunto C está definida^
por la propiedad p mediante la notación C{p),

2. INCLUSION DE CONJUNTOS

Diremos que un conjunto C está contenido en otro C' cuando toda
elem.ento de de C pertenece a C'; si a E C, también a E C'. Se dice de
C que es un subconjunto de C'.

Es inmediato ver que la inclusión goza de las siguientes propie-
dades:

1" Reflexiva: C c C.

2." Transitiva: Si C e C' y C' c C", entonees C c C".

3° Antisimétriea: Si C e C' y C' e C, todo elemento de C perte-
nece a C', y todo elemento de C' pertenece a C. Luego ambos conjun-
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tos constan de los mismos elementos y son, por tanto, el mismo con-
junto o conjuntos iguales. Escribiremos, pues:

Si C c C' y C' c C, se verifica C= C'.

3. IMPLICACION

Veamos cómo la relación de inclusión entre C y C' se traduce en-
tre las propiedades p y p', que definen a ambos.

Que C c C' quiere decir que si a E C, tambión a E C', esto es: si
a tiene la propiedad p, tiene también la p' ; o todavía, la propiedad
p implica la propiedad p'. Lo escribiremos:

p =^ p'.

Entonces p es una condición suficiente para que se verifique la
propiedad p' y, a su vez, p' es condición necesaria de p.

Ejemplo:

Sean C= ^ múltiplos de 4(p); y C' _^ pares (p') ^.

Por ser C c C' deducimos que una condición suficiente para que
un número sea par es que sea múltiplo de 4. Y una condición ne-
cesaria para que un número sea múltiplo de 4 es que sea par.

C c C' p-> p'
Sí C = C' luego ^

C'cC p'-=^p

y lo expresaremos:
p ^ p^•

Es decir: se verifica p si y sólo si se verifica p'. Entonces p y p' se
dicen equivalentes.

Ejemplo:

Si C=-^ ; múltiplos de 5(p) ^ y
C' _^ números terminados en 0 o en 5(p'); .

Por ser C= C' deducimos que Ia condición necesaria y suficiente
para que un núm.ero sea múltiplo de 5 es que termine en cero 0 5.

4. LUGARES GEOMETRICOS

Si se trata de conjuntos de puntos de un espacio, se llama, lugar
geométrico al conjunto de puntos que verifican una propiedad y so-
lam.ente la verifican ellos.
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Ejemplo: Sea, por una parte, el conjunto de puntos de la recta AB,
que une los puntos de intersección de dos circunferencias, O y O', y
por otra tratamos de hallar el lugar geométrico de todos los puntos
que tienen igual potencia i•especto de las dos circunferencias, O y O'.
Definimos así los dos conjuntos:

C-}P I P E AB (p)^

C' -; P' ^ Pot„ P' >= Pot° P' (p') ^

para los que podemos demostrar geométricamente que

p ^ p^

p'=^p

ya que C c C'

C'cC^
luego C = C',

o sea; la recta AB es el lugar geométrico de los puntos de igual po-
tencia respecto de O y de O'.

Esto nos hace ver que, en general, los problemas de lugares geo-
métricos se reducen a problemas de inclusión de conjuntos o, lo que
es equivalente, a establecer condiciones necesarias y suficientes.

5. PROPIEDADES DE LA IGUALDAD DE CONJUNTOS

Es inmediato demostrar, a partir de su definición, que la igualdad
de conjuntos goza de las siguientes propiedades:

1.° Rejlexiva: C = C.

2.° Recíproca o simétrica: C= C' ^ C' = C.

3.° Transitiva: C= C' y C' = C" ^ C= C".
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Si p, p' y p" definen los conjuntos C, C' y C", lo anterior se tra-
duce en

1° pc^p.

2.° pe^p'^p'e^p.

3.° p^ p^ Y p, ^ p,^ ^ p^ p„

Estas propiedades, llamadas de la igualdad lógica o de la equi-
valencia, son las que, como veremos, nos permitirán introducir una.
clasificación en un conjunto, lo que equivale a ponerlo en condicio-
nes de ser estudiable. La ciencia opera siempre sobre clases de ele-
mentos equivalentes respecto de una cierta relación de equivalencia,.
nunca sobre los mismos elementos aislados.

6. PRODUCTO DE CON3UNTOS

Dados dos conjuntos, C=^ a, b, c, ... } y C' _ { a', b', c', ... }, se'
llama conjunto producto de ambos y se escribe C X C' aquel cuyos
elementos son todos las pares ordenados que se forman tomando'
como primera componente del par un elemento de C y como segun-
da componente uno de C'. Brevemente :

C X C' _ } (a, a')^ ( a, b'), ...... ; (b ^ a^)^ ( b, b') ...... },

o bien

C X C' = # (x^ y) x E C, y E C'}

A veces el conjunto producto puede tener una representación grá-
fica. Veamos algunos ejemplos:

1.° Los elementos de C y de C' se pueden representar como pun-
tos de sendas rectas. Los de C X C' son los nudos de la red de la.
figura.

r

ti l --

(A,^•) ( b. C' ) (c.C')

I
_. ^

(a,b') (b.b') (c. B' )

1(Q•°^) (b•a^) (4A')

^a b c
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2° C =;xER ^ 1^x^2^

C'=^yER^ 1^y^2}

Donde R es el conjunto de los números reales. C X C' está repre-
:sentado por los puntos del cuadrado rayado.

C'

z

t

s

3° Si C = C' = R, C X C' será el plano real.

4° C es el conjunto de puntos de un plano:

C= }(x, y) I ^, yER}.

C' son los puntos de una recta:

C'=iz ^ zER}.

C X C' será el espacio real de tres dimensiones:

?(.x, y, z) I.rER, yER, zER}.

Este último ejemplo nos sugiere la posibilidad de canstruir un
conjunto producto de varios conjuntos: C, C', C", ..., multiplicándo-
los sucesivamente de la siguiente forma:

C X C, X C„ X... _[(C x C'} x C"] x... = Ŝ (a, a', a", ...) I a`^' E C^^^ },

lo cual equivale a dotar a este producto de la propiedad asociativa:

(CxC')XC"=CX (C' x C").

?. FUNCION

El concepto de función es uno de los más sencillos y repetidos en
nuestras actividades habituales. Si queremos, por poner un ejemplo
sencillo, numerar los elementos de un conjunto X de objetos cuales-
quiera, lo que hacemos al numerar es asignar a cada objeto un nú-
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mero: a uno de los objetos, el 1; a otro distinto, el 2, etc. Es decír,
formar parejas objeto-número. Diremos que a cada objeto le corres-
ponde el número que forma pareja con él. Nurnerar, entonces, equi-
vale a asignar a cada objeto del conjunto X un elemento de un con-
junto de números Y=^ 1, 2, 3, ... Z: el número que forma pareja con
él. Esa asignación de un número a cada objeto podemos considerarla
como una función o correspondencia en la que a cada objeto le co-
rresponde el número asignado a él por la operacíón de contar.

Tenemos, pues, en esencia, dos tipos de operaciones para estable-
cer, en general, una correspondencia entre dos conjuntos X e Y: una
es la de formación de parejas de elementos, una de cada conjunto,
y otra la de elección de algunas de estas parejas que serán las que
establezcan la correspondencia. La primera operación equivale a for-
mar el conjunto producto X X Y de ambos conjuntos y la segunda
será la elección de un cierto subconjunto F de este conjunto pro-
tiucto.

Recíprocamente, si

XXY=^(x,y)^xEX,yEY^ y FcXXY,

este subconjunto F nos permite dar una ley por la cual a cada x E X
le hacemos corresponder los elementos y E Y tales que (x, y) E F. Esta
ley se llama correspondencia o función y, como vemos, viene defini-
da por un subconjunto F del conjunto producto X X Y.

Si, por ejemplo,

X = # x,, x^, x;,, . . . ^ , Y =_ ^ y,, y^, . . . i ,

será:

Sea

i (xi, ^J,), ^x„ J^z), ...... ^ (x;^, y,)> (x^^ ya), ......XXy:-

F = ( (xU ^h)^ ( xi, yx)r (xa, ^Jz)^ ( xs^ ?/a) Í •

Diremos entonces que el subconjunto F establece una corresponden-
Cia entre X e Y en la cual a x, corresponden y, e y,, a x, el ^/, y a x,,
el y„ lo que podiamos expresar así:

x, --^~ y,

x, -^- t/.

L1]z^-r 3 ,
x:{ -} y^

E,n la representación gráfica, que correspondería a la del ejem-

12
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plo 1° del producto de conjuntos, el subconjunto F está reprPsenta-
do por los nudos rodeados de un círculo:

Si se trata del caso X Y= R, y F fuese el subconjttnto r2pre-
sentado por la curva de la figura, a cada número real x E X le co-
rresponderá mediante F el número o nítmeros ^ tales que

(x, y) E F.

X

Suele utilizarse una notación mediante la que se designa a la
función por una letra f, de modo que el hecho de que y E Y sea el
elemento correspondiente a x E X se expresa por y- j(x). Esto equi-
vale, por tanto, a decir que (x, y) E F. f es una letra genérica que
puede ser sustituída en cada caso concreto por el nombre de la fun-
ción, si lo tiene; por ejemplo, y--sen x. En el ejemplo [i], que he-
mos puestu antes, si f es la función definida por

F-. i(x^, y^), ( x^. y^), (x,, y_)^ (x:^,, y^);,
y^ = f(^J
y, == f(x^)
y, = t(x,)
y, = f(xJ
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También se dice que y pertenece a la i^nayen de x:

y E im. (x),

y que x es del oriyinal de y:

1359

x E or. (y)•

Son, pues, equivalentes las siguientes expresiones:

y= I(x) ^ y E im. (x) :. ^^ x E oz•. (y) <_- (x, J) E F.

Al conjunto de las imágenes de todos los elementos de X, que re-
presentaremos por im. (X) = j(X) = im. ( f), se le llama ea^npo de
variabilidad de la fiznción. A1 con junto de los originales de todos los
elementos de Y:

or. (Y) or. (1) -^^ 1^(Y), i 21

le llamaremos carnpo de variabilidad de la variable independie^zte.
Las últimas expresiones ^ 2^ que hemos escrito equival°n a pasar

de cad.a elemento de Y a su original en X, esto es, a una correspon-
dencia entre Y y X. Ahora bien, como para cada y que sea imag°n
de x, ocurre que x es original de y, resulta que a cada corresponden-
cia entre X e Y, dada por un conjunto F de pares (x, y), se le puede
asignar otra correspondencia entre Y y X definida por el conjun-
to ^(y, x)', de los mismos pares de F, pero escritos en orden inverso.
Esta correspondencia se obtiene, pues, de la anterior cambiando en-
tre sí los papeles de los conjuntos X e Y y dejando invariante el sub-
conjunto F que establece la función, bien entendido que en la segun-
da correspondencia los pares de F aparecen en el orden inverso que
en la primera. A la segunda correspondencia entre Y y X se le llama
inversa (o función inversa) de la primera, y si ésta venía represen-
tada por f, la inversa se representa por j', Resulta, pues, la equi-
valencia

que concuerda con ^'l J.
f(x) r^^ x ^ f '(y)^

En la representación gráfica, si (x, y) es un par de los que define
la función f, (y, x) será uno de los de J ', lo que nos dice que si un
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punto A pertenece a la gráfíca de f, el punto A' simétrico de A res-
pecto de la bisectriz de las dos rectas pertenece a la gráfica de j".
Las gráficas de dos funciones inversas son, pues, simétricas respecto
de esa bisectriz.

8. APLICACIONES

Aplicació^i de X en Y es una función de X en Y de forma que cada
original de f tiene una soia imagen en Y. También se llama corres-
pondencia acnívoca o junción ^cnijorme. La representaremos a ve-
ces así :

t
X -^ Y.

Si una aplicación tiene además la propiedad de que cada elemen-
to del campo de variabilidad de la función tiene un solo original
en X, la correspondencia se llama biunívoca. Equivale a d^cir que
tanto j como f- ' son aplicaciones.

Por ejemplo, la función y 2x es biunívoca. La y-- x', donde
x, ^ E R es una aplicación, pero no biunívoca. También es una apli-
cación no biunívoca la función que hace corresponder a cada perso-
na su padre. La función que asigna a cada día las temperaturas me-
didas durante él en una ciudad no es aplicación, ni tampoco su in-
versa. Lo mismo ocurre a la función [ 1].

9. RELACIONES

Introducir una relación R entre los elementos de un conjunto C,
ya sea, por ejemplo, una relación de paralelismo o de perpendícula-
ridad entre un conjunto de rectas o de parentesco o de amistad entre
un conjunto de personas, etc., no es otra cosa que señalar para cada
par de elementos de C, si están o no en la relación R.

Pero tomar todos los pares de C equivale a formar el conjunto
C X C, ,y señalar cuáles de esos pares cumplen la relacíón R es elegir
un subconjunto de C;^ C, al cual podemos representar por la misma
letra R. Entonces una relación queda, según esto, definida por el
subconjunto R e C ^.' C. Y esto último es lo mismo que decir que una
relación es tcna correspondencia de C consiyo misnao.

De acuerdo, pues, con lo dicho para las funciones, si dos elemen-
tos de C están en la relación R es que verifican ( a, b) E R, o bien que
en la correspondencia que establecen entre C y C es b E im. ( a). Para
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el caso de estas funciones particulares que son las relaciones se acos-
tumbra a utilizar la notación aRb. O sea :

aRb e^ ( a, b) E R^ b E im. (a).

R es aquí un símbolo genérico, análogo al f de las funciones, que
se puede sustituir en cada relación particular por el símbolo que la
ind.íque. Así, si la relación R es la de paralelismo y u y b están en
esa relación de paralelismo, es decir, aon paralelas, se escribirí: a i, '^ b.
Si la relación entre rectas fuese la de perpendicularidad, pondria-
mos a _L b, etc.

Las principales propiedades que pueden tener las relaciones son:

1." Reflexiva o idéntica: Cuanda para íodo a E C se verifica aRa,
es decir, que todo elemento de C está en la relación dada consigo
m.ismo. Por ejemplo, la relación de igualdad, la de paralelisrno, la de
palsanaje cu.mplen la propie^dad idéntiea. No la tienen la relación
de perpendicularidad ni la de paternidad.

2.° Simétrica o reciproca: aRb -> bRcc.
El paralelismo y la perpendicularidad son relaciones que gozan de

la propiedad simétrica. La paternidad, no: si a es padre de b, b no
es padre de a.

3." Transitiva: aRb, bRc -^ aRc.

E1 paralelismo es una relación transítiva y no lo es la perpen-
d.icularidad: si a es perpendicular a b y b lo es a c, a no es perpen-
dicular a c.

4.^ Antisintétrica: aRb, bRa, ^^ a ^ b.

La relación d.e "inclusión" entre conjuntos veíamos que cumplía
esta propiedad ; también la relación "menor o igual" entre nízmeros.

Las relaciones que cumplen las propiedades 1, 2, 3 ^e llaman de
eq2civalencia y suele reemplazarse la R por el signo ^. Asimismo, las
que cumplen las propiedades 1, 3, 4 se llaman relaciones de orden y
su signo específico es ^-.

10. RELACIONES DE EQUIVALENCIA

Dada una relación ^n en un conjunto C definamos en C subcon-
juntos o clases ;a;, ;b;, ..., d.e manera que cada clase esté formada
por todos los elementos de C equivalentes entre sí respecto de la re-
lación definida. La clase ; a; representa la de todos los el; mentos
equivalentes a a, es decir,

a' E; a^ r-:, cc ^., ^',
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^ Q ; ^ ; ,Z' ^; in f( ^ .

Vamos a demostrar que estas clases son disjuntas, o sea, aue no
tienen elementos comtmes y que todo elemento de C pertenece a al-
guna clase.

La última afirmación es inmed.iata, pues a E;a; para todo ct E C,
ya que a ^+ a.

Si ; a; _- ; b; no puede existir ningún elemento que pertenezca a
las dos clases, ya que, en efecto, si c E ; a; y c E; b; será, respectiva-

mente, c v^ a y c^ b, o bien aplicando la propiedad recíproc,a a la
primera de las dos anteriores relaciones. a^ c, c^.+ b, y de aquí por
la transitiva, a^.+ b. Luego todo elemento de ; a, , por ser equivalente
a a, será equivalente a b y pertenecerá, por tanto, a;b;, y recípro-
camente. De d.onde ; a; e; b^ y; b! e; a^, o sea, ; a; =_ ; a; , contra
la hipótesis.

Nos hemos apoyado ^para esta demostración en las tres propie-
dades que caracterizan una relación de equivalencia.

Cuando los elementos de un conjunto C se han distribuído en cla-
ses de modo que cada elemento pertenezca a una y solo una de las
clases se d.ice que se ha establecido una clasi ficación en C. Resulta
entonces que tod.a relación de equivalencia establece una clasifica-
ción en un conjunto. Recíprocamente, si en un conjunto existe una
clasifícacíón, se puede introducir una relación de equivalencia en el
con,junto, diciendo que dos elementos son equivalentes cuando per-
tenecen a la misma clase. Es inmediato comprobar que esta es, en
efecto, una relación de equivalencia. A las clases así defínidas por
una relación de equivalencia se las llama clases de equivalencia.

Estas consideraciones explican que podamos clasificar un con-
junto de personas por su lugar de nacimiento o por edades, etc., pues
esas relaciones, paisanaje, etc., son relaciones de equivalencia. No
podemos, en cambio, clasificarlas atendiendo a la amistad entre ellas,
ya que la amistad, por no cumplir en general la propiedad transitiva,
no es una relación de equivalencia.

Dado, pues, un conjunto C,y una clasificación en él d.efinida por
una relación de equivalencia R o^ podemos formar un nuevo con-
junto cuyos elementos sean cada una de estas clases. A este con-
junto se le llama conjunto de clases de equivalencia de C respecto
de la relación de equivalencia R,y se representa por C/R.

Si C es el conjunto de todas las réctas del plano y R la relación
de paralelismo entre ellas C/R es el conjunto en que cada elemento
consta de todas las rectas paralelas a una dada, o sea, de todas las
rectas que tienen la misma dirección. C,%R se puede considerar, pues,
como el conjunto de todas las direcciones del plano.
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Si C es el conjunto de todos los vectores del plano y R la relación
de equipolencia de vectores, C R tiene por elementos cada una de
las clases de vectores equipolentes entre sí, que es lo que se llama
un vector libre; luego C/R es el conjunto de todos los vectores libres
del plano. Y así para cualquier otro ejemplo.

Dados dos conjuntos; A.y B, es fácil ver también que una apli-
f

cación A--^ B establece una relación de equivalencia en A: la de-
finida por la expresión:

a ^+b (a, b E A) ^^^ j(a) - f(b)•

Eje^^aplus: 1.^^ A^-^ ; polígonos del plano; , B^ ; níimero^ reales

f
positivos; ; A--> B es la aplicación que hace corresponder a cada
polígono su área, que es un número de B. Cada clase en A está for-
mada por todos los polígonos que tienen igual área.

2.° A^- Z ; conjtmto d.e los números enteros; , B^^ ; 0, 1, 2,

f
3, 4; ; Z^ B aplica a cada a E Z su resto de la d.ivisión por 5. Cada
clase en Z está formada por todos los enteros que dan igual resto al
dividirlos por 5, ' es decir, es una clase de números congruentes mó-
dulo 5.

3.^^ A- ; funciones en ^ a, b J con derivada continu.a en L^r^ v l^•

B- ; funciones continuas en ^ a, b ^;.
D

R-^ B es tal que D( j) ^- f', o sea, D es la aplicación derivada. Cada
clase en A consta d.e todas las funciones de A que se diferencian en
una constante, a sea, es la integral indefinida de una función de B.

4." A ; puntos del plano; , B =; números reales positivos; .

1
A--^B se define por j(P} - dist. OP, siendo O un punto fijo del

plano. Las clases en A son circunferencias de centro O. Dos puntos
del plano son equivalentes respecto de dicha relación de equivalen-
cia si pertenecen a la misma circunferencia. ,

11. RELACIONES DE ORDEN

Un conjunto C, en el que existe una relación _̂_ de orden, se dice
que está ordenada con respecto a dicha relación.
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C se dice además que está totalmente ordenado respecto de ^_
cuando para cualesquiera a, b E C se verifica a ^_ b o b ^ a.

Por ejemplo, el conjunto de partes de un conjunto con la relación
de ínclusión no es totalmente ordenado, pues dados los subconjuntos
o partes A y B puede ocurrir que ni A esté contenido en B ni B en A.

Si en el conjunto de los números enteros establecemos la relación
"a divide a b" que se denota por a ^ b, que es lo mismo que decir
que b es múltiplo de a, ésta es una relación de orden. En efecto:

a^a

a,'b, b',a -^a =b

a!b, b!c^^a^^c.

Z queda, pues, ordenado respecto de esta reIación, pero no total-
mente ordenado, puesto que se pueden elegir dos enteros, a,y b, tales
que ni a divida a b ni b divida a a.

En cambio, si ordenamos Z por la relación "menor o igual", eI
conjunto queda totalmente ordenado, ya que dados cualesquiera a,
b E Z, o bien a es menor o igual que b o bien b es menor o igual que a_

12. OPERACIONES

Cuando pensamos en una aperación cualquiera, por ejemplo, en
la suma de dos enteros, podemos observar que equivale a asignar a
cada par de enteros otro número entero, que es su suma; pero defi-
nirla para cada par de números enteros es lo mismo que definirla
para cada elemento de Z X Z, luego en definitiva una tal operación
no es otra cosa que una aplicación de Z X Z en Z.

No siempre es así de sencillo. En el caso de producto escalar de
vectores del plano, por e jem.plo, a cada par de vectores, es decir, a
cada elemento de V;^ V (siendo V el conjunto de vectores libres del
plano} le corresponde un número real, luego el producto esealar es
una aplicacíón V x V--^ R.

También pueden ser distintos los conjuntos factores. Asi, en el
caso de multiplicación de un vector hbre por un nílmero real, para
obtener otro vector, la aplicación que nos define esta operación es
entonces:

V ;X; R -^- V.

Con toda generalidad podemos, pues, dar como definición de ope-
ración la siguiente : Se llama operación entre dos con juntos A y B a
una aplicación de A X B en un tercer conjunto C.
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Los dos casos particulares más importantes de operaciones son
los siguientes:

a) Cuando está definida por A X. A--^ A la operación se llama
interna o ley de cornposición interna ( ejemplo L°).

b) Cuando es A^ B--^ B se llama ley de conrposición e^terna
en B (ejemplo 3.°).

En este caso el conjunto A se llama dorninio de operadores. Er}
nuestro ejemplo, los operadores son los números reales que operan
sobre cad^^ vector, multiplicándolo, para transformarlo en otro
vector.

Otro ejemplo puede ser e1 siguiente: sea R el conjunto de todos
los números reales y A el conjunto de todos los puntos del plano y
fijatnos en el plano un punto O. Establecemos entonces una aplica-
ción :

Í
A:^^R-->A,

que haga corresponder a cada punto p E A y a cada número real r E R
el punto p' E A, que sea el transformado de p en la homotecia de cen-
tro O y razón r:

I
(p, r) -^ p'.

Esta operacic^n es una ley d.e composición externa en que la R es
el dominio de operad.ores que operan sobre los puntos d.el plano trans-
formándolos entre sí.

Cuando en un conjunto se ha d.efinido una o más operaciones se
dice que se ha dotado al conjunto de una estructura, la cual depen-
d.erá de las propiedades que tengan dichas operaciones. De un modo
un poco vago pod.ríamos d.ecir que al introducir las operaciones pa-
samos de un conjunto "amorfo" en el que los elementos están sim-
plemente agrupados o amontonados, a un conjunto ya "organizado",
según una estructura d.eterminada. Un mismo conjunto podrá ser
estructurado de distintos modos, según el tipo de operaciones que
en él definamos.

El estudio de las estructuras es precisamente el objeto primor-
dial de la llamad.a Matemática moderna.

13. RETICULOS

Dados dos conjuntos A y B, se define su unión A U B, como el
conjunto que consta de todos los elementos que pertenecen al me-
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nos a uno de los conjuntos A o B, ti^ su intersección, A n B, como el
conjunto de todos los elementos que pertenecen a A y a B.

Si los conjuntos son los del dibujo, la unión e inters°cción están
representadas, respectivamente, por las partes rayadas.

AvB AnA

Sea el conjimto %,, cuyos elementos son todos los subcanjuntos
de un conjunto U, incluíd.o el conjunto vacío Q^, que es el conjunto
que no posee ningiin elemento.

Definamos dos leyes de composición interna: j, f.: %^ ,^ %^ --> %^
de la siguiente forma:

f,(A, B) A U B, f,(A, B) A n B.

Se ve fácilrnente que dichas operaciones cumplen las sie^uientes
propiedades:

1.'^ Asociativa:
AU(BUC) - (AUB)UC
A(1(Bf1C) {Af1B)nC

2.'^ Co^amritatiz^a:
A U B B U A

AnB - BnA

3." t"de^^apotente:
AUA A
Af1A= A

4.^^ Si^raplificativa:
AU (BnA}=-A
An (BUA}-A

Por gozar de estas propiedades se diĉe que el conjunto de partes
^de U es un retículo respecto de las dos operaciones unión e íntersec-
ción. En general definiremos:

Reticulo es un conjunto en el que se han definido dos operacio-
nes internas que gozan de las cuatro propiedades anteriores.
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Eje^nplos: 1." E1 anterior se llama retículo de las parte,^ de un
con junto.

2." E1 conjunto de todas las figuras lineales en el espacio, defi-
niendo A U B el conjunto de puntos de todas las rectas que resultan
de unir cada punto de A con todos los de B y A n B como en los
conjuntos.

3." En el conjunto de los enteros definilnos los snbconjtzntos

A--^ ; a; o conjunto de todos los inítltiplos de 1ui nílmcro a, B ; b; ,
etcétera, y llamamos:

A^^ B ;c^ , b aEA> bEB;

A^B=^^ ;c cEA, cEB;.

Respecto de estas dos operaciones los conjnntos de milltiplos de
cada número entero constituyen un retículo.

Se puede demostrar que

A^ B ; m. c. d. (ca, b) ^

A fl B^^ ; m. c. m. ( a, b) ^

4." El conjunto dc todos los sucesos, definiendo A U B cl hecho
de suceder el A o el B ,y A n B el suceder ambos simultáncamente.

5." Si suponemos los conjuntos A y B definidos por las propie-
dad.es p y q, respectivamente, resultará que A U B es el conjunto de
todos los elementos que tiene la propiedad p"o" la propiedad q,
mientras que A n B es el conjunto de elementos que poseen las pro-
piedades p"y" q. Esto sugiere considerar a las dos conjunciones o e y
como operaciones entre proposiciones de un cierto universo lógica,
ya que si A es una proposición y B otra, también "A o B" y"A y B"
son, a su vez, proposiciones. i^o curioso es que estructurando el con-
junto de proposiciones mediante las "operaciones" o e y, por tener
estas operaciones las cuatro condiciones requeridas, queda definido
el conjunto de proposiciones como un retículo. Este es el fundamen-
to de la aplicación del álgebra a la lógica que dió origen a la hoy
llamada lógica maternática.

14. PROP.IEDADES DE LOS RETICULOS

Todo retículo es un conjunto ordenado, respecto de la siguiente
relación de orden; dado un retículo ^^', definimos:

cc^_-tlf-^aUb =b; af1b-_a.
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2. Los siguientes conjuntos están definidos por extensión, utilícese al-
guna propiedad que los defina por comprensión:

; 0. 1, 2, 3. 4, 5. 6, 7, 8, 9^.
; 1. 4. 9, 16. 25 ;.
; 1, 2, 3, 5, 7, 11, 13. 17, 19, 23;
; 2, 4„ 6, 8, 10 ^.
^-1. + 1^.

.

3. Dados los conjuntos:

N: conjunto de los números naturales.
Z: íd. íd. enteros.
Q: íd. id. racionales.
R : id. íd. reales.
C: íd. íd. complejos.

Decir cuáles ^on ordenados y cuáles totaltuente ordenadm por la re-
lacíón ^'.

4. Dado el conjunto ; N, Z, Q, R, C} ^ véase el ejercicio anteriorl. ^Está
ordenado este conjunto por la relación de inclusión? LEstá totalmente
ordenado?

5. Dado el conjunto A=;1, 2, 3, 4, 5s, ^qué conjuntos X satisfacen
símultáneamente a las relaciones

^1. 2; cX y XcA.

G. El conjunto producto A x A ^producto cartesiano de A por sí mis-
mo) tiene exactamente 9 elementos; dos de éstos son (p, q) y(r, ql, don-
de 1^, q, r son dístintos. ^Cuáles son los siete restantes?

7. Dada una recta y un plano, ^cuántos subconjuntos del mismo de-
termínan?

8. Estudíar la intersección de los siguientes conjuntos:

al Una recta R y una circunferencia C.

bl Dos circunferencias distintas C y C'.

cJ Dos círculos D y D'.

9. En un plano P se trazan dos circunferencias secantes. Determinar
los subconjuntos que se forman,

10. Sea el conjunto universal U=_ ; a, 1, b, 3, c, 5}. Sean A=^ a, b, 3, 5^
y B=^b, c, 3, 5,.

a/ Enumerar los subconjuntos de S. bl ^Cuáles son los subconjuntos
propíos de B que a la vez lo son de A? c) ^Cuáles son los subconjuntos
de B disjuntos de A? dl ^Qué subconjuntos de A están contenídos en B?
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11. Demostrar que si A es el conjunto de elementos que goaan de ]a
propledad W y B ei conjunto de los elementos que tienen la propiedad ^'
y C es el conjunto de elementos que tienen a]a vez las propiedades W y T,
se verifiea C e A y C e B.

12. Definir sirviéndose de la nor.ión de intersección de conjuntos, l05
síguientes cnte^ geométricos: cuerda, segmerrto circular, sector circ^alar. pa-
ralelogramo, rombo, trapecío. i NoTn: Para las tres últimas definiciones em-
pléese la noción dc ban^la: subconjunto de plano comprendido entre do,^
paralelas. i

13. Cada conjunto contiene como subeonjuntos a si mismo y al c.en,
junto vacio ^ subconjuntos triviales o impropios^. ;Puede decirsc de aGuí
que cada c•onjunto contiene al menos dos subconiuntos? ,.En qu^'^ condicio-^
nes tIn conjunto contiene exactamente dos subconjuntos?

14. Averiguar cuáles de las prooíedades reflexiva, simétrica, transitiva
o antisimttrica son aplicables a las relacíones siguíentes:

al «Es la madre de», para pelsonas.

bJ «Es de la misma longitud que>>, nara Segmento5

c^ «No es igual a^.. para números.

cll «Primos entre sí:^, para números.

el <<Perpendicular a», para segmentoti.
fl <Divisible por», para números.

yl «Contenido enz>, para conjuntos.

/tJ aComplementario de», para conjuntos.

15. Hay tres Yormas de expresar formalmente una relación:

aRb, ia, b^ E R, b E im. (a^.

Escribir de estas tres manera5 las propiedades cíue defínen a R cornc^
relación de equivalencia.

16. Estudiar las siguientes relaciones binarias de equivalencia:

al eParalela a», para rectas.

bl «Equipolente a», para vectores.

cJ «Semejante a», para triángulos.

Definiendo por abstracción, respectivamente, cada uno de los conceptos
de direcció^z, vector libre y jor^na.

17. Dado el conjunto producto N x N, donde N es el conjunto de nú-
meros naturales, se define una relación entre las parejas:

(a, b^, ^c, d^ E N x N,
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dc la forma siguiente:

^ a, b^ ^+ ^ c. clI c^ a + d= b+ c•.

Demostrar que eato es una relación de equivalencia. i Cada clase de
equivalencía define así un número entero.^

18. Si en un conjunto C cada elemento a está en una relación R con
un elemento ^ eventualmente él mismo) y se cumple: «De aRc y hRc se
sigue aRb», entonces R es una relación de equivalencia. Demostrarlo.

19. Estudiar las aplicaciones sfguientes:

a^ Aplicación «valor absaluto» de un nítmero comnlejo en un ní^mero,
real.

b^ Aplicación «determinantc de una matriz cuadrada>.

c/ La aplicación definida Uc^r la proyección estereográfica.

d^ La aplicación «permutacíón de un conjunto», definida como trans-
iormación de un conjunto en sí mismo.

el La aplicación «sucesión» del conjunto de las números naturale.?
^obre cualquier conjunto.

!1 Las transformaciones puntuales de la óptica geométrica.

II. ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS

La primera estructura que hemos estudiado ha sido ei retículo.
Vamos ahora a dedicarnos a las llamadas estructuras algebraicas,
yue son las definidas mediante la introducción en un conjunto de-
elementos aritméticos o algebraicos, números, polinomios, matríces...,
de las operaciones algebraicas, suma y producto. Nos ocuparemos en
este capítulo de las estructuras algebraicas respecto de una sola ope-
ración interna, para estudiar posteriormente las estructuras con dos.
operaciones internas o una interna y otra externa.

1. SEMIGRUPOS Y GRUPOS

Dado un conjunto G y una operación interna definida sobre ios
elementos de dicho conjunto: G X G--^ G, denotaremos esta ope^
ración por el signo genérico • , de modo que expresaremos el resul-
tado de la operación :

a• b- c, para todo a, b E G.

Y entonces también c E G.
El signo • se sustituirá en cada caso por el de suma o producto^

según sea la operación.
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Si esta operación es asociativa se verificará:

(a • b) • c -- a • (b • c),

y entonces el conjunto se llama senzigrupo.

Semigrupo.-Es todo conjunto sobre el que está definida una ope-
ración interna que goza de la propiedad asociativa.

Puede existir además un elemento, que denotaremos por e, tal
que para todo a E G se verifique:

e•a a y a•e--a.

Si G es un conjunto de níimeros y• es la suma, e 0, y si • es

el producto, e 1. A1 elemento e se le llama elerzzento nezitro, y se

dice entonces que el semígrupo posee elemento neutro.

Si además para cada a E G existe un elemento a E G, tal nue

a •a-- e,

al canjunto se le llama grupo; a se llama simétrico o inverso de a,
que es - a para la operación suma y a' = 1,'a, si la operación es
el producto.

Grupo.-Un conjunto G sobre el que está definida una ley de
composición interna • es un grupo si la ley • posee las tres propie-
dades síguientes :

l.x La ley de composición es asocíatíva.

2.^^ Tiene elemento neutro.

3.^^ Todo elemento tiene simétrico o inverso.

Puede además el grupo, o el semigrupo, poseer la propiedad con-
mutativa, es decir :

a.b : b a;

entonces el grupo, o el semigrupo, se llama connzz^tativo o abeliano.

2. EJEMPLOS

1° Los números naturales, respecto de la operación suma., for-
man un semigrupo conmutativo.

2° Los níimeros naturales, respecto de la operación producto,
forman un semigrupo conmutativo y con elemento neutro.
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3° El conjunto Z de los números enteros forma grupo respecto
-de la suma.

4° El conjunto Q de los números racionales (menos el cero) es
un grupo abeliano respecto de la multiplicación.

5° Los retículos son también semigrupos respecto de las opera-
•ciones U, n :

AU(F3UC)=(AUB)UC Afl(Bf1C)-^ (Af1B)f1C

^UA =A UfIA == A,

donde A, B, C son subconjuntos del universal U. Vemos, según el

^
cuadro anterior que el elem.enZo ± U; hace de elemento neutro res-

pecto de la operación { n ^. Es decír, son retículos con elemento neutro.

6.° Dados los conjuntos C, C' y C" _y las correspondencias o fun-
ciones f, g tales que :

f g
C^-C'-^C",

donde f está definida sobre C, y donde g está definida sobrc C', de
forma que :

a'_- f(a)EC, y a„ --g(a')EC";

si aplicam.os sucesivamente las funciones f y g:

g^f(a)] ..- a„ E C.,
que se escribe :

g1(a) - a„;

la correspondencia gf nos hace pasar directamente de a a a", y se
llama producto de f,y g. La notación ,qf (a) indica que al elemento a
se aplica primero la funcíón f y a f(a) se le aplica luego g.

El producto de aplicaciones así definido goza, por su misma defi-
nición, de la propiedad asociativa: h(gj) _(hg)f. Si llamamos apli-
cación idéntica a una aplicación i: A-^ A, tal que i(a) - a para todo
a E A, resulta inmediato que ji == j. El conjunto de aplicaciones entre
conjuntos es, pues, un semigrupo con elemento neutro respecto del
producto de aplicaciones que hemos definido.

En general no será grupo, ya que si f(a) _= a', la aplicación in-
versa de f transformará el elemento a' en el conjunto de sus origi-
nales de A, uno de los cuales es a, y, si bien a E or. (a'), no será en

13
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de los números se hacía siempre con la Lendencia a dar sentido en el tiuevo
cainpo a la operación inversa.

Parece, entonces, que de los niimeros nalurales, aue podian sumarse ^• inulti-
plicarse, se pasase a los enteros para podei• i•estai•, }^ de éstos a los racionales pai'a
poder dividir. Así es como hoy^ est.udiaríanlos una teoria de números. No fué asi,
sin embargo, como tlistói•icainente sucedieron las cosas. conio no es asi l.ampoco
como se inti•oducen en el estudio clementai. El niño api•ende antes los quebl•ados
que los níuneros negativos, y así también, históricainente. se intl•odujei•on antes
los niímeros racionales positivos ^' después, bastantes siglos desnu^s, Ins nítmeins
negativos, enteros v fraccionarios. Es decir, se buscó antes la inversa de la opera-
ción producto que la de la operación suma, aun siendo ésta anterior eu !a mente
humana. ^Cu^íl es la etplicación de este fenómeno?

Fue e^n el siglo xvi cuando realmente comienzan a usaise los níuneros nega-
tivos de un rnodo sistein:íticu, a raír de los ti•abajos de CAt:nnxo, pue investigat^a
la solución de la ecuación :1: -^r - 0, con ^r níunerr^ positivo, íulicos nCuneros que
entonces contaban. Las críticas de sus contempor^ineos para quienes esa ecuación
no tenía sentido, ilustran definitivameirie el hechu. Poroue todas ellas estaban
basadas en el siguiente raronamiento: si la ecuación tuviera solución, ésta seiía
un níunero que sumado con ^i, nos daría cero, luego habría de ser un niuuero n^us
peqtteño que cero, es decir, nrás pequeño aue nada, ^^ como no puede e^istir una
cantidad miis pequeña que nada, ia ecuación carece de sentido.

En este raronaniiento está claramente implícito que hasta aquella fecha el níi-
mcro no tenía otra significación que la de i•epresenLar una cantidad v, pnr lri
tanto, había de sei• mat^oi• o igual que cero, nuesto que no cabían más a^lternatipas
que la de existil• ttna cantidad a i•epi•esentai• o no esistii^ ninguna. Por eso ya
desde los griegos ezistían los níuueros naturales ^- tainbién los fraccionarios po-
sitivos v se preveía la e^istencia de los irracionales, pPro sólo positivos. En cam-
bio, nada sc sabía de los negativos. Sólo después de ser éstos introducidos ,y ut.ili-
zados forinalment.e, se capó en la cuenta de que tenían también un sentido en
términos de cantidad, cuando se a,uerían e^presar cantidades de dus cualidades
opuestas. EI signo era la e^presión de ]a cualidad.

4. CONCEPTO DE MAGIYITUD Y CANTIDAD

De las consideraciones anteriores parece desprenderse que los con-
ceptos de magnitud y cantidad pueden introducirse a través de los
de grupo y semigrupo, según se atienda o no a la cualidad.

Cuando definimos la maynitud como un ente en el que se ha cte-
finido la igualdad y la suma, ,ya se ve que es una estructura respecto
de una operación interna de suma.

Otras definiciones que se han dado son ya incorrectas. Si se dice
que una magnitud es una cantidad que puede aumentar o disminuir,
y luego que cantidad es lo que puede medirse, y al hablar de medida
necesitamos saber qué cosa es una magnitud, que es aquello en que
se define la medida, hemos caído en un círculo vicioso. Pero ana-
lizando estas ideas, sacadas de la observación, podemos precisar a
qué hemos de llamar magnitud y cantidad.

Decir que la magnitud es una cantidad que puede aumentar o
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disminuir, esto es, que puede convertirse en otra cantidad distinta,
da la idea de magnitud como conjunto de cantidades. A1 mislno
tiempo, decir que éstas pueden aumentar o disminuir equivale a im-
poner que este conjunto de cantidades sea ordenado.

Desde nuestro nuevo punto de vista podremos definir así la mag-
nitlid com^ un semigrupo abeliano ordenado respecto de la opera-
ción suma.

Un semigrupo conmutativo, S, en el que está definida uns.t suma,
se d.ice que está ordenado, si para cualesquiera a, b pertenecientes
a S, existe un c E S, tal que:

a< b^-; a. ^^ c^^^ b.

Es fácil ver que esta relación es una relación de ord.en.

Llamamos, pues, naaynitud a todo semigrupo aditivo, abeliano y
ord.enado. Cada elemento del semigrupo es una cantidad.

Ejenaplos,--Sea una recta en que determinamos segm^ntos. Esta-
blecem.os una relación de congruencia R entre los segmentos de la
recta: dos segmentos A,A, y B,B,, son congruentes cuando, trans-
portados el uno sobre el otro, coinciden. Establecemos una operación
suma entre los clementos de distintas clases: para sumar dos seg-
m.entos (uno de cada clase) se sitúa un representant° de la segunda
clase a continuación del de ia primera, y la suma de ambas clases
es la clase definida por el segmento que tiene el orig^n del primero
y el extremo del segundo.

Es inmediato que la suma así definida no depende del ret^rosen-
tante de la clase que escojamos para efectuarla. También se ve que
dicha suma es conmutativa y asociativa. Entonces resulta o,ue he-
mos construído un semigrupo de clases aditivo, conmutativo, que
también es ordenado, el cual nos sirve para definir la magnitud "lon-
gitud de segmentos". La longitud de un segmento particula.r es la
clase engendrada por ese segmento. Equivaldría a decir que todos
los segmentos de la misma clase son equivalentes r°specto de la lon-
gitud o que t,ienen igual ;ongitud,

Podemos asimismo decir que dos polígonos son equivalentes cuan-
do pueden descomponerse en el mismo número de triángulos igua?es.
Establecemos así una relación de equivalencia entre los polígonos
que nos define el área mediante una triangulación. El conjunto de
clases de polígonos equivalentes es la magnitud "área de polígonos"
y una de las clases es la cantidad área de cada polígono de ]a clase.

Si en lugar de trabajar con cantidades positivas, lo hacemos con
cantid.ades positivas y negativas, es decir, trabajamos sobre una es-
tru.ctura de grupo, podemos aplicar los resultados de la teoría ante-
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rior. Unicamente habremos de delinir aquí lo que se entiende por
ordenación de un grupo.

Decimos que un grupo G está ordenado cuando contiene a un se-
migrupo S, tal que si a E G, se verifica que a o -- a E S.

Entonces definimos una ordenación segím esta ley así :

a^br-^b-aES.

Por lo cual, dados a, b E G-
b--aES, o

a--^Es
Se trata, pues, no sólo de una ordenación en G, sino de una orde-

nación total: todo grupo con e^tas condiciones está totalmente or-
denado.

En definitiva, llamamos ^^rzayniticd a todo semigrupo o grupo adi-
tivo, abeliano y ordenado.

5. MAGNITUDES ESCALARES

Dentro de las magnitudes, las llamadas escalares cumplen, ade-
más de 1a.5 anteriores condiciones, esta otra: el tener una ordena-
ción arquimediana.

Se d.ice que los elementos de un conjunto C tienen ordenación
arqz^imediana cuando dados a, b E C,

si a--' b, existe un número natural n E N, tal que U^ na. ^ 3 J

Aun cuando se trate de un semigrupo o grupo aditivo tiene senti-
do el producto na a i u{ ct -I •_••. •+ u con n sumandos igua-
les a a.

Los números naturales tienen ordenación arquimediana, pero no
la tienen, por ejemplo, los elementos del conjunto Z;:: Z, en los que
se haya definido una relación de orden así:

(a b) ; (c d) si
' 1 a c, b <^ ^l,'

llamando suma de dos elementos a la definida por:

(a, b) -^ (a', b') ^ (a ^ a', b 'i b').

En efecto, dados los elementos (0, 1> y(1, a), se curnple:

(0, 1) < (i, u),

pero no existe ningún n E N, tal que (1, a) .^._ n(0, 1), ya que :

n(0, 1) -(0, n) Y (0, n) <(1, u).
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Estas magnitudes escalares son la generalízacíón de las que se
pueden representar mediante "escalas", es decir, mediante puntos
de una recta, de tal modo que la distancia de cada punto a un punto
fijo mida cada una de las cantidades de esa magnitud. Pero esta
representación, que equivale a la definida por los segmentos de una
recta, es l;recisamente el ejemplo más sencillo, y quizá originario,
del cumplimiento del postulado de Arquímedes, que es el qu^ hemos
utílízado en f3] como definición de ordenación arquimediana.

En resumen, pues, una nzaynitzzd escalar es un semigrupo (o gru-
po) aditivo, abeliano y arquimediano.

Tod-avía, una vez d.efinido este concepto, no podemos, mientras
no estudiemós la noción de cuerpo, multiplicar y dividir car.tidades
de una misma magnitud ni comparar magnitudes entre sí, _dea bá-
sica para poder definir el concepto de medida. Enviamos al lector
que de:ee puntualizar estos extremos al libro de P. AsELLnrrns, Ma.te-
máticas para jísicos e inyenieros, Ed. Romo, Madrid, 1963.

6. HOMOMORFISMOS E ISOMORFISMOS

Sean G y G' dos grupos y h una aplicación de G en G':

h
G -^ G'.

Decímos que h es tm homo^norJisnzo si conserva la operación que
define el grupo, esto es, si

h{a • b) = h(a) • h(b),

para cualesquiera u, b E G.
Más específicamente, si G y G' son aditivos y

h(a) ^^ a', h(b) ^^= b' E G',

se deberá tener, para que h sea un homomorfismo:

h(a -^- b) ^- h(a) -{- h(ó} = a' -} b'.

Si G y G' fuesen ambos multiplicativos, el homomorfismo cum-
plirá :

h(a • b) -^ lz(a) • iz(b).

Puede ocurrir que G sea aditivo y G' multiplicativo, o viceversa.
En ese caso se tendrá, respectivamente :

h(a -{ b) ^- h(a) • h(b)

h(ab) =^= h(a) -F^ h(b).

Ejerrzplo.-Un ejemplo sencillo de homomorfismo nos lo propor-
ciona nuestro modo usual de contar las horas. Supuesto que conocié-
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semos la "hora cero", en un momento dado habrían transcurrido un
níimero n de horas, todo lo grande que se quiera; sin embargo, nos-
otros, al contar de 'l4 en 24, hacemos corresponder a cada hora, con-
tada a partir de la hora cero, su resto de la división por 24, Y a la
suma de horas corresponde la suma de sus restos al dividir por 24.

Si la correspondencia d.efinida por el homomorfismo es biunívoca,
esto es, si para cada h(a) existe un solo elemento a original de h(a) en

h
u -^ h(a.),

entonces se llama isomorjisnzo.

Ejerzzplo.-Llamemos R^ al grupo multiplicativo de los números
reales positivos y R al grupo ad.itivo de todos los números reales y
sea la correspondencia la función "logaritmo" :

log
R ^ - ---^ R.

Esta correspondencia es biunívoca, pues para todo x E R+,

x or. (log • x).

y E R+Además se verífica que si x,.
( x -^ log x
It

y --^- log y

x• y-^ log ( x • y) ^- log x ^- log y,

o sea que la transformada del producto x•^/ es igual a la suma de
las transformadas : log x-^- log y.

La correspondencia definida por la función exponencial es, en
cambio, un isomorfismo del grupo aditivo R sobre el grupo multipli-
cativo R `.

Decir quc dos grupos son isomorfos es lo mísmo que decir que,
en cuanto grupos, son identificables, esto es, que los resultados que
obtengam.os al operar con los elementos de uno de ellos se corres-
ponden con los que se obtienen al operar con los elementos corres-
pondientes del otro. Por eso se suelen identificar los grupos isomor-
fos, considerando como idénticos dos elementos, uno de cad^, grupo,
que se correspondan en el isornorfismo.

Es lo que hacemos en tnuchas ocasiones en problemas, incluso de la Matemá-
tica elemental. Cuando queremos, por ejemplo, sumar ángulos, recurrimos o bien
a colocat9as camo dos ^íngulos contiguos que tengan un lado comím y decir que
el ángulo sutna es el definido por los otros dos lados, o bien a medir ami^os án-
gulos y decii• que el ángulci suma es el aue tiene por medida la suma de las de
los otros dos. Al decir esto, implícitamente reconocemos el isomorfistno entre los
ángulos ^• siis medidas, ya que la sutna de dos ángulos impiica la suma de sus
medidas.



1380 JOSÉ JAVIER ETAYC

Si, en particular G= G', el homomorfismo recibe el nombre par-
ticular de endomorfisnzo y el isoformismo el de automorfismo.

En el grupo aditivo Z se pued^° definir el automorfi^mo:

en el cual a
a -^-a,

u { b --^ - (a -i b) -- u -- b.

Del mismo modo en el grupo multiplicativo Q de los números ra-
cionales menos el cero, es un automorfirma la aplicación

a-^u',

en la que al producto u• b correspond^ ^1 núrrero

es decir, el producto d^ l^s correspondientes.

7. SUBGRUPO

1

cr b

1 1

a b

Sea H tm subconjunto del grupo G; dir^mos qu^ H es un subgru-
po de G si, respecto de la misma le,y interna de G, los elementos de H
forman a su véz un grupo.

Esto implica, por tanto, que dicha lev sea a^ociativa, que posea
elemento neutro (que es el mismo que el del grupo G) y cada ele-
mento su inverso. Por ejemplo, el grupo aditivo de los enteros es un
subgrupo del d.e los racional^s. El grupo multiplicativo de los racio-
nates es un subgrupo del de los reales.

Damos a continuación un crit°rio que nos permit^ conocer cuán-
do un subconjunto de un grupo G es un :ubgrupo.

TEOREMA.--Lu condición necesarict g^ sujiciente para que H sea
un slzbyrzcpo de G es ^ que para cada par a, b E H se cumpla:

a -bFH.

La condición es necesaria:

Supuesto que H es grupo y que a, b F H, tambi^n --b E H y, por
tanto, la operación interna:

a ^ {^ (-- b) ^^ a ^ b,

de^finida sobre todos los elementos de H da cona_^ r^sultado un ele-
mento d •e H.

La condición es suficiente. Probemos que si u- - b E H, H es un
grupo que por estar cont^nido en G, será un subgruno de G.

La antedicha condición podemos expr^sarla en particular:

a--aEH ^OEH.
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O sea, que el elemento neutro pertenece a H.
Si el 0 E H, entonces

0-b=0-^- (-b) EH,

que, por ser b E H arbitrario, nos dice que el opuesto de cualquier
elemento pertenece a H.

Y, como la operación definida sobre G es la misma que la defi-
nida sobre H, si es asociativa en G también lo es en H. Queda así
demostrada la condición suficiente para que H sea subgrupo.

Otro ejemplo de subgrupo, fácilmente reconocible por este crite-
rio, es el subconjunto de los enteros pares respecto al grupo aditivo
de los enteros. No lo es, en cambio, el conjunto de los impares, ya que
la diferencia de dos números impares no es impar sino par.

8. NUCLEO DE UN HOMOMORFISMO

Antes de definir lo que se entiende por núcleo de un homomorfismo.
demostraremos el siguiente teorema :

TEOREMA.-Sean G y G' dos yrupos aditivos ^ h un homrn^aorfzsmo
de G en G', se veri fica:

1." h(0) _= 0, siendo 0 ei ele^nento neutro de a^nbos yr2lpos.

2.° h(- a) _- h(a) para todo a E G.

3.° h(a - b) -^_^ h(a) - h(b). ^

DEMOSTRACIÓN.---1.° Como a= a-j 0, aplicando el homomorfismo.

se tiene :
h(a) = h(a -} 0) == h(a) ^^^ ^ h(0} ; h(0) - 0.

2.^ De a -{- (-a) ^= 0 -> )a[a ^-^- (--a)] _^- h(0) =_^ 0; lueg^o

h(a) -{- h(- a) = 0^ h(-- a) - h(a).

3." h(a - b) :- h^a -{- (- b).^ - h(a) -}_ h(__ b) h(a) - h( b).

Lo mismo ocurriría si ambos grupos o uno de ellos fuesen multi-
plicativos. Bastaría sustituir donde correspondiese el cero por el
elemento unidad, el opuesto por el inverso y la diferencia por el co-
ciente.

Se llama núcleo de un homomorfismo

h
G --^ G'

al conjunto N de todos los elementos de G cuya imaKen es el elemento•

neutro de G'.
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TEOREZVIA.--El núcleo N es un subgrupo cZe G.

Basta con demostrar que si a, b E N, también a -- b E N. Por hi-
pótesis se verifica h(a) = h(b) -= 0 para a, b E N, en el supuesto de
que G' sea aditivo. Lo mismo se haría en los demás casos. Entonces:

h(a-b) - h(a) --h(b) ^^ 0-0 ^^ 0.

Es decir, el elemento a-- b tiene como imagen el elemento 0, lo
cual es lo mismo que afirmar que a- b E N.

Por ejemplo, en el homomorfisco establecido entre el grupo adi-
tivo Z y el formado por los tres restos ; 0, 1, 2; de la división por 3,
tal que a cada elemento de Z le hacemos corresponder su resto mó-
dulo 3, el núcleo de este homomorfismo es el subgrupo de Z formado
por todos los múltiplos de 3.

9. GRUPO DE CLASES DE RESTOS

La situación que vamos a describir ahora es una generalización
del ejemplo que acabamos de poner. En aquel homomorfismo a cada
número entero le hacemos corresponder el resto mod. 3, lo que equi-
vale a establecer las clases de números congruentes respecto del
mod. 3. Sabemos que si

m, _ r, ( 3 ) ^
oonae r, r., e ; u, i, ^;.

nt, ^-_ r, (31 ^

^ Entonces nz, -}- m..; -^= r, ^^{^- ^^, (3).
Si r, -}- r., ^ 3 y da resto r respecto de 3, entonces escribimos sim-

plemente que m, -{- rn, r(3).
Este modo de operar en esencia equivale a lo siguiente: sea

(3) ^_ ; ......, - 6, - 3, 0, 3, 6, ...... ;

el conjunto de todos los múltiplos de 3 y llamemos

1-^-(3) ;......,-5,-2,1,4,7,......;

2 +^ ( 3) _ ; . ....., - 4, - 1, 2, 5, 8, ..... . ;^ .

Quedan así clasificados todos los números enteros en las tres cla-
ses (3), 1-{- (3) y 2-}- (3), que son respectivamente las clases de nú-
meros que dan resto 0, 1 ó 2 al dividir por 3. Dos números enteros
pertenecen a la misma clase cuando su diferencia es un m ŭ ltiplo
de 3, esto es, cuando su diferencia pertenece al subgrupo (31. Cual-
^quiera de los elementos de una clase puede tomarse como represen-
tante de ella ; en particular se suelen tomar el 0, 1 y 2 respectivamente.
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Pues bien, sumando dos números, uno de cada clase, nos da otro
número de otra clase, coincidente o no con las anteriores, pero de
tal modo que si hubiéramos elegido otros números de las mismas
primeras clases el resultado sería un número de la misma clase que
la obtenida anteriormente. Esto es análogo a la ley de la sum.a de
números congruentes a que nos hemos referido antes.

Podemos entonces form.ar una tabla de suma de clases que sería
la siguiente :

0-} 0=- 0 0-f 2== 2 1^ 2
0 i 1- 1 1-I- 1 2 2-}-2 = 1

enten.diénd.ose que al escribir, por ejemplo, 1-1- 2= 0 eso significa
que ^ 1 +^ (3) J-}- (2 ^(3) J=^^ 0+(3) _( 3), es decir, que sumando
cu.alquier número d.e la clase 1-j (3) con uno cualquiera de la cla-
se 2 ^(3) se obtiene tzn número de la clase ( 3), o todavía que la suziia
de u.n número que da resto 1, con otro que da resto 2, al dividir por 3,
es un múltiplo de 3:

a =: 1 (3)
b - 2 (3)

a -^ b 3 (3) _̂ 0 (3)

Generalizamos ahora tod.o esto al caso de tratarse de un grupo
ad.itivo abeliano G y de un subgrupo suyo H. G y H harán ahora el
papel que en el caso particular anterior desempeñaban Z y (3). Si

H - ^ h^, It.,, It:^, ...... ^ ,

a cad.a elemento a E G diremos que le corresponde la clase

a -^ H , ; a -^ h,^ a -^ h.,, ... ... ^ .

De la d.efinición de clases así establecida resulta inmediatamen-
te que dos elementos a, b pertenecen a la misma clase cuando su
d.iferencia a-- b E H; en efecto, si a, b E rn ^- H, serán:

a=- na ^_ h ^, b := m-}- h,;

luego a- b= h, - h., E H, por ser H un subgrupo. De aquí resulta
que la condición necesaria y suficiente para que dos clases a-{- H
y b-j H sean la misma clase es que a- b E H.

A cada una de las clases así d.efinidas le llamamos una clase de
restos d.el grupo G respecto del subgrupo H. A1 conjunto de todas ellas
lo representaremos por G/H. Por todo el razonamiento seguido resul-
ta que esas clases d.e restos son clases de equivalencia en G.
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Vamos a demostrar que el conjunto G, H de clases de rest^s es un
grupo aditivo. Para ello definimos la suma de dos clases así:

(a -{- H) -} (b -;- H) = (a + b) + H.

Lo primero que hay que demostrar es que esta d^finición de suma
es independiente de los dos representantes a y b elegidos para cada
clase. Sean, en efecto, a' y b' respectivamente, otros representantes,
es decir,

a' } H- a i H F--> a' --- a E H
b' ^^ H^^-^ b ^^ H f:.> b' - b E H

resulta, pues, que (a' -- a) -^^ (b' -b) -- ( a' ;^ b') -(a y b) E H, lo^
que equivale a decir que ( a' ; b') j H- (a ^ b) + H, es decir, que
obtenemos la misma clase suma cualesquiera que sean los repre-
sentantes de que nos sirvamos en las clases ^umandos.

De la misma definición d^ suma resulta inmediatamente, por
ser G un grupo, que se cumple la propiedad asociativa:

[(a -^ H) ^ (b -f-^ H)] + (^ + H) _ (a + H) + [ (b ^^ H) + ^^ ^^^- H)1,
ya que ambos miembros son respectivamente iguales a

[(a -} ^ b) -;- c] -}- H ^_-- [a + (b + c) ^ +- H.

Existe el elemento neutro de la suma de clases que es la clase
H-^O{H,yaqu°

(0 ;^ H) -,' (a { H) (O + a) -^ H u + H.

Y, finalmente, dada una clase cualquiera rc ^ H, existe siempre otra,
que es precisamente la -- a^ H, con la propiedad de que siimada
eon la anterior, nos da la clase neutra H. Esto completa la demos-
tración de que G/H es un grupo.

Estudiemos ahora el homomorfismo que ^e puede establecer en-
tre los dos grupos G y G/H. Haremos corresponder en esta homomor-
fisma a cada elemento a E G el elemento a-{ H E G, H. Evidentemen-
te, por la definición de suma de clases esta aplicación conserva las
operaciones de grupo; es, por tanto, un homomorfismo, al que lla-
maremos homo^norfismo natural o canónico. El núcleo de este ho-
m.omorfismo es precisamente el subgrupo H de G, como es inmediato•
comprobar.

Hemos establecido así una teoría recíproca a la del párrafo an-
terior. En é l, dado un homomorfismo entre dos grupos, veíamos que
el núcleo era un subgrupo del grupo original. Ahora hemos visto
que, dado un grupo y un subgrupo suyo, se puede definir un homo-
morfismo entre el grupo dado y el grupo de clases de restos respecto^
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del subgrupo, de tal modo que el núcleo de ese homomorfismo es el
subgrupo dado.

10. GRUPOS DE TRANSFORMACIONES

Sea C un conjunto cualquiera y consideremos el conjunto de to-
das las aplicaciones biunívocas de C en sí mismo. Vimos ya que este
conjunto de transformaciones formaba un grupo respecto de la ope-
ración que habíamos definido como producto de transformaciones.

Vamos a ver ahora cómo un grupo de aplicaciones biunívocas de-
finido en C permite establecer una clasificación en C. Bastará que
veamos cómo podemos definir mediante dichas aplicaciones una re-
lación de equivalencia.

Diremos que dos el°mentos de C son ea,uivalentes respecto de la
relación de equival°ncia introducida por el grupo de transformacio-
nes cuando hay una transformación del grupo que transforrna uno
de los elementos en el otro. Vamos a demostrar que ésta es, en efecto,
una relación de equivalencia.

1.° Propiedad reflexiva.--a. ^n a, para todo a E C.

En efecto, por formar un grupo el conjunto de transformaciones,
existe entre ellas la transformación idéntica, es d°cir, la transfor-
mación que transforma cada elemento en sí mismo. Existe, pues, en
el grupo una transformación que hace pasar de a a a, luego a es
equivalente a sí mism.o.

2.^ Propiedad recíproca.-Si a^ ó, existirá una transformación j
que haga pasar de a a b. Pero entonces la inversa de .f, que existe
por formar grupo las transformacior°s, transformará b en a, lue-
go b^.,a.

3.'^ Propiedad transitiva. -- Supongamos que sea a v+ b y b H c.
Eso quiere decir que existe tma transformación j que transtorma a
en b y utra y que transforma b en c. Entonces, en el grupo de trans-
formaciones existe la transformación producto qj que tra,nsfortna
a en c, por definición d.e producto de transformaciones; de donde se
sigue que a. ^ c.

Un ejempio cliisico de la clasificación engendrada por un gruuo de transforma-
ciones es el del conceptc^ de Geoinetría según KLEIx. Segiui esta idea se trataria
dP definú• grupos de transformacioneti geométricas que, al clasificarnos '.as figu-
ras de un cierto espacio, nos definirían una ge^metria para la cual t^das '.as figu-
ras de una misma clase serían equivalentes resprcto de las propiedades caracte-
1•ísticas de esa geoinetría.

Los principales grupos de transforulaciones g^eométricas qu^ dan lugar a Geo-
metrías de Klein son sucesivamente los siguíentes :
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El grupo de los movimient,us, es decir, de las traslacioiies, g^irns ^^ ^iniF^ti^ias ^^
sus productos. Una figu[•a cualquiera transfoi•inada poi• ^an movimientu pasa a
ser otra figui^a igual a ella v de las iuismas dimensiones o, coino se suele lla^uar,
congruente con ella. Respecto, pues, del grupo de los iuovi^nientos todas las tigu-
ras congruentes entre sí pertenecen a la misma clase. Para la Geometria corres-
pondiente a este grupo todas las fi^uras congruentes son equivaIentes, es decir,
las puede estudiar como si se tratase de una inisma figura. Esta Geometr^a ser^i
según esto, el estudio de todas las propiedades que pennanecen invariantes por
el grupo de los moviniientos, Y se ]lama Geonaetría de la co^arrrice^ccia.

Grupo de las semejanzas. Se puede considerar como constituído por todos los
^novimientos, homotecias ^^ sus productos. Dos fig^uras ser^in seme,jantr,, ^• por
tanto equivalentes respecto de la relación definida por este gruoo, cuando se p^.e-
da pasar de una a otra ulcdíante una semejanza. Todas las 1'igui•as sPtnejantes
entre sí son, pues, la misnia tiguia para la Geometría coi•respondiente a este
grupo, que se llama Geonzetría eqa^iJornie, ^^a que las figtn•as conservan su forma
al transformarse por semejanzas. La Cieometria equiforme sera, por lo t.anto, el
estudio de t.odas las propiedades de las figuras que permanecen iuvariantes por
el grupo de las semejanzas. El grupo de los movimientos es un subgru,^o del de
las semejanzas, por lo que la Geometría de la congruencia puede considerarse
como una suh^eometrta de la equifornie.

Análogamente, para no repetir las mismas ideas, en los ^rupos sucesivos de
transforniaciones que podemos ir consídei•a^ndo, Ilamaremos Geonaetrz^ ajr^t al
estudio de las pr^,^piedades invariantes por el gi•uoo de las afinidades; Geonaetría
proyectíi^n a 1a correspondiente al grupo de las proyectividades, etc. En general,
toda geometría eu el sentido de Klein ser.i, nttes, la que esludia las propiedades
invariantes mediante un grupo de transformaciones.

EJERCICIOS

1. Demostrar que las matrices cuadradas de cualauier orden, io^, vec-
tores libres y los nŭmeros complejos forman gruno aditivo, respectíva-
mente.

2. ^Forman grupo los números reales nositivos con la adición? ^,Y con
la multiplicación? ^Lo forman los enteros pares con la adicíón? ^Y los
ímpares?

3. Estudiar las rotaciones y simetrías del cuadrado como gruno de
transformaciones del mismo.

4. Idem para et triángulo equilátero.

5. Un semigrupo conmutativo S respecto a una oneración suma se dice
que está ordenado si para a, b E S, existe un c E S tal que:

a^_b<->a+c-b.

Demuéstrese que cumple las tres nropiedades de una relación de orden.

6. Un grupo G está ordenado cuando contiene a un semigrupo S, tal
que para cualquier a E G se verífíca:

a o -aEG.
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Entonces definimos una ordenación según esta ley:

a^'b,-,b--aES.

Y para cualesquiera a, b_;
b-aES

^ a-- bES

Demuéstrese que es una ley de ordenación.

7. Demo^trar que las clases de números congruentes mod. ^^rai forman
grupo abeliano.

8. Demostrar que los números 1, i, 1, i fcrman un grupo abelia-
no respecto de la multiplicación ordinaria.

9. Bemostrar que en un grupo no conmutativo se verifica:

^abi'^=U'a'.

10. Si G es un conjunto no vacío con una multinlicación asociativa
respecto a la cual todas las ecuaciones ^a = b, ay = b tienen soluciones

.r, y E G, entonces G es un grupo.

11. Demostrar que si x^ = e ^e es el elemento neutroi para cualquier
x E G, donde G es un grupo, G es conmutativo.

12. Demostrar que cl grubo aditivo de enteros mod. ^4^ e^ isomorfo
con el grupo de rotaciones del cuadrado.

13. Encontrar un grupo de transformaciones geométricas aue sea iso-
marfo a los siguientes grupos abstractos:

al Grupo aditivo de todos los números reales,

bl Grupo multiplicativo de todos los números reales no nuios.

cl Grupo aditivo de enteros mod. (61.

14. Si T es un subgrupo de S y S, a su vez, un subgrupo de G, T es un
subgrupo de G.

15. Demcstrar que en cualquicr grupo G el conjunto de los elemen-
tos a, tales que:

a.r = xa,

para cualquier .r E G, es un yubgrupo de G.

III. F.STRLTCTURAS RESPECTO DE DOS OPERACIONES

1. ANILLOS

En lo qtte sigue supondremos siempre que las dos operaciones de-
finidas en un conjunto son la suma y el producto.
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Un conjunto A en el que se han definido las operaciones de suma
y producto se dice que es un anillo respecto de estas dos operaciones,
cuando se verifica:

1:^ A es un grupo abeliano respecto de la suma.

2.° Es un semigrupo respecto del producto,

3.° Posee la propiedad dístributiva:

a(b ^; c) - ab -} ac
( b c)a - ^ ba -,' ca.

Un anillo se dice conrrautativo si el producto tiene la propíedad
conmutativa v se dice que es un anillo con elemento uniáad, sí el
semigrupo multiplicativo posee elemento unidad.

El ejemplo más sencillo de anillo es el conjunto Z de números
enteros: es un anillo conmutativo can elemento unidad, También lo
es el conjunto 7,j X] de todos los polinomios:

a„ ^ a,X ^^ ...... -; a„X",

en los que todos los coeficientes a; E Z. De igual modo definiríamos
l05 anillos de polinomios Q[X] en la indeterminada X con co°ficien-
tes del conjunto Q de los núm^ros racionales, etc. Asimismo forman
anillo también los polinomios en varias indeterminadas, X,, X,, ..., X,
^con coeficientes en Z, anillo que se representa por

zj x„ X„ ......, x, J.
En cualquier anillo se verifican las si^uient°s propiedades:

1.° a0 - 0, para cualquier a del anillo, siendo 0 el elemento n°u-
tro de la suma. En efecto,

ab = a(b -^ 0) -^ ab ^^ a0 ^; a0 --- 0,

basándonos en la propiedad distríbutíva.

2." a(- b) - ab.
En efecto,

a(b -- b) = ub ^- u(-- b) ^^ a0 0.

Luego a( - bl es, como se ve, el opu^sto de ab.
De] mismo modo se demostraria que ( a)b -- ab.

3.^^ (- a) (-- b) = ab.
-u0=(--a) (b-b)=-(-a)b^^(--a} (- b)-.;- ab+(_ «) ( b)=^,

de donde resulta el enunciado.
No es cierta, en cambio, la propi^dad recíproca de la primara que

acabamos de ver, es decir, de que ab = 0, no se si^ue necesariamente
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que uno, al menos, de los dos factores sea cero. Veamos un ejemplo
en el que no ocurre esto.

Sea el conjunto de pares de números enteros (a, b), a, b E Z que
ya hemos considerado en alguna otra ocasión, y definamos entre
ellos las operaciones de suma y producbo en la siguiente forma:

( a, b ) -I- ( c, d ) _ ( a -f- c, ó -I- d )

(a, b) (c, d) _ (ac, bd).

Para estas dos operaciones es inmediato comprobar que ese con-
junto de pares forma un anillo. El elemento neutro de la suma es
el par (0, 0) y el del producto el (1, 1). Pues bien, se pueden encon-
trar productos de dos factores, ambos distintos del elemento neutro
de la suma, cuyo producto sea, en cambio, éste. Por ejemplo:

(1, 0) (0, 1) _ (0, 0).

Cuando en un anillo se verifica que ab = 0, sin ser cero, ni a, ni b,
se dice que los elementos a y b son divisores de cero. Si un anillo no
posee divisores de cero se dice que es un dominio de integridad. El
anillo de los enteros, por ejemplo, es un dominio de integridad, y
también el de los polinomios en una variable con coeficientes en Z.

2. DEFINICION DE CUERPO

En un anillo, en general, no existe para cada uno de sus elemen-
tos a el elemento inverso a-', tal que aa-' = 1, ya que respecto de la
multiplicación sólo se ha impuesto la condición de ser semigrupo.
No obstante puede ocurrir que existan algunos elementos en el anillo
que posean inverso, también perteneciente al anillo. Así ocurre, por
ejemplo, con el elemento - 1, que en el anillo de los números ente-
ros tiene inverso, él mismo, ya que (- 1) (- 1) = 1. Del mismo modo,
en el anillo de polinomios Q^X], todos los elementos de Q, excepto el
cero, es decir, todos los polinomios de grado cero, tienen inverso per-
teneciente al mismo anillo.

A los elementos de un anillo cuyos inversos pertenecen al anillo
se les llama unidades de este anillo. No debe confundirse el concepto
d.e unidad de un anillo que acabamos de definir, con el de elemento
unidad del anillo, que es el elemento neutro de la multiplicación.

Cuando un anillo es dominio de integridad y se verifica que todos
los elementos del anillo, excepto el cero, son unid.ades del mismo,
al anillo se le llama cuerpo.

Cuer7^o es, pues, un anillo en el que cada elemento tiene inv°rso.
Equivale esto a d.ecir que un cuerpo es un conjunto con dos opera-
ciones, suma y producto, respecto de las cuales es grupo aditivo y

t^
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grupo multiplicativo y posee la propiedad distributiva. El grupo adi-
tlvo es siempre abeliano. Si el grupo multiplicativo es también abe-
liano, el cuerpo se llama conmutativo; si no lo es, será un cuerpo
no conmutativo.

Los conjuntos de número,S racionales, reales y complejos son ejem-
plos sencillos de cuerpos.

Se puede demostrar fácilmente que todo cuerpo es un dominio de
integridad. En efecto, si ab = 0, y b^ 0, el elemento b-' pertenece al
cuerpo; multiplicando por él a la derecha la igualdad^ anterior se
obtiene : abb-' = a = Ob-' = 0.

3. IDEAL DE UN ANILLO

A partir de aquí supondremos siempre que los anillos de que
tratam.os son conmutativos y con elemento unidad.

Dado un anillo A, se dice que un subconjunto suyo S es un sub-

anillo de A cuando S es a su vez un anillo.
Por ser subanillo, S será subgrupo del grupo aditivo de A. En-

tonces, para comprobar si un subconjunto S de A es un subanillo
suyo bastará demostrar que se cumplen las dos condiciones si-
guientes :

a) Si a, bES^a-bES.

b) a, bES^abES.

Estas dos condiciones son necesarias y suficíentes, como se puede
probar en seguida.

Dados dos anillos, A y A', se dice que una aplicacíón h de A en A'
es un homomor,tismo cuando conserva las dos operaciones de suma y
producto, esto es:

h(a -}- b) = h(a) -^- h(b).

h(ab) = h(a) h(b).

Como en el caso de los grupos se llama núcleo de ese homomor-
fismo al conjunto N de elementos de A que se representan sobre
el U de A'.

Cu.ando el núcleo N del homomorfismo consta exclusivamente del
elemento 0 de A, la aplicación h es entonces una correspondencia
biunívoca y se llama isonzorfismo.

Vamos ahora a d.emostrar que el núcleo de un homomorfismo es
siempre un subanillo del aniIlo original A. En efecto, si

a, bEN^h(a)=h('b)=0;
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entonces, por lo demostrado para grupos,

h(a-b)=h(a)-h(b)=0 ^a-bEN.

Del mismo modo,

139T

h(ab) = h(a) h(b) = 0^ ab E N,

como queríamos demostrar.
Pod.emos observar que la última condición es superabundante.

Para que h(a) h(b) sea igual a cero bastará con que lo sea tzno solo
de los factores. Resulta entonces que el núcleo del hom.omorfismo
cumple una condición multiplicativa más fuerte que la necesaria
para ser simplemente subanillo. En efecto, si a E N y b E A, aun cuan-
do b no pertenezca a N, se tendrá que ab E N, ya que

h(a) h(b) = 0• h(b) = 0.

Por cum.plir esta condición más restrictiva se dice que el núcleo es
un ideal del anillo A.

Definiremos, pues, el concepto de ideal de un anillo A diciendo
que es cualquier subconjunto I c A, tal que satisfaga las dos siguien-
tes condiciones:

1.^ a, bEl ^a-bEl.

2.n aEl, bEA^ abEl.

Resulta, pues, que todo ideal de un anillo es un subanillo suyo
y, por lo tanto, un subgrupo del grupo aditivo del anillo. No es cierto,
en cambio, que, recíprocamente, todo subanillo sea un ideal.

Un ejem.plo de ideal es el conjunto de todos los números pares
en el anillo de los números enteros. También lo es el conjunto de
múltiplos de un entero cualquiera.

En general, si A es un anillo cualquiera y a un elemento s^zyo, eI
conjunto de múltiplos de a, es decir, el conjunto

,ax I xEA^

es u.n ideal de A. A los ideales de este tipo, engendrados por un único
elem.ento del anillo, se les llama ideales principales. También el con-
junto

; a,x, -i a_.x.. ^_ .... .. ^- a,^:r„ ! x; E A j

forma un ideal que se d.ice engendrado por los elementos

a,, a_, a„ ..... , a^, E A.

La demostración es inmediata.
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Es inmediata la propiedad asociativa, y en cuanto al elemento
unidad de Ajl se comprueba fácilmente que es la clase 1-^- I, sien-
do 1 el elemento unidad de A. También es evidente la propiedad dis-
tributiva.

A1 anillo Ajl así definido le llamaremos anitlo de ctases de restos
del anillo A I•especto de su ideal 1. Por comodidad representaremos

algunas veces a la clase a-{- I E A/1 por la notación más sencilla a.
"Entonces se puede escribir, como es costumbre, la relación de cada
elemento de A a su clase de restos correspondiente en la forma:

a = a(1).

Esta relación entre a y a es un homomorfismo entre A y A/1. En

efecto, si a b corresponde b= b-} I, por la definición de las opera-

ciones anteriores, al elemento a-}- b corresponderá el a-^ b, y al ab

el ab. A este homomorfismo, como hemos hecho ya en otro caso aná-
logo, le llamaremos faomonaorfismo nat2cral o canónico. El núcleo de
este homomorfismo es precisamente el ideal I.

En todo anillo existen siempre dos ideales, que se llaman iTnpro-
pios, que son el elemento O,y todo el anillo. El primero de ellos es
un ideal principal engendrado por el cero y consta exclusivamente
d.e este elemento; cuando se quiere expresar este ideal se d2notará
en la forma (o). Análogamente, el ideal principal engendrado por el
elemento 1 consta de todos los elem.entos del anillo, luego (1) - A.
Todo ideal que no sea impropio se dirá ideal prnpio. Cualquier ideal
propio contiene al ideal (0) y está contenido en el (1).

Vamos a d.emostrar que un cuerpo K no tiene más ideal;,s que los
dos ideales impropios. En primer lugar observaremos que si un ideal
contiene al elemento 1, el ideal coincide con todo el anillo, es decir,
es el ideal (1); la comprobación puede hacerla sin trabajo el lector.
Eastará entonces con que d.emostremos que cualquier ideai de un
cuerpo, d.istinto del ideal (o), contiene al ]; entonces ese idea,l coin-
cid.irá con el cuerpo K. En efecto, si 1 r (0), existirá en I un elemen-
to a:^ 0, luego el elemento a-' E K y, por tanto, su producto por a E 1
será el elemento caa- `= 1 E I, como queríamos demostrar.

5. OPERACIONES CON IDEALES

Voam.os algunas analogías entre los anillos en general y el anillo
de los enteros. Dado un anillo A, existe en él un conjunto de ideales.
Si entre dos de ellos, I, 1', se verifica 1 c I', se dice que 1' divide a 1,
o que 1 es m.últiplo de I'.
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6. IDEALES PRIMOS Y MAXIMOS

Un ideal 1 se llama máximo cuando no está contenido en ningún
id.eal propio, o sea, si I máximo e I e J^ J-= A.

Pueden existir varios ídeales máximos en un anillo. Por ejemplo,

en Z son máxímos { 5$,{ 7$,; 13 $,..., y en general los múltiplos de
cuualquier número primo, ya que, en efecto, si a y b son dos enteros

y{ a$, { b; los id.eales que engendran, vimos que ; a{ e{ b{ si b; a.
Entonces, si a es primo, no hay ningún b;^ 1 que lo divid? y, por

tanto, el único ideal que contiene al ; a{ es el

y'1$ ={1•x^xEZ$--Z,

luego { a $ es máximo.

No lo es { 6$, pues

{6} c {2#.

Veamos ahora cómo se traduce el concepto de número primo en
los id.eales. Un ideal 1 es prirno cuando se cumple que si

abEl, aEl^bEl.

Entre números enteros equivale a decir que son los engendrados
por los números primos y su definición no es más que la generali^a-
ción de la propiedad de que si un nízm.ero primo d.ivide a un produc-
to d.e dos números enteros, divide a uno de los factores.

Por ejemplo, si

ab - 3, y 3 no divide a a., 3 ^ b,
o sea, si

ab E{3$, a F{3$ ^ b E{3$.

Esto no ocurre con números no primos; por ejemplo:

24=3 • 8E {6$, 3^ {6{, $^;6$.

Verem.os dos teoremas importantes, aunque sin demostrar total-
mente.

TEOREMA.--Si el ideal P e A es primo, entonces A; P es un donainio
de integridad (no tiene divisores de 0), y reciprocamente.

La clase a-{- P la llamaremos a E A/P. En particular,

P=0-{-P= 0.
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Para ver que A/P es dominio de integridad, hemos de ver que si

ab =0, a^0^b -0.

Para ello recordemos el homomorfismo canónico A--^ A/P, don-
d.e el núcleo es P, es decir, que todo elemento d.e A o_ue se represente

en el 0 E A/P, pertenece a F. Luego si en dicho homomorfismo

a--^ a, b--^ b =^ ab --^ ab,

y la expresión a demostrar se tradúce en estos términos :

abEP, a^P=^bEP,

afirm.ación que es inmediata, dada la definición de ideal primo.
Y lo m.ismo se demuestra la proposición recíproca.

TEOREMA,-Si el ideal I e A es ^raáximo, se veri fica: 1.°, I es primo;
2.°, A/I es cuerpo.

Ad.vertimos que no todo 1 priino es m.áximo, aunque esto sí que
ocurre en el anillo Z.

En lugar de la demostración, veremos un ejemplo tomado en el
anillo Z.

En ad.elante representaremos por (a) el ideal principal engendra-

do por a; es decir, (a) ^; a; . Sea

I=(5) .^ A/1 -^ ^0, 1, 2, 3, 4 ŝ .

Hacemos la tabla de multiplicar:

i 1 2 3 4
--- -

1 j 1 2 3 4
2 I 2 4 1 3
3 i 3 1 4 2
4'^ 4 3 2 1

prescindiendo, por com.odidad, del trazo encima de cada número.

Por encontrarse la unidad en cada fila y columna, todo elemento
tiene un inverso, y por cumplirse las demás condiciones, el conjun-
to A/1 forma un cuerpo.



1398 JOSÉ JAVIER ETAYO

Veamos como contraejemplo lo que ocurre tomando el idea]
1=( 6), que no es máximo :

A/1 =; Q, 1, 2, 3, 4, 5;

^ 1 2 3 4 5
__ i

1 j 1 2 3 4 5
2 I 2 4 0 2 4
3 ^ 3 0 3 0 3
4 ^ 4 2 0 4 2
5 I 5 4 3 2 1

Solamente los elementos 1, 5 tienen inverso, luego no es un
cuerpo.

Notemos en este ejem.plo que existen divisores de 0. Por ejem-

plo, 2 X 3= 3^( 4 -= 0, luego tampoco es dominio de integridad. Esto
es consecuencia del teorema anterior, ya que el ideal (6) no es pri-
mo, pues hemos dicho anteriormente que en el anillo Z coinciden los
conceptos ideal prim.o e ideal máximo.

En todo caso, una vez demostrado que A/1 es un cuerpo, quedaría
demostrado que I es primo. Bástaría, en efecto, de acuerda con el
teorema anteríor, comprobar que A/I es dominio de integridad, y
esto quedó visto en cuanto probamos, en el párrafo 2 de este ca-
pítulo, la siguiente proposición: Todo c2^erpo es dominio de inte-
gridad.

7. DIVISIBILIDAD EN LOS ANILLOS

Dados dos elementos, a, b E A, decim.os que a es un divisor de b, y
lo representamos así:

a^b,

si existe un elemento c E A, tal que

a•c=b.

Si representamos por (a) y(b) los ideales
respectivamente, se deberá verificar:

(b) ^ (a),

engendrados por a y b,

es decir, que ideal (a) es d.ivisor del (b).
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Se dice que dos elementos a y b de A son asociados si

b = au,

donde u es una unidad del anillo A.
Como si u E A también u-' E A, entonces esto implica que si

b=au, b • u-'=a,
o sea,
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ai,b b^a.

Esto en los ideales (a), (b) se refleja de la siguiente manera:

(a) c (b), (b) c (a) ^ (a) _ (b).

Si dos elementos son asociados, sus ideales coinciden.
Toda unidad es asociada con el 1, pues por una parte 1 divide a u,

y por otra, como uu-' - 1, también u divide a 1. Entonces,

(u) = A;

el ideal engendrado por una unidad coincide con el anillo total.
Un elemento del anillo se llama irreducible cuando sólo es divi-

sible por las unidades y por sus asociados.
En el anillo 7, los elementos irreducibles son los números primos.

Ejemplo, el 3, sólo es divisible por 1, --- 1, 3, --- 3.
Todo elemento no irred.ucible de un anillo s^ puede escribir como

producto de elementos irreducibles:

a-r,r,...... r,,.

A esto se llama una factorización de a.
Dos factorizaciones que difieran sólo en el orden de los factores

o en que se han introducido unidades, se consideran la misma.
Según lo que antecede, podemos definir ahora lo que se er_tiende

por anillos de factorización única.

8. ANILLOS DE FACTORIZACION UNICA

Diremos que A es un anillo de factorización única si:

1) Todo elemento de A puede descomponerse en un número fi-
nito de factores irreducibles.

2) Esta descomposición es única.
Son anillos de factorización única Z y el anillo Z[x] de polino-

mios en una indeterminada con coeficientes que pertenecen al ani-
llo Z de los enteros, o el Q^.x], con coeficientes en Q.

No todos los anillos (aunque sí los más usuales) son de factori-
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zacíón úníca. Por ejemplo, consideremos el anillo formado por los
elementos de la forma

a--^- b 3 - 3 con a, b E Z.

Este anillo, como puede verse fáciim.ente, es el anillo de polino-

mios en las distintas potencias de ^/ - 3, ,y cuyos coeticientes per-

tenecen a Z. Lo representaremos por Z[ 3 - 3].

Definiendo entre los elementos de Z[ 3 - 3] una suma:

(a, -1- b, 3 - 3) -i- (a, -}- b^ 3 - 3) ^ (a^ + a,) ^ r (b, ^}- b^) ^/ - 3,
vemos que es una operación interna, puesto que a, {- a, y b, -[ b., E Z.

Se ve que es asociativa. Tiene elemento neutro, el ( 0 -^ 0 3 -- 3) y
_ --

elemento inverso, para cada a-^- b 3 - 3, el (-- a-- b^- 3).
Definirnos el producto como en los binomios algebraicos:

(a, -I- b^ 3 - 3) (a., -}- b, 3 - 3) - (a,a_, - 3b,b,) -f- (a,b_. I b,a_) 3 - 3.

Este producto tiene elemento unidad, el

1 -{- 0 3 ^- 3;

pero no existe elemento inverso y sí tiene la propiedad distributiva.

Así, pues, Z[ 3 - 3] es un anillo con elemento unidad.
Pues bien, este anillo no es de factorizacíón única, pues, por ejem-

plo, el elemento 4 -}- 0 3 -- 3 podemos descomponerlo así:

4 == 2 X 2 = (I ^ 3 - 3) (1- 3 _- 3)

Con este ejemplo vemos que la teoría d.e la divisibilidad, que es-
tamos habituados a aplicar en los anillos Z y Q[x], por ejemplo, no
es generalizable a cualquier tipo de anillos.

9. ANILLOS EUCLIDEOS

Aquellos anillos en los que son aplicables las propiedades de la
divisibilidad que conocemos para Z y Q[^], y que, por consiguiente,
son tina generalización de estos anillos, se llaman anillos euclídeos.

Un anillo euclideo A viene caracterizad.o por las siguienteú pro-
pied.ades :

1) A cada elemento a E A se le puede asignar un entero, no ne-
gativo, g(a), tal que si

a ^ b ^ g(a) ^ q(b).
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El signo ^ expresa que, como en particular para a = b también
b^ a, no se excluye que g(a) = g{b).

2) Dados cualesquiera a, b E A, se pueden encontrar dos núme-
ros, q y r, también de A, tales que :

a= bq -f- r con g(r) C g(b).

Son anillos euclídeos, como ya hemos apuntado antes, el 2 si 'tza-
cemos :

g(a)-^al•

También Q[x^ si hacemos

g(p) = grado del polinomio p.

TEOREMA.-Todo ideal, I, de un anillo euclideo es un ideal princi-
pal, esto es, todos los elementos que forman el ideal son múltiplos
de un único elemento.

Escojamos un a E I con la condición de que g(a) sea mínimo (pue-
de haber más de un a E I que verifique esto).

Dem.ostraremos que si

bEl^b=aq, qEA.

Como a, b E A, por la propiedad 2) de los anillos euclídeos, podemos
escribir:

b= aq -{- r con g(r) < g(a)• [4]

Por otra parte, r= b- aq, d.onde a, b E I y q E A, y por tanto,
b- aq E I, es decir,

rEl.

Pero entonces no puede cumplirse

g(r) < g(a),

por ser g(a) mínimo. Esto es lo mismo que afirmar que nc existe
un r que verifique ^4] y que, por tanto,

b = aq.

Si a y b son dos el^mentos asociad.os que pertenecen a un anillo
euclídeo se verifica simultáneamente :

alb y bla,

sus enteros asignados y(a) y g(b), verifican también simultánea-
m.ente :

g(a) ! g(b) ^ Y g(b) ^ g(a),
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lo cual implica, por ser ^ una relación de orden, que

9(a) = 9(b)•

En particular, como cualquier unidad del anillo es asocíada del
elemento 1:

g(u) = g(1)•

Pero cualquier otro a E A que no sea unidad verifica:

J(a) > 9'(1)•

TEOxEMA.-Todo anillo euclídeo es de factorización única.
La demostración, de acuerdo con las propiedades de los anillos de

factorización única, debe comprender dos partes:

1) Todo a E A se puede descomponer en un número finito de fac-
tores irredueibles r; :

a == rir., ...... r^^,.

2) Esta descomposición es única.
Demostraremos tan sólo Ia primera parte.
Supongamos que la propiedad de la descomposícíón se cumple

para cualesquiera b E A, tales que g(b) C n y veamos que entonces
podemos demostrar que se cumple para g(a) _^ n.

En efecto, supuesto que a no es irreducible ( si lo fuera no habría
nada que demostrar), se podrá descomponer en producto de dos fac-
tores, r y s, tales que :

a=r•s,

y que ni r ni s sean unidades; entonces:

r^a y s!a,
o sea,

g(r) ^ g(a), g(s) ^ g(a). [5]

Como ni r ni s son unidades, a no es asociado con r ( porque s se-
ría unidad en este caso), ni con s(porque lo sería r), y, por tanto,
las relaciones [5] son desigualdades estrictas:

9'(r) < 9'(a) - n.
9'(s) < g(a) - n.

Pero entonces, por hipótesis, tanto r como s, admiten una des-
composición en producto de u:z número fínito de factores irredu-
cibles:

r -^ 1^^p, ...... pk
s == 4'^4', ...... q^^
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y entonces
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a= r • s= p^^: .. .... pti•4^4^ ...... q^.

La demostración de la unicidad de esta descomposición la omiti-
mos, como ^emos dichn.

En todo anillo euclídeo se puede, por tanto, definir, a partir de
los conceptos expuestos, una teoría de la divisibilidad análoga a la
estudiada en el anillo de los enteros.

En particular, se puede hallar por el algoritmo de EucLiDES el má-
ximo común divisor de dos elementos cualesquiera del anillo. Y lo
mismo que en los enteros, se verifica que m. c. d. (a, b) = ax -}- b(i,
x y(, son dos elementos del anillo.

En efecto, el conjunto de elementos I= ^ am -f- bn I m, n E A; es
un ideal, como puede comprobarse inmediatamente, y por tratarse A
de un anillo euclídeo, ese ideal será un ideal principal:

I = ^ (ax -{- b(i)C cEA^.

Resulta, pues, que todo elemento de la forma am -i- bn es múltiplo
de ax -^ b(3, luego para m= 1, n= 0 y para m= 0, n= 1 se tiene.
respectivamente :

(ax -^- b3) ^ a, (a« -F- b(^) ^ b,

así que aa -^- b(3 es un divisor común de a y b. Si p es un divisor, tam-
bién de a y b, se tendrá:

pja, p^b=^p^ (ax^bÍj);

luego ax -{- b(i es el m. c. d. (a, b).

10. CUERPO DE COCIENTES DE UN ANILLO

Dado un anillo A conmutativo con unidad y que sea dominio de
integridad, establezcamos en A X A la siguiente relación :

(a, b)R(c, d) ^ ad = bc.

Esta relación es de equivalencia, pues

1." (a, b)R(a, b), ya que ab = ba.

2.° (a., b)R(c, d) ^^ ad -^ bc <_^ cb - da ^^ (c, d)R(a, b).

3°
(a, b)R(c, d) f> ad ^ bc ^-^ adf ^-^^ bc,t

>
(c, d)R(e, f) ^^ cf de <-:> cjb deb

^ adj = deb __^ af - be ^-> (a, b)R(e, f).
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Notemos que hemos necesitado la hipótesis de ser A conmutativo
para demostrar las tres propiedades de R.

Veamos ahora que el conjunto ( A X A)/R es un euerpo respecto
las dos operaciones que vamos a definir:

t (a, b)^ -^ ; (c. d}; _ ; (ad -}- bc, bd)}.
^ (a, b)^ • ; (c, d); _ ; (ac, bd)',.

En primer lugar, hemos de ver que estas definiciones tienen sen-
tido, es decir, el resultado no depende de los representantes elegidos
para hacer la operación. La haremos solamente con la suma.

Sean, pues,
(a', b')R(a, b) y ( c', d')R(c, d)

^ ( a^. b') i ^ i ( c', d') } _ ; ( a'd' -{- b'c', b"d') ^ .

Ahora bien,

ya que
(ad -^- bc, db)R(a'd' -}^ b'c', b'd'),

(ad -}- bc)b'd' = bd(a'd' -{- b'c');

como es fácil ver, basándose en la hipótesis de ser:

a'b = b'a; c'd - d'c.

Para demostrar que (A X A)/R forma cuerpo, veamos que las
operaciones antes definidas cumplen todas las condiciones exigidas.

En primer lugar, son operaciones internas, por ser a, b, c, d E A.
Para demostrar la propiedad asociativa basta comparar los re-

sultados de las operaciones:

[(a, b)+ (c, d)] +(e, f) y (a, b)+ [(c, d)+ (e, f)^
[(a, b) • (c, d)] • (e, f) y ( a, b) • [(c, d) • (e, j)^J

Lo haremos con la suma, síendo el caso del producto totalmente
análogo :

[(a, b)-^-(c, d)]-}-(e, f) _(ad -}- bc, bd)-}- (e, f) _( adj-^-bcf-^bde, bdf).
(a, b)-^-[(c, d) -F- (e, f)) _= (a, b)+ (cf+de, df) _ (adf+bcf+bde, bdj).

El elemento neutro para la suma es la clase ^(0, a) i, pues to-
m.ando por ejemplo el representante (0, 1), se verifica:

(0, 1) -^ (b, c) - (b, c)
para cualquier (b, c).

El elemento unidad para el producto es la clase ^(a, a)#, pues to-
m.ando por ejemplo el representante (1, 1), se verifica:

(1, 1) • (b, c) _ (b, c)
para cualquier (b, c).
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Como ya sabemos, toda sucesión que tiene límite es convergente,
pero no es cíerta la recíproca. Por tanto, la operación (de carácter
topológico) de paso a límite no es siempre posible, dentro del campo
de los números racionales.

Nos encontramos, pues, con una situación análoga a la vista en
los números naturales y enteros. Para hacer posible en N la opera-
ción de restar se creaban los números enteros Z, y para hacer entre
éstos posible la división se introdujeron los números racionales Q.
Y ahora, a partir de éstos, construiremos un nuevo cuerpo que haga
siempre posíble la operación de paso a límite.

Veamos, en primer lugar, que el conjunto de sucesiones conver-
gentes en Q forman un anillo respecto a las siguientes operaciones:

Si

9^ = cl^. 9" . . . . . , y^, . . . . . ,
9^n = 9^, 4^^^ . . . . . , 9^^, . . . . . ,

9^ -f- 9^^ = 9, -f- q'„ q., -^ q',, . . . . . , 9„ ^ 9^^, . . . . . .

9^ • 9^^ = 9^ • 4^^, 4, • q's, . . . . . ., q^ • q'^, . . . . .

Estas operacíones son internas, pues como ya sabe el lector, las
sucesiones que resultan también son convergentes.

El carácter asociativo y distributivo se deduce de los mismos ca-
racteres entre los números racionales. Las sucesiones:

0 = 0, 0, ...... , 0, ......
1 -^ 1, 1, ......, 1, ......

son elementos neutros respecto de la suma y el producto, respecti-
vamente.

Dada la sucesión

su opuesta es la

pues sumadas dan la

c1^=9^,9„... ..,ch, ......

-y^,-ye, .. ,-9^, .....

0,0,......,0,......

En cambio, si algún q; -^^ 0 en la sucesión q,,, ésta no tiene inverso,
pues los términos

1 1 1 1

4'I , q' , ,
q, q„

1
no forman sucesión, ya que -- E Q.

9^

Llamaremos, pues, A al anillo de las sucesiones conver,qentes.
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Consideremos en A el subconjunto I de todas las sucesiones cuyo
límite es 0, llamadas también sucesiones n2clcts. Desde luego, 1 e A,
pues se dijo anteriormente que toda sucesión que tiene límite es con-
vergente.

El subconjunto I es un ideal de A, como consecuencia d^ las dos
siguientes propiedades de las sucesiones nulas. Si

lim q„ 0, lim q', 0-: lim ( q„ - q"„) 0,
o sea, si

q„EI, q'„EI__^.q,^_ q'„EI.

Si r„ converge y lim q„ = 0-> lim r,,q„ - 0,

o sea, si
r„EA, ^/„EI >r„q„EI.

Formemos las clases de restos A^^I. Para demostrar que forman
cuerpo en lugar de ver que 1 es ideal máximo, probel:^os que en A I
todo elemento tiene un inverso, y como ya sabíamos que A,'I c^s anillo,
quedará demostrado que es un cuerpo.

Sea la clase q„ ^^{ I. Busquemos s„ -; I, tal que

(q',^ -{ I) (s„ -; 1) E ; (1 -; 1);.

Si en q„ ningún término es nulo, la s„ será:

1 1 1

q^ ,
qI , ,

q„

como es fácil comprobar.
Si en q„ existen términos nulos, bastará con probar que podemos

encontrar en la clase q„ -^ 1 un representante que no tenga ningún
término nulo. Sea, por ejemplo, para fijar ideas,

q„ _ q^^ 4,, 0, 0, ......, 0, ......, q,^, ......

Elegimos un elemento de I, por ejemplo:

1,

1 1 1
..... , > 0,

2 3 n

que no tenga ningún término nulo. Si en esta sucesión cambiamos
por 0 los términos correspondientes a los no nulos en la q,^, sigue sien-
do sucesión nula: 0, 0, 1/3, 1;4, ... Sumando esta sucesión que perte-
nece a 1 con la dada q„ obtenemos una sucesión sin ceros y de la
clase de q:,, que en este caso tendrá la forma:

1 1

q^, q, -----, ---
3 4
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Ahora estamos ya en el primer caso y podemos encontrar la clase

inversa de la dada.

El conjunto A, I-- R es, pues, un cuerpo. Es llamado ctterpo de los
núnteros reales, Por tanto, un número real es una clase de sucesiones.

Llegados a este punto hagamos un esquema para comparar la in-
troducción en la Matemática de los dos cuerpos tan importantes de
números como son Q y R.

Racionales

En Z la división es posible en
algunos casos:

a
c E Z.

b

Cuando a no es múltiplo de b
creamos un nuevo tipo de núme-
ro y llamamos número al par ai b.

P2ro en el caso de d_ivisión po-
sible existen otros pares:

m

n

a^ b, m%n tienen de común que
art -= b^n. ......

Generalizando esto a todos los
casos establecemos la equiva-
lencia:

a c
___ ^., --- si ad - bc,

b d

y llamamos rtú^nero racional al
conjunto

(
a C

^ b d

de pares equivalentes.

Reales

En las sucesiones conv^rgentes
de números racíonales el paso al
límite es posible en algunos ca-
sos : lím q„ -- q E Q.

Cuando la sucesión convergen-
te q„ no tiene límite, creamos un
nuevo tipo de nŭmero ,y llama-
mos número a la sucesión q,,.

Pero en el caso de existencia de
lím.ite, exist°n otras sucesiones;

q'„ --^ q, ......

q,^, q'„ tienen d.e comŭn que

lím (q„ -_ q^„) - 0, ......

Generalizando esto a todos Ios
casos establecemos la equiva-
lencia :

q„ ^., q'„ si lím ( q,^ -- q'„) == 0,

I y llamamos número real al con-
^
I junto

^ i q,^, q^„ .

de sucesiones equivalentes.
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12. CUERPO DE LOS NUMEROS COMPLLJOS
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Consideremos el anillo de polinomios en una indeterminada x con
coeficientes sobre el cuerpo de los números reales:

R(xJ.

Sea I un ideal principal de este anillo, formado por todos los po-
linomios que son múltiplos de x-' -r- 1:

I ^-;(x`+1)P'PER[xJ;.

Tomcmos las clases de restos de este anillo R( x J respecto del
ideal 1. Estas clases de restas R[xJ 7 se forman de un modo comple-
tamente análogo a como se hace con el anillo Z de loc ent'^ros, es de-
cir, cada clase está representada por el resto de la división de cual-
quier polinomio P F R( xJ por x' ^ 1. Corno el resto ha de ser de gra-
do menor que el divisor, será, a lo más, de grado 1.

Queda así, pues, establecido en el anillo R[x] el homomorfismo
canónico :

Rl x! -> Rj_x] 1.

La correspondencia establecida por este homomorfismo l^t pode-
mos representar esquemáticamente para cada P E RI x I:

P--^(ax i b)-^^1.

Veamos ahora que el conjunto de estos restos ; ^ix ',^ b; cquivale
al conjunto de los números complejos.

En efecto, dados P y P' E R( x J, siendo

P' > ( cx ( d ) -i 1,

d.efinimos la correspondencía de suma y producto q_ue existe entre
los elementos de R[x] ,y sus imágenes en R(xJjl, correspondencia de
operaciones que existe por tratarse de un homomorfismo:

P { P'-^[(ct ^^c)x^^^ (U+d)^^+1.
PP' => [acx-' j^ ( ad ^^ bc)x i Ud) ]+ L ( ^(

Como el polinomio prod.ucto de restos que apar, ce en ( 6( es de
grado 2, podemos hallar tm representante de grado 1 sin ^nás que
dividirlo por x' - } 1. Resulta en definitiva:

PP' => [ (a^l I bc)x ^- ( Ud - ac) ( -^ ^ 1.

Pod.emos ad.vertir, sin pasar más adelante que las operaciones
suma y producto, así definidas en las clases de restos, son los mismas
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que se efectúan con los números complejos, que mane,jamos habitual-
mente.

Para simplificar la notación de las clases de restos vamos a re-
presentar sencillamente la clase correspondiente al polinomio x por
la letra i:

.x ---^ x ^ I = i.

Entonccs, a la clase correspondiente al polinomio ^= -^, 1, que es la
clase 0 ^ ^- 1^_^^ (x' ^ 1) ; 1, lo representaremos por i^ -}- 1. Pero como
x= --- 1 pertenece al núcleo del homomorfislno canónico, su ima^en
es la clase cero ( el resto de la división de x- ^^1 1 por x^' -^^,- I es, en
efecto, nulo}, y entonc^s expresamos esta condición mediante esta
igua]dad tundamental:

1

Supuesto, por tanto, que tenemos los polinomios P, P', .,, E R(^x],
representemos sus clases respectivas ahora:

P ---^ ai -^- b.

P'->ci ! d.

Entonces, a

y a

donde

P I P'^ (a ^ c)i i (b + d)

PP' -^^ (ad -; bc)i ^^ (lld - ac),

a, b, c, ŭ , ... E R.

Concluímos, en definitiva, quti cada clase de R[xJ l se puede re-
presentar por un binomio en la variable 1, con la cond.ición i- i 1 0,
y cuyas reglas de suma ,y multiplícacíón sean las antedichas.

El conjunto de estas clases de restos tiene ya estructura de anillo,
com.o cualquier otra clase de restos respecto de un ideal del anillo.
Para ver que es además un cuerpo, demostraremos que cada elemen-
to tiene inverso.

En efecto, d.ado un elemento del anillo

ai ^^i b r= Oi -j^ 0_^> a,' _^

si construyo el elemento

a^' -{ ti^ a' -{- b'
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que también es un número complejo por ser a, b E R, aplicando la
regla del producto se sigue:

( ai
-- a i

, , ,a .._ b a ._; b- i = 1.

Como esta demostración es completamente general, de aquí se
sigue que todo número complejo tiene inverso. Por consigui°nte, el
conjunto de los números complejos es un cuerpo, el cuerpo C:

C R^^.1, 1.

13. HOMOMORFISMOS Y AUTOMORFISMOS EN
EL CUERPO COMPLEJO

El cuerpo R está contenido en el C: R es un subcuerpo de C. Asi-
mismo, Q está contenido en R y, por la propiedad transitiVa de la in-
clusión, en C y es también un subcuerpo de C.

Todas las nociones de homomorfismo, isomorfismo y automorfis-
rno son perfectamente aplicables a los cuerpos.

En particular, existe en C un automorfismo muy interesante: el
que hace corresponder a cada número complejo su conjugado

a -^ bi -^ a - bi.

Veamos que se trata, en efecto, de un automorfismo, para lo cual
es preciso demostrar que se conservan las operaciones de suma y pro-
ducto:

a ^ bi --^ a-- bi.

c-^ di^c-di.

A(a -}- c) -F^ (b ^- d)i debe corresponderle (a + c) -(b + d)i y esta
última expresión puede descomponerse:

(a-bi)-} (c-di),

que coincide con la expresión suma de conjugados.
De igual modo puede verse que conserva el producto.
Hasta aquí hemos demostrado que se trata de un homomorfismo;

si ahora demostramos que el núcleo del homomorfismo sólo consta
del elemento cero, quedará demostrado que es automorfismo.

La imagen de dicho núcleo es, desde luego, 0- Oi y su original
sólo puede ser (por definición de "conjugación") el 0-^- Oi - 0, luego
se trata de un automorfismo.



i41a JOSÉ JAVIER ETAYO

14. NUMEROS ALGEBRAICOS Y TRASCENDENTES

Volviendo ahora sobre el homomorfismo del anillo R[x] sobre eI
cuerpo C, podemos expresarlo tambíén de esta otra forma:

P(x) -^ P(i).

con la condición i^ _- 1; de manera que P(i) es siempre un binomia
de la forma ai -}- b con a, b E R.

El núcleo de este homomorfismo es el ideal:
^ 1V _ ; P(x) (x. -f-

1) ŝ

ya que sus imágenes, por ser x' -^- 1-^ 0,

P(i) (i' -{- 1} - 0.

En todos estos pasos hemos sustituído la x por i. Vemos, por tan-
to, que el cuerpo C puede considerarse como engendrado por el con-
junto de polinomíos R[i j con la condición de que i' -^ - 1.

La i es un "número", tal que si sustituímos P(x) por P(i), lo que
era un anillo es ahora ya un cuerpo y el núcleo del homomorfismo
es el conjunto

;P(x) (x^ -^ 1); E R[xJ^

Pero, entolices, i verifica la ecuación x- -f- 1= 0, o cualquier otra
de la forma P(x) (x' ^t^ 1) ^- 0, con coeficientes reales. Esto se expre-
sa diciendo que i es un núm.ero algebraico sobre R.

En general, dado un cuerpo K, se dice que x es algebraico sobre K
si en el homomorfismo

KI ^J --^ Kl xJ

el núcleo es d.istinto de cero. Ello equivale a afirmar que x verifica
una ecuación en x con coeficientes de K.

La equivalencia es inmediata de demostrar. En efecto, decir que

a„ }- a,x ^ a_.r' + .... .. + a„x^^ E N

es lo mismo que afirmar que su imagen por el homomorfismo (que
consiste en sustituir las x por las x) es el elemento cero, o sea, que

a„ ^ a,x ^ a.,x' +...... + u,^x^^ __ 0.

Si esto no ocurre, es decir, que se trata de un isomorfismo, y, por
tanto, el núcleo caincide con el polinomio 0, z no sería solución de
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ninguna ecuación con coeficientes en K, y se dice entonces que x es
trascendente sobre K.

Ejenaplo.-El cuerpo Q es un subcuerpo de R y, por tanto, hay
elementos que pertenecen a Q, pero no todos los elementos de R(los
irracionales) pertenecen a Q.

Pues bien, dado x E R, siendo x irracional, decimos que es irracio-
nal algebraico cuando satisface una ecuación con coeficientes en Q.
^ 2 es un irracional algebraico, pues es raíz de la ecuación

^'-2 -0, 1, 2EQ.

Y si, dado ;i E R, : no satisface ninguna ecuación con coeficientes
en Q, diremos que ;^ es irracional trascendente sobre Q. Tal es el caso
de los célebres números r. Y e, lo que dentro de las ideas anterior-
mente expuestas, equivale a afirmar que el homomorfismo

a„ -i^ a,^ ;- ...... ^ a,,,x^^ -^- a^^ + a,- ^- ...... + a„-„

es un isomorfismo.

15. GRADO DE UN NUMERO ALGEBRAICO

Dado un número algebraico x sobre un cuerpo K, se llama grado
de x al menor de los grados de todos los polinomios de K^ x], de los

que 7. sea una raíz.

El concepto de grado algehraico incide con el problema clitsico dE° los nítmeros
con^truíbles con I'egla y cotnpás. Dado el cuet•po rJ de nítuieros racinnales v una
unidad de seg^mentos, con la t^egla F e] cotiipíts se ptteden constt•uit• se^;mentos
cuya long^itud sea un númei•o racional cualquie^t•a. Esto se e^nt^esa dici^^*id^t que

el cuei•po Cd es un ctcerpo co^eslri^íble.

Todo irracional algebraico de grado 2 subre Q, como ^ 3 por ejempl<t, es canl-
bién construíble con reg^la }^ compús, lo que, como saberno5, es un e,jercicio ele-

mental. Y no solamenic él, sino todo elemento dE' CJ^ ^^ 2^ SP puede también cons-

truit•. El proceso es gPneral, esto es : haciendo la ad,junción de un elettiento alge-
braico de grado 2 a un cuerpo coctsttvíble se obtiene otro cuetpo tamhién cons-

Lruíble. Así ^^odíatnns forniar ut^a cadena de cuerpos ohtenidos cada uno al hacer
la adjunción al antel•iot• de ui1 irraciolial algebtaico de grado 2, y coutn el cuel•-
po fa de pat•tida es con,truíble, lo soti todos los den^ús cuerpos. Para que uii nit-
mero it^racional cualqttiera sea, pues, conslrtitíble con regla ^^ co^tipús será nece-

^:ario qu^ pertenezca a alguno de los cuerpos cottstruibles. Lal como los heuios
del'inido.

Ya desde la Keometria grieg^a sc plantearon algunos pruuletuas, que iian dado
r^n llamarse los uroblentas clasicos de esa geomelría : la trisección del ungulo, la
dupllcación del cub^i, la construcción dPl epttígono regular t^ Ia cuadratura de!
círculu. )Ĵn todos ellos se ti•ataba de ohtener esos resultad.os siti mí^s a,yuda que
]a regla p el cotnp.ís. Conviene insistir en que los mismos griegos los 1labian re-
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suelto ^^a por otros ^uétodos. hero lo que realmenle interesaba a aqu^lla g^ome-
tria era la resolución con regla ^^ compás.

Pues bien, los tres primeros problemas desembocan, en su resolución de tipo
analítico, en sendas ecuaciones de tercer grado, con coeficientes racionales. Estu
es, se trataría de construir un elemento alge ŭraico de grado 3. no reducible a
ninguno de grado 2, es decir, no perteneciente a ningítn cuerpo const.ruíble. En
^consecuencía, los tres nrimeros problemas no son resolubles con re;la r cnmpás, •
aunque si, por ejemplo, con a^•uda de cíibicas o curvas de tercer gradc.

Mayur dificultad supone el problema de la cuadratura del círculo o^u eqiú-
valente de construir con re;la y compás el ninnero r,. Es un problen^a eu g^eneral
dificultosn, y en ocasiones pr^eticamente ímnosíble, de^cidir si un níuueni irracio-
nal es algebraico o trascendent.e. Hasta e] siglo pasado no se consiguio demo^-
trar que - era trascendente, por lo pue sin saber si no es algebraico, mc^nos aiin
se podía asegurar quc no era construíble. El probleina, pues, estaha penfliente dr^
resolución. Con la demostración de la trascendencia de -, queda resueltu tolal-
mente: ei problema de la cuadratura de] círculo nn puede reali^arse r^^!;clusiva-
mente con la regla ^^ e1 c.ou.piis.

16. ESPACIOS VECTORIALES

La operación de multiplicar los números cotnplejos por los núrne-
ros reales es la aplicación C^ R^ C, que es una ley de composi-
ción externa, donde R es el dominio d^ operadores. La operación es:

(a ^- bi)c - ac } bci.

Esta operación goza de las siguientes propiedades:

1.^^ Distributiva respecto de C:

[(a -^ bi) ^ i (a' -^^^ b'i)]c ^ (a + bi)c + (a' + b'i)c.

2. ^ Distributiva respecto de R:

(a -t^ bi) ( c ^ j c') -^-^^ (a {^ bi)c + (a + bi)c'.

3.° cc'(a ^^ j^^ bi) ^^^ c[c'(a -{ bi)].

4.^ 1• (a - }^ bi) ^ a-{- bi.

Por ser C g^rupo aditivo y tener esta operación que goza de las
cuatro propiedades anteriores, el conjunto C es llamado espaeio vec-
torial sobre el cuerpo R. Tambíén se dice que R es el dominio de
operadores o multiplicadores de ese espacio vectorial.

Notemos que en todo lo anterior solamente interviene la parte
aditiva d.e los números complejos. Solamente los consideramos como
grupo aditivo.

Generalicemos ahora el concepto de espacio vectorial.
El conjunto V es un espacio vectorial sobre el cuerpo K cuando

se verifica :
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1.^^ V es grupo aditivo.

2.^^ Existe en V una ley de composición externa, siendo K el do-
minio de operadores, que cumple las condiciones:

a) a(v ^^I^^ v') ^^^- av ', av' a E K; v, v' E V.

b) (a j^ b)v av - bv b E K.

c)

d)

ab(v) -^- a(bv)

1• v- v 1 unidad de K.

Hemos visto ya^ q.ue C es tm espacio vectorial sobre .R.
El ejemplo más común y que ha dado el nombre a esta estructura

^es el conjunto de vectores libres con las operaciones suma de vecto-
res y producto de un vector por un nítmero real ya conocidas.

Otro ej2mplo es el conjunto de pares de números reales (a, b), de-
finiendo:

( ^t^, b ) i ( c, d ) - ( a ,- c, tt ^ }- d ) .

c(a, b) (ca, cb).

Igual sucedería tomando en lugar de pares el conjtmto de n-tuplas

(a„ ..., a„) con definiciones análogas de las operaciones.
El subconjunto W c V se llama subespacio vectorial o variedad

lineal, cuando es tm espacio vectorial respecto de las mismas opera-
ciones que tiene V.

Por ejemplo: Recta vectorial e plano vectorial e espacio vectorial.
Veamos un criterio de suficiencia para ser W subespacio vectorial.

L° Para :;er W subgrupo basta la condición:

Si v, v' E W - v-- v" E W.

'^." Para la condición de la operación externa es suficientc que si

vEW, r^EK-^.avCW.

Lu.ego en consecuenc.ia, si

v,v'EW, aEK ;v--v'EW, avEW,

entonces W es subespacio vectorial de V, y esta condición es necesa-

ria y suficiente.

17. HOMOMORFISMOS E ISOMORFISMOS

Dados dos espacios vectoriales, V, V' sobre un mismo cuerpo K, se
h

llama homomorfismo de V en V' una aplicación V-^ V' que veri-
fique :
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V---^ V' ) V - ^ W t V' ^_ W,
t ^

w -^ w' ( av ^ av'
( h(v -}- w) -= h(v) -^- h(w)

({ h(av) = a • h(v).

El núcleo del homomorfismo N c V es el conjunto de vectores
de V que se representan en el vector Q' de V'.

Es fácil ver que N es un subespacio vectorial. En efecto, aplican-
do el criterio anterior, tenemos:

v,v'EN^^h(v)^-h(v') = m'--:.fa(v-v') ^o"-^^-v-dEN.

v E N r-^ h(v) ^^- a^' ^->> ah(v) ^- h(av) - 4' > av E N.

Análogamente a las anteriores estructuras se dirá : h: V-^ V'
isomorfismo cuando N-; c E V; .

Cuando dos estructuras algebraicas son isomorfas, son matemá-
ticamente equivalentes, pudiéndose estudiar las propiedades que se
deducen de las operaciones que definen la estructura indistintamen-
te en cualquiera de las dos estructuras. En general, se elegirá la más
cómoda.

En el caso del espacio vectorial V, formado por los vectores libres
del plano, si elegimos en el mismo un par de ejes con sus respectivas
unidades y hacemos corresponder a cáda vector el par de números
que son sus componentes, obtenemos un isomorfismo entre el espa-
cio vectorial V y el espacio vectorial de pares de números a que an-
tes nos hemos referido.

u

Este segundo espacio es, en general, más cómodo para operar
que el V.

Por otra parte, también existe un isomorfismo entre el espacio
vectorial de los complejos C y el de los pares dc números reales, de-
finido por la correspondencia:

a ^,- bi -^ ( a, b).
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Pues si

se sigue :

ya qu^

c -^ di --^ (c, dl,
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(u f ^ ói) -i (c ^- di) -^ (a, b) + (c, d),

(a -}^ c) -i^^ (b ^- d)i -^ (a + c, b + d);

(a ^- bi}c =^ (ac -}- bci) -^ (a, b)e -= (ac, bc),

resultando como consecuencia de lo anterior que son isomorfos los
espacios vectoriales V y C. Esto nos permite representar los números
complejos mediante vectores en la forma acostumbrada en los tra-
tados elementales de Matemáticas.

Por eso, en la representación gráfica, a la suma de complejos co-
rresponde la suma de vectores, e igualmente al producto de un nú-
mero real por un complejo corresponde el producto de dicho número
real por el vector correspondiente. Pero lo que no puede decirse es
que al producto de complejos corresponda el producto de vectores,
pues no olvidemos qu° el isomorfismo establecido entre ambos con-
juntos no afecta a la operación interna del producto qu° no se con-
sidera en la estructura de espacio vectorial. En consecuencia, sola-
ment^ se podrá hablar del vector que corresponde al complejo pro-
ducto, pero no del vector producto.

Conviene insistir en la incorrección de algunos textos, que al tra-
tar de este tema hablan del producto y coci^nte de vectores, cuanda
en realidad se están refiriendo al producto y cociente de comple-
jos. Los complejos sólo se "parecen" a los vectores, o, dicho con pre-
cisión, sólo son isomorfos a los vectores, en cuanta haga referencia
a su suma ,y al producto por números reales. La otra operación in-
terna de producto entre complejos no tiene correspondencia con una
operación análoga entre vectores, va que en los espacios vectoriales
no se áefine esta operación.

Hemos visto que el conjunto de números complejos C tiene dos
operaciones internas, respecto las cuales es cuerpo, y una externa,
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siendo el dominio de operadores un cuerpo R. Ad emás, C es un espa-
cio vectorial respecto de la operación externa y la suma. Pues toda
conjunto que como el C cumple estas condícíones se llama un C^l-
qebra.

Otro ejemplo notable es el conjunto de matrices cuadradas de
un orden dado.

18. BASE Y DTMENSION

Dad.o un espacio vectorial V se dice que tm conjtmto v„ ..., v„ E V
es un sistema de yeneradores de V cuando dado cualquier w t V exis-
ten elementos a„ ..., a„ E K tales que a,v, {... '; a„v„ = w. Por ejem-
plo, en el plano vectorial forma sistema de generadores el conjtmto
de dos vectores en distinta dirección.

Los elementos v;, ..., v,^ E V son lineal^taente dependientes cuando
existen elementos a,, ..., a„ E K, no todos nulos, tales que

a,v, j_ ... -'; a„v^^ - o.

Por ejemplo, en el plano los tres vectores v„ v„ v, del dibujo cumplen:

a,v, ^ a,v^ - 1 • v^, = ct.

v, a,

Un conjunto v,, ..., v» E V son linealmente índependientes cuan-
do no son dependientes, es decir, cuando siempre que se verifique

a,v, F ...... -^ a,w,^

sean forzosamente:

a,

Por ejemplo, en el plano los dos vectores v„ v^, de distinta dírec-
ción, son linealmente independientes. En efec.to, sea

a,v, -^I^ a.,v,
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Si establecemos un isomorfismo entre V y los pares de compo-
nentes respecto a v„ v„ vemos que:

v, > (1, 0).
v^,-^ (0, 1).

Por tanto,

y p^r ser

u,v,

a,v, ^ a, (1, 0) ^ (a,, 0).
a.,v,--^ a„(0, 1) ^-^ (0, a,).

a^,v^--> (a^, ^) ^^ (0, a^,) ^_ (a,, u_^);

a,v, -^ ^ u,v,, Q^-^ (0, 0)
--; (u„ a.,) .^.- ^0, 0) -Y a, a,. - 0.

B^zse dc^ un espacio vectorial V es un conjunto de vectores de
V, v„ ..., v^^ que sean linealmente ind°pendientes y a la vez sistema
de gc:neradores de V.

Por ejemplo, en el plano un par de vectores de distinta dirección.
Daremos un teorema sin demostracián : Tadas las bases de un

espacio vectarial V tienen el misnao número de elementos. Dicho nú-
rnero se llama dimensión de V.

Sea el espacia vectorial de tres dimensiones: Si ;v,, v,, v;; es una
base del mismo y elegimos ; v„ v„ , lo que éstos engendran mediante
combinaciones lineales es un plano vectorial o espaeio vectorial de
dimentiión 2. Igualm.ente el v, engendra una recta vectorial o es-
pacio de dimensión 1. Representando por (v,, ..., v,^) el espacio vec-
torial engendrado por los vectores v,, ..., v,,, tenemos en el caso an-
terior la siguiente escala de contenidos:

(vJ ^(v^, v.,) c(v^, v_^, v:^).

Si definimos la unión e intersección entre variedades lineales,
como ya se hizo al hablar de los retículos, es decir, la unión de dos
variedades lineales es el conjunto de todas las rectas definidas por
cada dos puntos, uno de cada variedad, y la intersección de dos va-
riedades, es el conjunto de puntos que pertenecen a ambas, se ve
que el conjunto de variedades lineales de un espacio vectorial es un
retículo, llamado de las variedades lineales del espacio.

Notemo^ que la unión U e intersección fl entre variedades equi-
valen a las dos operacíones fundampntales de la Geometría proyec-
tiva, proyectar y cortar. Luego la Geometría proyectiva puede con-
siderarse como el estudio del retículo de las variedades lineales del
espacio.

Los espacios vectoriales pueden considerarse los espacios básicos,



1420 JCSF: JAVIER ETAYO
__

sobre los que construir después el estudio de los espacios afines, pro-
yectivos, métricos...

Cuando en un espacio se introduce la noción de distancia se conviert^ en un
espacio métrico.

En un espacio vectorial u originado a^ partir de él, este conc,epto puede ser

introducido mediante el producto escalar de vectores. Dados los puntos A, B del
espacio, ltamando v et vector de origen A L• extremo B se define :

dist. ^A, B^ = j/v ^ v.

EsLa es la liamada métrica euclídea, que transforma el espacio en un espacio

euclídeo.

EJERCICIOS

1. Estudiar el anillo de restos Z/l61 indicando si tiene o no divísores
de cero, unídades y elementos asociadas.

2. Idem id. con el anillo Z/^5^. Compárese con el anterior.

3. Demostrar que las unidades de un anillo forman grupo a.beliano
multiplícativo.

4. Demostrar que si dos elementos de un anillo verifican:

a!b Y bla,
a y b son asociados.

5. Demostrar que en el anillo de los enteros las expresiones

naa + ^ab,

^donde a, b son fijos y na, ^^ variables, forman un ideal.

6. Dados a y b E Z y un número d tal que:

d ^ .a + 1>b,

y tal que u^cl) 5ea mínimo, demostrar que d divide simultáneamente a
-ayai^.

Su,qere^acia.--Si no i'uese d{ a se tendría:

a = clc -}- r, ,q(r) < qld>,

y como
r- a-- dc = a^ 1- ^c^ -^- I^cb,

resultará que por ser r cambinación lineal de a,y b y ser g(c11 mínimo para

estas combinaciones,
g^d1 --. glr^,

^en contradicción con lo anterior. Luego

r=0-,.a=dc.
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7. Demostrar, basándose en el resultado anterior y en forma distinta
a ccmo se ha hecho en la teoría, que d así construído es el máxfmo común
divisor de a y b.

8. Aplicando el algoritmo de Euclides, hallar la forma lineal ^ver pro-
blema 6) que nos da el m. c. d. de 120 y 32. Generalizar el resultado.

9. En el conjunto Z x Z definimos dos leyes internas: si

7 = !'a, b) Y =' _ (a', b')
x+z'= (a+a', b+b')

__' = laa' - - bb', ab' + ba'),

y llamamos «norma» de =:

Demostrar que
N(=)=d'+b'.

N(^^') = N(x) ^ N(=).

10. En el anillo de polinomios R[XJ, demostrar que el núcleo del ho-
momorfismo P(X) --> P(=) es un ideal.

11. ^Cuál es el núcleo del homomorfismo definido por la aplicación
«derivada» sobre el grupo aditivo de los polinomios en una in3etermi-
nada X?

12. ^Cuál es el núcleo del homomorfísmo P(x) -^ P(=)? Dar una inter-
pretación gráfica para P(x) de primero y segundo grados.

13. Consideremos los pares de números racionales ordenados (a, b) que
representaremos por ^_(a, b), con las siguientes leyes:

^+a=(a+a',b+b')
«x' _ (aa' + 2bb', ab' + ba').

Demostrar que forman cuerpo.

14. Demostrar que el conjunto de los complejos cuyo mod. - 1 forman
grupo multiplicativo.

15. Demostrar, observando que z-^ z es un automorfismo, que las raices
complejas de una ecuación polinómica con coeficientes reales, aparecen a
pares, es decir, cada una con su conjugada.

lE. Demostrar que el conjunto de todas las funciones ; f( x) ^ definidas
en un punto x= a forman un espacio vectorial sobre el cuerpo de los nú-
meros reales.

17. Las funciones derivables en x- a constítuyen un subespacio vec-
tarial del anterior.

18. Un homomorfismo entre dos espacios vectoriales se llama también
un operador ltineal. Demostrar que la operación derivada es un operador
lineal definido en el espacio vectorial del ejercício 17.

^a
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IV. NOCIONES DE TOPOLOGIA

1. INTRODUCCION

La idea directriz que presidió la génesis de los espacios topológi-
cos fué la de encontrar un espacio, generalización natural de todos
los espacios conacidos o imaginables. Para ello era preciso ante todo
díscríminar cuáles eran las nociones básicas que convienen a todo
espacio. Y se llegó a precisar que la idea fundamental subyacente
en la de espacio, de cualquier tipo que éste fuese, era la de proximi-
dad. Es, en efecto, necesario que en todo espacio podamos saber de-
cir cuándo un elemento del espaeio (punto) está próximo a otro. En-
tonces la Topología trata fundamentalmente de precisar y formali-
zar la idea de proximidad.

Según esto, un espacio topológico será un conjunto de entes entre
los cuales se puede definir la idea de proximidad.

Esta idea de proximidad se ha supeditado en los espacios ordina-
rios (espacio euclídeo, espacio físico...) a la de métrica, o sea, a la
de medida de una distancia, a la idea de distancia. 'Por ejemplo, de-
finir el límite de una sucesión de puntos en la recta real, es decir,
de puntos que se "aproximan" a otro, es dar una noción de dlstan-
cia entre los elementos de la sucesión l; y el límite l y asegurar que
dicha distancia se hace cada vez menor y tiende hacia cero.

Utilizamos, según esto, la noción de límite en el conjunto de los
números reales. Algunas propiedades, en cambio, son independientes
de los números reales y, por otra parte, la misma idea intuitiva de
proximidad parece encerrar ya una noción más general que la mera
noción de distancia. Esto impone, pues, que consideremos el concep-
to de proximidad desde un punto de vista más amplio y general.

Para ello vamos a pasar revista a los conceptos elementales de
tapología. Los ejemplos ilustrativos los tomaremos de un tipo muy
sencillo de espacio: la recta real.

2.. INTERVALOS Y ABIERTOS

Dados en una recta dos puntos, a, b, llamamos intervalo al con-
junto de puntos que pertenecen al segmento ab, excluídos los ex-
tremos :

(a, b)={x^a<.^<b,.

Se consíderan también como intervalos los de los tipos siguientes ;

(- ^^^, a) ^= ( x f x < a^ # ,
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conjunto de puntos situados a la izquierda de a;

(a,a:)=^x^a<x^,

conjunto de puntos a la derecha de a.
Entre estos intervalos se definen las operaciones:
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Unión de intervalos o conjunto de puntos que pertenecen a uno
u otro de los mismos.

Intersección de intervalos o conjunto de puntos que pertenecen
a ambos a la vez.

La posibilidad que hay de formar conjuntos más amplios de in-
tervalos y de uniones de intervalos nos lleva a introducir el c.oncepto^
de abierto.

Abierto es el conjunto formado por la unión de un número cual-
quiera, finito o infinito, de intervalos.

Los abiertos tienen las siguientes propiedades:

1.°` La unión de un número finito o infinito de abiertos es un
abierto.

2." La intersección de un número finito de abiertos es un abierto.

La razón de que sea nítmero finito es que d^e lo contrario podría la intzrsección
no ser un abierto. Por ejemplo, en la recta real el conjunto de intervalos ^-1, i),
í-^^z, i^z), .. , (-1/n, 1/^i), ..., tiene como intersección, cuando n tiende a infinito,
el punto 0, que evidentemente no es un abierto.

3.° La recta real R es un abierto, pues siempre podemos hallar
una unión de abiertos que nos da R; por ejemplo: (- ^^, b) (a, ^^ )
para a< b. El conjunto vacío también se considera abierto, pues po-
demos definirlo como intersección de dos intervalos disjuntos.

Pues bien, si en un conjunto cualquiera se han elegido unos sub-
conjuntos que gocen de estas propiedades de los abiertos, se dice que
en ese conjunto se ha introducido una topología, o bien que el con-
junto es un espacio topológico.

La topología que hemos introducido en la recta por medio de los
intervalos se llama topología ordinaria de la recta.

3. ESPACIO TOPOLOGICO

En general, pues, dado i^m conjunto E y el retículo de las partes o
subconjuntos de F.', ^^, (F,), si en ese retículo se ha elcgido un cierto
número de partes, ^ i, t^:^]e, qile verifiquen las propicdad^s de lo:,
abiertos: -
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1.^ U A, E^^1, para cualesquiera A; E^-[, siendo i de un dominio de
índices finito o infinito.

2.^ ^ An E s1, para A„ E.^ 1, n, número finito.

3.a nE, í^ E ''t .

Se dice que E es un espacio topolGgico respecto de la topología in-
troducida por los elementos de ^l, que son los abiertos de este espacio
topolégico.

La ^ol,^^obía introducida en un conjunto E cuand.o ^^ -_ ^^' (E), es
C^^^:,, cuando elegimos como abiertos todos los subconjuntos, es la
topología más sencilla y la que más abiertos tiene ; se llama topolo-
gía ctiscreta. La topología que posee menos abiertos es la definida en
el conjunto E, tomando exclusivamente como abiertos E y^ y se co-
noce con el nombre de topología grosera. Una topología es tanto más
fina cuantos más abiertos tiene.

Definir una topología en un conjunto no es, pues, otra cosa que
hacer una elección de partes de ese conjunto que cumplan las tres
propiedades anteríores. Para cada elección tendremos, por lo tanto,
una topología distinta. Un mismo conjunto puede ser, pues, estructu-
rado de modo que se convierta en distintos espacios topológicos, se-
gún las topologías definidas en él.

Dado un espacio topológico, llamamos cerrado al complementario
de un abierto respecto del espacio total. Si A c E, se llama comple-
mentario de A en E al conjunto de puntos de E que no pertenecen a A:

A'= ^xEE I x^A^.

Entre las partes A, B de un conjunto E y sus respectivos comple-
mentos A', B' se cumplen las siguientes propiedades:

(AUB)'=A'f1B' E'=Q)

(A(1 B)'=A' UB' Qj'=E.

Entonces las propiedades de los abiertos se traducen dualmente
en propiedades de los cerrados en la forma siguiente:

1.'^ La intersección de un número finito o infinito de cerrados es
un cerrado.

2. ^ La unión de un número finito de cerrados es cerrado.

3." Qj y E son cerrados.
En la recta un intervalo cerrado es el segmento cerrado [a, b ^, in-

cluídos sus extremos:

[a,b]=ix^a^x^b=.
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En este caso se verifica que [a, b] es el complementario de la
uníón de los dos abiertos (- ^x;, a) y(b, ^).

Adviértase que puede haber subconjuntos que no sean ni abier-
tos ni cerrados, lo cual quiere decir que ambos conceptos no son
excluyentes ni clasifican tampoco los subconjuntos de un espacio
topológico. El segmento abierto (a, b) más el extremo a, cor.junto
que se denota [a, b), no es, por ejemplo, ni abierto ni cerrado. En
cambio, E y q^ son a la vez abiertos y cerrados.

Si en un conjunto se ha introducido una topologí:a, y es, por
tanto, ya un espacio topológico, llamaremos, por extensión, punto
d.e dicho espacio a cada elemento del conjunto.

Sea ^ un punto del espacio topológico E. Se llama entornn de a; y
se representa por U(x), a todo conjunto de puntos del espacio que
contiene a un abierto, al cual pertenece x.

En la topología de la recta cualquier punto de un abierto posee
como entorno el m.ismo abierto, ya que, en particular, si ^ E A, po-
demos tomar U(^) = A, y se verifica lo antedicho. No ocurre lo mis-
mo con los cerrados, puesto que un segmento cerrado [a, b] no pue-
de ser entorno de ninguno de sus extremos.

Las nociones d.e abiertos y entornos son, pues, reducibles la una
a la otra, de tal modo que, dados los abiertos, se pueden definir los
entornos, y viceversa. Y puede d.efinirse la topología med.iante los
entornos.

La idea de proximidad se puede ahora establecer basánd^nos en
el concepto d.e entorno, diciendo que un punto es próximo a otro
cuando pertenece a un entorna de éste. Reducimos así la noción de
proximid.ad a un concepto topológico en lugar de un concepto métri-
co. Tendremos que ver que ese concepto es más general o equivalen-
temente que la métrica del espacio nos produce una topolohía de tal
modo que lo que eran puntos próximos, según la métrica, sig.^,n sién-
dolo según la topología.

4. TuPOLOGIA SUBORDINADA POR UNA METRICA

La gqneralización de que hablábamos estará vista en cuanto com-
probemos que una de las topologías que se pueden defínir soLre un
espacio métrico es la subordinada por la métrica.

Para ello vamos a introducír una métrica en el conjunto E me-
diante la aplicación

E X E ---^ R'
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(R+, conjunto de números reales pasitivos más el cero), que llama-
mos distancia, y que goza de las tres propiedades:

dist. ( a, b) = 0^ a= b.
dist. ( a b) = dist. ( b, a) (propiedad simétrica).
dist. (a, b) -f- dist. ( b. c) ^ dist. ( a, c) (propiedad triangular).

Lo que equivale a decir que esta distancia posee las propiedades
de la distancia que el producto escalar introduce en un espacia vec-
torial y, por lo tanto, es una generalización de la distancia euclídea.
Entonces, todo conjunto dotado de esta noción de distancia diremos
que es un espacío métrico.

Veamos cómo en un espacio en el que se ha definido esta métri-
ca se puede introducir una topología.

En efecto, llamamos intervalo de centro a y radio r al conjunto
^de puntas x E E, tales que dist. (a, x) < r. En el plano sería un círculo
abierto ( excluídos los puntos de su circunferencia) de centro a y ra-
dio r; en el espacio una esfera abierta y en la recta un segmento
abierto.

Entonces, llamando abierto a la unión de un número finito o in-
finito de intervalos, queda introducida una topología. En ella, un
entorno de u.n punto de E es, como siempre, un conjunto de puntos
de E que contenga un abierto al que pertenezca el punto.

De modo que todo espacio métrico es un espacio topológico, y a la
topología inducida en ese espacio por su métrica se le llama la topo-
logía natural de un espacio métrico.

Vista así la posibilidad de generalizar ideas proporcionadas por
una métrica a ideas topológicas, vamos a precisar, como ejemplo, el
^concepto topológico de límite. En la recta real llamábamos límíte l de
una sucesión l;, o bien decimos que l; converge a l si, dado un nú-
mero cualquiera, ^> 0, se puede encontrar un n„ E N, tal que para
todo n > n„ sea ^ l- l„ ^ < E.

Esto lo expresaremos topológicamente definiendo un intervalo de
centro l y radio ^ , que es, desde luego, un entorno de l. La idea de
límite va a consistir ahora en imponer que todos los puntos de la
sucesión l;, a partir de uno de ellos, el siguiente a 1,,,,, están dentro de
d.icho entorno. Es decir, la sucesión de puntos l; converge hacia l
cuand.o, dado un entorno de l con radio f cualquiera, todos los pun-
tos de la sucesión, salvo un número finito, pertenecen a ese entorno.

La generalización a un espacio topológico cualquiera es ya in-
mediata; diremos que una sucesión de elementos de un espacio to-
pológico tiene por límite un punto de él cuando, para cualquier en-
torno de este punto, todos los términos de la sucesión, salvo a lo más
un número finito, nertenecen al entorno.
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Resulta, pues, que la estructura métrica es más útil que necesaria
en el planteamiento de todas las cuestiones de proximidad.

En una topología general, definida en un espacio, puede ocurrir
que una sucesión tenga más de un límite, y aun infinitos. Por ejem-
plo, en la topología grosera de la recta el único entorno posibl•^ para
cualquier punto de la recta es toda la recta; entonces, dada una
sucesión de puntos en ella, cualquier punto de la recta es limite de
esa sucesión, de acuerdo con la definición de límite. Esto hace que
sea interesante considerar un tipo especial de espacios topológicos
en los que el límite sea único.

Diremos que un espacio topológico es separado o de HAUSDORFF
cu.and.o, dados en él dos puntos distintos cualesquiera, x, ^, se pue-
d.en encontrar para ambos sendos entornos U(x) y U(y) que sean
disjuntos:

U(x) fl U(y) _ ^.

En un espacio topológico separado toda sucesión convergente tie-
ne límite único. Se puede ver con facilidad que la condición de sepa-
ración es equivalente a la imposición de que el límite sea único.

5. HOMEOMORFISMOS

La idea fundan?ental de la topología es la de contin2^idad. Una
a,plicación

f
E -^ E',

en la que
Í

a^a'-f(a)EE';

d.irem.os, de una manera todavía un poco vaga, que es continua en a
cuando los puntos próximos al a se transforman mediante j en puntos
próximos al a'. Pero la topología llama punto próximo a a a todo punto
perteneciente a un entorno de a. Podemos entonces precisar más
dir.iendo que f es continua en a si todo punto x E U(a) se transforma
en un x' = f(x) E U(a').

Dando un paso más, equivale esto a decir que para cada entor-
no U[ j(a)] de f(a) podemos encontrar un entorno U(a) de a tal que

1LU(a)] ^ U[f(a)]^

o sea, que f es continua en a si, dado un entorno de f(a) se puede en-
contrar un entorno de a tal que todos sus puntos se transfoz•man
m.ediante j en los d.el entorno dado de f(a).
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Si partícularizamos esta definición al caso de un espacio métrico
nos encontramos con la definición clásica de continuidad. En él, los
entornos U[j(a)] y U(a) serán, respectivamente, intervalos de cen-
tros j(a) y a, y radios ^ y ;, por ejempla Es decir:

U[f(a)] _ ^x,
U(a) _ ^x

díst. [x', f(a}] C L ŝ .

dist. (x, a) < ; ¢.

Entonces, la traduccíón líteral sería:
Dado un entorno de f(a) (es decir, dado un número E>0), pode-

mos encontrar un entorno de a(podemos encontrar un número r, ),
tal que para todo punto perteneciente a este entorno (para todo x,
tal que ^x-a ^<r) se verifique que ^(x) pertenece al de j(a) (se
verifique que i, f (x) - f(a) ^ < E). Esta es, precisamente, la definición
usual.

La aplicación será continua en un intervalo cuando lo sea en cada
uno de sus puntos.

Si esta aplicación es además biunívoca y bicontinua en el int,.r-
valo, llamando bicontinua a toda aplicación continua f cuya ínver-
sa f-' sea también continua, se dice que se trata de un homeomor^is-
mo o transjormación to^ológica.

Mediante un homeomorfismo, todos los puntos próximos de E se
transforman en puntos próximos de E' y, recíprocamente, puntos pró-
xim.os de E' tienen por originales puntos próximos de E.

Intuitivamente, en el caso de la fimción representada en el dibu-
jo, es como si la transformación de MN en M'N' fuese una deforma-
ción elástica, de modo que adaptásemos el prímer segmento al se-
gundo "estirándolo".

M N

Esta es la idea gráfica mediante la cual podríamos describir un
homeomorfismo: si suponemos que una figura, una superficie, por
ejem.plo, es deformable, y pasamos de la superficie dada a una de-
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formación suya estirándola o contrayéndola, como si fuera de goma,
pero sin rasgar la superficie original, la superficie obtenida es ho-
meomorfa con la dada.

Todas las figuras que se pueden transformar entre sí mediante
hom.eomorfismos son topológicamente equivalentes. Es d.ecir, las pro-
pied.ades topológicas se conservan en el homeomorfismo. Los ho-
m.eomorfismos vienen a ser los "isomorfismos" de la estructura to-
pológica; es decir, dos figuras hom.eomorfas se consideran una mis-
ma cosa desde el punto de vista de la topología.

Son, por ejemplo, topológicamente iguales el toro y una esfera con
un asa, pues hay un conjunto de deform.aciones homeomórfic^,s que
nos convierten la l^rimera superficie en la segunda. No son, en cam-
bio, topológicamente equivalentes una superficie esférica y un toro
o cualquiera de ellas y un plano; una superficie esférica es topológi-
camente distinta de ella misma si le hacemos un aáujero.

Cursillo áe Matemáticas en Valencia

Ot^cnxxznno por el Seminario de Orientación Didáctica de la Inspeccián
de Enseñanza Media del Estado de Valencia, se celebró del 15 al 36 de

abril, en los locales del Instítuto «Luis Vives» de dicha ciudad, un cursillo
de Profesores de Matemáticas d.e Bachillerato, que tuvo una asistencia muy
numerosa.

Estuvo dirigido por los Profesores^. don José Ramón Pascual Ibarra, ca-
tedr:itico del Instituto «Cervantes» de Madrid e Inspector excedente, y don
José García García, catedrático del Instituto «Luis Vives», que fueron pre-
sentados a los asistentes por el Inspector Jefe del distrito d.on José Pisa
Leza.

Se trabajó, por la mañana, en dos sesiones de 10 a 13,30, sobre temas
de fundamentación de la Matemática Moderna, y por la tarde, en dos
clases prbcticas de 4 a 7, sohre Didáctica de la Matemática de Grado Ele-
mental, alguna de ellas con alumnos de los primeros cursos del Bachi-
llerato

EI cursillo resultó muy interesante ,y en la sesión de clausura se mani-
festó la conveniencia de aue todos los afios se celebren reuniones de
e^te tipo.

El Centro de Orientación Didáctica entregó a los cursillistas un certi-
ficado de asístencia.


