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PRESENTACION

El C. O. D. y la Inspeccion de la Iglesia de Zaragoza organizaron con--
juntamente en esta ciudad, durante los dias 15 de julio a 3 de agosto, ambos
inclusive, un Curso de Formacién del Profesorado de Ensefianza Media, con
lecciones de Ciencias, Letras y Formacion religiosa. Entre las primeras, y
con el pensamiento de que las modernas estructuras matemdticas puedan
pronto encontrar acomodo en los programas del Bachillerato, o, en cual-
quier caso, de la conveniencia de que los profesores de malemadticas de este
grado estén formados en las nuevas corrientes, incluyeron un programa
de 16 conferencias de cuya confeccién y desarrollo hicieron al autor de
estas lineas el honor de encargarse.

Este programa, seguido con alentadora dedicacion por unos 200 religiosos
y religiosas, es el que se ha recogido en este librito, con la prelension de
servir de guia y recordatorio a cuantos asistieron, y que repetidamente nos
lo han solicitado, o de suplir, en los que no pudieron acudir y deseen ini-
ciarse en estas materias, la ensefianza auditiva.

Dicho queda, por tanto, que lo que aqui se recoge es, casi literalmente,
la exposicion hecha en el curso. No debe pensarse, pues, que su redacciom
es la de un libro pensado y elaborado, sino la transcripcién de esas leccio-
nes que, si también hemos procurado que sean pensadas y elaboradas, lo
son como tales lecciones, no como se elaboraria un libro. Por ello, puede
en ciertns ocasiones resultar prolija la explicacion o reitzrativa en algunos
puntos. Precisamente hemos huido adrede de la concisién de un texto, para
quedarnos con la explanacion de este texto.

Queremos, pues, que quede explicito que no se trata de un libro de algebra
moderna o de unas nociones de topologia, de los cuales abundan los real-
mente excelentes, sino de la eleccion de algunos temas concretos, que for-
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men un conjunto coherente, y de la exrposicion y facilitacién de esos le-
mas a los ain no iniciados en ellos. Era nuestra ambicién que, después de
haber seguido el curso, pudieran los interesados estudiar por su cuenia
algunos de los numerosos textos a su disposicion, una vez familiarizados
con ese modo de pensar y de vencer la innegable aridez que hace a veces
insalvables los primeros obstdculos.

Se observard por ello que hemos huido de un desarrollo sistemdtico y
exhaustivo de materias. Hemos preferido, ante todo, erponer conceplos,
habituar a los oyentes a las nociones fundamentales, repitiéndolas en cuan-
tas ocasiones hubiera lugar, hasta que fueran bien asimiladas. Prescin-
dimos, pues, de demostraciones engorrosas que puedan hacer perder el
hilo de la idea; las hemos dejado sin demostirar, advirtiéndolo previa-
mente. Pero si una demostracion tenia la doble virtud de ser sencilla y de
servir de modelo de unas técnicas imposibles de desconocer vara el ini-
ciado, no s86lo la incluiamos sino que la repetiamos en ocasiones agndlogas.
No se trata, como se ve, de un curso orgdnico con teoremas rigidamente
encadenados, sino de hacer esto compatible, en lo posible, con un cursillo
de dieciséis dias para quienes desean conocer una primera introduccién a
los problemas de la matemdtica moderna.

No se olvide tampoco, sobre todo, que los asistentes a él eran en su casi
totalidad Licenciados en alguna de las ramas de Ciencias, a los que se podia
hablar, por consiguiente, como a conocedores de una amplia zona de la ma~
temdtica cldsica. No puede extrafiar, pues, que supongamos desde un prin-
cipio conocidos los nimeros reales o los complejos, por ejemplo, en algunos
ejemplos o0 ejercicios, aunque después construyamos esos cuerpos en otro
capitulo posterior de las lecciones. Ha sido justamente preocupacién a lo
largo de ellas utilizar para cada concepto los ejemplos ilustrativos mds sen~
cillos y conocidos de todos para hacer mds facilmente asimilable la abstrac-
cién del mismo concepto.

Mds aun: debe lenerse en cuenta que, al mismo tiempo que nuestras
lecciones, se desarrollaron por los Profesores Rodriguez Vidal y Abellanas
otras dedicadas a la Matemdtica del Preuniversitario, lo aue hizo que, ar-
monizando ambos cursos, hayamos dado por sabidas algunas cuestiones qite,
como las congruencias de numeros enteros o el concepto de vector libre y
sus coordenadas respecto de un sistema de referencia, les fueron expli-
cadas en ese olro curso.

En ocasiones hemos descendido a divagaciones, incluso de tipo historico,
al tratar de algunos problemas. Hemos pensado que siempre es ello conve-
niente para cenirar las cuestiones y, sobre todo, para hacer ver la evolucién
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que a lo largo del tiempo sufren algunos conceplos matemdticos, lo cual
puede situar en su verdadera perspectiva el hecho de que hoy se iniente
estudiar segun las lineas de la matemdtica actual, observando cémo cada
época ha tenido su matemdtica moderna que ha consistido siempre en sis-
tematizar y poner de manifiesto las ideas implicitas en las épocas pre-
cedentes.

Por otra parte, esta evoluciéon del pensamiento, aun del especificamente
matematico, entra dentro de un acervo cultural util, ¥y a veces imprescin-
dible, para quienes desemperian la misién de formar a nuestros jovenes
Por ello hemos insistido también a veces en denunciar algunos errores que
se deslizan frecuentemente en los textos., Singularmente, uno que queremos
una vez mas recalcar: la confusion entre numeros complejos y vectores.
Los primeros forman un dlgebra y los vectores un espacio vectorial; soélo
lo que de espacio vectorial tiene el dlgebra de los complejos es trasladable
a los vectores. Resulta entonces incorrecto hablar de producto y cociente
de vectores cuando se quiere referir a las mismas operaciones entrz nime-
ros complejos. S6lo la suma de complejos y su producto por numeros reales
son traducibles en términos de vectores.

Nos excusamos, finalmente, de que dieciséis horas no den mas de si.
Por esa causa, las lecciones de topologia nos han quedado reducidas al
minimo. Ni aun hemos podido llegar a los conceptos de compacidad y con-
tinuidad uniforme incluidos en nuestro programa. Pero, por otra parte,
fué muy denso el cumulo de nociones que los oyentes hubieron de asimilar
casi a presion para que lamentemos esta mutilacion. Y tampoco hemos
querido incluir nuevas cosas en esta exposicion escrita, pues aueremos que
sea un fiel trasunto de lo que en el curso se traté.

Los ejercicios del final de cada capitulo recogen algunos de los que se
propusieron en las clases prdcticas que se celebraron durante los mismos
dias. Estan espigados de entre libros que tratan de estos temas o sugeri-
dos por las lecciones teoricas. No tienen mds finalidad gue la de servir
de complemento al habituar y hacer mds inteligibles las ideas cxrpuestas
en esas lineas.

Han colaborado en estas clases prdcticas y, sobre lodo, de un modo
esencial en la toma y redaccién de estas notas, hasta el punto de que sin
su ayuda no habrian podido ver la luz, los Hnos. Adolfo de Perinat, F. S. C.,
y José Garay, H. M, Nuestra gratitud por ello.

Colmaria nuestra satisfaccién saber que esta modesta aportacion pudie-
ra servir, como pretendimos con las lecciones originales, para hacer tomar
gusto por esta concepcion de la matemdtica a los no conocedores de ella, y
que no desmereciera del indudable éxito global del cursillo.

Zaragoza, agosto de 1963,
J. J. ETAYO
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1. NOCIONES SOBRE CONJUNTOS

1. DEFINICIONES

La idea de conjunto es primitiva. Puede ser definido como reuniéon
de elementos. El hecho de que un elemento a pertenece a un con-
junto 4 se expresa por a € A y se lee “a pertenece a A”. Cuando ¢ no
pertenezca a A escribiremos a ¢ A.

Un conjunto puede describirse por extensién y por comprension.

a) Por extension, enumerando cada elemento. Por ejemplo, el
conjunto de alumnos de una clase mediante la relacion de sus nom-
bres. Para la definicién por extensién empleamos la notacion

encerrando entre llaves todos los elementos del conjunto C.
No sirve, entre otros casos, la definicién por extensién, cuando el
conjunto tiene infinitos elementos.

b) Por comprension, expresando una propiedad que verifican to-
dos los elementos del conjunto y solo ellos. Por ejemplo, si C es el
conjunto de puntos de la circunferencia de centro O y radio r, lo de-
finiremos como el conjunto de puntos que tienen la propiedad de
estar a una distancia r de O, y escribiremos;

C = {P|dist. OP =r|.

Expresaremos a veces el hecho de que el conjunto C esta definido
por la propiedad p mediante la notacién C{p).

2. INCLUSION DE CONJUNTOS

Diremos que un conjunto C esta contenido en otro C’ cuando todo
elemento de de C pertenece a C’; si a € C, también a € C’. Se dice de
C que es un subconjunto de C".

Es inmediato ver que la inclusién goza de las siguientes propie-
dades:

1 Reflexiva: C cC.
2 Transitiva: Si CcC’ y ¢’ cC”, entonces C < C”.

3.° Antisimétrica: 8i C=C’' y ¢’ cC, todo elemento de C perte-
nece a ¢, y todo elemento de C’ pertenece a C. Luego ambos conjun-
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tos constan de los mismos elementos y son, por tanto, el mismo con-
junto o conjuntos iguales. Escribiremos, pues:

SiCcC’y C’c(, se verifica C = C".

3. IMPLICACION

Veamos c6mo la relacién de inclusién entre C y C’ se traduce en-
tre las propiedades p y p’, que definen a ambos.

Que C c C’ quiere decir que si a € C, también a € C’, esto es: si
a tiene la propiedad p, tiene también la p’; o todavia, la propiedad
p implica la propiedad p’. Lo escribiremos:

p=p.
Entonces p es una condicion suficiente para que se verifique la
propiedad p’ y, a su vez, p’ es condicion necesaria de p.
Ejemplo:
Sean C = {multiplos de 4 (p)} y C' = {pares (p’)!}.

Por ser C < ¢’ deducimos que una condicién suficiente para que
un numero sea par es que sea multiplo de 4. Y una condicién ne-
cesaria para que un numero sea multiplo de 4 es que sea par.
CcC p=>7

luego
¢eC p=0p
y lo expresaremos:

SicC=C

pep.
Es decir: se verifica p si y sélo si se verifica p’. Entonces p y p’ se
dicen equivalentes.

Ejemplo:
Si ¢ = {multiplos de 5 (p)}| ¥y
¢” = {numeros terminados en 0 o en 5 (p’)}.

Por ser C = C’ deducimos que Ila condicién necesaria y suficiente
para que un numero sea multiplo de 5 es que termine en cero o 5.

4. LUGARES GEOMETRICOS
Si se trata de conjuntos de puntos de un espacio, se llama lugar

geométrico al conjunto de puntos que verifican una propiedad y so-
lamente la verifican ellos.
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Ejemplo: Sea, por una parte, el conjunto de puntos de la recta AB,
que une los puntos de interseccion de dos circunferencias, O y 0, y
por otra tratamos de hallar el lugar geométrico de todos los puntos
que tienen igual potencia respecto de las dos circunferencias, O y O’.
Definimos asi los dos conjuntos:

A

C =P | P€4B (p)]
C’ = (P’ | Pot, P’ =Pot, P’ (p)}

para los que podemos demostrar geométricamente que

D =D ya que Ccr ;
P = p " CcC luego C=1C,

0 sea, la recta AB es el lugar geométrico de los puntos de igual po-
tencia respecto de O y de 0.

Esto nos hace ver que, en general, los problemas de lugares geo-
métricos se reducen a problemas de inclusion de conjuntos o, lo que
es equivalente, a establecer condiciones necesarias y suficientes.

5. PROPIEDADES DE LA IGUALDAD DE CONJUNTOS

Es inmediato demostrar, a partir de su definicién, que la igualdad
de conjuntos goza de las siguientes propiedades:

1> Reflexiva: C = C.

2> Reciproca o simétrica: C=C = ¢’ = C.

3 Transitiva: C=C"y ' =C" = C=(C",
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Si p, p’ y p” definen los conjuntos C, ¢’ y C”, lo anterior se tra-
duce en

1° pep.

2° pep =>p D

3 pep yp e =>pep”.

Estas propiedades, llamadas de la igualdad logica o de la equi-
valencia, son las que, como veremos, nos permitiran introducir una.
clasificacion en un conjunto, lo que equivale a ponerlo en condicio-
nes de ser estudiable. La ciencia opera siempre sobre clases de ele-

mentos equivalentes respecto de una cierta relacién de equivalencia,
nunca sobre los mismos elementos aislados.

6. PRODUCTO DE CONJUNTOS

Dados dos conjuntos, C = {a, b, ¢, ...} y C"=1t{a’, b, ¢, ...}, se
llama conjunto producto de ambos y se escribe C X C’ aquel cuyos
elementos son todos los pares ordenados que se forman tomando
como primera componente del par un elemento de C y como segun-
da componente uno de C’. Brevemente:

CXC=1{(a, a) (ab?), ... ;0 (b, a), (b b)) ... i
o0 bien
CXC =1 ¥ |zeC, yel|

A veces el conjunto producto puede tener una representacion gra-
fica. Veamos algunos ejemplos:

1. Los elementos de C y de C’ se pueden representar como pun-
tos de sendas rectas. Los de C X C’ son los nudos de la red de la
figura.

n

@.c) (b.c’) €c.¢")

lo.

(a.b) (b.b) (c.B)

S,

(a.a’) (b.a’) (c.a)

Ia]

[}:3
o]
18
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2° C=|z€R|1<r <2
C=1{ye€R|1<y<2}

Donde R es el conjunto de los numeros reales. C X C’ esta repre-
:sentado por los puntos del cuadrado rayado.

c'

L ¢

1 2

32 Si C=C"=R, CXC sera el plano real.

4° C es el conjunto de puntos de un plano:
C={(x,y) |z, y€R}.

C” son los puntos de una recta:
C’={z|z€ R}
C X C’ sera el espacio real de tres dimensiones:
iz, vy, 2) ,rER, VER, z€ R}.

Este ultimo ejemplo nos sugiere la posibilidad de construir un
conjunto producto de varios conjuntos: C, C’, C”, ..., multiplicando-
los sucesivamente de la siguiente forma:

CXCOXC"X...={(CXC)YxC"] x ...= {(a, ', a”,...) | a® € COY,

1o cual equivale a dotar a este producto de la propiedad asociativa:
(CXOCYXC"=CX(Crx C”).

7. FUNCION

El concepto de funcién es uno de los mas sencillos y repetidos en
nuestras actividades habituales. Si queremos, por poner un ejemplo
sencillo, numerar los elementos de un conjunto X de objetos cuales-
quiera, lo que hacemos al numerar es asignar a cada objeto un nu-
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mero: a uno de los objetos, el 1; a otro distinto, el 2, etc. Es decir,
formar parejas objeto-numero. Diremos que a cada objeto le corres-
ponde el numero que forma pareja con €l. Numerar, entonces, equi-
vale a asignar a cada objeto del conjunto X un elemento de un con-
junto de numeros Y = {1, 2, 3, ...}: el numero que forma pareja con
¢él. Esa asignacion de un numero a cada objeto podemos considerarla
como una funcion o correspondencia en la que a cada objeto le co-
rresponde el numero asignado a él por la operacién de contar.

Tenemos, pues, en esencia, dos tipos de operaciones para estable-
cer, en general, una correspondencia entre dos conjuntos X e Y: una
es la de formacion de parejas de elementos, una de cada conjunto,
y otra la de eleccién de algunas de estas parejas que serén las que
establezean la correspondencia. La primera operacién equivale a for-
mar el conjunto producto X X Y de ambos conjuntos y la segunda
sera la eleccion de un cierto subconjunto F de este conjunto pro-
ducto.

Reciprocamente, si
XXY={(x,y)|xecX, yeY] y FcXXY,

este subconjunto F nos permite dar una ley por la cual a cada r€ X
le hacemos corresponder los elementos y € Y tales que (x, ) € F. Esta
ley se llama correspondencia o funcion y, como vemos, viene defini-
da por un subconjunto F del conjunto producto X X Y.

Si, por ejemplo,

X=1{x, Ty Ty ...}, Y=Ay, ¥, ...1,
sera:
X XY = (X, ¥ (T4, Ys)y vee. y Ty Y1)y (T Yy oeen N |
Sea
F={(xy, y), (T, ¥, (T %), (T5, Y1
Diremos entonces que el subconjunto F establece una corresponden-

cia entre X e Y en la cual a x, corresponden y, e ¥,, a X, el ¥,y a I,
€l ¥, lo que podiamos expresar asi:

I — U
Ly —> Y,
T, > Y, L1]
x:( —> yi

En la representaciéon grafica, que corresponderia a la del ejem-
12
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plo 1. del producto de conjuntos, el subconjunto F esta representa-~
do por los nudos rodeados de un circulo:

Yy

Y 4}‘“-4—

TN

Si se trata del caso X - Y = R, y F fuese el subconjunto repre-
sentado por la curva de la figura, a cada numero real r€ X le co-
rrespondera mediante F el numero o numeros y tales que

(r, y) € F.

Suele utilizarse una notacién mediante la que se designa a la
funcion por una letra f, de modo que el hecho de que y € Y sea el
elemento correspondiente a x € X se expresa por y = f(x). Esto equi-
vale, por tanto, a decir que (x, ¥) €F. f es una letra genérica que
puede ser sustituida en cada caso concreto por el nombre de la fun-
cién, si lo tiene; por ejemplo, y = sen z. En el ejemplo [1], que he-
mos puesto antes, si f es la funcién definida por

F = ;(:L‘h yl)) (Il: yz)’ (:r!v ?/3). (I:;y yl ‘u

Y, = (X))
Y, == F(T)
¥, = fz)

Vo= H3)
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También se dice que y pertenece a la imagen de I:
y €im. (1),

y que T es del original de y:
X €or. (y).

Son, pues, equivalentes las siguientes expresiones:
Y=HT) e yeim. ()< re€or. (Y)e (x, y)€F.

Al conjunto de las imagenes de todos los elementos de X, que re-
presentaremos por im. (X) = f(X) = im. (f), se le llama campo de
variabilidad de la funcion. Al conjunto de los originales de todos 1os
elementos de Y':

or. (Y) —or. (f)- [ '(Y), [2]

le llamaremos campo de variabilidad de la variable independiente.

Las ultimas expresiones |2]| que hemos escrito equivalen a pasar
de cada elemento de Y a su original en X, esto es, a una correspon-
dencia entre ¥ y X. Ahora bien, como para cada y que sea imagsn
de z, ocurre que T es original de y, resulta que a cada corresponden-
cia entre X e Y, dada por un conjunto F de pares (x, ¥), se le puede
asignar otra correspondencia entre Y y X definida por el conjun-
to {(y, )} de los mismos pares de F, pero escritos en orden inverso.
Esta correspondencia se obtiene, pues, de la anterior cambiando en-
tre si los papeles de los conjuntos X e Y y dejando invariante el sub-
conjunto F que establece la funcion, bien entendido que en la segun-
da correspondencia los pares de F aparecen en el orden inverso que
en la primera. A la segunda correspondencia entre Y y X se le llama
inversa (o funcion inversa) de la primera, y si ésta venia represen-
tada por 7, la inversa se representa por f ' Resulta, pues, la equi-
valencia

y =@ eya o f (y),

que concuerda con |2].

I
'
)
| 7/
I
|
'

yL-»// /A
) Ve '

;/ \ X
En la representacion grafica, si (z, y) es un par de los que define
la funcién f, (y, ) sera uno de los de /', 1o que nos dice que si un
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punto 4 pertenece a la grafica de f, el punto 4" simétrico de A res-
pecto de la bisectriz de las dos rectas pertenece a la grafica de j .
Las graficas de dos funciones inversas son, pues, simétricas respecto
de esa bisectriz.

8. APLICACIONES

Aplicacion de X en Y es una funciéon de X en Y de forma que cada
original de f tiene una sola imagen en Y. También se llama corres-
pondencia univoca o funcion uniforme. La representaremos a ve-
ces asi:

f
X —Y.

Si una aplicacion tiene ademas la propiedad de que cada elemen-
to del campo de variabilidad de la funcion tiene un solo original
en X, la correspondencia se llama biunivoca. Equivale a decir que
tanto f como f~! son aplicaciones.

Por ejemplo, la funcién y —— 2r es biunivoca. La y = 77, donde
T, ¥ € R es una aplicacion, pero no biunivoca. También es una apli-
cacion no biunivoca la funcion que hace corresponder a cada perso-
na su padre. La funcién que asigna a cada dia las temperaturas me-
didas durante él en una ciudad no es aplicacion, ni tampoco su in-
versa. Lo mismo ocurre a la funcion [1].

9. RELACIONES

Introducir una relacion R entre los elementos de un conjunto C,
ya sea, por ejemplo, una relacién de paralelismo o de perpendicula-
ridad entre un conjunto de rectas o de parentesco o de amistad entre
un conjunto de personas, etc., no es otra cosa que sefialar para cada
par de elementos de C, si estdn o no en la relacion R.

Pero tomar todos los pares de C equivale a formar el conjunto
C X C, y sefnalar cuales de esos pares cumplen la relacion R es elegir
un subconjunto de C > C, al cual podemos representar por la misma
letra R. Entonces una relacion queda, segun esto, definida por el
subconjunto R < C X C. Y esto ultimo es lo mismo que decir que una
relacion es una correspondencia de C consigo mismo.

De acuerdo, pues, con lo dicho para las funciones, si dos elemen-
tos de C estan en la relacion R es que verifican (a, b) € R, 0 bien que
en la correspondencia que establecen entre C y C es b € im. (a). Para
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el caso de estas funciones particulares que son las relaciones se acos-
tumbra a utilizar la notaciéon aRb. O sea:

aRb & (a, b) € R = b €im. (a).

R es aqui un simbolo genérico, analogo al f de las funciones, que
se puede sustituir en cada relacién particular por el simbolo que la
indique. Asi, si la relacién R es la de paralelismo y ¢« y b estan en
esa relacion de paralelismo, es decir, son paralelas, se escribira: a || b.
Si la relacion entre rectas fuese la de perpendicularidad, pondria-
mos a | b, ete.

Las principales propiedades gque pueden tener las relaciones son:

1 Reflexiva o idéntica: Cuando pura todo a € C se verifica aRagq,
es decir, que todo elemento de C esta en la relacion dada consigo
mismo. Por ejemplo, la relacion de igualdad, la de paralelismo, la de
paisanaje cumplen la propiedad idéntica. No la tienen la relacion
de perpendicularidad ni la de paternidad.

2. Simétrica o reciproca: aRb -> bRa.

El paralelismo y la perpendicularidad son relaciones que gozan de
la propiedad simétrica. La paternidad, no: si a es padre de b, b no
es padre de «.

3. Transitiva: aRb, bRc . > aRc.

El paralelismo es una relacion transitiva y no lo es la perpen-
dicularidad: si ¢ es perpendicular a b y b 1o es a ¢, ¢ no es perpen-
dicular a c.

4. Antisimétrica: aRb, bRa ->u« b,

La relacion de “inclusion” entre conjuntos veiamos gue cumplia
esta propiedad; también la relacién “menor o igual” entre ntmeros.

Las relaciones que cumplen las propiedades 1, 2, 3 e llaman de
equivalencia y suele reemplazarse la R por el signo wa. Asimismo, las
que cumplen las propiedades 1, 3, 4 se llaman relaciones de orden y
su signo especitico es =

10. RELACIONES DE EQUIVALENCIA

Dada una relacién « en un conjunto C definamos en C subcon-
juntos o clases !a;, |b!, ..., de manera que cada clase esté formada
por todos los elementos de C equivalentes entre si respecto de la re-
lacién definida. La clase {a! representa la de todos los eleamentos
equivalentes a a, es decir,

TE€ A ¢2UAwALT,
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0 sea,

Tl T Temdal.

Vamos a demostrar que estas clases son disjuntas, o sea, gue no
tienen elementos comunes y que todo elemento de C pertenece a al-
guna clase, .

La ultima afirmacion es inmediata, pues a € {a! para todo a € C,
ya que a w a.

Si ‘a; = 'b! no puede existir ningun elemento que pertenezca a
las dos clases, ya que, en efecto, si ¢ € ja, y c€ }b| seri, respectiva-
mente, Ccwwa ¥y Cuw b, 0 bien aplicando la propiedad reciproca a la
primera de las dos anteriores relaciones. awa ¢, Cun b, vy de aqui por
la. transitiva, ¢ «» b. Luego todo elemento de a;, por ser equivalente
a a, sera cquivalente a b y pertenecera, por tanto, a ,b(, y recipro-
camente. De donde a! c b, y b ca,, 0 sea, 'a’ = ‘al, contra
la hipoOtesis.

Nos hemos apoyado para esta demostracion en las tres propie-
dades que caracterizan una relaciéon de equivalencia.

Cuando los elementos de un conjunto C se han distribuido en cla-
ses de modo que cada elemento pertenezea a una y solo una de las
clases se dice que se ha establecido una clasificacion en C. Resulta
entonces que toda relacion de equivalencia establece una clasifica-
cién en un conjunto. Reciprocamente, si en un conjunto existe una
clasificacion, se puede introducir una relacién de equivalencia en el
corjunto, diciendo que dos elementos son equivalentes cuando per-
tenecen a la misma clase. Es inmediato comprobar que esta es, en
efecto, una relacion de equivalencia. A las clases asi definidas por
una relacion de equivalencia se las llama clases de equivalencia.

Estas consideraciones explican que podamos clasificar un con-
junto de personas por su lugar de nacimiento o por edades, etc., pues
esas relaciones, paisanaje, etc., son relaciones de equivalencia. No
podemos, en cambio, clasificarlas atendiendo a la amistad entre ellas,
va que la amistad, por no cumplir en general la propiedad transitiva,
no es una relacién de equivalencia.

Dado, pues, un conjunto C y una clasificacion en él definida por
una relacion de equivalencia R o0 w» podemos formar un nuevo con-
junto cuyos elementos sean cada una de estas clases. A este con-
junto se le llama conjunto de clases de equivalencia de C respecto
de la relacion de equivalencia R y se representa por C/R.

Si C es el conjunto de todas las rectas del plano y R la relacion
de paralelismo entre ellas C/R es el conjunto en que cada elemento
consta de todas las rectas paralelas a una dada, o sea, de todas las
rectas que tienen la misma direccion. C/R se puede considerar, pues,
como el conjunto de todas las direcciones del plano.
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Si C es el conjunto de todos los vectores del plano y R la relacion
de equipolencia de vectores, C 'R tiene por elementos cada una de
las clases de vectores equipolentes entre si, que es lo gque se llama
un vector libre; luego C/R es el conjunto de todos los vectores libres
del plano. Y asi para cualquier otro ejemplo.

Dados dos conjuntos. 4 y B, es facil ver también que una apli-

f
cvacion 4 --> B establece una relacion de equivalencia en 4: la de-
finida por la expresién:
awb (a, bed) > fla) — f(b).

Ejemplos: 1. A - .poligonos del plano!, B ‘niimeros reales
f

positivos,;: A4 -—» B es la aplicacion que hace corresponder a cada
poligono su area, que es un numero de B. Cada clase en A4 esta for-
mada por todos los poligonos que tienen igual area.

20 A Z ‘conjunto de los numeros enteros!, B 10, 1, 2,

!

3, 4/, Z— B aplica a cada a € Z su resto de la division por 5. Cada
clase en Z esta formada por todos los enteros que dan igual resto al
dividirlos por 5, ‘es decir, es una clase de numeros congruentes mo-
dulo 5.

30 A rfunciones en [a, b} con derivada continua en [a, D]!.

B = ‘funciones continuas en |a, bij..

D
A—> B es tal que D(f) [, o sea, D es la aplicacion derivada. Cada
clase en A consta de todas las funciones de 4 que se diferencian en
una constante, o sea, es la integral indefinida de una funcion de B.

4° A jpuntos del plano;, B -= {numeros reales positivos!.

f
A —» B se define por f(P) — dist. OP, siendo O un punto fijo del

plano. Las clases en A4 son circunferencias de centro O. Dos puntos
del plano son equivalentes respecto de dicha relaciéon de equivalen-
cia si pertenecen a la misma circunferencia. ,

11. RELACIONES DE ORDEN

Un conjunto C, en el que existe una relaciéon — de orden, se dice
que esta ordenado con respecto a dicha relacion.
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C se dice ademas que esta totalmente ordenado respecto de =
cuando para cualesquiera a, b € C se verifica a<b o b <=<a.

Por ejemplo, el conjunto de partes de un conjunto con la relacién
de inclusion no es totalmente ordenado, pues dados los subconjuntos
o partes A y B puede ocurrir que ni 4 esté contenido en B ni B en A.

Si en el conjunto de los nimeros enteros establecemos la relacién
“a divide a b” que se denota por a|b, que es lo mismo que decir
que b es miltiplo de a, ésta es una relacién de orden. En efecto:

aja
a.b, bja=>a=b
a'lb, blc=>a]c

Z queda, pues, ordenado respecto de esta relacion, pero no total-
mente ordenado, puesto que se pueden elegir dos enteros, a y b, tales
que ni a divida a b ni b divida a a.

En cambio, si ordenamos Z por la relacion “menor o igual”, el
conjunto queda totalmente ordenado, ya que dados cualesquiera a,
b € Z, o bien ¢ es menor o igual que b o bien b es menor o igual que «.

12. OPERACIONES

Cuando pensamos en una operacién cualquiera, por ejemplo, en
la suma de dos enteros, podemos observar que equivale a asignar a
cada par de enteros otro numero entero, que es su suma; pero defi-
nirla para cada par de numeros enteros es lo mismo que definirla
para cada elemento de Z X Z, luego en definitiva una tal operacién
no es otra cosa que una aplicaciéon de Z X Z en Z.

No siempre es asi de sencillo. En el caso de producto escalar de
vectores del plano, por ejemplo, a cada par de vectores, es decir, a
cada elemento de V X V (siendo V el conjunto de vectores libres del
plano) le corresponde un numero real, luego el producto escalar es
una aplicacion V X V— R.

También pueden ser distintos los conjuntos factores. Asi, en el
caso de multiplicacion de un vector libre por un numero real, para
obtener otro vector, la aplicacién que nos define esta operacion es
entonces:

VxXR-—>V.

Con toda generalidad podemos, pues, dar como definicion de ope-
racion la siguiente: Se llama operacion entre dos conjuntos A y B a
una aplicaciéon de A X B en un tercer conjunto C.
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Los dos casos particulares mas importantes de operaciones son
los siguientes:

a) Cuando esta definida por 4 X 4 — A4 la operacion se llama
interna o ley de composicion interna (ejemplo 1.).

b) Cuando es A < B—> B se llama ley de composicion externa
en B (ejemplo 3.9).

En este caso el conjunto 4 se llama dominio de operadores. En
nuestro ejemplo, los operadores son los numeros reales que operan
sobre cada vector, multiplicandolo, para transformarlo cn otro
vector.

Otro ejemplo puede ser el siguiente: sea R el conjunto de todos
los numeros reales y 4 el conjunto de todos los puntos del plano y
fijamos en el plano un punto O. Establecemos entonces una aplica-
cion:

f
A4 < R-—> A,

que haga corresponder a cada punto p € 4 y a cada numero real r ¢ R
el punto p’ € 4, que sea el transformado de p en la homotecia de cen-~
tro O y razén r:
/
(p, 1) —> .

Esta operacion es una ley de composicién externa en que la R es
¢l dominio de operadores que operan Sobre los puntos del plano trans-
formandolos entre si.

Cuando en un conjunto se ha definido una o mas operaciones se
dice que se ha dotado al conjunto de una estructura, la cual depen-
dera de las propiedades que tengan dichas operaciones. De un modo
un poco vago podriamos decir que al introducir las operaciones pa-
samos de un conjunto “amorfo” en el que los elementos estin sim-
plemente agrupados o amontonados, a un conjunto ya “organizado”,
segun una estructura determinada. Un mismo conjunto podra ser
estructurado de distintos modos, segin el tipo de operaciones que
en él definamos.

FEl estudio de las estructuras es precisamente el objeto primor-
dial de la llamada Matematica moderna.

13. RETICULOS

Dados dos conjuntos A y B, se define su union A U B, como el
conjunto que consta de todos los elementos que pertenecen al me-
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mnos a uno de los conjuntos 4 o B, v su interseccion, A N B, como el
conjunto de todos los elementos que pertenecen a A y a B.

Si los conjuntos son los del dibujo, la union e interseccion estan
representadas, respectivamente, por las partes rayadas.

ANB

Sea el conjunto #«, cuyos elementos son todos 10s subconjuntos
de un conjunto U, incluido el conjunto vacio @, que =5 el conjunto
‘que no posee ningun elemento.

Definamos dos leyes de composicion interna: ., f.. i - M > k
de la siguiente forma:
fi(4, B) - AUB, f.(4, B) ~ANB.

Se ve facilmente que dichas operaciones cumplen las siguientes
propiedades:

1~  Asociativa:
AUu(BUC) -(AUuB)UC
AN(BNQC) (ANB)NC

2.0 Conmutativa.
AUB - Bu4d
ANB—BNA

3.0 Idempotente:
AUA = A
ANA = A

4*  Simplificativa:
AU (BNA)= A
AN(BUA) — A

Por gozar de estas propiedades se dice que el conjunto de partes

«de U es un reticulo respecto de las dos operaciones union e intersec-
¢ién. En general definiremos:

Reticulo es un conjunto en el que se han definido dos operacio-
nes internas que gozan de las cuatro proviedades anteriores.
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Ejemplos: 1. El anterior se llama reticulo de las partes de un
conjunto.

2" El conjunto de todas las figuras lineales en el espacio, defi-
niendo 4 U B el conjunto de puntos de todas las rectas que resultan
de unir cada punto de A con todos los de By AN B como en Ios
conjuntos.

3. En el conjunto de los enteros definimos los subconjuntos

A= ‘'a! o conjunto de todos los multiplos de un numero «, B )b;,
etcétera, y llamamos:

A - B @ b acA beB!
ANB "~ :¢c C€EA c€B,.

Respecto de estas dos operaciones los conjuntos de multiplos de
cada numero entero constituyen un reticulo.
Se puede demostrar que

A - B 'm. c. d. (a, b);
ANB ‘m. c. ril. (a, b);

4. El conjunto de todos los sucesos, definiendo 4 U B ¢l hecho
de suceder el A 0 el By AN B el suceder ambos simultancamente.

5. Si suponemos los conjuntos 4 y B definidos por las propie-
dades p y q, respectivamente, resultara que 4 U B es el conjunto de
todos los elementos que tiene la propiedad p “0" la propiedad g,
mientras que 4 N B es el conjunto de elementos que poseen las pro-
piedades p “y” q. Esto sugiere considerar a las dos conjunciones o e y
como operaciones entre proposiciones de un cierto universo légico,
ya que si 4 es una proposicion y B otra, también “4 o B” y “4 y B”
son, a su vez, proposiciones. Lo curioso es que estructurando el con-
junto de proposiciones mediante las “‘operaciones” o ¢ y, por tener
estas operaciones las cuatro condiciones requeridas, queda definido
el conjunto de proposiciones como un reticulo. Este es el fundamen-
to de la aplicacion del algebra a la légica que dié origen a la hoy
llamada légica matematica.

14. PROPIEDADES DE LOS RETICULOS

Todo reticulo es un conjunto ordenado, respecto de la siguiente
relacién de orden; dado un reticulo », definimos:

t=beyalUb=b; anb-a.
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Véase como ¢jercicio que esta relacion es de orden.

En el reticulo de las partes de un conjunto esta ordenacion coin-
cide con la de inclusidén, ya que si A< B, entonces AUB =B y
AN B= A. No es cierto, en cambio, que todo conjunto ordenado sea
reticulo, a no ser que cumpla algunas condiciones mas. Para ello
tendremos que establecer algunas definiciones.

Dado un conjunto ordenado C y un subeconjunto S < C, se dice
que S esta acotado superiormente por m € C cuando para todo a € 8§
se verifica a << m; m se dice que es una cota superior de S. Si M es
el conjunto de estas cotas y existe s¢ M tal que $ = m para todo
m € M, s es llamado extremo superior de S. Analogamente se defini-
ria el extremo inferior.

Por ejemplo, si C es el conjunto de puntos de una recta y la orde-
nacion establecida es p =< g, 8i p no esta a la derecha de ¢, y S es un
segmento de extremos a y b, todo punto m a la derecha de b es una
cota superior y el punto b es el extremo superior; andlogamente a es
el extremo inferior.

L

- P q m

Pues bien, todo conjunto ordenado C, tal que para cada par de
elementos ¢, b € C existe un extremo superior v un extremo inferior
del subconjunto de C constituido por los elementos a y b, es un re-
ticulo. Bastara con que definamos las operaciones del reticulo me-
diante las expresiones:

a U b = extr. superior (a, b).
anNb extr. inferior (a, b).

Este resultado esta sugerido por el reticulo de partes de un con-
junto que, como sabemos, esta ordenado por la relacion de inclusion,
Entonces una cota superior de los conjuntos 4 y B sera un conjun-
to M tal que A<M y Bc M, y como el menor conjunto que cuinple
estas dos condiciones es el conjunto A U B, resulta que A U B — extr.
sup. (4, B).

Del mismo modo, toda cota inferior de ambos conjuntos estara
contenida en 4 y en By A0 B es el mayor conjunto contenido en
ambos, es decir, 1a mayor cota inferior, o sea, el extremo interior.

EJERCICIOS

1. Ponganse ejemplos de conjuntos finitos. infinitos y de familias de
conjuntos.
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2. Los siguientes conjuntos estan definidos por extension. utilicese al-
guna propiedad que los defina por comprension:

0. 1.2 3. 4,5 6, 7.8 9.

‘1, 4. 9. 16. 25'

11,2, 3.5, 7, 11, 13, 17. 19, 23!
'2, 4, 6, 8, 10'

P—1, 4 1.

3. Dados los conjuntos:

N: conjunto de los numeros naturales.
Z: id. id. enteros.

@: id. id. racionales.

R id. id. reales.

C: 1d. id. complejos.

Decir cuales son ordcnados y cuales totalmente ordenados por la re-
lacién <.

4. Dado el conjunto N, Z, @, R, C} (véase el ejercicio anterior). (Esta
ordenado este conjunto por la relacién de inclusion? ;Esta totalmente
ordenado?

5. Dado el conjunto 4 = j1, 2. 3. 4, 5!, cqu¢ conjuntos X satisfacen
simultaneamente a las relaciones

1.2/ cX y XcA

6. El conjunto producto A x 4 (producto cartesiano de A por si mis-
mo) tiene exactamente 9 elementos; dos de éstos son (p, @ y (r, @, don-
de p, q, r son distintos. ¢Cudles son ios siete restantes?

7. Dada una recta y un plano, ¢cuantos subconjuntos del mismo de-
terminan?

8. Estudiar la interseccion de los siguientes conjuntos:
a) Una recta R y una circunterencia C.
b) Dos circunferencias distintas C y C".
¢) Dos circulos D y D'

9. En un plano P se trazan dos circunferencias secantes. Determinar
los subconjuntos que se forman,

10. Sea el conjunto universal U = {a, 1. b, 3, ¢, 5]. Sean 4 = {a, b, 3, 5}
y B=1b, ¢ 3, 5].

a) Enumerar los subconjuntos de B. b) ¢Cuales son los subconjuntos
propios de B que a la vez lo son de A? c¢) (Cudiles son los subconjuntos
de B disjuntos de 4? d) ¢Qué subconjuntos de A estdan contenidos en B?
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11. Demostrar que si 4 es el conjunto de elementos gque gozan de la
propiedad W y B el conjunto de los elementos que tienen la propiedad 7
y C es el conjunto de elementos que tienen a la vez las propiedades Wy T,
se verifica Cc4 y CcB.

12. Definir sirviéndose de la nocion de interseccion de conjuntos. los
slguientes cntes geomeétricos: cuerda, segmento circular, sector circular. pa-
ralelogramo, rombo, trapecio. (Nota: Para las tres ultimas definiciones em-
pléese la nocion de banda: subconjunto de plano comprendido entre dos
paralelas.)

13. Cada c¢onjunto contiene como subeonjuntos a si mismo y al con-
junto vacio (subconjuntos triviales o impropios). ;Puede decirse de aqgui
que cada conjunto contiene al menos dos subconiuntos? (En qué condicio-
nes un conjunto contiene exactamente dos subconjuntos?

14, Averiguar cuales de las propiedades reflexiva, simétrica, transitiva
o antisimétrica son aplicables a las relaciones siguientes:
«) «BEs la madre des, para personas.
b) «Es de la misma longitud qgue». para segmentos
¢)  «No es igual a». para numeros.
d) «Primos entre si», para nameros.
e) «Perpendicular a», para segmentos.
/) «Divisible por», para numeros.
¢+ «Contenido en», para conjuntos.
h) «Complementario de», para conjuntos.

15, Hay tres formas de expresar formalmente una relacion:
aRD, (a, b) €R, beim. (a).

Escribir de estas tres maneras las propiedades gue definen a R como
relacion de equivalencia.

16, Estudiar las siguientes relaciones binarias de equivalencia:

a) «Paralela a», para rectas.
b) «Equipolente a», para vectores.
¢} «Semejante a», para triangulos.

Definiendo por abstraccion, respectivamente, cada uno de los conceptos
de direccion, vector libre y forma.

17. Dado el conjunto producto N X N, donde N es el conjunto de nu-~
meros naturales, se define una relacion entre las parejas:

(a, by, (¢, dy€EN X N,
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de la forma siguiente:
ta, Brevete. d)esa+d =50+ ¢

Demostrar que esto es una relacion de equivalencia. (Cada clase de
equivalencia define asi un numero entero.)

18. Si en un conjunto C cada elemento a estd en una relacion R con
un elemento teventualmente €l mismo) y se cumple: «De aRc y bRc se
sigue aRb», entonces R es una relacion de eguivalencia. Demostrarlo.

19. Estudiar las aplicaciones siguientes:

a) Aplicacién «valor abscluto» de un numero comnlejo en un numero.
real.

b, Aplicacion «determinante de una matriz cuadradas.

¢/ La aplicacién definida por la proyeccion estereografica.

d) La aplicacion «permutacion de un conjunto», definida como trans-
formaciéon de un conjunto en si mismo.

e) La aplicacion «sucesion» del conjunto de los numeros naturales
sobre cualquier conjunto.

f) Las transtormaciones puntuales de la optica geométrica.

II. ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS

La primera estructura que hemos estudiado ha sido el reticulo.
Vamos ahora a dedicarnos a las llamadas estructuras algebraicas,
gque son las definidas mediante la introduccién en un conjunto de.
elementos aritmeéticos o algebraicos, nuameros, polinomios, matrices...,
de las operaciones algebraicas, suma y producto. Nos ocuparemos en
este capitulo de las estructuras algebraicas respecto de una sola ope-
racion interna, para estudiar posteriormente las estructuras con dos
operaciones internas o una interna y otra externa.

1. SEMIGRUPOS Y GRUPOS

Dado un conjunto G y una operacion interna definida sobre ios
elementos de dicho conjunto: G X G --»> G, denotaremos esta ope-
racion por el signo genérico -, de modo que expresaremos el resul-
tado de la operacion:

a-b=c, para todo a, b € G.

Y entonces también ¢ € G.
El signo - se sustituira en cada caso por el de suma o producto,
segun sea la operacion.
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Si esta operacién es asociativa se verificara:
(a-b)-c-a-(b-ec)
y entonces el conjunto se llama semigrupo.
Semigrupo.—Es todo conjunto sobre el que esta definida una ope-

raciéon interna que goza de la propiedad asociativa.
Puede existir ademas un elemento, que denotaremos por e, tal

-que para todo « € G se verifique:
e.-a - a y a-e-= a.
Si G es un conjunto de numeros y - es la suma, ¢ -0,y si - es

el producto, ¢ - 1. Al elemento e se le llama elemento neutro, y se
dice entonces que el semigrupo posee elemento neutro.

Si ademas para cada a € G existe un elemento a € G, tal que
a-a-—=e,

al conjunto se le llama grupo; a se llama simétrico o inverso de a,
que es —  para la operacién suma y a ' = 1/a, si la operacion es
el producto.

Grupo.—Un conjunto G sobre el que esta definida una ley de
composicion interna - es un grupo si la ley - posee las tres propie-
dades siguientes:

1.* La ley de composicién es asociativa.
2. Tiene elemento neutro.

3.+ Todo elemento tiene simétrico o inverso.

Puede ademas el grupo, o el semigrupo, poseer la propiedad con-
mutativa, es decir:
a-b=b-q,

entonces el grupo, o el semigrupo, se llama conmutativo o abeliano.

2. EJEMPLOS

1° Los numeros naturales, respecto de la operacion suma, for-
man un semigrupo conmutativo.

2° Los numeros naturales. respecto de la operacion producto,
forman un semigrupo conmutativo y con elemento neutro.
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3° El conjunto Z de los numeros enteros forma grupo respecto
de la suma.

4° El conjunto @ de los numeros racionales (menos el cero) es
un grupo abeliano respecto de la multiplicacion.

5° Los reticulos son también semigrupos respecto de las opera-
<iones U, N:

AU(BUC)= (AUB)UC AN (BNC)= (ANB)NC
PUA= A UNA-~= 4,

-donde 4, B, C son subconjuntos del universal U. Vemos, segun el
. 12
cuadro anterior que el elemento (U hace de elemento neutro res-

U/

e Es decir, son reticulos con elemento neutro.
n

pecto de la operacion

6.° Dados los conjuntos C, C’ y C” y las correspondencias o fun-
ciones f, g tales que:
!
C—C —C7,

donde f esta definida sobre C, v donde g esta definida sobre C’, de
forma que:
a -~ f(a)yec y a” = g(a’)eC”,

si aplicamos sucesivamente las funciones f y ¢g:

gli(e)] =a” eC”,
‘que se escribe;
gi(a) — a”;

la, correspondencia ¢gf nos hace pasar directamente de ¢ a a”, y se
llama producto de f y ¢. La notacion gf(a) indica que al elemento a
Se aplica primero la funcién f y a f(a) se le aplica luego ¢.

El producto de aplicaciones asi definido goza, por su misma defi-
niciéon, de la propiedad asociativa: h(gf) = (hg)f. Si llamamos apli-
cacion idéntica a una aplicacion i: A — 4, tal que i(a) - a para todo
a € 4, resulta inmediato que fi -= f. El conjunto de aplicaciones entre
conjuntos es, pues, un semigrupo con elemento neutro respecto cdel
producto de aplicaciones que hemos definido.

En general no sera grupo, va que si f(a) == a’, la aplicacién in-
versa de f transformara el elemento a’ en el conjunto de sus origi-~
mnales de 4, uno de los cuales es a, y, si bien a €or. (a’), no sera en

13
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general a — or. (a’). Si se verificara esto, f seria biunivoca, ya que a’
s6lo tendria un original a. Entonces:

Fifle)] = (') = aq,

luego f'f(a) = a para todo a € 4, lo que nos dice que f°'f =i De
modo que si todas las aplicaciones definidas entre los conjuntos son
biunivocas, esas aplicaciones constituyen un grupo respecto del pro-
ducto de aplicaciones. Este grupo, en general, no sera abeliaho.

3. SIGNIFICACION DEL GRUPO

En los ejemplos anteriores se ilustra una propiedad que queda
en realidad de manifiesto en las mismas definiciones. Cuando un
conjunto es un semigrupo respecto de una operacién, pero no es gru-
po, podemos efectuar en €l dicha operacién, por ser ésta interna,
pero no la inversa. Asi, en el conjunto N de los numeros naturales
que es un semigrupo aditivo, podemos sumar numeros naturales y
obtenemos asi un numero natural; pero, salvo casos particulares,
no podemos restar, dentro del mismo conjunto, dos numeros natu-
rales. Del mismo modo, en el semigrupo multiplicativo de los ente-
ros podemos multiplicar, pero no dividir, ya que, en general, dados
dos enteros, no existe otro entero que sea su cociente.

Sélo cuando pasamos del semigrupo a un cierto grupo que lo con-
tiene, podemos ya efectuar la operacién inversa. Al pasar de N a Z,
que es un grupo aditivo, podemos ya restar dos enteros cualesquiera,
ya que por definicién:

a—b a-+ (—Db) y b €Z

para todo b € Z, por ser Z grupo aditivo.

Igual ocurre cuando pasamos de los enteros, Z, a los racionales, Q.
En Z no se puede dividir, pero si en @, que es grupo multiplicativo,
ya que si a, b€ @, entonces b'€ Q y se puede efectuar:

a/b—ab '€ Q.

Siempre que se pasa, pues, de la estructura de semigrupo a la de
grupo se posibilita la operacion opuesta a la que nos ha servido para
definir el semigrupo.

Este es el proceso que historicamente ha seguido la evolucion del concepto
de numero. Cuando la aritmética ha definido una operacién en el conjunto de nu-
meros existentes, s6lo casualmente podria ocurrir que también la operacion in-
versa fuese posible. El conjunto de numeros, en general, formaba un semigrupo,
pero no un grupo, respecto de esa operacion. Entonces la ampliacion del campo
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de los numeros se hacia siempre con la tendencia a dar sentide en ¢l nuevo
campo a la operacién inversa.

Parece, entonces, que de los numeros naturales, gue podian sumarse v multi-
plicarse, se pasase a los enteros para poder restar, v de éstos a los racionales para
poder dividir. Asi es como hoy estudiariamos una teoria de numeros. No fué asi,
sin embargo, como histéricamente sucedieron las cosas, como no es asi tampoco
como se introducen en el estudio clemental. El nino aprende antes los quebrados
que los numeros negativos, y asi también, histéricamente, se introdujeron antes
los numeros racionales positivos v después, bastantes siglos desnuss, los numeros
negativos, enteros y fraccionarios. Es decir, se busco antes la inversa de la opera-
cion producto que la de la operacion suma, aun siendo ésta anterior en l!la mente
humana. ;Cual es la explicacion de este fendémeno?

Fue en el siglo xvi cuando reaimente comienzan a usarse los muneros nega-
tivos de un modo sistemitico, a raiz de los trabajos de CAnpano, aue investigaba
la solucion de la ecuacidn x - n = 0, con n nunero positivo, nicos numeros que
entonces contaban. Las criticas de sus contemporianeos para gquienes esa ecuacion
no tenia sentido, ilustran definitivamente el hecho. Poroue todas ellas estaban
basadas en el siguiente razonamiento: si la ecuacién tuviera solucién, ésta seiia
un numero que sumado con n, nos daria cero, luego habria de ser un numero mas
pequeno que cero, es decir, mas pequeno oue nada, ¥ como no puede existir una
cantidad muas pequenia que nada, ia ecuacion carece de sentido.

En este razonamiento esti claramente implicito que hasta aguella fecha el nu-
mero no tenia otra significacion oue la de representar una cantidad v, por lo
tanto, hahia de ser mayor o igual gue cero, puesto gue no cabian mas alternativas
que la de existir una cantidad a representar o no existir ninguna. Por eso ya
desde los griegos existian los numeros naturales y también los fraccionarios po-
sitivos v se preveia la existencia de los irracionales, pero solo positivos. En cam-
bio, nada se sabia de los negativos. Solo despuds de ser éstos introducidos y utili-
zados formalinente, se cayo en la cuenta de que tenian también un sentido en
térininos de cantidad, cuando se auerian expresar cantidades de dos cualidades
opuestas. El signo era la expresion de la cualidad.

4. CONCEPTO DE MAGNITUD Y CANTIDAD

De las consideraciones anteriores parece desprenderse que los con-
ceptos de magnitud y cantidad pueden introducirse a través de ios
de grupo y semigrupo, segun se atienda o no a la cualidad.

Cuando definimos la magnitud como un ente en el que se ha de~
finido la igualdad y la suma, ya se ve que es una estructura respecto
de una operacion interna de suma.

Otras definiciones que se han dado son ya incorrectas. Si se dice
gue una magnitud es una cantidad que puede aumentar o disminuir,
v luego que cantidad es lo que puede medirse, v al hablar de medida
necesitamos saber qué cosa es una magnitud, que es aquello en que
se define la medida, hemos caido en un circulo vicioso. Pero ana-
lizando estas ideas, sacadas de la observacién, podemos precisar a
qué hemos de llamar magnitud y cantidad.

Decir que la magnitud es una cantidad que puede aumentar o
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disminuir, esto es, que puede convertirse en otra cantidad distinta,
da la idea de magnitud como conjunto de cantidades. Al mismo
tiempo, decir que éstas pueden aumentar o disminuir equivale a im-
poner que este conjunto de cantidades sea ordenado.

Desde nuestro nuevo punto de vista podremos definir asi la mag-
nitud como un semigrupo abeliano ordenado respecto de la opera-
cion suma.

Un semigrupo conmutativo, S, en el que esta definida una suma,
se dice que esta ordenado, si para cualesquiera «, b pertenecientes
a S, existe un c € S, tal que:

g-=<b:=a+ ¢ - b

Es facil ver que esta relacion es una relacion de orden.
Llamamos, pues, magnitud a todo semigrupo aditivo, abeliano y
ordenado. Cada elemento del semigrupo es una cantidad.

Ejemplos.—Sea una recta en que determinamos segmentos. Esta-
blecemos una relacion de congruencia R entre los segmentos de la
recta: dos segmentos 4,4, v BB, son congruentes cuando, trans-
portados el uno sobre el otro, coinciden. Establecemos una operacion
suma entre los elementos de distintas clases: para sumar dos seg-
mentos (uno de cada clase) se sitia un representante de la segunda
clase a continuacion del de la primera, v la suma de ambas clases
es la clase definida por el segmento que tiene el origen del primero
y el extremo del segundo.

Es inmediato que la suma aci definida no depende del revresen-
tante de la clase que escojamos para efectuarla. También se ve que
dicha suma es conmutativa y asociativa. Entonces resulta oue he-
mos construido un semigrupo de clases aditivo, conmutativo, que
también es ordenado, el cual nos sirve para definir la magnitud “lon-
gitud de segmentos”’. La longitud de un segmento particular es la
clase engendrada por ese segmento. Equivaldria a decir que todos
los segmentos de la misma clase son equivalentes respecto de la lon-
gitud o que tienen igual longitud.

Podemos asimismo decir que dos poligonos son equivalentes cuan-
do pueden descomponerse en el mismo numero de triangulos iguales.
Establecemos asi una relacion de equivalencia entre los poligonos
que nos define el area mediante una triangulacion. El conjunto de
clases de poligonos equivalentes es la magnitud “area de poligonos”
y una de las clases es la cantidad area de cada poligono de la clase.

Si en lugar de trabajar con cantidades positivas, lo hacemos con
cantidades positivas y negativas, es decir, trabajamos sobre una es-
tructura de grupo, podemos aplicar los resultados de la teoria ante-
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rior. Unicamente habremos de detinir aqui lo que se entiende por
ordenacion de un grupo.
Decimos que un grupo G esti ordenado cuando contiene a un se-
migrupo S, tal que si a € G, se verifica que ¢ 0 —a € S.
Entonces definimos una ordenacion segun esta ley asi:
a<besb—acsS.
b—ac¢€s, o}

Por lo cual, dados a, be G . : )
0 cua G | « - -bes

Se trata, pues, no s6lo de una ordenacion en G, sino de una orde-
nacion total: todo grupo con estas condiciones esta totalmente or-
denado.

En definitiva, llamamos magynitud a todo semigrupo o grupo adi-
tivo, abeliano y ordenado.

5. MAGNITUDES ESCALARES

Dentro de las magnitudes, las llamadas escalares cumplen, ade-
mas de las anteriores condiciones, esta otra: el tener una ordena-

ci6bn arquimediana.
Se dice que los elementos de un conjunto C tienen ordenacion
arquimediana cuando dados a, b €C,

si a =< b, existe un numero natural n € N, tal que b < na. |3}

Aun cuando se trate de un semigrupo o grupo aditivo tiene senti-
do el producto na ~a i a { a-| ...... 4+ a con n sumandos igua-
les a a.

Los numeros naturales tienen ordenacion arquimediana, pero no
la tienen, por ejemplo, los elementos del conjunto Z < Z, en los que
se haya definido una relacion de orden asi:

o a<c o
(a, b) < (¢, a) 5t | a ¢, b-<ld,
llamando suma de dos elementos a la definida por:
(a, by | (a’,b) - («ur «, b b).

En efecto, dados los elementos (0, 1) y (1, a), se cumple:

(0, 1) < (1, a),
pero no existe ningun n € N, tal que (1, a) < n(0, 1), ya que:
n(0,1) - (0, n) y (0, m) < (1, a).
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Estas magnitudes escalares son la generalizacion de las que se
pueden representar mediante “escalas”, es decir, mediante puntos
de una recta, de tal modo que la distancia de cada punto a un punto
fijo mida cada una de las cantidades de esa magnitud. Pero esta
representacion, que equivale a la definida por los segmentos de una
recta, es precisamente el ejemplo mas sencillo, y quiza originario,
del cumplimiento del postulado de Arquimedes, que es el qu2 hemos
utilizado en [3] como definicion de ordenaciéon arquimediana.

En resumen, pues, una magnitud escalar es un semigrupo (o gru-
po) aditivo, abeliano y arquimediano.

Todavia, una vez definido este concepto, no podemos, mientras
no estudiemos la nocién de cuerpo, multiplicar y dividir cantidades
de una misma magnitud ni comparar magnitudes entre si, idea ba-
sica para poder definir el concepto de medida. Enviamos al lector
que desee puntualizar estos extremos al libro de P. ABELLANAS, Mate-
mdticas para fisicos e ingenieros, Ed. Romo, Madrid, 1963.

6. HOMOMORFISMOS E ISOMORFISMOS

Sean G y G’ dos grupos y h una aplicacién de G en G’:
h
G—G.
Decimos que h es un homomorfismo si conserva la operacion que
define el grupo, esto es, si
h(a - b) = h(a) - h(b),
para cualesquiera ¢, b € G.
Mas especificamente, si G y G’ son aditivos y
hia) - a, h(b) =b €@,
se debera tener, para que k sea un homomorfismo:
h(a -- b) = h(a) -+ h(d) = a” -}- b".
Si G y G” fuesen ambos muitiplicativos, el homomorfismo cum-
plira:
hia - b) - h(a) - h(b).
Puede ocurrir que G sea aditivo v G’ multiplicativo, o viceversa.
En ese caso se tendra, respectivamente:
hia -+ b) = h(a) - h(b)
h(ab) == h(a) - h(b).
Ejemplo—Un ejemplo sencillo de homomorfismo nos lo propor-
ciona nuestro modo usual de contar las horas. Supuesto que conocié-
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semos la “hora cero”, en un momento dado habrian transcurrido un
niimero n de horas, todo lo grande que se quiera; sin embargo, nos-
otros, al contar de 24 en 24, hacemos corresponder a cada hora, con-
tada a partir de la hora cero, su resto de la division por 24. Y a la
suma de horas corresponde la suma de sus restos al dividir por 24.

Si la correspondencia definida por el homomorfismo es biunivoca,
esto es, si para cada h(a) existe un solo elemento a original de k(a) en

h
¢ — h(a),

entonces se llama isomorfismo.

Ejemplo—Llamemos R* al grupo multiplicativo de los numeros
reales positivos y R al grupo aditivo de todos los numeros reales y
sea la correspondencia la funcion “logaritmo’:

log
Ri —> R.

Esta correspondencia es biunivoca, pues para todo z € R¥,
x or. (log - Ix).
xr-—»log
y-—>logy
T-y—s>log (r.y)~ log x4 log v,

Ademas se verifica que si r, y€ R™

0 sea que la transformada del producto x - y es igual a la suma de
las transformadas: log x -- log ¥.

La correspondencia definida por la funcion exponencial es, en
cambio, un isomorfismo del grupo aditivo R sobre el grupo multipli-
cativo R*.

Decir que dos grupos son isomorfos es 1o mismo que decir que,
en cuanto grupos, son identificables, esto es, que los resultados que
obtengamos al operar con los elementos de uno de ellos se corres-
ponden con los que se obtienen al operar con los elementos corres-
pondientes del otro. Por eso se suelen identificar los grupos isomor-
fos, considerando como idénticos dos elementos, uno de cada grupo,
que se correspondan en el isomorfismo.

Es lo que hacemos en muchas ocasiones en problemas, incluso de la Matema-
tica elemental. Cuando queremos, por ejemplo, sumar angulos, recurrimos o bien
a colocarlos como dos angulos contiguos que tengan un lado comun y decir que
el angulo suma es el definido por los otros dos lados, o bien a medir amios an-
gulos y decir que el angulo suma es el que tiene por medida la suma de las de
los otros dos. Al decir esto, implicitamente reconocemos el isomorfismo entre los
angulos v sus medidas, ya que la suma de dos angulos implica la suma de sus
medidas.
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Si, en particular G = G/, el homomorfismo recibe el nombre par-
ticular de endomorfismo y el isoformismo el de automorfismo.
En el grupo aditivo Z se puedes definir el automorfismo:
a-——Aa,
en el cual a :
¢+ b— —(a-i b)) —a-—D>.
Del mismo modo en el grupo multiplicativo @ de los numeros ra-
cionales menos el cero, es un automorfismo la aplicacion
a—a '
en la que al producto « - b correspondz 21 numero - — .
ab

«
[~3

es decir, el producto de 1os corraspondientes.

7. SUBGRUPO

Sea H un subconjunto del grupo G; diremos quc H es un subgru-
po de G si, respecto de la misma ley interna de G, los elementos de H
forman a su Véz un grupo.

Fsto implica, por tanto, que dicha lev cea asociativa, que posea
elemento neutro (que es el mismo que el del gruvo G) y cada ele-
mento su inverso. Por ejemplo, el grupo aditivo de los enteros es un
sukgrupo del de los racionalss. E1 grupo multiplicativo de los racio-
nales es un subgrupo del de los reales.

Damos a continuacion un criterio que nos permit2 conocer cuan-
do un subconjunto de un grupo G es un subgrupo.

TEOREMA,— Lo condicion mnecesaria y Suficiente para que H sea

un subgrupo de G es que para cada par a, b € H se cumpla:
a-—beH.

La condicién es necesaria:

Supuesto que H es grupo vy que ¢, b€ H, tambiécn —b€ H y, por
tanto, la operacién interna:

a4 (-—b) a b,

definida sobre todos los elementos de H da com: rosultado un ele-
mento de H.

La condicion es suficiente. Probemos que si «-~b€H, H es un
grupo gque por estar contznido en G, sera un subgruvo de G.

La antedicha condicién podemos expresarla en particular:

a—a€H ~0€H.
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O sea, que el elemento neutro pertenece a H.
Si el 0 € H, entonces

0-—b==0-} (—Db)€H,

que, por ser b € H arbitrario, nos dice que el opuesto de cualquier
elemento pertenece a H.

Y, como la operacion definida sobre G es la misma que la defi-
nida sobre H, si es asociativa en G también lo es en H. Queda asi
demostrada la condiciéon suficiente para que H sea subgrupo.

Otro ejemplo de subgrupo, facilmente reconocible por este crite-
rio, es el subconjunto de los enteros pares respecto al grupo aditivo
de los enteros. No 1o es, en cambio, el conjunto de los impares, ya que
la diferencia de dos numeros impares no es impar sino par.

8. NUCLEO DE UN HOMOMORFISMO

Antes de definir lo que se entiende por nucleo de un homomorfismo.
demostraremos el siguiente teorema:

TEOREMA.—Sean G y G’ dos grupos aditivos y h un homomorfismo
de G en G’, se verifica:

1. h(0) =0, siendo 0 el elemento neutro de ambos grupos.

2 h(—a)=-—h(a) para todo a € G.

3 h(a—D>b)=h(a)— k(D).

DEMOSTRACION.—1. Como a = a -+ 0, aplicando el homomorfismo.

se tiene:
h{(a) = h(a 4+ 0) == h(a) {1 h(0) > R(0) - 0.
2° De a-+ (—a)=0=hla—+ (—a)] — h(0) = 0; luego
h(a) 4- h(—a) =0 => h(—a) - -—h(a).

3° h(a—b) = hla 1 (—b)|=nh(a) -+ h(-—1b) ~ h(a)—-h(b).

Lo mismo ocurriria si ambos grupos o uno de ellos fuesen multi-
plicativos. Bastaria sustituir donde correspondiese el cero por el
elemento unidad, el opuesto por el inverso y la diferencia por el co-

ciente.
Se llama niucleo de un homomorfismo
h
G— G’

al conjunto N de todos los elementos de G cuya imagen es el elemento
neutro de G'.
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TEOREMA.—El nuicleo N es un subgrupo de G.

Basta con demostrar que si ¢, b€ N, también ¢ — b € N. Por hi-
potesis se verifica h(a) = h(b) =0 para a, b€ N, en el supuesto de
que G’ sea aditivo. Lo mismo se haria en los demas casos. Entonces:

h(a—Db) - h(a)—hb) 0—-0 - 0.

Es decir, el elemento a —- b tiene como imagen el elemento 0, lo
cual es lo mismo que afirmar que a —b €N,

Por ejemplo, en el homomorfisco establecido entre el grupo adi-
tivo Z y el formado por los tres restos )0, 1, 2| de la division por 3,
tal que a cada elemento de Z le hacemos corresponder su resto mo-
dulo 3, el nucleo de este homomorfismo es el subgrupo de Z formado
por todos los multiplos de 3.

9. GRUPO DE CLASES DE RESTOS

La situacion que vamos a describir ahora es una generalizacion
del ejemplo que acabamos dz poner. En aquel homomorfismo a cada
nimero entero le hacemos corresponder el resto mod. 3, lo que equi-
vale a establecer las clases de numeros congruentes respecto del
mod. 3. Sabemos que si

m= T (3)

L T, E L2
m, o, (3) ( donde r,r,€:0,1

Entonces m, -+ m, = r, -} r, (3).

Sir 4+ r,>3y da resto r respecto de 3, entonces escribimos sim-
plemente que m, 4 m, = r (3).

Este modo de operar en esencia equivale a lo siguiente: sea

(3) = {...... , —6,—30, 3,6, ... d

€l conjunto de todos los multiplos de 3 y llamemos
14 (3) = b , —5, —2,1,4,17, ... !
24 (3)y=1..... , —4, —1,2,5 8, ...... l

Quedan asi clasificados todos los nlimeros enteros en las tres cla-
ses (3), 1 4 (3) y 2 4 (3), que son respectivamente las clases de nu-
meros que dan resto 0, 1 6 2 al dividir por 3. Dos numeros enteros
pertenecen a la misma clase cuando su diferencia es un multiplo
de 3, esto es, cuando su diferencia pertenece al subgrupo (3). Cual-
quiera de los elementos de una clase puede tomarse como represen-
tante de ella; en particular se suelen tomar el 0, 1 y 2 respectivamente.
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Pues bien, sumando dos numeros, uno de cada clase, nos da otro
numero de otra clase, coincidente o no con las anteriores, pero de
tal modo que si hubiéramos elegido otros numeros de las mismas
primeras clases el resultado seria un numero de la misma clase que
la obtenida anteriormente. Esto es analogo a la ley de la suma de
numeros congruentes a que nos hemos referido antes.

Podemos entonces formar una tabla de suma de clases que seria
la siguiente:

0 ,+ 0=0 0 | 2 =2 1 'i 27 ()
0 1L1—2 242 -1

entendiéndose que al escribir, por ejemplo, 12 =0 eso significa
que 14+ D)+ 12+ (3)] =0+ (3) = (3), es decir, que sumando
cualquier numero de la clase 1 - (3) con uno cualquiera de la cla-
se 2 | (3) se obtiene un numero de la clase (3), o todavia que la suma
de un numero que da resto 1, con otro que da resto 2, al dividir por 3,
es un multiplo de 3:

a =1 (3)

b=z2 (3

aib-3(@3) 03

Generalizamos ahora todo esto al caso de tratarse de un grupo
aditivo abeliano G y de un subgrupo suyo H. G y H haran ahora el
papel que en el caso particular anterior desempefaban Z y (3). Si

a cada elemento a« € G diremos que le corresponde la clase
a-| H="a- h, a4 hsy ......}.

De la definicion de clases asi establecida resulta inmediatamen-
te que dos elementos a, b pertenecen a la misma clase cuandoc su
diferencia a -—-b € H; en efecto, si a, b€ m | H, seran:

a=m-+ h, b=m+ h;

luego a —b = h,— h,€ H, por ser H un subgrupo. De aqui resulta
que la condicion necesaria y suficiente para que dos clases ¢ + H
y b - H sean la misma clase es que a — b € H.

A cada una de las clases asi definidas le llamamos una clase de
restos del grupo G respecto del subgrupo H. Al conjunto de todas ellas
lo representaremos por G/H. Por todo el razonamiento seguido resul-
ta que esas clases de restos son clases de equivalencia en G.
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Vamos a demostrar que el conjunto G, H de clases de restos es un
grupo aditivo. Para elio definimos la suma de dos clases asi:

(@a+H)+ (b4 H)y=(a+Db)+ H

Lo primero que hay que demostrar es que esta definicion de suma
es independiente de los dos representantes ¢ y b elegidos para cada
clase. Sean, en efecto, ¢’ y b’ respectivamente, otros representantes,
es decir,

a +tH=a Heoa —aeH
b4 H b :Heb —~beH

resulta, pues, que (a’ — a)-+ (b'-—b) (¢ ; by —(a+ bycH, lo
que equivale a decir que (¢’ -1 b) {-H - (¢ 1 b) + H, es decir, que
obtenemos la misma clase suma cualesquiera gque sean los repre-
sentantes de que nos sirvamos en las clases sumandos.

De la misma detinicion de suma resulta inmediatamente, por
ser G un grupo, que se cumple la propiedad asociativa:

[(@ tH) 4 (b +H]+(¢c+H~ (a+ H + [(b: H + (¢ - HYJ,
ya que ambos miembros son respectivamente iguales a
[(aet+b)y-+c]+H=[a+ (b+c)| + H.

Existe el elemento neutro de la suma de clases que es la clase
H =0t H, ya que
O+ H (e H (O+a)+H - a+ H

Y, finalmente, dada una clase cualquiera « -{- H, existe siempre otra,
que es precisamente la — ¢ 4- H, con la propiedad de que sumada
con la anterior, nos da la clase neutra H. Esto completa la demos-
tracion de que G/H es un grupo.

Estudiemos ahora el homomortfismo que se puede establecer en-
tre los dos grupos G y G/H. Haremos corresponder en este homomor-
fismo a cada elemento a € G el elemento a -+ H € G,H. Evidentemen-
te, por la definicién de suma de clases esta aplicacion conserva las
operaciones de grupo,; es, por tanto, un homomorfismo, al que lla-
maremos homomorfismo natural o canonico. El nucleo de este ho-
momortismo es precisamente el subgrupo H de G, como es inmediato
comprobar.

Hemos establecido asi una teoria reciproca a la del parrafo an-
terior. En €l, dado un homomorfismo entre dos grupos, veiamos que
el nucleo era un subgrupo del grupo original. Ahora hemos visto.
que, dado un grupo y un subgrupo suyo, se puede definir un homo-
morfismo entre el grupo dado y el grupo de clases de restos respecto
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del subgrupo, de tal modo que el nucleo de ese homomorfismo es el
subgrupo dado.

10. GRUPOS DE TRANSFORMACIONES

Sea C un conjunto cualquiera y consideremos el conjunto de to-
das las aplicaciones biunivocas de C en si mismo. Vimos ya que este
conjunto de transformaciones formaba un grupo respecto de la ope-
raciéon que habiamos definido como producto de transformaciones.

Vamos a ver ahora céomo un grupo de aplicaciones biunivocas de-
finido en C permite establecer una clasificacién en C. Bastara que
veamos cémo podemos definir mediante dichas aplicaciones una re-
lacién de equivalencia.

Diremos que dos elementos de C son eauivalentes respecto de la
relacion de equivalencia introducida por el grupo de transtormacio-
nes cuando hay una transformacién del grupo que transforma uno
de los elementos en el otro. Vamos a demostrar que ésta es, en efecto,
una relacién de equivalencia.

1. Propiedad reflexiva.--a « a, para todo a € C.

En efecto, por formar un grupo el conjunto de transformaciones,
existe entre ellas la transformacion idéntica, es decir, la transfor-
macion que transforma cada elemento en si mismo. Existe, pues, en
el grupo una transformacion que hace pasar de a a a, luego a es
equivalente a si mismo.

2 Propiedad reciproca.—Si a v b, existira una transformacion f
que haga pasar de a a b. Pero entonces la inversa de f, que existe
por formar grupo las transformaciones, transformara b en ¢, lue-
g0 buwa.

3. Propiedad transitiva. — Supongamos que sea cwad y buw .
Eso quiere decir que existe una transformacion f que transforma a
en b y otra ¢ que transforma b en c¢. Entonces, en el grupo de trans-
formaciones existe la transformacion producto ¢f que transforma
a en ¢, por definicién de producto de transformaciones; de donde se
sigue que a v C.

Un ejempio clasico de la clasificacion engendrada por un grupo de transtorma-
ciones es el del concepto de Geometria segun KLEIN. Segun esta idea se trataria
de definir grupos de transformaciones geométricas que, al clasificarnos las figu-
ras de un cierto espacio, nos definirian una geometna para la cual todas las figu-
ras de una misma clase serian equivalentes respecto de las propiedades caracte-
risticas de esa geotetria.

Los principales grupos de transformaciones geométricas que dan lugar a Geo-
metrias de Klein son sucesivamente los siguientes:
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El grupo de los movimientos, es decir. de las traslaciones, girog v simetrias v
sus productos. Una figura cualquiera lransformada por un movimiento pasa a
ser otra figura igual a ella v de las mismas dimensiones o, como se suele llamar,
congruente con ella. Respecto, pues, del grupo de los movimientos todas las figu-
ras congruentes entre si pertenecen a la misma clase. Para la Geometria corres-
pondiente a este grupo todas las figuras congruentes son equivalentes, es decir,
las puede estudiar como si se tratase de una misma figura. Esta Geometria sera
segun esto. el estudio de todas las propiedades que permanecen invariantes por
el grupo de los movimientos, v se llama Geometria de la congruencia.

Grupo de las semejanzas, Se puede considerar como constituido por todos los
movimientos. homotecias v sus productos. Dos figuras seran semejantes, v por
tanto equivalentes respecto de la relacién definida por este gruvo, cuando se pue-
da pasar de una a otra mediante una semejanza. Todas las figuras semejantes
entre si son, pues, la misma figura para la Geometria correspondiente a este
grupo, que se llama Geometria eguiforme, va que las figuras conservan su forma
al transformarse por semejanzas. La Geometria equiforme sera, por lo tanto, el
estudio de todas las propiedades de las figuras que permanecen invariantes por
el grupo de las semejanzas. El grupo de los movimientos es un subgrupo del de
las semejanzas, por lo qgue la Geomelria de la congruencia puede considerarse
como una subgeometria de la equiforimme,

Analogamente, para no repetir las mismas ideas, en los grupos sucesivos de
transformaciones gue podemos ir considerando, Illamaremos Geomeiria afin al
estudio de las propiedades invariantes por el grupo de las afinidades: Geometriq
proyectiva a la correspondiente al grupo de las proyectlividades, etc. En general,
toda geometria en el sentido de Klein serd, pues, la que estudia las propiedades
invariantes mediante un grupo de transformaciones.

EJERCICIOS

1. Demostrar que las matrices cuadradas de cualguler orden, los vec-
tores libres y los numeros complejos forman grupo aditivo, respectiva-
mente.

2. ¢Porman grupo los numeros reales positivos con la adicion? (Y con
la multiplicacion? ¢Lo forman los enteros pares con la adicién? ¢Y los
impares?

3. Estudiar las rotaciones y simetrias del cuadrado como gruvo de
transformaciones del mismo.

4. Idem para el triangulo equilatero,

5. Un semigrupo conmutativo S respecto a una oneracién suma sc dice
gue esta ordenado si para a, be¢ S, existe un ¢ € S tal que:

a<besa+c=0
Demuéstrese que cumple las tres propiedades de una relacion de orden.

6. Un grupo G esta ordenado cuando contiene a un semigrupo S, tal
gue para cualquier a € G se verifica:

a o —aeQ.
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Entonces definimos una ordenacion segun esta ley:
a<<beb—ae€sS.
b—a€esS
a—bes

Demuéstrese que es una ley de ordenacion.

Y para cualesquiera a, b =

7. Demostrar que las clases de numeros congruentes mod. (m) forman
grupo abeliano.

8. Demostrar que los numeros 1. i, 1. - i ferman un grupo abelia-
no respecto de la multiplicacion ordinaria.

9. Demostrar que en un grupo no conmutativo se verifica:
(ab)'=1>b 'a '
10. Si G es uh conjunto no vacio con una multinlicacion asociativa

respecto a la cual todas las ecuaciones ra = b, ay = b tienen soluciones
z, ¥ € G, entonces G es un grupo.

11. Demostrar gue si r* =e¢e (e es el elemento neutro) para cualquier
r € @G, donde G es un grupo, G es conmutativo.

12, Demostrar que el gruno aditivo de enteros mod. (4) es isomorfo
con el grupo de rotaciones del cuadrado.

13. Encontrar un grupo de transformaciones geomeétricas cue sea iso-
morfo a los siguientes grupos abstractos:

a) Grupo aditivo de todos los numercs reales,
h) Grupo multivlicativo de todos los numeros reales no nuios.
¢) Grupo aditivo de enteros mod. (6).

14. Si T es un subgrupo de S y 8, a su vez, un subgrupo de G, T es un
subgrupo de G.

15. Demastrar que en cualquier grupo G el conjunto de los elemen-
tos a, tales gue:
ar = 1a,

para cualguier r € G, es un subgrupo de G.
III. ESTRUCTURAS RESPECTO DE DOS OPERACIONES

1. ANILLOS

En lo que sigue supondremos siempre que las dos operaciones de-
finidas en un conjunto son la suma y el producto. :
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Un conjunto 4 en el que se han definido las operaciones de suma
y producto se dice que es un anillo respecto de estas dos operaciones,
cuando se verifica:

1° A es un grupo abeliano respecto de la suma.

2 Es un semigrupo respecto del producto.

3. Posee la propiedad distributiva:

a(b 4 ¢)=ab - ac
(b c)a = ba- ca.

Un anillo se dice conmutativo si el producto tiene la propiedad
conmutativa v se dice que es un anillo con elemento unidad, si el
semigrupo multiplicativo posee elemento unidad.

El ejemplo mas sencillo de anillo es el conjunto Z de numeros

enteros: es un anillo conmutativo con elemento unidad. También lo
es el conjunto Z[ X ) de todos los polinomios:

a aX | ... -+ a.X",

en los que todos los coeficientes a, € Z. De igual modo definiriamos
los anillos de polinomios @[ X] en la indeterminada X con cozficien-
tes del conjunto @ de los numesaros racionales, etc. Asimismo forman
anillo también los polinomios en varias indeterminadas, X,, X., ..., X,
con coeficientes en Z, anillo que se representa por

En cualguier anillo se veritican las siguientss propiedadas:
1.» a0 =0, para cualquier a del anillo, siendo 0 el elementc necu-
tro de la suma. En efecto,
ab = a(b-+ 0): ab 4 al > ad =0,
basandonos en la propiedad distributiva.
20 a(—b) = --ab.

En efecto,
a(b-—b)= ab 4 a(--b)y  ad 0.

Luego a(— b) es, como se ve, el opuasto de ab.
Del mismo modo se demostraria que (- -a)p = - ab.

34 (—a)(--b) = ab.
—a0=(—a) (b—b)=(—a)b+ (—a) (---b) ~— ab+ (-—a) (-0)=0,
de donde resulta el enunciado.

No es cierta, en cambio, 1a propiedad reciproca de la primera que
acabamos de ver, es decir, de que ab = 0, no se sigu2 necesariamente
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que uno, al menos, de los dos factores sea cero. Veamos un ejemplo
en el que no ocurre esto.

Sea el conjunto de pares de numeros enteros (a, b), a, b € Z que
ya hemos considerado en alguna otra ocasion, y definamos entre
ellos las operaciones de suma y producto en la siguiente forma:

(a, b) + (¢, d) = (a4 ¢, b+ d)
(a, b) (¢, d) = (ac, bd).

Para estas dos operaciones es inmediato comprobar que ese con-
junto de pares forma un anillo. El elemento neutro de la suma es
el par (0, 0) y el del producto el (1, 1). Pues bien, se pueden encon-
trar productos de dos factores, ambos distintos del elemento neutro
de la suma, cuyo producto sea, en cambio, éste. Por ejemplo:

(1, 0) (0, 1) = (0, 0).

Cuando en un anillo se verifica que ab = 0, sin ser cero, ni ¢, ni b,
se dice que los elementos @ y b son divisores de cero. Si un anillo no
posee divisores de cero se dice que es un dominio de integridad. El
anillo de los enteros, por ejemplo, es un dominio de integridad, y '
también el de los polinomios en una variable con coeficientes en Z.

2. DEFINICION DE CUERPO

En un anillo, en general, no existe para cada uno de sus elemen-
tos a el elemento inverso a7}, tal que aa™! = 1, ya que respecto de la
multiplicacién sélo se ha impuesto la condicién de ser semigrupo.
No obstante puede ocurrir que existan algunos elementos en el anillo
que posean inverso, también perteneciente al anillo. Asi ocurre, por
ejemplo, con el elemento — 1, que en el anillo de los numeros ente-
ros tiene inverso, él mismo, ya que (— 1) (— 1) = 1. Del mismo modo,
en el anillo de polinomios Q[ X], todos los elementos de @, excepto el
cero, es decir, todos los polinomios de grado cero, tienen inverso per-
teneciente al mismo anillo.

A los elementos de un anillo cuyos inversos pertenecen al anillo
se les llama unidades de este anillo. No debe confundirse el concepto
de unidad de un anillo que acabamos de definir, con el de elemento
unidad del anillo, que es el elemento neutro de la multiplicacion.

Cuando un anillo es dominio de integridad y se verifica que todos
los elementos del anillo, excepto el cero, son unidades del mismo,
al anillo se le llama cuerpo.

Cuerpo es, pues, un anillo en el que cada elemento tiene inverso.
Fquivale esto a decir que un cuerpo es un conjunto con dos opera-
ciones, suma y producto, respecto de las cuales es grupo aditivo y

14
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grupo multiplicativo y posee la propiedad distributiva. El grupo adi-
tivo es siempre abeliano. Si el grupo multiplicativo es también abe-
liano, el cuerpo se llama conmutatlivo; si no lo es, sera un cuerpo
no conmutativo.

Los conjuntos de numerog racionales, reales y complejos son ejem-
plos sencillos de cuerpos.

Se puede demostrar facilmente que todo cuerpo es un dominio de
integridad. En efecto, si ab =0, y b= 0, el elemento b~ pertenece al
cuerpo; multiplicando por él a la derecha la igualdad’ anterior se
obtiene: abb~ = a =0b"' = 0.

3. IDEAL DE UN ANILLO

A partir de aqui supondremos siempre que los anillos de que
tratamos son conmutativos y con elemento unidad.

Dado un anillo 4, se dice que un subconjunto suyo S es un sub-
anillo de A cuando S es a su vez un anillo.

Por ser subanillo, S sera subgrupo del grupo aditivo de 4. En-
tonces, para comprobar si un subconjunto S de 4 es un subanillo
suyo bastara demostrar que se cumplen las dos condiciones si-

guientes:

a) Siag, beS=a—bES.
b) a, b€S =abes.

BEstas dos condiciones son necesarias y suficientes, como se puede
probar en seguida.
Dados dos anillos, A y 4’, se dice que una aplicacion h de 4 en A’
es un homomorfismo cuando conserva las dos operaciones de suma y
producto, esto es:
hi(a -+ b) = h(a) + h(b).
hiab) = h(a) k(D).

Como en el caso de los grupos se llama nucleo de ese homomor-
fismo al conjunto N de elementos de A que se representan sobre
el 0 de 4".

Cuando el nucleo N del homomorfismo consta exclusivamente del
elemento 0 de 4, la aplicacion h es entonces una correspondencia
biunivoca y se llama isomorfismo.

Vamos ahora a demostrar que el nucleo de un homomorfismo es
siempre un subanillo del anillo original 4. En efecto, si

a, beEN = h(a) = h(b)=0,
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entonces, por lo demostrado para grupos,
h(a—b)=h(a)—h(b)—=0=a—DbEN.

Del mismo modo,
h(ab) = h(a) h(b) =0 = ab €N,

como queriamos demostrar.

Podemos observar que la 1ultima condiciéon es superabundante.
Para que h(a) h(b) sea igual a cero bastara con que lo sea uno solo
de los factores. Resulta entonces que el nucleo del homomorfismo
cumple una condicién multiplicativa mas fuerte que la necesaria.
para ser simplemente subanillo. En efecto, si a € Ny b€ 4, aun cuan-
do b no pertenezca a N, se tendra que ab € N, ya que

h(a) h(b) =0 - h(b) =0.

Por cumplir esta condicion mas restrictiva se dice que el nucleo es
un ideal del anillo 4.

Definiremos, pues, el concepto de ideal de un anillo 4 diciendo
que es cualquier subconjunto I < 4, tal que satisfaga las dos siguien-
tes condiciones:

1* a, b€l =>a—Dbel
2" a€l, bed= abel

Resulta, pues, que todo ideal de un anillo es un subanillo suyo
¥, por lo tanto, un subgrupo del grupo aditivo del anillo. No es cierto,
en cambio, que, reciprocamente, todo subanillo sea un ideal.

Un ejemplo de ideal es el conjunto de todos los numeros pares
en el anillo de los numeros enteros. También lo es el conjunto de
multiplos de un entero cualquiera.

En general, si 4 es un anillo cualquiera y a¢ un elemento suyo, el
conjunto de multiplos de a, es decir, el conjunto

tax | x € A}
es un ideal de A. A los ideales de este tipo, engendrados por un unico
elemento del anillo, se les llama ideales principales. También ¢l con-

junto
?all'l ‘{ CL-_&T: ‘\ ...... ]” a,xT, { :L‘l 6 AE

forma un ideal que se dice engendrado por los elementos

La demostracion es inmediata.
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4. ANILLO DE CLASES DE RESTOS

Como dado un ideal I de un anillo A, este ideal es, como hemos
visto, un subgrupo del grupo aditivo de A, podemos tomar clases de
restos de este grupo respecto del subgrupo I en la forma en que lo
vimos al hablar de grupos. Diremos ahora que mediante esta opera-
ci6n tomamos clases de restos del anillo 4 respecto del ideal I y lia-
mamos al conjunto de estas clases A/l

Por todas las propiedades que anteriormente estudiamos resulta-
ra que dos elementos a, b € 4 pertenecen a la misma clase de restos
del conjunto de clases A/I cuando a — b € I. Por analogia de las con-
gruencias con numeros enteros, que es un caso particular de éste,
escribiremos también eso mismo en ia forma a = b(I).

También por el estudio hecho en los grupos resulta que el con-
junto 4/ es un grupo aditivo para la siguiente definicion de suma:

@+ D+ b+D=(a+0b)+1

Si ademas de esta operacion definimos en A/I un producto me-
diante:
(a+ 0D ((b+1)—(ab) +1,
vamos a demostrar que respecto de estas dos operaciones A/l es un
anillo. Lo primero que vamos a demostrar es la propiedad uniforme
de la multiplicacién, es decir, si

a +1=a+1 y b4+I=0b+ 1,
entonces
a’t+1=ab-+ I
En efecto, de las hipétesis resulta:
a—acl, b —bel
De aqui:
abt —ab —a'b —ab-+ab-—ab =a' (b —D>b)+ (¢’ — a)b.

Como ambas diferencias pertenecen a I resulta que los dos suman-
dos pertenecen a I. Pero para cualquier ideal I, si dos elementos del
anillo pertenecen a él, también pertenece su suma; en efecto, per-
tenece el opuesto de uno de ellos, ya que es el producto de él por
el — 1 del anillo, y entonces pertenecera la diferencia del otro ele-
mento menos este opuesto, es decir, la suma de los dos dados. Re-
sulta entonces que a'b’—ab€l, o sea, a’b’ 4 I =ab 4 I, luego el
resultado de la multiplicacion es independiente de los representantes
elegidos en las clases factores.
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Es inmediata la propiedad asociativa, y en cuanto al elemento
unidad de A/I se comprueba facilmente que es la clase 1 -+ I, sien-
do 1 el elemento unidad de 4. También es evidente la propiedad dis-
tributiva.

Al anillo A/I asi definido le llamaremos anillo de clases de restos
del anillo 4 respecto de su ideal I. Por comodidad representaremos

algunas veces a la clase a 4 I € A4/1 por la notacién mas sencilla a.
‘Entonces se puede escribir, como es costumbre, la relacion de cada
elemento de A a su clase de restos correspondiente en la forma:

Esta relacion entre a y @ es un homomorfismo entre 4 y 4/I. En
efecto, si a b corresponde b = b -} I, por la definicion de las opera-
ciones anteriores, al elemento a - b correspondera el ¢ -+ b, y al ab

el ab. A este homomorfismo, como hemos hecho va en otro caso ani-
logo, le llamaremos homomorfismo natural o canonico. El nucleo de
este homomortfismo es precisamente el ideal I.

En todo anillo existen siempre dos ideales, que se llaman impro-
pios, que son el elemento O y todo el anillo. El primero de ellos es
un ideal principal engendrado por el cero y consta exclusivamente
de este elemento; cuando se quiere expresar este ideal se denotara
en la forma (0). Analogamente, el ideal principal engendrado por el
elemento 1 consta de todos los elementos del anillo, luego (1} — A.
Todo ideal que no sea impropio se dira ideal propio. Cualquier ideal
propio contiene al ideal (0) v esta contenido en el (1).

Vamos a demostrar gue un cuerpo K no tiene mas ideales que los
dos ideales impropios. En primer lugar observaremos que si un ideal
contiene al elemento 1, el ideal coincide con todo el anillo, es decir,
es el ideal (1); la comprobacion puede hacerla sin trabajo ¢l lector.
Bastara entonces con que demostremos que cualquier ideal de un
cuerpo, distinto del ideal (0), contiene al 1; entonces ese ideal coin-
cidira con el cuerpo K. En efecto, si I # (0), existira en I un elemen-
to a == 0, luego el elemento a™' € K y, por tanto, su producto por a € 1
sera el elemento ca'=—1¢€ I, como queriamos demostrar.

5. OPERACIONES CON IDEALES

Veamos algunas analogias entre los anillos en general y el anillo
de los enteros. Dado un anillo A4, existe en él un conjunto de ideales.
Si entre dos de ellos, I, I, se verifica I < I’, se dice que I’ divide a I,
0 que I es multiplo de I,
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Esta terminologia se emplea por analogia con lo que ocurre en
el anillo Z. Pues sean, por ejemplo, I = {é;, I'= {é}. Se verifica
I < I’y ademas 3 | 6. Es decir, decimos que el ideal :3} divide al ;6;.

Se llama union o suma:

IUI’:I—{~I"':§a+a’[a€I, a erj.
La interseccidén se define como en los conjuntos
inr=jajacl, aerl’y.
Si el anillo es Z, consideremos 10s ideales
1= {a} e r = ib}.

Como ya se vio anterigrmente, en este caso:

I+0' = {ha+ kb |h, k€Z| = m. c. d (a, D).

Generalizando esta nomenclatura llamamos:

me d (L IN'=IUulI'=1-}1,
m.cm (I, ")Y=Inr,

Demostraremos ahora que tanto I -+ I’ como I NI son ideaies,
siendo I 4- I’ el minimo ideal que contiene a I e I’ simultaneamente.
Asimismo, I N I’ es el maximo ideal contenido en I e I".

a) I+ I Sean

ata,b+b €l-Ur,
end a, bel=a-—bel
o}
sien a, el =a —b€lr.
Sumando:
(a+a)y—(d-+b)=(a—b)+4 (¢ —b)Yel + I.
(e (eI

Por otra parte,
clat+a)y=ca+ca €l I,

(el) (eI
para cualquier c € 4.
by Inr.
Sean:

b . a, bel a—b¢€l beIn
, nil - = q-— nr.
a bel | @, b€l =a—ber a €
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Por otra parte:
ca€l,ca€l’ ==ca€clInl.

Ademas, I - I’ es un divisor de I y de I’, mientras que IN I’ es
multiplo de ambos. En efecto, para ver que I < I I’, observemos
que todo ideal posee el elemento 0 del anillo; el ideal I’, por ejemplo,
posee el elemento 0, ya que si a’€I’, como 0 € A, el producto

a - -0=0¢€er.

Entonces todo elemento a €I se puede escribir en la forma a 4 0,
con a€l, 0€l’,luegoa=a—+4 0€1I-+ I, loque nos diceque J I+ I,
y lo mismo I'c 141,

La demostracion deque INI'c I, I NI’ c I’ es inmediata, de acuer-
do con la definicidon de interseccion.

Queda por demostrar que I-}- I’ es el maximo divisor, es decir,
que si J es un ideal tal que I < J, I’ c J, entonces I +I' = J. En efec-
to, sea

a -+ a, acl, aEer

un elemento de I 4 I'; entonces a€J y a’ € J, luego a -+ a’ €.1.

Asi, que todo ideal que divide a I e I’, divide a I + I’, luego éste
es el m. c. d.

Del mismo modo, si un ideal Lcl, LcI’, también L<INl,
como es inmediato, luego todo ideal multiplo de I y de I’ es multiplo
de INI, asi que ésteeselm.c. m. de I e I'.

Todo lo anterior nos indica que el conjunto de ideales de un
anillo es ordenado (no totalmente), y para dos elementos cualesquie-
ra I, I’ existe:

extr. sup. (I, I'Y=1-+I=m. c. d. (I, I').
extr. inf. (I, I')=INI=m. ¢c. m. (I, I'),

luego el conjunto de ideales de un anillo, incluyendo los impropios,
es un reticulo respecto las operaciones -, n.
El ideal A (anillo) es el universal del reticulo, pues,

A4 1= A4; ANnI=1
El (0) es el infimo, pues:
() -+I=1 (0) n I=(0),

es decir, hacen el papel de U y @ del reticulo de partes de un con-
junto.
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6. IDEALES PRIMOS Y MAXIMOS

Un ideal I se llama mdrimo cuando no estd contenido en ningun
ideal propio, o sea, si I maximo e I J = J =" A,
Pueden existir varios ideales maximos en un anillo. Por ejemplo,

en Z son maximos (5!, {7}, {13!, ..., y en general los multiplos de
cuualquier numero primo, ya que, en efecto, si ¢ y b son dos enteros

y {a}, {b} los ideales que engendran, vimos que {a} ¢ (b} si b a.
Entonces, si a es primo, no hay ningin b1 que lo divide y, por
tanto, el unico ideal que contiene al 3&2 es el
11l =f{l.xjrez =2,
luego :d{ es maximo.
No lo es :6:, pues
(6} < 24,
Veamos ahora cémo se traduce el concepto de nimero primo en
los ideales. Un ideal I es primo cuando se cumple que si
abel, a¢l=>Db¢€l

Entre numeros enteros equivale a decir que son los engendrados
por los numeros primos y su definicién no es mas que la generaliza-
cién de la propiedad de que si un niimero primo divide a un produc-
to de dos numeros enteros, divide a uno de los factores.

Por ejemplo, si

ab==3, y 3 no divide a a~>3|b,
0 sea, si

ab € {3}, a€ {3} = be(3}.
Esto no ocurre con numeros no primos; por ejemplo:
24=3.8€{6], 3¢i6/, 8€;6].

Veremos dos teoremas importantes, aunque sin demostrar total-
mente.

TEOREMA.—S1i el ideal P < A es primo, entonces A/P es un dominio
de integridad (no tiene divisores de 0), y reciprocamente.

La clase @ -~ P la llamaremos a € 4/P. En particular,
' P=0-+P=0.
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Para ver que A/P es dominio de integridad, hemos de ver que si

Para ello recordemos el homomorfismo canénico 4 — A/P, don-
de el nucleo es P, es decir, que todo elemento de 4 que se represente

enel 0¢€ A/P, pertenece a P. Luego si en dicho homomorfismo
a-—»a, b—>Db=> ab— ab,

y la expresién a demostrar se traduce en estos términos:

ab€P, ae P=>DbE€EP,

afirmacion que es inmediata, dada la definicion de ideal primo.
Y lo mismo se demuestra la proposicion reciproca.

TeorEMA,—Si el ideal I € A es mdximo, se verifica: 1.°, I es primo;
2.2, A/I es cuerpo.

Advertimos que no todo I primo es maximo, aunque esto si que
ocurre en el anillo Z.

En lugar de la demostracién, veremos un ejemplo tomado en el
anillo Z.

En adelante representaremos por (a) el ideal prinecipal engendra-

do por a; es decir, (a) = {a}. Sea

I=(5) = A/1 =10, 1, 2, 3, 4].

Hacemos la tabla de multiplicar:

1 2 3 4

| .
111 2 3 4
2 | 2 4 1 3
3 /3 1 4 2
4 | 4 3 2 1

prescindiendo, por comodidad, del trazo encima de cada numero.

Por encontrarse la unidad en cada fila y columna, todo elemento
tiene un inverso, y por cumplirse las demas condiciones, el conjun-
to A/I forma un cuerpo.
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Veamos como contraejemplo lo que ocurre tomando el ideal
1= (6), que no es maximo:

-
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Solamente los elementos 1, 5 tienen inverso, luego no es un
cuerpo.

Notemos en este ejemplo que existen divisores de 0. Por ejem-

plo, 2 X 3 =3 X 4 = 0, luego tampoco es dominio de integridad. Esto
es consecuencia del teorema anterior, ya que el ideal (6) no es pri-
mo, pues hemos dicho anteriormente que en el anillo Z coinciden los
conceptos ideal primo e ideal maximo.

En todo caso, una vez demostrado que 4/I es un cuerpo, quedaria
demostrado que I es primo. Bastaria, en efecto, de acuerdo con el
teorema anterior, comprobar que A/I es dominioc de integridad, y
esto quedé visto en cuanto probamos, en el parrafo 2 de este ca-
pitulo, la siguiente proposiciéon: Todo cuerpo es dominio de inte-
gridad.

7. DIVISIBILIDAD EN LOS ANILLOS

Dados dos elementos, a, b € 4, decimos que a es un divisor de b, y
lo representamos asi:

alb,
si existe un elemento ¢ € 4, tal que
a-c=b.

Si representamos por (a) y (b) los ideales engendrados por a y b,
respectivamente, se debera verificar:

(b) < (a),

es decir, que ideal (a) es divisor del (b).
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Se dice que dos elementos a y b de 4 son asociados si
b= au,

donde u es una unidad del anillo 4.
Como si u € A también u'€ 4, entonces esto implica que si

b= qu, b-ul=—a,
0 sea,
albdb b|a.

Esto en los ideales (a), (b) se refleja de la siguiente manera:
(a) = (b), (b)c (a)= (a)= (b).

Si dos elementos son asociados, sus ideales coinciden.
Toda unidad es asociada con el 1, pues por una parte 1 divide a u,
y por otra, como uu~' =1, también u divide a 1. Entonces,

(u) = 4;

el ideal engendrado por una unidad coincide con el anillo total.
_ Un elemento del anillo se llama irreducible cuando so6lo es divi-
sible por las unidades y por sus asociados.
En el anillo Z los elementos irreducibles son los numeros primos.
Ejemplo, el 3, s6lo es divisible por 1, —1, 3, — 3.
Todo elemento no irreducible de un anillo se puede escribir como
producto de elementos irreducibles:

a=T7Ty...... Th.

A esto se llama una factorizacion de a.

Dos factorizaciones que difieran sélo en el orden de los factores
0 en que se han introducido unidades, se consideran la misma.

Segun lo que antecede, podemos definir ahora lo que se entiende
por anillos de factorizacién tunica.

8. ANILLOS DE FACTORIZACION UNICA

Diremos que 4 es un anillo de factorizaciéon unica si:

1) Todo elemento de A puede descomponerse en un numero fi-
nito de factores irreducibles.

2) Esta descomposicion es unica.

Son anillos de factorizacion unica Z y el anillo Z{z] de polino-
mios en una indeterminada con coeficientes que pertenecen al ani-
llo Z de los enteros, o el @|x], con coeficientes en Q.

No todos los anillos (aunque si los mas usuales) son de factori-
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zacion unica. Por ejemplo, consideremos el anillo formado por los
elementos de la forma

a+by—3 con g bEZ
Este anillo, como puede verse tacilmente, es el anillo de polino-
mios en las distintas potencias de y — 3, y cuyos coerictentes per-
tenecen a Z. Lo representaremos por Z[ — 3].

Definiendo entre los elementos de Z[ 4 — 3] una suma:

(a,+ b, \/T__g) + (@, + b, \/—3) = (a, + a.) -+ (b, | b.) \/—3,
vemos que es una operacion interna, puesto que a,--a, y b, |- b, € Z.

Se ve que es asociativa. Tiene elemento neutro, el (0--04 —3) ¥

elemento inverso, para cada a-- by —3, el (——a-—b ¢ —3).
Definimos el producto como en los binomios algebraicos:

(al + bl \/’—::5) (a: + b: \/; 3) = (ala? - 3b:b:) “*' (a[b;' i blaz) \/ - 3
Este producto tiene elemento unidad, el

140y —3;
pero no existe elemento inverso y si tiene la propiedad distributiva.

Asi, pues, Z[ v/ — 3] es un anillo con elemento unidad.
Pues bien, este anillo no es de factorizacion unica, pues, por ejem-

plo, el elemento 4 + 0 4/ -— 3 podemos descomponerlo asi:

4=2X2=(1+y —3)(1—y —3).
Con este ejemplo vemos que la teoria de la divisibilidad, que es-
tamos habituados a aplicar en los anillos Z y @[x], por ejemplo, no
es generalizable a cualquier tipo de anillos.

9. ANILLOS EUCLIDEOS

Aquellos anillos en los que son aplicables las propiedades de la
divisibilidad que conocemos para Z y @[z], y que, por consiguiente,
son una generalizacion de estos anillos, se llaman anillos euclideos.

Un anillo euclideo A viene caracterizado por las siguientes pro-
piedades:

1) A cada elemento a € A se le puede asignar un entero, no ne-
gativo, g(a), tal que si

a|b=g(a)=g().
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El signo = expresa que, como en particular para a = b también

b 'a, no se excluye que g(a) = g(b).
2) Dados cualesquiera a, b € A, se pueden encontrar dos nume-
ros, q y r, también de A, tales que:
a=—bq+r con g(r) < g(b).

Son anillos euclideos, como ya hemos apuntado antes, el Z si ha-
cemos:
gla) = al.

También @[x] si hacemos

g(p) = grado del polinomio p.

TEOREMA.—Todo ideal, I, de un anillo euclideo es un ideal princi-
pal, esto es, todos los elementos que forman el ideal son miultiplos
de un unico elemento.

Escojamos un a € I con la condicién de que ¢g(a) sea minimo (pue-
de haber mas de un a € I que verifique esto).

Demostraremos que si

bel = b-—=aq, q € A.

Como a, b € A4, por la propiedad 2) de los anillos euclideos, podemos
escribir:
b—~aq+r con g(r) < g(a). (4]

Por otra parte, r—=b—aq, donde a, b€l y g€ A, y por tanto,
b---aq €1, es decir,
rel.

Pero entonces no puede cumplirse
g(r) < g(a),

por ser g(a) minimo. Esto es lo mismo que afirmar que nc existe
un 7 que verifique [4] y que, por tanto,

b = aq.
Si ¢ y b son dos elemantos asociados que pertenecen a un anillo
euclideo se verifica simultaneamente:
alb y b a,
sus enteros asignados g¢g(a) v ¢(b), verifican también simultanea-

mente:
g(a) = g(b) 'y g(b) = g(a),
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1o cual implica, por ser = una relacién de orden, que
gla) = g(b).

En particular, como cualquier unidad del anillo es asociada del
elemento 1:
g(u) =g(1).

Pero cualquier otro a € 4 que no sea unidad verifica:
g{a) > g(1).

TeorREMA.—Todo anillo euclideo es de factorizacion unica.
La demostracion, de acuerdo con las propiedades de los anillos de
factorizacion unica, debe comprender dos partes:

1) Todo a € A se puede descomponer en un numero finito de fae-
tores irreducibles ri:

2) Esta descomposicién es unica.

Demostraremos tan solo ia primera parte.

Supongamos que la propiedad de la descomposicién se cumple
para cualesquiera b€ A, tales que g(b) <n y veamos que entonces
podemos demostrar que se cumple para g(a) —n.

En efecto, supuesto que a no es irreducible (si lo fuera no habria
nada que demostrar), se podra descomponer en producto de dos fac-
tores, r y s, tales que:

a=r-s8,
¥y que ni r ni s sean unidades; entonces:
rla y sia,

0 Sea,
g(r) = g(a), g(s) = g(a). (5]

Como ni 7 ni s son unidades, a no es asociado con r (porgque s se-
ria unidad en este caso), ni con s (porque lo seria r), y, por tanto,
las relaciones [5] son desigualdades estrictas:

9(r) << g(a) == n.
g(s) < g(a) = n.

Pero entonces, por hipotesis, tanto » como s, admiten una des-
composicién en producto de un numero finito de factores irredu-
cibles:

reDD . P



LECCIONES DE MATEMATICA MODERNA 1403

y entonces
C=T -8=DPys...... ey -..... Q.

La demostraciéon de la unicidad de esta descomposicion la omiti-
mos, como hemos dicho.

En todo anillo euclideo se puede, por tanto, definir, a partir de
los conceptos expuestos, una teoria de la divisibilidad andloga a la
estudiada en el anillo de los enteros.

En particular, se puede hallar por el algoritmo de EucLIDES el ma-
ximo comun divisor de dos elementos cualesquiera del anillo. Y lo
mismo que en los enteros, se verifica que m. ¢. d. (a, b) = ax 4 b,
+ y 8 son dos elementos del anillo.

En efecto, el conjunto de elementos I = {am - bn 1 m, n€ Al es
un ideal, como puede comprobarse inmediatamente, y por tratarse 4
de un anillo euclideo, ese ideal sera un ideal principal:

I={(ax+Dbg)c|ceAl.

Resulta, pues, que todo elemento de la forma am -} bn es miiltiplo
de ax -|- b§, luego para m =1, n=0 y para m =20, n = 1 se tiene,
respectivamente:

(ax+bb) | a, (az +bp) | b,

asi que ax + bB es un divisor comun de a y b. Si p es un divisor, tam-
bién de a¢ y b, se tendra:

pja plb=p| (ax+ bf);
luego ax -+ b3 es el m. c. d. (a, b).

10. CUERPO DE COCIENTES DE UN ANILLO

Dado un anillo 4 conmutativo con unidad y que sea dominio de
integridad, establezcamos en 4 X A la siguiente relacién:
(a, b)R(c, d) < ad ~ be.
Esta relacién es de equivalencia, pues
1 (a, b)R(a, b), ya que ab == ba.
2° (a, B)R(c, d) <3 ad = bc <> ¢b 7 da «» (¢, d)R(a, b).
(a,b)R(c,d) «»ad = be « adf — bef
(c,d)R(e, f) > ¢cf = de ¢> cfb = deb
= adf = deb > af = be ¢« (a, b)R(e, f).
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Notemos que hemos necesitado la hipéotesis de ser A conmutativo
para demostrar las tres propiedades de R.

Veamos ahora que el conjunto (4 X A)/R es un cuerpo respecto
las dos operaciones que vamos a definir:

t(a, b)| + i(c. d){ = {(ad 4 be, bd)}.
{(a, b}{ - {(c, d)f = {(ac, bd)}.

En primer lugar, hemos de ver que estas definiciones tienen sen-
tido, es decir, el resultado no depende de los representantes elegidos
para hacer la operacién. La haremos solamente con la suma.

Sean, pues,

(a’, b’ )R(a.b) v (¢’,d)R(c, d)
Ha', D))+ (e d)) = ((a'd + b, bd)).
Ahora bien,

(ad + be,db)R(a’d’ - b'ce’,bd’),
ya que

(ad + be)b’d” = bd(a’d’ + b'e’);
como es facil ver, basandose en la hipotesis de ser:

a’b —="ba; ¢’d =d’c.

Para demostrar que (4 X 4)/R forma cuerpo, veamos que las
operaciones antes definidas cumplen todas las condiciones exigidas.

En primer lugar, son operaciones internas, por ser a, b, ¢, d € A.

Para demostrar la propiedad asociativa basta comparar los re-
sultados de las operaciones:

[(a, )+ (c, d)j+ (e, /) y (a, D)+ [(c, d)+ (e, N]
[(a, b) - {(c, d)] - (e, /) y (a, b) - [(c, d) - (e, N

Lo haremos con la suma, siendo el caso del producto totalmente
analogo:

[(a, D)+(c, d)]4-(e, f) = (ad -} be, bd)+ (e, f) = (adf +bef+ bde, bdy).
(a, b)+4-[ (¢, ) + (e, N] = (a, b)+ (cf +de, af) = (adf+ bef + bde, bdyf).

El elemento neutro para la suma es la clase {(0, a){, pues to-

mando por ejemplo el representante (0, 1), se verifica:
(0, 1) 4 (b, ¢) = (b, ¢)
para cualquier (b, c¢).

El elemento unidad para el producto es la clase |(a, a)}, pues to-

mando por ejemplo el representante (1, 1), se verifica:
(ly 1) M (b: C) = (by C)
para cualquier (b, c).
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El elemento simétrico del (a, b) es (—a, b) en la suma y (b, a) en
el producto, pues se cumple:
(a,b)+ (—a,b) = (0,bb) €} (0, 1);.
(a,b). (b,a) = (ab,ba)€ |(1,1)].
La propiedad distributiva se demuestra comprobando la igualdad
de resultados en las operaciones:

[(a,b) + (c,d)] - (e, f) = (ad + be, bd) - (e, f) = (ade -} bee, bdf)
{a, b) - (e, f) + (¢, d) - (e, f) = (ae, bf) 4 (ce, df) == (aedf+ bfce, bfdf)
€ {(ade + bce, bdf)!.

Queda, pues, visto que el conjunto de clases (4 < 4) R forma
un cuerpo, llamado cuerpo de cocientes del anillo A.

Si A = Z en el proceso anterior, resulta el cuerpo de los numeros
racionales. En é1 acostumbramos a utilizar la notacion (¢, b)

- a/b.
Si A= Z[r]}, entonces
{ ay - T+ ...... {- Q™ )
AxX4aH/R~) — o~ a,b€Z
[ by4bx | ... I b,

y este cuerpo formado por todas las expresiones racionales en I se
designa por Z(x).
Anilogamente se procede con anillos de mas de una variable.
Esta formacion del cuerpo Z(xr) se llama adjuncion de x al anillo Z.

11. CUERPO DE LOS NUMEROS REALES

Estudiemos ahora otro procedimiento para formar cucrpos, basa-
do en el teorema visto anteriormente, segun el cual, dado un ideal
maximo I < 4, el conjunto 4/I es un cuerpo. Lo haremos aplicando-
lo al ejemplo de la construccion del cuerpo real R.

Definimos una aplicacion del semigrupo N en el cuerpo @:

1-—q; 2— @ .. ; n—> Qu;

Esto es sencillamente una sucesion de numeros racionales, como
ya sabiamos. Designaremos dicha sucesién brevemente por q..

g. es convergente cuando, dado un numero cualguiera, : > 0, se
puede encontrar un numero n, € N, tal que para todo par:

n, N >0, Qn— Q| <.

¢. tiene por limite ¢ (v se expresa lim ¢. = ¢) cuando para cual-
quier = > 0 existe un n, € N, tal que para todo n > n, = | ¢ — (. | <e.

15
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Como ya sabemos, toda sucesion que tiene limite es convergente,
pero no es cierta la reciproca. Por tanto, la operaciéon (de caracter
topologico) de paso a limite no es siempre posible, dentro del campo
de los numeros racionales.

Nos encontramos, pues, con una Situacion analoga a la vista en
los numeros naturales y enteros. Para hacer posible en N la opera-
cién de restar se creaban los numeros enteros Z, y para hacer entre
éstos posible la divisién se introdujeron los numeros racionales Q.
Y ahora, a partir de éstos, construiremos un nuevo cuerpo que haga
siempre posible la operacion de paso a limite.

Veamos, en primer lugar, que el conjunto de sucesiones conver-
gentes en @ forman un anillo respecto a las siguientes operaciones:

Si

s =quq, .- ny e s
Go=4q1qs .- NPT :
o +40=¢, +q1, 4 +qo - ... 7 o PR
o * Gn=01 - G, * G oo o Gay e

Estas operaciones son internas, pues como ya sabe el lector, las
sucesiones que resultan también son convergentes.
El caracter asociativo y distributivo se deduce de los mismos ca-
racteres entre los numeros racionales. Las sucesiones:
0=0,0, .... , 0, ...
1-—1,1, ... 1,

son elementos neutros respecto de la suma y el producto, respecti-
vamente.
Dada la sucesion
o =G G, -+ oy oov e
su opuesta es la
— g, = s =

pues sumadas dan la

En cambio, si algin ¢; = 0 en la sucesién ¢., ésta no tiene inverso,
pues los términos

1 1 1 1
q, q. qi qy
1
no forman sucesion, ya que -——— € Q.
qi

Llamaremos, pues, A al anillo de las sucesiones convergentes.
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Consideremos en 4 el subconjunto I de todas las sucesiones cuyo
limite es 0, llamadas también sucesiones nulas. Desde luego, I c A,
pues se dijo anteriormente que toda sucesion que tiene limite es con-
vergente.

El subconjunto I es un ideal de 4, como consecuencia dz las dos
siguientes propiedades de las sucesiones nulas. Si

lim q. 0, lim ¢, = 0 —lim (g.—¢.) 0,
0 sea, Si
q. €1, qg. €1 ~>q,—-q. €1

Si r. converge y lim g, = 0 > lim r.q. 0,
0 sea, si
r. €A, q.€1 -r.q. €1
Formemos las clases de restos 41, Para demostrar gque forman
cuerpo en lugar de ver que I es ideal maximo, probemos que en 4.1
todo elemento tiene un inverso, v como ya sabiamos que A/I es aniilo,
quedara demostrado que es un cuerpo.
Sea la clase g, i I. Busquemos s, -1 I, tal que
(gu-1-1) (s, I)€ (1~ D).
Si en ¢. ningun término es nulo, la s, sera:
1 1 1

q] QZ Qu
como es facil comprobar.
Si en g, existen términos nulos, bastara con probar que podemos
encontrar en la clase ¢, -|-I un representante que no tenga ningun
término nulo. Sea, por ejemplo, para fijar ideas,

g, ~q, ¢, 0,0, ...... , 0, ... R B
Elegimos un elemento de I, por ejemplo:
1 1 1
1, —— —— B L >0,
2 3 n

que no tenga ningun término nulo. Si en esta sucesion cambiamos
por 0 los términos correspondientes a los no nulos en la q., sigue sien-
do sucesion nula: 0, 0, 1/3, 1/4, ... Sumando esta sucesion que perte-
nece a I con la dada g, obtenemos una sucesion sin ceros y de la
clase de ¢., que en este caso tendra la forma:

ql) q! —7'-‘—_? ___’ """
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Ahora estamos ya en el primer caso y podemos encontrar la clase

inversa de la dada.

El conjunto A'I -~ R es, pues, un cuerpo. Es llamado cuerpo de los
numeros reales. Por tanto, un numero real es una clase de sucesiones.

Llegados a este punto hagamos un esquema para comparar la in-
troduccion en la Matematica de los dos cuerpos tan importantes de

numeros como son Q y R.

Racionales

En Z la division es posible en
algunos casos:
a
——— =Cc€Z.
b
Cuando ¢ no es maultiplo de b
creamaos un nuevo tipo de nume-
ro y llamamos ntmero al par a/b.

Pero en el caso de division po-
sible existen otros pares:

m
— =, ..
n
a’b, m'n tienen de comun que
an -=bm, ...

Generalizando esto a todos los

casos establecemos la equiva-
lencia:
a c
s ——— 81 ad + be,
b d

y llamamos numero racional al
conjunto

v a \
de pares equivalentes.

Reales

En las sucesiones convergentes
de numeros racionales el paso al
limite es posible en algunos ca-
sos: lim @, == q € Q.

Cuando la sucesiéon convergen-
te g. no tiene limite, creamos un
nuevo tipo de numero vy llama-
mos numero a la sucesion q..

Pero en el caso de existencia de
limite, existen otras sucesiones:

9 —q,

¢, ¢, tienen de comun que

lim (q.—q’.) = 0,

Generalizando esto a todos los

casos estakblecemos la equiva-
lencia:
quwn g’ 81 lim (g.-—¢) =0,

y llamamos numero real al con-
junto

§ ’ )
'(qm qﬂy Ly

de sucesiones equivalentes.
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12. CUERPO DE LOS NUMEROS COMPLLEJOS

Consideremos el anillo de polinomios en una indeterminada x con
coeficientes sobre el cuerpo de los numeros reales:

R|x].

Sea I un ideal principal de este anillo, formado por todos los po-
linomios que son multiplos de z° - 1:

I~ i(x*+ 1P PeR[z]).

Tomemos las clases de restos de este anillo Rfx] respecto del
ideal I. Estas clases de restos Rfx | I se forman de un modo comple-
tamente analogo a como se hace con el anillo Z de los enteros, es de-
cir, cada clase esta representada por el resto de la division de cual-
quier polinomio P € Rl x| por x° - 1. Como el resto ha de ser de gra-
do menor que el divisor, serd, a lo mas, de grado 1.

Queda asi, pues, establecido en el anillo R[x] el homomorfismo
canonico:

R|x}—~ Rlx] 1.

La correspondencia establecida por este homomorfismo la pode-
mos representar esquemadticamente para cada P e Rizr}:

P—> (ax | b) - L

Veamos ahora que el conjunto de estos restos ;ax -- D! equivale
al conjunto de los numeros complajos.
En efecto, dados P y P € R|x], siendo

P —> (cx | d) 1,

definimos la correspondencia de suma v producto gue existe entre
los elementos de R|x] y sus imagenes en R|z|/I, correspondencia de
operaciones que existe por tratarse de un homomorfismo:

Pl P-—{(alox i (b+d))]+L

PP —» [acz® | (ad | bo)x | bd)] + L 1G]

Como el polinomio producto de restos que aparece en |[6] es de
grado 2, podemos hallar un representante de grado 1 sin 'nas que
dividirlo por 2 -}- 1. Resulta en definitiva:

PP —> [(ad | be)x - (bd -—ac)] | 1.

Podemos advertir, sin pasar mas adelante que las operaciones
suma y producto, asi definidas en las clases de restos, son los mismas
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que se efectian con los numeros complejos, que manejamos habitual-
mente.

Para simpliticar la notacion de las clases de restos vamos a re-
presentar sencillamente la clase correspondiente al polinomio x por

la letra i:
Ir—x |1 =i

Entonces, a la clase correspondiente al polinomio x°- 1, que es la
cilase 0 I = (2°-{- 1) ¢ I, lo representaremos por i 4+ 1. Pero como
x* -+ 1 pertenece al nucleo del homomorfismo canénico, su imagen
es la clase cero (el resto de la division de 1+ 1 por z°-i- 1 es, en
efecto, nulo), v entonces expresamos esta condicion mediante esta
igualdad fundamental;

10

Supuesto, por tanto, que tenemos los polinomios P, P, ... € R[z],
representemos sus clases respectivas ahora:
P —sai--b.
P —sci- |- d.
Entonces, a
Pt PP—(a-}-¢); (b+d
y a
PP’ —» (ad -+ be)i + (bd — ac),

donde
a, b, ¢ d, ...€R,

Concluimos, en definitiva, que cada clase de R[x|,/I se puede re-
presentar por un binomio en la variable I, con la condicioén i1 1 -0,
y cuyas reglas de suma y multiplicacion sean las antedichas.

El conjunto de estas clases de restos tiene ya estructura d2 anillo,
como cualguier otra clase de restos respecto de un ideal del anillo.
Para ver gque es ademas un cuerpo, demostraremos gue cada elemen-
to tiene inverso.

En efecto, dado un elemento del anillo

ai ? b;«i/ 0i % 0_»qg* _‘! b: _: 0‘

si construyo el elemento

—ai b

[ ,i S,

a;’ "17 b'.! al ,{7 b_'

)
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que también es un numero complejo por ser a, b € R, aplicando la
regla del producto se sigue:

— ai b
(@i +b) ] o | o = 1.
a b a - b

Como esta demostracién es completamente general, de aqui se
sigue que todo numero complejo tiene inverso. Por consiguiente, el
conjunto de los numeros complejos es un cuerpo, el cuerpo C:

C = Rl[x]/L

13. HOMCMORFISMOS Y AUTOMORFISMOS EN
EL CUERPO COMPLEJO

El cuerpo R esta contenido en el C: R es un subcuerpo de C. Asi-
mismo, @ esta contenido en R y, por la propiedad transitiva de la in-
clusion, en C y es también un subcuerpo de C.

Todas las nociones de homomorfismo, isomorfismo y automortis-
mo son perfectamente aplicables a los cuerpos.

En particular, existe en C un automorfismo muy interesante: el
que hace corresponder a cada numero complejo su conjugado

a-{ bi— a—bi

Veamos que se trata, en efecto, de un automorfismo, para lo cual
€s preciso demostrar que se conservan las operaciones de suma y pro-
ducto:

v

a ' bi— a--bi.
¢+ di—s c—di.

A (a4 ¢)+4 (b d)i debe corresponderle (a + c)—(b + d)i y esta
ultima expresion puede descomponerse:

(a —bi) 4 (¢ —di),

que coincide con la expresion suma de conjugados.

De igual modo puede verse que conserva el producto.

Hasta aqui hemos demostrado que se trata de un homomorfismo;
si ahora demostramos que el nucleo del homomorfismo s6lo consta
del elemento cero, quedara demostrado que es automorfismo.

La imagen de dicho nucleo es, desde luego, 0 —0i y su original
s6lo puede ser (por definicién de “conjugacién”) el 0 -- 0 = 0, luego
se trata de un automorfismo.
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14, NUMEROS ALGEBRAICOS Y TRASCENDENTES

Volviendo ahora sobre el homomorfismo del anillo R{x] sobre el
cuerpo C, podemos expresarlo también de esta otra forma:

P(x) — P(i),

con la condicion ¢ = — 1; de manera que P(i) es siempre un binomio
de la forma ai-{-b con a, b € R.
El nucieo de este homomorfismo es el ideal:

N = {P(x) (x° -+ 1),
ya que sus imagenes, por ser I’ -{- 1 -0,
P(i) (4 1) = 0.

En todos estos pasos hemos sustituido la x por i. Vemos, por tan-
to, que el cuerpo C puede considerarse como engendrado por el con-
junto de polinomios R{i] con la condicion de que ¢ = — 1.

La i es un “numero”, tal que si sustituimos P(x) por P(i), io que
era un anillo es ahora ya un cuerpo y el nucleo del homomorfismo
es el conjunto

P(x) (& + D! €R[x].

Pero, entonces, i verifica la ecuacion x* + 1 ==0, o cualquier otra
de la forma P(z) (x* + 1) = 0, con coeficientes reales. Esto se expre-
sa diciendo que ¢ es un numero algebraico sobre R.

En general, dado un cuerpo K, se dice que » es algebraico sobre K
si en el homomorfismo

Kiz]—> K]|x]

el nucleo es distinto de cero. Ello equivale a afirmar que » verifica
una ecuacion en r con coeficientes de K.
La eguivalencia es inmediata de demostrar. En etecto, decir que

a, -+ ax -+ a4+ .. 4+ a.x" €N

es lo mismo que afirmar qgue su imagen por el homomorfismo (que
consiste en sustituir las r por las x) es el elemento cero, o sea, que

a, b ax-t ar 4+ -+ dux" = 0.

Si esto no ocurre, es decir, que se trata de un isomorfismo, y, por
tanto, el nucleo coincide con el polinomio 0, x no seria solucién de
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ninguna ecuacién con coeficientes en K, y se dice entonces que z» es
trascendente sobre K.

Ejemplo.—El cuerpo @ es un subcuerpo de R y, por tanto, hay
elementos que pertenecen a @, pero no todos los elementos de R (los
irracionales) pertenecen a Q.

Pues bien, dado x € R, siendo x irracional, decimos que es irracio-
nal algebraico cuando satisface una ecuacion con coeficientes en Q.
Vv 2 es un irracional algebraico, pues es raiz de la ecuacion

r*—2 =0, 1, 2€Q.

Y si, dado % € R, % no satisface ninguna ecuacion con coeficientes
en @, diremos que & es irracional trascendente sobre Q. Tal es el caso
de los célebres numeros = v ¢, lo que dentro de las ideas anterior-
mente expuestas, equivale a afirmar que el homomorfismo

a, - T - ... | anr' —a, + )= + ... + a.="

es un isomorfismo.

15, GRADO DE UN NUMERO ALGEBRAICO

Dado un numero algebraico » sobre un cuerpo K, se llama grado
de » al menor de los grados de todos los polinomios de K|x], de los
que » sea una raiz.

El concepto de grado algebraico incide con el problema clasico de los meros
construibles con regla v compas. Dado el cuerpo @ de nuuneros racionales ¥ una
unidad de segmentos, con la regla v el compas se pueden construir segmentos
cuva longitud sea un niumero racional cualguiera. Esto se expresa diciando que
el cuerpo @ es un cuerpo couslruible.

Todo irracional algebraico de grado 2 tobre @, como 2 por ejemplo, es tam-
bién construible con regla y compas, lo que, como sabemos, es un ejercicio ele-
mental. Y no solamente €l, sino todo elemento de Q' 2) se puede también cons-
truir. El proceso es general, esto es: haciendo la adjuncién de un elemento alge-
braico de grado 2 a un cuerpo construible se obtiene otro cuerpo también cons-
truible. Asi podiamos formar una cadena de cuerpos obtenidos cada uno al hacer
la adjuncién al anterior de un irracional algebraico de grado 2, v como el cuer-
po @ de partida es construible, lo son todos los demis cuerpos. Para que un nu-
mero irracional cualquiera sea, pues, construible con regla v compas sera nece-
caric que pertenezca a alguno de los cuerpos construibles, tal como los hemos
definido.

Ya desde la geometria griega sc plantearon algunos problemas, que han dado
en llamarse los problemas clasicos de esa geometria: la triseccion del angulo, la
duplicacion del cubo, la construccién del eptigono regular y la cuadratura del
circulo. En todos ellos se trataba de obtener esos resultados sin mas ayvuda que
la regla v el compas. Conviene insistir en gue los mismos griegos los habian re-
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suelto yva por otros meétodos, pero lo que realmente interesaba a aquella geome-
tria era la resolucién con regla v compas.

Pues bien, los tres primeros problemas desembocan, en su resolucion de tipo
analitico, en sendas ccuaciones de tercer grado, con coeficientes racionales. Esto
es, se trataria de construir un elemento algebraico de grado 3. no reducible a
ninguno de grado 2, es decir, no perteneciente a ningiin cuerpo constriuible. En
consecuencia, 1os tres primeros problemas no son resolubles con regla v compas, -
aunque si. por ejemplo, con ayuda de cubicas o curvas de tercer grado.

Mayor dificultad supone el problema de la cuadratura del circulo o su equi-
valente de construir con regla y compas el numero = Es un problema en general
dificultosn. v en ocasiones practicamente imposible, decidir si un numery irracio-
nal es algebraico o trascendente. Hasta el siglo pasado no se consiguio demos-
trar que - era trascendente, por lo que sin saber si no es algebraico. menes aun
se podia asegurar que no era construible. El problema, pues, estaba pendiente de
resolucién. Con la demostracion de la trascendencia de =, queda resuelto total-
mente: el problema de la cuadratura del circulo no puede realizarse exclusiva-
mente con la regla v el compis.

16. ESPACIOS VECTORIALES

La operacion de multiplicar los numeros complejos por 10s nume-
ros reales es la aplicacion C < R — C, que es una ley de composi-
cién externa, donde R es el dominio ds operadores. La operacion es:

(a +- bi)e -~ ac -}- bei.
Esta operacion goza de las siguientes propiedades:

1.+ Distributiva respecto de C:
[(a- bi) | (¢ -+ 0iD]jec (a+ bi)e + (¢ + bie.

2 Distributiva respecto de R:

(a-+-biy(c | ¢) = (a i bi)c + (a + bi).
3.0 ec (a1 bi)y = cl[c'(a- bi)].
4* 1. (a-] bi)= a4 bi.

Por ser C grupo aditivo v tener esta operacion que goza de las
cuatro propiedades anteriores, el conjunto C es llamado espacio vec-
torial sobre el cuerpo R. También se dice que R es el dominio de
operadores o multiplicadores de ese espacio vectorial.

Notemos que en todo lo anterior solamente interviene la parte
aditiva de los numeros complejos. Solamente los consideramos como
grupo aditivo.

Generalicemos ahora el concepto de espacio vectorial.

El conjunto V es un espacio vectorial sobre el cuerpo K cuando

Se verifica:
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1.V es grupo aditivo.

2. Existe en V una ley de composicion externa, siendo X el do-
minio de operadores, que cumple las condiciones:

a) a(v t v) ~av i av’ a€EK; v, VeV,
by (a-i b)v av - bv beK.

¢} ab(v) == a(bv)

d 1.v-=v 1 unidad de K.

Hemos visto yva que C es un espacio vectorial sobre R.

El ejemplo mas comun y que ha dado el nombre a esta estructura
es el conjunto de vectores libres con las operaciones suma de vecto-
res y producto dc un vector por un numero real ya conocidas.

Otro ejemplo es el conjunto de pares de numeros reales (¢, b), de-
finiendo:

(a, by | (¢, d) = (a -+ ¢, b |-d).
c(a, b) (ca, cb).

Igual sucederia tomando en lugar de pares el conjunto de n-tuplas
(a, ...,a) con definiciones analogas de las operaciones.

El subconjunto W cV se llama subespacio vectorial o variedad
lineal, cuando es un espacio vectorial respecto de las mismas opera-
‘ciones que tiene V.

Por ejemplo: Recta vectorial < plano vectorial < espacio vectorial.

Veamos un criterio de suficiencia para ser W subespacio vectorial.

1" Para ser W subgrupo basta la condicién:

Siv, veW -v-—veW,

2 Para la condicion de la operacion externa es suficiente que si

vVEW, a €K —aveW.

Luego en consecuencia, si

v, VEW, a€K »v—vVv EW, ave W,
entonces W es subespacio vectorial de V, y esta condicidén es necesa-
ria y suficiente.

17. HOMOMORFISMOS E ISOMORFISMOS

Dados dos espacios vectoriales, V, V' sobre un mismo cuerpo K, se
h
llama homomortismo de V en V' una aplicaciéon V —» V' que veri-
fique:
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Si
vV—V ) Vi w—vV 4w
w—> W s"é av —> av’
) h(v -+ w) = R(v) -+ h(w)
o bien

h(av) = a - h(v).

El nucleo del homomorfismo N cV es el conjunto de vectores
de V que se representan en el vector ¢’ de V.

Fs facil ver que N es un subespacio vectorial. En efecto, aplican-
do el criterio anterior, tenemos:

V, VEN&Rh(V) =h(V) ¢ = h(v—V) ¢ >Vv-—V EN,
VEN - h(v) = 6 -»ah(v) = h(av) = ¢ -av€N.

Analogamente a las anteriores estructuras se dira: h:V-—V*
isomorfismo cuando N = ¢ € V|.

Cuando dos estructuras algebraicas son isomorfas, son matema-
ticamente equivalentes, pudiéndose estudiar las propiedades que se
deducen de las operaciones que definen la estructura indistintamen-
te en cualquiera de las dos estructuras. En general, se elegira la mas
cémoda.

En el caso del espacio vectorial V, formado por los vectores libres
del plano, si elegimos en el mismo un par de ejes con sus respectivas
unidades y hacemos corresponder a cada vector el par de numeros
que son sus componentes, obtenemos un isomorfismo entre el espa-
cio vectorial V y el espacio vectorial de pares de numeros a que an-
tes nos hemos referido.

Este segundo espacio es, en general, mas comodo para operar
que el V.

Por otra parte, también existe un isomorfismo entre el espacio
vectorial de los complejos C y el de los pares de numeros reales, de-
finido por la correspondencia:

a -+ bi— (a, b).
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Pues si
c-t-di— (¢, d),
Se sigue:
(a -} bi)y- (¢4 di)—> (a, b) + (c, d),
ya que
(a0 -4 (b-4-d)i—(a+ ¢ b+ d);
y

(a -i- biye = (ac -+ bei) — (a, b)e == (ac, be),

resultando como consecuencia de lo anterior que son isomorfos los
espacios vectoriales V y C. Esto nos permite representar los numeros
complejos mediante vectores en la forma acostumbrada en los tra-
tados elementales de Matematicas.

a+bi
bl ..o  (a.b)

I
1
!
I
:
:
|
(0] a

Por eso, en la representacion grafica, a la suma de complejos co-
rresponde la suma de vectores, e igualmente al producto de un nu-
mero real por un complejo corresponde el producto de dicho numero
real por el vector correspondiente, Pero lo que no puede decirse es
que al producto de complejos corresponda el producto de vectores,
pues no olvidemos quz el isomorfismo establecido entre ambos con-
juntos no afecta a la operacion interna del producto que no se con-
sidera en- la estructura de espacio vectorial. En consecuencia, sola-
mente se podra hablar del vector que corresponde al complejo pro-
ducto, pero no del vector producto.

Conviene insistir en la incorreccion de algunos textos, que al tra-
tar de este tema hablan del producto v cociente de vectores, cuando
en realidad se estan refiriendo al producto y cociente de comple-
jos. Los complejos solo se “parecen” a los vectores, o, dicho con pre-
cision, solo son isomorfos a los vectores, en cuanto haga referencia
4 su suma y al producto por numeros reales. La otra operacion in-
terna de producto entre complejos no tiene correspondencia con una
operacion analoga entre vectores, va que en los espacios vectoriales
no se define esta operacion.

Hemos visto que el conjunto de numeros complejos C tiene dos
operaciones internas, respecto las cuales es cuerpo, v una externa,
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siendo el dominio de operadores un cuerpo R. Ademas, C' €s un espa-
cio vectorial respecto de la operacion externa y la suma. Pues todo
conjunto que como el C cumple estas condiciones se llama un dl-
gebra.

Otro ejemplo notable es el conjunto de matrices cuadradas de
un orden dado.

18. BASE Y DIMENSION

Dado un espacio vectorial V se dice que un conjunto v, ..., v, €V
es un sistema de generadores de V cuando dado cualquier w € V exis-
ten elementos «,, ..., a. € K tales que a,v, -} ... *+ a.v. ~ w. Por ejem-
plo, en el plano vectorial forma sistema de generadores el conjunto
de dos vectores en distinta direccidn.

Los elementos v, ..., v. € V son linealmente dependientes cuando
existen elementos a,, ..., . € K, no todos nulos, tales que
v, e AV T

Por ejemplo, en el plano los tres vectores v, v, v, del dibujo cumplen:

av, 4 a.v,—1-v,= g¢.

Un conjunto v,, ..., v. €V son linealmente independientes cuan-
do no son dependientes, es decir, cuando siempre que se verifique
av, b ... - @aVa T O

sean forzosamente:
a, . L P |

Por ejemplo, en el plano los dos vectores v,, v, de distinta direc-
cion, son linealmente independientes. En efecto, sea

v, -t @V, - 6.
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Si establecemos un isomorfismo entre V y los pares de compo-
nentes respecto a v, v, vemos gque:

v, — (1, 0).
v, — (0, 1}.

Por tanto,
av,—a,(1, 0) - (a, 0).
a,v,— a,(0, 1) 9, a.).
av, i av,— (a,0) - (0, a) = (4, a);
Y por ser

AV, i AV, e — (0, 0)
= (ai) a:‘) - (07 O) > Ay a, -~ 0.

Buase de un espacio vectorial V es un conjunto de vectores de
V, v., ..., v. que sean linealmente indzpendientes y a la vez sistema
de generadores de V.

Por ejemplo, en el plano un par de vectores de distinta direccion.

Daremos un teorema sin demostracién: Todas las bases de un
espuacio vectorial V tienen el mismo numero de elementos. Dicho nu-
mero se llama dimension de V.

Sea el espacio vectorial de tres dimensiones: 8i v, v, v,} €s una
hase del mismo y elegimos v, v.!, 10 que éstos engendran mediante
combinaciones lineales es un plano vectorial o espacio vectorial de
dimension 2. Igualmente el v, engendra una recta vectorial o es-
pacic de dimensién 1. Representando por (v, ..., v.) el espacio vec-
torial engendrado por los vectores v, ..., v, tenemos en el caso an-
terior la siguiente escala de contenidos:

(v)) € (v, V») € (v, v, V).

Si definimos la unidén e interseccién entre variedades lineales,
como ya se hizo al hablar de los reticulos, es decir, 12 unién de dos
variedades lineales es el conjunto de todas las rectas definidas por
cada dos puntos, uno de cada variedad, y la interseccion de dos va-
riedades, es el conjunto de puntos que pertenecen a ambas, se ve
que el conjunto de variedades lineales de un espacio vectorial es un
reticulo, lamado de las variedades lineales del espacio.

Notemos que la union U e interseccion N entre variedades equi-
valen a las dos operaciones fundamentales de la Geometria proyec-
tiva, proyectar y cortar. Luego la Geometria proyectiva puede con-
siderarse como el estudio del reticulo de las variedades lineales del
espacio.

Los espacios vectoriales pueden considerarse los espacios basicos,
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sobre los que construir después el estudio de los espacios afines, pro-
yectivos, métricos...

Cuando en un espacio se introduce la nocién de distancia se conviert® en un

‘espacio métrico.

En un espacio vectorial u originado a partir de €l este concepto puede ser
introducido mediante el producto escalar de vectores. Dados los puntos A, B del
-espacin, lamando v el vector de origen A Vv extremo B se define;

dist. (4, By =}v - v.

Esta es Ja llamada métrica euclidea, gue transforma el espacio en un espacio
euclideo.

EJERCICIOS

1. Estudiar el anillo de restos Z/(6) indicando si tiene o no divisores
de cero, unidades y elementos asociados.

9. Idem id. con el anillo Z/(5). Comparese con el anterior.

3. Demostrar que las unidades de un anillo forman grupo abeliano
multiplicativo.

4. Demostrar que si dos elementos de un anillo verifican:

alb y blae,

¢ y b son asociados.

5. Demostrar gue en el anillo de los enteros las expresiones

ma + nb,

‘donde a, b son fijos y m, n variables. forman un ideal.

6. Dados ¢ y b€ Z y un numero d tal que:

d = + 5D,

y tal gque ¢(d) sea minimo, demostrar que d divide simultaneamente a
ayab

Sugerencia.--Si no fuese d ! @ se tendria:

a=dc+r, g(r) < gtd),

y como
r=a—dc¢ = atl — »¢) - Bcb,

resultara que por ser r combinacion lineal de a y b y ser g(d) minimo para

estas combinaciones,
gid) == g(r),

€n contradiccion con lo anterior. Lucgo
r=20_.xa=dc
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7. Demostrar, basandose en el resultado anterior y en forma distinta
a ccmo se ha hecho en la teoria, que d asi construido es el maximo comun
divisor de a y b.

8. Aplicando el algoritmo de Euclides, hallar la forma lineal (ver pro-
blema 6) que nos da el m. ¢. d. de 120 y 32, Generalizar el resultado.

9. En el conjunto Z x Z definimos dos leyes internas: si
x = (a, b) y = (a’, b)
242" = (a+a,b+Db)
22’ = (aa’ — bb’, ab’ + ba’),
y llamamos «norma» de z:
N(z) = a* + b
Demostrar que
N{(22’) = N(2) - N(2).

10. En el anillo de polinomios R[X], demostrar que el nucleo del ho-
momorfismo P(X)— P{z) es un ideal.

11. ¢Cual es el nucleo del homomorfismo definido por la aplicacion
«derivada» sobre el grupo aditivo de los polinomios en una indetermi-
nada X?

12. ¢Cu4l es el nucleo del homomorfismo P(z) — P(2)? Dar una inter-
pretacion grafica para P(xr) de primero y segundo grados,

13. Consideremos los pares de numeros racionales ordenados (a, b) que
representaremos por z = (4, b), con las siguientes leyes:
«et+a=(a+a,b+bd)
ax’ = (aa’ + 2bb’, ab’ + ba’).
Demostrar que forman cuerpo.

14. Demostrar que el conjunto de los complejos cuyo mod. = 1 forman
grupo mutltiplicativo.

15. Demostrar, observando que z—> 2z es un automorfismo, que las raices
complejas de una ecuaciéon polinémica con coeficientes reales, aparecen a
pares, es decir, cada una con su conjugada.

16. Demostrar que el conjunto de todas las funciones {f(x)| definidas
en un punto r = ¢ forman un espacio vectorial sobre ¢l cuerpo de los nu-
meros reales.

17. Las funciones derivables en r = a constituyen un subespacio vec-
torial del anterior.

18. Un homomorfismo entre dos espacios vectoriales se llama también
un operador lineal. Demostrar que la operacion derivada es un operador
lineal definido en el espacio vectorial del ejercicio 17.

16
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IV. NOCIONES DE TOPOLOGIA

1. INTRODUCCION

La idea directriz que presidio la génesis de los espacios topologi-
cos fué la de encontrar un espacio, generalizacion natural de todos
los espacios conocidos o imaginables. Para ello era preciso ante todo
discriminar cudles eran las nociones bdsicas que convienen a todo
espacio. Y se llegd a precisar que la idea fundamental subyacente
en la de espacio, de cualquier tipo que éste fuese, era la de proximi-
dad. Es, en efecto, necesario que en todo espacio podamos saber de-
cir cuando un elemento del espacio (punto) estd proximo a otro. En-
tonces la Topologia trata fundamentalmente de precisar y formali-
zar la idea de proximidad.

Segun esto, un espacio topologico sera un conjunto de entes entre
los cuales se puede definir la idea de proximidad.

Esta idea de proximidad se ha supeditado en los espacios ordina-
rios (espacio euclideo, espacio fisico...) a la de métrica, o sea, a la
de medida de una distancia, a la idea de distancia. Por ejemplo, de-
finir el limite de una sucesién de puntos en la recta real, es decir,
de puntos que se “aproximan” a otro, es dar una nocién de distan-
cia entre los elementos de la sucesion L y el limite I y asegurar que
dicha distancia se hace cada vez menor y tiende hacia cero.

Utilizamos, segun esto, la nocién de limite en el conjunto de los
nimeros reales. Algunas propiedades, en cambio, son independientes
de los numeros reales y, por otra parte, la misma idea intuitiva de
proximidad parece encerrar ya una nocién mas general que la mera
nocién de distancia. Esto impone, pues, que consideremos el concep-
to de proximidad desde un punto de vista mas amplio y general.

Para ello vamos a pasar revista a los conceptos elementales de
topologia. Los ejemplos ilustrativos los tomaremos de un tipo muy
sencillo de espacio: la recta real.

2. INTERVALOS Y ABIERTOS

Dados en una recta dos puntos, @, b, llamamos intervalo al con-
junto de puntos que pertenecen al segmento ab, excluidos los ex-
tremos:

(a, )y ={xr|a<<r<bl.

Se consideran también como intervalos los de los tipos siguientes:
(“‘“\‘, a) = gl' ! "E<a},
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conjunto de puntos situados a la izquierda de a;
(a: N): g‘r ’ a<‘r§'

conjunto de puntos a la derecha de a.
Entre estos intervalos se definen las operaciones:

Union de intervalos o conjunto de puntos que pertenecen a uno
u otro de los mismos.

Interseccién de intervalos o conjunto de puntos que pertenecen
a ambos a la vez.

La posibilidad que hay de formar conjuntos mas amplios de in-
tervalos y de uniones de intervalos nos lleva a introducir el concepto.
de abierto.

Abierto es el conjunto formado por la uniéon de un numero cual-
quiera, finito o infinito, de intervalos.
Los abiertos tienen las siguientes propiedades:

1.* La unién de un numero finito o infinito de abiertos es un
abierto.

2.* La interseccién de un numero finito de abiertos es un abierto.

La razon de que sea numero finito es que &e lo contrario podria la intersecciéon
no ser un abierto, Por ejemplo, en la recta real el conjunto de intervalos (-—1, 1),
(— V5, 1), ..., (—1/m, I/n), .., tiene como interseccién, cuando 7 tiende a infinito,
el punto 0, que evidentemente no es un abierto.

3 La recta real R es un abierto, pues siempre podemos hallar
una unién de abiertos que nos da R; por ejemplo: (— ~, b) (a, \)
para a < b. El conjunto vacio también se considera abierto, pues po-
demos definirlo como interseccion de dos intervalos disjuntos.

Pues bien, si en un conjunto cualquiera se han elegido unos sub-
conjuntos que gocen de estas propiedades de los abiertos, se dice que
en ese conjunto se ha introducido una topologia, o bien que el con-
junto es un espacio topolaogico.

La topologia que hemos introducido en la recta por medio de los
intervalos se llama topologia ordinaria de la recta.

3. ESPACIO TOPOLOGICO

En general, pues, dado un conjunto E y el reticulo de las partes o
subconjuntos de E, N (E), si en ese rveticulo se ha elegido un cierto
numero de partes, «, tales que verifiguen las propicdades de los
abiertos: -
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1+ U 4, €7, para cualesquiera 4, € :(, siendo i de un dominio de
indices finito o infinito.

2.2 ﬂ A. €<, para A4, € <1, n, numero finito.

32 E, @€,

Be dice que E es un espacio topologico respecto de la topologia in-
troducida por los elementos de </, que son los abiertos de este espacio
topoloégico.

L2 topc.ogia introducida en un conjunto E cuando «f — ¥ (E), es
Czour, cuando elegimos como abiertos todos los subconjuntos, es la
topologia mas sencilla y la que mas abiertos tiene; se llama topolo-
gia discreta. La topologia que posee menos abiertos es la definida en
el conjunto E, tomando exclusivamente como abiertos £ y @ y se co-
noce con el nombre de topologia grosera. Una topologia es tanto mas
fina cuantos mdas abiertos tiene.

Definir una topologia en un conjunto no es, pues, otra cosa que
hacer una eleccion de partes de ese conjunto que cumplan las tres
propiedades anteriores. Para cada eleccion tendremos, por lo tanto,
una topologia distinta. Un mismo conjunto puede ser, pues, estructu-
rado de modo que se convierta en distintos espacios topologicos, se-
gun las topologias definidas en él

Dado un espacio topologico, lamamos cerrado al complementario
de un abierto respecto del espacio total. Si A c E, se llama comple-
mentario de A en E al conjunto de puntos de E que no pertenecen a A:

A= {T€E |T€¢Al
Entre las partes A, B de un conjunto E y sus respectivos comple-
mentos 4°, B’ se cumplen las siguientes propiedades:
(AUBY =4'NK E=0
(ANB)Y =—A"UB’ O = E,
Entonces las propiedades de los abiertos se traducen dualmente
en propiedades de los cerrados en la forma siguiente:

1" La interseccion de un numero finito o infinito de cerrados es
un cerrado.

2/ La union de un numero finito de cerrados es cerrado.

3* @y E son cerrados.
En la recta un intervalo cerrado es el segmento cerrado [a, b}, in-
cluidos sus extremos:

[a, b] = {2 | a <1 <Db|.
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En este caso se verifica que [a, b] es el complementario de la
unién de los dos abiertos (—x, a) y (b, ).

Adviértase que puede haber subconjuntos que no sean ni abier-
tos ni cerrados, 10 cual quiere decir que ambos conceptos no son
excluyentes ni clasifican tampoco los subconjuntos de un espacio
topologico. El segmento abierto (¢, b) mas el extremo a, conjunto
que se denota [a, b), no es, por ejemplo, ni abierto ni cerrado. En
cambio, £ y (@ son a la vez abiertos y cerrados.

Si en un conjunto se ha introducido una topologia, y es, por
tanto, ya un espacio topoldgico, llamaremos, por extension, punto
de dicho espacio a cada elemento del conjunto.

Sea x un punto del espacio topologico E. Se llama enforno de © y
se representa por U(x), a todo conjunto de puntos del espacio que
contiene a un abierto, al cual pertenece .

En la topologia de la recta cualquier punto de un abierto posee
como entorno el mismo abierto, ya que, en particular, si x € 4, po-
demos tomar U(x) = A, y se verifica lo antedicho. No ocurre lo mis-
mo con los cerrados, puesto que un segmento cerrado [¢, b] no pue-
de ser entorno de ninguno de sus extremos.

Las nociones de abiertos y entornos son, pues, reducibles la una
a la otra, de tal modo que, dados los abiertos, se pueden definir los
entornos, y viceversa. Y puede definirse la topologia mediante los
entornos.

La idea de proximidad se puede ahora establecer basandonos en
el concepto de entorno, diciendo que un punto es préximo a otro
cuando pertenece a un entorno de éste. Reducimos asi la nocioén de
proximidad a un concepto topologico en lugar de un concepto métri-
co. Tendremos que ver que ese concepto es mas general o equivalen-
temente que la métrica del espacio nos produce una topologia de tal
modo que lo que eran punios proximos, segin la métrica, sigan sién-
dolo segun la topologia.

4. TOPOLOGIA SUBORDINADA POR UNA METRICA

La generalizacion de que hablabamos estara vista en cuanto com-
probemos que una de las topologias que se pueden definir sobre un
espacio métrico es la subordinada por la métrica.

Para ello vamos a introducir una meétrica en el conjunto £ me-
diante la aplicacion

E > E-—> Rt
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(R*, conjunto de numeros reales positivos mas el cero), que llama-
mos distancia, y que goza de las tres propiedades:

dist. (a, b) =0=a=0>».
dist. (¢ b) = dist. (b, a) (propiedad simétrica).
dist. (a, b) 4 dist. (b. ¢) > dist. (a, ¢) (propiedad triangular).

Lo que equivale a decir que esta distancia posee las propiedades
de la distancia que el producto escalar introduce en un espacio vec-
torial y, por lo tanto, es una generalizacion de la distancia euclidea.
Entonces, todo conjunto dotado de esta nociéon de distancia diremos
que es un espacio métrico.

Veamos cémo en un espacio en el que se ha definido esta métri-
ca se puede introducir una topologia.

En efecto, llamamos intervalo de centro a¢ y radio r al conjunto
de puntos x € E, tales que dist. (g, r) < r. En el plano seria un circulo
abierto (excluidos los puntos de su circunferencia) de centro a y ra-
dio 7; en el espacio una esfera abierta y en la recta un segmento
abierto.

Entonces, llamando abierto a la unién de un nuamero finito o in-
finito de intervalos, queda introducida una topologia. En ella, un
entorno de un punto de E es, como siempre, un conjunto de puntos
de E que contenga un abierto al que pertenezca el punto.

De modo que todo espacio métrico es un espacio topolégico, y a la
topologia inducida en ese espacio por su métrica se le llama la topo-
logia nmatural de un espacio métrico.

Vista asi la posibilidad de generalizar ideas proporcionadas por
una métrica a ideas topolégicas, vamos a precisar, como ejemplo, el
concepto topoldégico de limite. En la recta real llamabamos limite I de
una sucesion I, o bien decimos que I: converge a I si, dado un nu-
mero cualquiera, « > 0, se puede encontrar un n, € N, tal que para
todo n>n, sea [I—L| <-.

Esto lo expresaremos topologicamente definiendo un intervalo de
centro ! y radio ¢, que es, desde luego, un entorno de l. La idea de
limite va a consistir ahora en imponer que todos los puntos de la
sucesion I, a partir de uno de ellos, el siguiente a 1., estan dentro de
dicho entorno. Es decir, la sucesion de puntos l; converge hacia 1
cuando, dado un entorno de ! con radio ¢ cualquiera, todos los pun-
tos de la sucesion, salvo un numero finito, pertenecen a ese entorno.

La generalizacion a un espacio topolégico cualquiera es ya in-
mediata; diremos que una sucesiéon de elementos de un espacio to-
pologico tiene por limite un punto de €1 cuando, para cualquier en-
torno de este punto, todos los términos de la sucesion, salvo a lo mas
un numero finito, nertenecen al entorno.
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Resulta, pues, que la estructura métrica es mas util que necesaria
en el planteamiento de todas 1as cuestiones de proximidad.

En una topologia general, definida en un espacio, puede ocurrir
que una sucesion tenga mas de un limite, y aun infinitos. Por ejem-
plo, en la topologia grosera de la recta el unico entorno posiblze para
cualquier punto de la recta es toda la recta; entonces, dada una
sucesion de puntos en ella, cualquier punto de la recta es limite de
esa sucesion, de acuerdo con la definicion de limite. Esto hace que
sea interesante considerar un tipo especial de espacios topolégicos
en los que el limite sea unico.

Diremos que un espacio topolégico es separado o de HAUSDORFF
cuando, dados en €l dos puntos distintos cualesquiera, z, y, se pue-
den encontrar para ambos sendos entornos U(x) y U(y) que sean
disjuntos:

U(x) N U(y) = Q.

En un espacio topolégico separado toda sucesion convergente tie-
ne limite Unico. Se puede ver con facilidad que la condicién de sepa-
racion es equivalente a la imposicion de que el limite sea unico.

5. HOMEOMORFISMOS

La idea fundamental de la topologia es la de continuidad. Una
aplicacion
!
E—F,
en la que
f
a—>a == f(a) €E’;

diremos, de una manera todavia un poco vaga, que es continua en a
cuando los puntos préximos al a se transforman mediante f en puntos
proximos al a’. Pero la topologia llama punto préximo a a a todo punto
perteneciente a un entorno de a. Podemos entonces precisar mas
diciendo que f es continua en a si todo punto x € U(a) se transforma
en un x° = f(x) € U(a’).

Dando un paso mas, equivale esto a decir que para cada entor-
no Ulf(a)] de f(a) podemos encontrar un entorno U(a) de a tal que

LU € Ulf(a)),

0 Sea, que J es continua en a si, dado un entorno de f(a) se puede en-
contrar un entorno de a tal que todos sus puntos se transforman
mediante f en los del entorno dado de f(a).
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Si particularizamos esta definicion al caso de un espacio métrico
nos encontramos con la definicion clasica de continuidad. En él, los
entornos Uff(a)] y U(a) seran, respectivamente, intervalos de cen-
tros f(a) y a, y radios : y 7, por ejemplo. Es decir:

Ulf(e)] = {x" | dist. [2°, f(a)] <<«f.
U(a) = {z | dist. (z, a) < 1{.

Entonces, la traduccion literal seria:

Dado un entorno de f(a) (es decir, dado un numero ¢« > (), pode-
mos encontrar un entorno de a¢ (podemos encontrar un numeror ),
tal que para todo punto perteneciente a este entorno (para todo =z,
tal que |T-—a | <7%) se verifique que f(z) pertenece al de f(a) (se
verifique que |f(x) — f(a) ] < ¢). Esta es, precisamente, la definicion
usual.

La aplicacidn serda continua en un intervalo cuando lo sea en cada
uno de sus puntos.

Si esta aplicacion es ademas biunivoca y bicontinua en el inter-
valo, llamando bicontinua a toda aplicacién continua f cuya inver-
sa f7! sea también continua, Se dice que se trata de un homeomorfis-
mo o transformaciéon topologica.

Mediante un homeomorfismo, todos los puntos proximos de E se
transforman en puntos proximos de E’ y, reciprocamente, puntos pro-
ximos de E’ tienen por originales puntos proximos de E.

Intuitivamente, en el caso de la funcién representada en el dibu-
jo, es como si la transformacion de MN en M’N’ fuese una deforma-
cion elastica, de modo que adaptisemos el primer segmento al se-
gundo “estirandolo”.

1
|
i
|
1
)
]
[}
L}
'

i
M N
Esta es la idea grafica mediante la cual podriamos describir un

homeomorfismo: si suponemos que una figura, una superficie, por
ejemplo, es deformable, y pasamos de la superficie dada a una de-
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formacién suya estirandola o contrayéndola, como si fuera de goma,
pero sin rasgar la superficie original, la superficie obtenida es ho-
meomorfa con la dada.

Todas las figuras que se pueden transformar entre si mediante
homeomorfismos son topolégicamente equivalentes. Es decir, las pro-
piedades topolégicas se conservan en el homeomorfismo. Los ho-
meomorfismos vienen a ser los “isomorfismos” de la estructura to-
pologica; es decir, dos figuras homeomorfas se consideran una mis-
ma cosa desde el punto de vista de la topologia.

Son, por ejemplo, topologicamente iguales el toro y una esfera con
un asa, pues hay un conjunto de deformaciones homeomorficas que
nos convierten la primera superficie en la segunda. No son, en cam-
bio, topologicamente equivalentes una superficie esférica y un toro
o cualquiera de ellas y un plano; una superficie esférica es topologi-
camente distinta de ella misma si le hacemos un agujero.
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