
6 D idáctica de los determina ntes
en el Bachillerato

Por M.' Pilar VAZaUEZ PEDREIRA (*)

INTRODUCCION

Considero interesante a nive/ de COU (curso que
impartimos /os profesores de /BJ, introducii los deter-
minantes iniciando su estudio e partir de las pro-
piedades e%menia/es y fécilmente observables en las
figuras del érea de un parale%gramo y del volumen
de un para/eleplpedo, en dos y en tres dimensiones.
A continuación, inspirados en estas propiedades, se
introduce, de una manera axiomática, la definición
de determinante, como una generalización para e/
caso n- dimensional.

Consideraciones intuitivas de /a función área y la función
vo/umen. Genera/ización: la función D.

1.1. Sea el espacio vectorial de los vectores libres del
plano E(R1. Consideremos_la aplicación E' - ► R, que asocia
a cada par de vectores á y b de E' el número real que define
el érea da cualquiera de lo^ paralelogramos que determinan
dos representantes dQ á y b por un punto del plano, que de-
signaremos por A (á, b1.

A {ii,ii)

b

a, b -----jA (li.b)

1.2. Esta aplicación goza de las tres propiedades si-
guientes:

a) AI^,b1=Alá,xbl=^A(á,b) á,b^E' ,1ER

b) A( á'+ á'; b1=A ( á', b) + A( á", b) (a', b) y
(a", b) ^- E'

c) A( 8+ b, b1= A( á, ^+ b1= A(^, b) i3, b^- EB

Estas tres propiedades determinan la función A, salvo un
factor fijo, que puede tomarse como tal el 9rea determinada
por los vectores básicos: A( i, jl.

1.3. Análogamente, en el espacio vectorial E ( R) de los
vectores libres det espacio, podemos considerar la aplica-
ción E' ^ R, que asocia a cada terna de vectores á, b, ĉ de
E' el número real que mide el volumen de cualquiera de los
paralelepfpedos que determinan tres vectores representan-
tes de los á, b, y ĉ por un punto del esqacio. A este número
lo designaremos por la expresión V(á, b, ĉ 1.

lá, ^b, ĉ l -- V(á, b, ĉ l

1.4. Igual que en el caso del área, esta aplicación goza
de las tres propiedades:

al V(,lá, b, ĉ1= V( á, a6, ĉ1= V lá, b, ,1ĉ1= xV lá, Fi, ĉ 1
,1. R,á,6, ĉ . E'

bl_ V 1^' + á" b, ĉ l = V lá', b, ĉ l +V
(a,,, b, ĉ l á,, a ,,, ^, ĉ -- E'

cl Vlá+b,b, ĉ1 = Vlá,á+b, ĉ1=...
=Vlá,b,b+ ĉ► =Vá,b, ĉ lá,b, ĉ . E'

(Véanse las figuras siguientes)

Estas tres propiedades, al iguat que en el caso del plano,
determinan la función V, volumen, previa la elección del va-
lor asignado a los tres vectores de una base de E. Si se to-
man, por ejemplo, los vectores

i, j, k, puede elegirse: V^, j, k1=1.

A continuación vamos a generalizar estos conceptos al
caso de n dimensiones. En el espacio vectorial de dimensión
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verifica3ndose los axiomas siguientes:

al D 1^^, ^z.... án1= D(á^, ^3,..., ^i,.,^n1 =
aD1á,,... ánlx•--Ra;-► E

Q

b) D lá' +á", á:,..., ^n1= D lá', á^,...,ánl

+ D(á", á^,...ánl á' ^-- E, a„ ,.• E-► á á' á, -- E"

c) D(á^, ^:,...án1= D(á^,...ái+áj,..., ánl

Esta funcibn escalar D queda perfectamente determinada
por los tres axiomas a, b y c, salvo un factor arbitrerio, el va-
lor que se le asigne a

D(é,, ^:,...i^nl, siendo é^, é:,..., én

los vectores b9sicos. Para una determinada base se le
puede asignar el valor 1, que corresponde en los casos de
dos y tres dimensiones a la unidad de área y de volumen,
respectivamente. As(, ta función D est^ perfectamente de-
termínada para todo conjunto ordenado de n vectores de E.
Pero en todo caso descartamos el caso trivial de asignar a

D lé^, ^:,.•én)

el valor cero, pues, aunque se cumplirfan los axiomas, resul-
taría la funcibn D nula para eualquier conjunto de n vecto-
res. Entre las propiedades de la función D destacaremos
que si es distinta de cero para una determinada base no se
anula para ninguna otra base del espacio vectorial E.

2. Propiedades deducidas de los axiomas.
2.1. Si se permutan dos vectores cualesquiera cambia

el signo de D.

D (^,, ^:, 83,..., ái,...,áj,...,8n ► =

D(^^, ^:, ó3,..., ái + áj,., áj,...,án) _

D 1^^, ^^, ^^,..., -ái -áj,...,áj,...,án1=

-D 1^^, ^^, ^3,••, , , -ái,..,^n) _

D Ib^, á:, ^^,..., ai+áj,...,-ái,..,án1=

D(^^, ^^, ^^,..., áj,....., ái,.....,^n)

D lá^, ^^, ^3,..., áj,....., ái,....., ^nl

Interpretación en el plano: orientación.

-a.._

n no dispondremos de las nociones elementales de área y
volumen, pero estableceremos también una función, inspi-
rada en las anteriores, que caracterizaremos axiomática-
mente.

1.5. Sea EIR) un espacio vectorial de dimensión n sobre
el cuerpo de los números reales. Definimos la aplicación E"
-► R, que hace corresponder a cada n vectores de E un nú-
mero real que designáramos por

D(á^, á=... 3"1: ( a^, a:... á"1^ -' D( á^, a:... 8")

A lá,, á:1 A láz, áJ

Interpretacibn en el espacio: orientación.

4

a^.. ►--------- ----
V lá^, áz, á,) V(á2, á^, á,l

Triedro positivo (sacacorchos) Triedro negativo
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2.2. La propiadad atribuida en el axioma b al primer
vector es vélida para cualquier otro.

D (e,,e^,....,i^';+iit;',...,án) _

-D lái +ei'á^,...,i^,,.....,án) _

-D (8;,á,,.....,i^,,....,án1 -D (iái',á,,...,^n1=

D lá,,e^,.....,i^;,....,ánl+ D I^,,^^,...,ái'...ánl

2.3. Si uno de los vectores es nulo ^ D= 0

Sea á; = O-^á; =,lá; V a s R, Entonces:

DIá,,^3,•,ái,.....á„1= DIIi^,,^3,...Aái,...,án1=

AD (á,, á3... á;,...,á„) -' D=0

En el plano si uno de los vectores es nulo, el área es nula,
y en el espacio si uno de los vectores es nulo, el ^ofumen es
nulo.

2.4. Si hay dos vectores iguales: D= 0

D (i3,,....,á;,..,ái,...,án1= -D lá,,..,ái,...ái,..,ánl-'D=0

En el plano si dos vectores son iguales no hay parale-
logramo, y en el espacio no hay paralelepípedo.

3.2. Si es B(é,, é,, é,) una base de E', á) = a^éi

=a^8,+a?e,+a38, Ĵ =1,2,3)a^.R
1 1 1 1

V lá,, ^:,8:1= Vlajéi, a^éi, a3^;1=

= g a^'a2'a3' V (éi ,éi2,éi^1

suma formada por 3' sumandos distintos correspondientes
a las variaciones con repetición de 3 elementos y orden 3,
que se pueden formar con los tres vectores básicos. Pero en
dicha suma son nulos los sumandos en los que hay vectores
básicos repetidos y sblo quedan 3! que son las permuta-
ciones posibles.

Tomando como unidad el volumen formado por los vec-
tores bSsicos:

V(é,,é,,é,1=1, se tiene V (éi,, di,,^i,1= + 1

según que la permutación i, i, i, sea par o impar. Entonces:

121 V lá,,á:,á,l = i,^i,i^ -1)"
i, i, i,

a, a, a,

En consecuencia, vemos que V es un polinomio homogé-
neo de tercer grado en los componentes de los vectores ai.
Si los representamos por una matriz cuadrada

2.5. Si un vector es proporcional a otro (linealmente de- 1 1 1
pendíentes), entonces D = 0. a1 a2 a3

2 2 2
Dfi^,,...,á;,...,^n)= Dl^,,...,ái,..,án1=0 a1 a2 a2

3 3 3
2.6. Si un vector es combinación lineal de los otros, a1 a2 a3

D=0

Dii^,,..,á,+...+án,...,án1= Dlá,,••,^,,••,^nl+

Dlá,,i^z,••,e:,••,^nl+ Dliá,,...,i^n,...,án1=0

2.7. Si a un vector se le suma una combinación lineal de
otros D no varia.

D (á,,...,ái+á,+á: +.. +án.,án1= D (á,,...,ánl +

D (á,,..e,...ánl+... + D (iil,,....,án,...,án1= D Iá,,....,án1.

3. Cálculo de D.

3.1. Si es B ( é,,é,) una base de E'se tendrá:

á= a,é, + a,é, y b= b,é, + b,é, con a,, a,, b,, b, R

y tendremos

A (á,b1=A (a,é,+a,é,, b, é,+b, é,1=

A(a,é,, b,é,)+A (a,é,, b,é, ► + A(a,é,,b,ij,1+A (a,é,, b,é,)

=a,b,A18,,é,)+a,b,Al é,, e:l+a,b, Alé,,e,l+

a,b,A (é^,é:l=a,b, -a,b,A (é,,1é,).

el valor de su determinante sería, según 121, la suma de los
productos, afectados del signo convenido, obtenidos to-
mando un factor y uno solo de cada fila y uno de cada co-
lumna.

3.3. Para En, análogamente, tomando una base B(é,,
é,,.. én1

D lá, á,..., á1= ^ D Ié, é,... él
siendo

1 1 1
a a ... a

1 2 n
2 2 2

a1 a2 ... an

.n .n .n
a a a

1 2 n

= F (-11° a^' a2^ ... a^

i,, i,... iu

polinomio homogéneo de grado n formado por los nl pro-
ductos, afectados del signo convenido, obtenidos tomando
un factor de cada fila y uno de cada columna.

AI número real 0 asociado a la matriz cuadrada

Y tomando como unidad de área la del paralelogramo for-
mado por los vectores básicos A(é,,e,1=1, resulta A
(8,b1= a,b,-a,b,.

Analicemos este resultado: de los 4 sumandos en que se
ha descompuesto A(á,^i1 sófo 2(2!) son distintos de cero,
que son las permutaciones posibles de los vectores básicos
lé,,é31.

(ai1, o bien lá, á,... á^ ► ,

cuyas columnas se pueden interpretar como vectores referi-
dos a una cierta base, se le Ilama determinante, que coinci-
de con la funcibn D si asignamos el valor 1 a D

(é, é,... én) de los vectores b3sicos.
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