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INTRODUCCION

Considero interasante a nivel de COU (curso que
impartimos los profesores de IB), introducir los deter-
minantes iniciando su estudio a partir de las pro-
piedades slementales y fécilmente observables en las
figuras del 4rea de un paralelogramo y del volumen
de un paralelepipedo, en dos y en tres dimensiones.
A continuacién, inspirados en estas propiedades, se
introduce, de una manera axiomética, la definicién
de detsrminante, como una generalizacién para el
caso n- dimensional.

Consideraciones intuitivas de la funcién érea y la funcién
volumen. Generalizacién: la funcién D.

1.1. Sea el espacio vectorial de los vectores libres del
plano E (R). Considersmos _la aplicacién £2 = R, que asocia
a cada par de vectores a y b de E? el nimero real que define
el area de cualquiera de los paralelogramos que determinan
dos representantes dg a y b por un punto del plano, que de-
signaremos por A (a, b).
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1.2. Esta aplicacién goza de las tres propiedades si-
guientes:

a) AlA3,b)=A(a,Ab)=AA(3,b) ab+E® icR

b) A(&+a" b=A(&,b +A (3, b)la, by
(a”, b) ~E?

c) A(a+ b, bl=A(5 3+ b)=A(3 b) 3 b—Ee
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Estas tres propiedades determinan la funcién A, salvo un
factor fijo, que puede tomarse como tal el 4rea determinada
por los vectores basicos: A (i, j).

1.3. Anélogamente, en el espacio vectorial E (R) de los
vectores libres del espacio, podemos considerar la aplica-
cién E? < R, que asocia a cada terna de vectores a, b, ¢ de
E* el nUmero real que mide el volumen de cualquiera de los
paralelepipedos que determinan tres vectores representan-
tes de los a, b, y ¢ por un punto del espacio. A este nGmero
lo designaremos por la expresién V (a, b, ¢).

oI

(3,b,&) =~ V(a,b,¢)
1.4. lgual que en el caso del area, esta aplicacion goza
de las tres propiedades:
a) V(a, b, &el=V(a Ab, )=V (3, b, Ac)=AV (3, b, )
A.Rab¢c. B

bl_ V(a'+a",b,c) =V(@,bc)+Vv
(3", b,c)a,a", b, ¢ E

¢l V(a+b,bt)=Via+bol=..
=Vl{ab,b+c)=Va,b,clab,¢.E

(Véanse las figuras siguientes)

Estas tres propiedades, al igual que en el caso del plano,
determinan la funcién V, volumen, previa la eleccion del va-
lor asignado a los tres vectores de una base de E. Si se to-
man, por ejemplo, los vectores

1.7, k, puede elegirse: V (i, 1, k) =1.

A continuacibn vamos a generalizar estos conceptos al
caso de n dimensiones. En el espacio vectorial de dimensién

(*) Profesora |.B. de San Juan de Aznalfarache {Sevilla).
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n no dispondremos de las nociones elementales de 4rea y
volumen, pero estableceremos también una funcién, inspi-
rada en las anteriores, que caracterizaremos axiomatica-
mente.

1.5.  Sea E(R) un espacio vectorial de dimension n sobre
el cuerpo de los nimeros reales. Definimos la aplicacion E"
— R, que hace corresponder a cada n vectores de E un ni-
mero real que designaramos por

D (-aI, é;... é"): (éx, ‘::l;... 5,,)' -+D (é., éz... én)

verificAndose los axiomas siguientes:

a) D (Aél, -az,... -an) =D (‘an é;,..., Aéi"'-an) =
AD (ay,... 3,) A~ Ra,—~E

b) DIa'+8", By,..., 3y) =D (&', 8ay-...B,)

+D (3", 8,,...8,) & < E 8"+ E — 4,8,3«F
c) D(én, éz,...én)=D (é""'éi+éj""'én)

Esta funcion escalar D queda perfectamente determinada
por los tres axiomas a, b y ¢, salvo un factor arbitrario, el va-
lor que se le asigne a

D (e;, 'e,,...'en), siendo e,, ©,,..., 'en

los vectores béasicos. Para una determinada base se le
puede asignar el valor 1, que corresponde en los casos ds
dos y tres dimensiones a la unidad de 4rea y de volumen,
respectivamente. Asi, ia funcién D estd perfectamente de-
terminada para todo conjunto ordenado de n vectores de E.
Pero en todo caso descartamos el caso trivial de asignar a

D (e, ,..8p)
el valor cero, pues, aunque se cumplirian los axiomas, rasul-
taria la funci6bn D nula para cualquier conjunto de n vecto-
res. Entre las propiedades de la funcion D destacaremos
que si es distinta de cero para una determinada base no se
anula para ninguna otra base del espacio vectorial E.
2. Propiedades deducidas de los axiomas.

2.1. Si se permutan dos vectores cualesquiera cambia
el signo de D. :

D (81, &s, Bavevs Bjerr e By) =

D (&1, B, By, B+ B B i) =
-D (-an -31. -a;,..., —ai -aj,...,léj,...,én)=
—D (a,, a,, a,,..,— éi-éj,..,—éi,..,an) =

D (3, &,, a,,..., ai+éj,...,—-éi,..,an)=

D (a,, a,, a,,.-., 3

D (é., éz, é,,...,aj, ..... ,-ai, ..... ' an)

Interpretacion en el plano: orientacién.
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A13,, 8, Ala,, a,)

Interpretacion en el espacio: orientacion.

| [

i !

" 3

e o s e e

V(a,, a,, a;) V (a,, 8,, 8)

Triedro positivo (sacacorchos) Triedro negativo
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2.2. La propiedad atribuida en el axioma b al primer

vector es vélida para cualquier otro.

D (3,,8,.....8"5+8{",....a5) =
—D (8 + 883, Byseren By =
"‘D (-af,é;, ..... ,é,,....,én) —D (.ﬂi’,-az,...,én)=

D (381,00 8o Bg) 4 D (8,,5s,..0,80 .3 )

2.3. Siunodelosvectoresesnulo = D=0
Saa -ai = .O"-a, = A—a. V A 1 3 R, Entonces:

D (a,,3,,.,8j.....8,)= DI (é.,'a,,...léi,...,'an)=
AD (a,, 3;... 8,...,a,) = D=0

En el plano si uno de los vectores es nulo, el érea es nula,

y en el espacio si uno de los vectores es nulo, el volumen es

nulo.
2.4. Sihaydos vectores iguales: D=0

Df(a,,.....8,...8,....a5) = =D (8,,..,8....8;,..,8,)~D =0

En el plano si dos vectores son iguales no hay parale-
logramo, y en el espacio no hay paralelepipedo.

2.5. Siun vector es proporcional a otro (linealmente de-
pendientes), entonces D =0.

D (a,,...,a;....a5) = D(a,,...,a;...a5) =0

2.6. Si un vector es combinacion lineal de los otros,
D=0

Didy,...a+...+2a,,...,8,)= D(é,,..,é‘,..,én)+
D (a,a,..,8,,..,.8,) + D(a,,....8,,...,.3,) =0

2.7. Siaun vector se le suma una combinacion lineal de
otros D no varia.

D(ay,.... 8+ 8+ 8 +.. +2,.,3,) = D (a,,...,8 ) +

D (&y,. B1.B)+ .o + D@1y Bpyeee Bp) =D (3y,e.. B

n
3. Célculo deD.

3.1. Sies B (e, 8,) unabase de E* se tendré:
a=a,8,+8:8, yb=b,8 +b8;, cona, a, b, b;R

y tendremos -

A (8,b)=A (8,8, +8;8,, b, & +b, 6;) =

A (8,8, b,8,) + A (8,8, b,8,) + A (8,8,,0,8,) + A (a,8,, b,€,)

=81b, A (-91,6)) +a|bz A ( é,, él)+atbl A (éz,-el) +
aZbZA (-ely-ez) = a|b1 ’szlA ('e|,)é;).

Y tomando como unidad de &rea la del paralelogramo for-
mado por los vectores basicos A (8,,8,)=1, resulta A
(a,b) =a,b,—a;b,.

Analicemos este resultado: de los 4 sumandos en que se
ha descompuesto A (3,b) sélo 2 (21) son distintos de cero,
que son las permutaciones posibles de los vectores béasicos
(elle))
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3.2. SiesBl(a,, &, &) una basede E, 3= aj'éi

=aj16.+azj6;+a3ie; j=1.2,3a,R

V (&), 8,,8:) = V(a}s;, abs;, 838) =

—z a1"a iz I’V(e & 8

suma formada por 3? sumandos distintos correspondientes
a las variaciones con repeticidn de 3 elementos y orden 3,
que se pueden formar con los tres vectores basicos. Pero en
dicha suma son nulos los sumandos en los que hay vectores
basicos repetidos y s6lo quedan 3! que son las permuta-
ciones posibles.

Tomando como unidad el volumen formado por los vec-
tores basicos:

V (8,,8:,85) =1, setiene V (&,,&;,.8,)= £1

segln que la permutacion i, i, i, sea par o impar. Entonces:

... i i i
{2) V(anaz,aa):ilzizig_”a all a; a;

En consecuencia, vemos que V es un polinomio homogé-
neo de tercer grado en los componentes de los vectores aj.
Si los representamos por una matriz cuadrada

al & al
1 2 3
82 62 62
1 2 2
33 a3 a3
1 2 3

el valor de su determinante seria, segan (2), la suma de los
productos, afectados del signo convenido, obtenidos to-
mando un factor y uno solo de cada fila y uno de cada co-
lumna.

3.3. Para Ep, anslogamente, tomando una base B (e,,
€y,.. enp)

D(a a,...,al=AD{ee,... e}

siendo
1 1 1
a a.. a
1 2 n
2 2 2 - i
A = | a ay a —Z(T-H” ‘2...a#
. . iy, i2... iy
n :n n
a a a
1 2 n

polinomio homogéneo de grado n formado por los ni pro-
ductos, afectados del signo convenido, obtenidos tomando
un factor de cada fila y uno de cada columna.

Al nimero real A asociado a la matriz cuadrada
(a)), o bien (3, a,... 3,),
cuyas columnas se pueden interpretar como vectores referi-
dos a una cierta base, se le llama determinante, que coinci-
de con la funcioén D si asignamos el valor 1a D

{e, 8,... 8p) de los vectores basicos.



