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RESUMEN

La teoria matricial de la Optica puede aplicarse para obte-
ner y analizar las iméagenes producidas por sistemas 6pticos
centrados (S. O. C) desde un punto de vista geométrico,
asociando una matriz al sistema 6ptico, que denominare-
mos matriz caracteristica, de dimensién (2 x 2) y cuyos ele-
mentos dependen de las caracteristicas geométricas como
de las caracteristicas 6pticas de los medios separados por
superficies-frontera o superficies de discontinuidad que se
consideraran ideaimente delgadas.

Matemaéticamente la matriz caracteristica transforma to-
do elemento pertensciente al denominado Espacio Objeto
en un elemento que pertenece al Espacio Imagen, siendo
dicha transformacioén biunivoca al tener en cuenta el princi-
pio de retorno de la luz.

Para obtener la matriz caracteristica tendremos que
representar en forma matricial ciertas leyes de la luz, tales
como la propagacién rectilinea y la refraccion de la luz.
Dichas matrices se denominaran matriz de traslacién y de
refraccion (elementos basicos), cuya obtencién seré motivo
de este articulo.

La teoria matricial fue iniciada por Sampson en 1913.

1. INTRODUCCION

Los resultados que obtendremos seran vélidos en las si-
guientes aproximaciones:

a) La primera de ellas representa la consideracion clasi-
ca de la 6ptica geométrica. La longitud de onda de la luz vi-
sible es lo suficientemente pequefia para despreciar su valor
finito. Este hecho introduce el concepto de «rayo lumino-
so», que en un lenguaje electromagnético representa la di-
reccidn de propagacion de la energia luminosa y que tam-
bién pueden definirse con el lenguaje geométrico como la
direccion del gradiente a las superficies equiconales.

b) La segunda aproximacidn es que se usaran rayos pa-
raxiales, es decir, usaremos aproximaciones de primer or-
den en nuestras exprasiones y razonamientos teoricos a lo
largo del articulo.

Representacién matricial del rayo luminoso. Considere-
mos un rayo luminoso propagandose en un medio de indice
de refraccién n, figura 1, comprendido entre los dos planos
paralelos H y H': Veamos qué forma tiene la matriz repre-
sentativa del rayo luminoso.

mcdio de (utie (M)

Figura 1
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Sea A el punto interseccion del rayo luminoso con el pla-
no H y B el punto d2 interseccion con el plano H’. La direc-
cibn rectilinea del rayo viene dada por el vector unitario s =1
cos w + K'cosa, siendo w el 4ngulo que forma el rayo con el
aje Y.

De la figura 1 se tiene:

2,=7,+AB - senw=2z,+ (AB/n) . (n . senw) =
=ZO+D‘ AN' (1-1)

siendo: _
D = (AB/n) la «distancia 6ptica reducida»
y A =n ' senw la «direccién 6ptica de la luz»

Al ser el indice n constante (medio homogéneo e isdbtro-
po) entonces la direccion 6ptica del rayo respiecto del plano
H coincidird con la direccion optica respecto del plano H’,
teniendo en cuenta la propagacion rectilinea de la luz cuan-
do n=cte. Es decir:

(A ) referido al plano H' = (A } ref. al plano H  (2-1)

Los simples resultados (1-1) y (2-1) puede expresarse en
forma matricial
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(ﬁ) plano H’=( ) ' <$) plano H {3-1)
D 1

A

Observamos que la matriz-columna ( z) referida at plano
H o al plano H' puede representar al rayo luminoso en el me-
dio n, ya que considera la propagacién rectilinea de la luz en
el medio homogéneo e isbtropo mediante el elemento 1.1 o
direccion éptica (independiente del plano de referencia),
mientras que el elemento 2.1 representa la distancia de un
punto de la recta representativa del rayo respecto del plano
XY, y que depende del plano de referencia H considerado.

La matriz (}, ‘,’) transforma un punto del rayo pertene-

ciente a un cierto plano de referencia en otro punto del mis-
mo rayo, pero perteneciente a otro plano paralelo al ante-
rior.

2. OBTENCION DE LOS ELEMENTOS
CONSTITUTIVOS DE LA TEOR!A

2.1. Matriz de Refraccion

La matriz de refraccién representa uno de los elementos
basicos para construir la Teoria Matricial de la Optica
Geométrica. Dicha matriz representa en un lenguaje formal
una situacién de naturaleza Fisica como es el comporta-
miento de la luz en la superficie de separacion de dos me-
dios materiales de naturaleza electromagnética {no ferro-
magnéticos) diferentes y a la vez homogéneas e isdétropos.

Para determinar dicha matriz consideremos una superfi-
cie frontera S esférica de centro C y de radio R, que separa
dos medios de indices n, y n, (figura 2), siendo OC el eje de
revolucion o eje éptico.

Consideremos el rayo incidente (AB), siendo B el punto
de incidencia en la superficie frontera S y {BD) la direccién
del rayo refractado.

La luz recorrer en ambos medios las distancias geométri-
cas AB en el medio 1 y BD en el medio 2. Se considera tam-
bién la prolongacién (BA’) del rayo incidente en el medio 2
(sin existencia Fisica). Sean ¢; ¢’ el 4ngulo de incidencia y
de refraccion, respectivamente,

(*) Seminario de Fisica y Quimica. |.B. «El Grecon. Toledo.

Figura 2

_ Ao largo de la direccion (BA’) tomaremos el segmento
BM, tal que _
BN=K.n,

En donde K es una constante. _
Del extremo de N, trazamos 1a normal a BC, sea T el pun-
PN

to de interseccién. En el tridngulo BTN, se verifica:
NT=BN.sen¢=K.n, .sen¢

siendo ¢ el Angulo de incidencia (figura 2).

A lo largo de la direccién {BD) tomemos el segmento BM,
tal que: _
BM=K . ny

Del extremo M trazamos la normal a BC. Sea F el punto
de interseccion. En el trigngulo lﬁ se cumple:
MF=BM .sen¢'=K.n,.send’
Teniendo en cuenta la ley de Snell.
n .sen$¢=n,.sen¢’

obtenenos o
NT = MF
la figura TFMN es un paralelogramo, siendo, naturalimente

NM paralelo a TF.
Cuando la constante K tome el valor unidad, entonces:

NT=n,.sen¢
F=n, . sen ¢’
siendo
BN=n.  gm> BN >
BM = n. B BN cuandon, > n,

Sea la figurg 3 en donde hemos representado Unicamente
el triangulo BNM, en el casc donde K= 1. Proyectemos los
lados de este tridngulo sobre el eje Y.

Tendremos:

er(W) = pr,(gl\—/l) + pry(m)
o bien

IW=1Q+QW,
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Figura 3

siguiendo con la figura 3 tendremos:

QW=n, . cosa,=n, . 1,,
[Q=n, . cos{n-a;) = —n, ' cosa,=—n,. 1,

(W=NM . cos(n-f)= —NM . cosf

siendo f el angulo que forma NM con el eje Y. Teniendo
ahora en cuenta la relacién de las proyecciones, tendremos:

—NM . cosB=n, . cosa,—n, . cosa,=n, . 1,—n, . 1,
o también

NM . cos (n-f) =n, . cosa,—n, * cosa,
teniendo en cuenta el triangulo BCV, entonces:
cos (n-f) =y, /R
siendo y, la ordenada del punto de incidencia B.
Tendremos, por tanto, la siguiente ecuacion:
N1 . COSm =N, . cosa; —NM . (y,/R) (1-2.1)
Ecuacién que nos da la direccién del rayo refractado en
funcién del rayo incidente y de la ordenada del punto de in-
cidencia B respecto del eje 6ptico.
Volviendo a la figura 2, y teniendo en cuenta el parale-
logramo TFMN, tendremos:
NM=TF=BF—BT=BM . cos® —BN . cos ¢=
=K .(n,.cos¢ —n, .cos$) (2-2.1}
y sidamos a K el valor unidad, entonces:

NM=n,.cos¢'—n, . cosé

Sustituyendo en la ecuacién que nos da la direccién del
rayo refractado:

n, . cos¢’—n, . cos¢
R

n; . cosa, =

=n, . cosa,—Yy . (3-2.1)

Al factor encerrado entre el paréntesis se denominara
«poder refractante de la superficie frontera S» y se expresa-
ré por «Py».
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Pudiendo escribir entonces,
n; . cOSa; =N, . COSa,—Y, . Py 4-2.1)
Lo vectores unitarios que definen la direccién del rayo in-
cidente y del rayo refractado estan expresados, respectiva-
mente, por:

siendo: w, + a, =90°
siendo: w, + a, =90°

— - -
S, = icosw,+ jCOSsa,
— g -
S;= iCOSw.+ |COSa,
por lo tanto:
n, . COSa, =N, . Senw,, representa la direccion 6ptica del

rayo refractado y n, . cosa, =n, . senw,, la direccién 6ptica
del rayo incidente, es decir:

n,.cosa,= A, g
n, - cosa;= A, (6-2.1)

y la ecuacion que nos da la direccidon del rayo en el medio 2
nos resultard, en definitiva, de la forma siguiente:

A = A -V, . P (6-2.1)
Nuestra superficie-frontera se considera idealmente del-
gada; esto trae como consecuencia un cambio brusco en el

valor del indice de refraccién, lo que implica que la luz cam-
bie bruscamente de direccion, en otras palabras:

Yol =Yp)2=Vp
Obteniendo el siguiente sistema de ecuaciones:
Aa=Aa—ye - Py (7-2.1)
Vo)1 =Vp)2
que lo podemos representar en forma matricial:

A, 1 —P A
) (8-2.1)

Yo 0 1 Yo
La matriz 0 1

refraccién, siendo el elemento R,,, en valor absoluto el po-
der refractante de la superficie-frontera.

) =R, se denominard matriz de

La expresion matricial nos indica lo siguiente:

Si al rayo incidente, caracterizado por la matriz colum-
na (/:t;)l) se le multiplica por la denominada matriz de refrac-
cién R, se transforma en el rayo refractado caracterizado
por la matriz columna ("‘vb),), por tanto, la matriz R repre-

senta el fenémeno fisico de la refraccién de la luz. Mediante
este lenguaje este fendbmeno luminoso puede presentarse
en forma operacional:

R
{r.r }=R(r.D) o bien (r.i) —— (r.r )

«Al actuar el operador B sobre un rayo luminoso {(r.i},
propagandose en un medio de indice n, lo transforma en el
rayo luminoso {r.r), propagandose en el medio de indice n,.
Siendo R, en definitiva, el operador que caracterizara la ac-
cibn de una superficie de discontinuidad sobre la propaga-
cion luminosa.

Naturalmente, cuando la superficie de discontinuidad no
exista, n.=n,, con ¢=¢’,el operador  se transforma en el
operador identidad | (siendo la matriz representativa la



matriz unidad 1), tal que al actuar sobre un rayo luminoso lo
transforma en si mismo, resultando el siguiente hecho co-
nocido:

«En un medio de n = cte la luz no experimenta cambios en
la direccién de propagacion.»

Hay que advertir que existe un caso en donde al actuar el
operador unitario sobre un rayo luminoso éste sufre el fen6-
meno de la refraccion, este resultado es debido a una si-
tuacion trivial, ya que ocurre cuando la superficie-frontera
es un plano (radio infinito). En estas condiciones tendre-

mos:
2 A
Yo)2 =l. {yeh
Operando: A=A, {a)
Yb)2=Y|)| (b)

De (b} se obtiene que la superficie-frontera plana tiene un
espesor infinitesimal, dando asi lugar a un cambio brusco
en el indice de refraccion.

De (a) obtendremos la ley de Snell.
En efecto:
A ;=n,.cosa;; A ,=n, . cosa,

siendo a, el &ngulo que forma el rayo refractado con el eje Y
y a, el angulo que forma el rayo incidente con dicho eje.
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Figura 4

En la figura 4 se tiene:
n, . cosa,=n, . cosa,
y al tener en cuenta (a), siendo:

ul=¢ +90
a,=¢"+90

y, por tanto:

n; . cos(90+4¢')=n, . cos (90 + ¢)
es decir:

n,.send’'=n,.sen¢ c.q.d

2.2. Matriz traslacional

Obtenida la matriz de refraccién vamos a continuacioén a
expresar en forma matricial otro fenémeno que ocurre en
los sistemas dpticos.

Este fenébmeno es la traslacion del rayo luminoso entre
dos superficies-frontera consecutivas.

n{

‘7‘ ;‘/'E“’_ B et N

S; S,

4
Figura 5

Sean dos superficies refractantes consecutivas S;; S;,,
separadas una distancia d;, siendo n; el valor de indice de
refraccion del medio existente entre dichas superficies.

Una vez que el rayo luminoso ha sufrido la refraccion en
la superficie S, emerge de ella formando un cierto &ngulo ¢,
con el eje Y. Como n; = cte no existirad ningin cambio en la
direccion de la luz hasta que llega a la superficie S, , 1, donde
se producira una nueva refraccién. Nos interesa representar
en forma matricial lo que ocurre a la luz entre dichas superfi-
cies. Sea BD =T, la distancia recorrida por la luz entre S, y
Si +1

De 1a figura 5 obtenemos:
Ye1—v;=BD .sen(90—a) =T, . cos a,

siendo v la ordenada del punto de incidencia B, vy,  la orde-
nada del punto de incidencia D, respecto del eje éptico que
le hacemos coincidir con el eje X. La ordenada del punto de
incidencia D vale:

Yior1=Vvi+ T, . cosq; (1-2.2)

El rayo emergente de la superficie S; puede interpretarse
que se transforma en el rayo incidente sobre la superficie
Si+1, con la condicion de que la direccion 6ptica se conser-
va:

A=A ;1=n,.cosq (2-2.2)

Y, por tanto:

Y|+1:y|+T|(-A~i/ni=y|+-A-o . (T|/n.) (3—2-2)

en donde T,/n; se denominara distancia Gptica reducida.

Nuestro sistema de ecuaciones es:

A=A
Yi1 =y|+ 'A'I . (Ti/ni) (4'22)

en donde la primera ecuacién representa la propagacion
rectilinea de la luz en un medio homogéneo e isétropo, la
segunda ecuacién nos indica el fenémeno de traslacién del
rayo luminoso.

El sistema de ecuaciones anterior se podra expresar en
forma matricial:
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um——

A} 2 (1Y 0} (A (5-2-2.)
Yia1 T,/n, 1 Y,
en donde las matrices-columna (A ) ( J; i+1 ) caracte-
i i+

rizan al rayo que emerge de la superficie S; e incide en la su-
perficie S, ,,, respectivamente.

10
T/nm1

triz traslacional, puesto que caracteriza dicho fendmeno.

A la matriz ( )=T se denominard ma-

Y que en forma operacional

J
i+ 1 =T i) (b——>(i+1)

Y nos expresa lo siguiente: «Al actuar el aperador T sobre
el rayo emergente de una superficie-frontera S, le transfor-
ma en el rayo incidente para la superficie-frontera consecu-
tiva S, ».

3. SITUACION PARAXIAL

Estudiemos las matrices obtenidas Ry T.
La matriz de refraccion R es:

1 —P,
R=
0 1

n; . cosé —n,

(1-3)

. cos ¢

siendo P, = el poder refractante de

R

la superficie de discontinuidad S, como P,=F (n,, n;, R, ¢,
4'), entonces la matriz de refraccion no sblo depende de {a
geometria de la superficie y de los indices de refraccion de
los medios que dicha superficie separa, sino que también
depende de la incidencia del rayo incidente. Por tanto,
tendremos diferentes matrices R para los distintos rayos
que constituyen el haz luminoso incidente. Luego la matriz
R no es tnica.

Lo que nos preocupa ahora es obtener una unica matriz
de refraccién caracteristica det sistema Optico y al mismo
tiempo al fendmeno fisico.

Para ciertos dngulos de incidencia Ps, asi como la matriz
R, son independientes del &ngulo de incidencia. Los valores
de estos angulos de incidencia seran aquellos para los
cuales se verifique la siguiente condicién:

cosd = 1ycosd’ — 1
luego la incidencia seré rasante: ¢ — O eimplica$’ - 0

Para esta situacion:

n—mn
Ptiendea P' =
R

. ( n,—nl)
yla matriz R tiendeaR'= R (2-3)
1

0

A R’ la denominaremos «matriz de refraccion paraxial».
En esta aproximacion, véase figura 2, se observa que la or-
denada y punto de corte del rayo incidente con el eje Y y la
ordenada y y punto de corte del rayo incidente con la super-
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ficie de discontinuidad S tienden a confundirse y en estas
condiciones:

ov =0
La matriz de traslacibn obtenida es:
1 0
T= (3-3)
Ti/ny 1

veamos como nuestra matriz T es en |a aproximacién para-
xial: Volvamos para ello a la figura 5, en donde

w; = 90 —a
por tanto:
— dl di
T,=BD= =
cos (90— ;) CoS w;

que tiende a d;, ya que en la aproximacion paraxial w; —~0,
lo que implica que cos w; —> 1.

La matriz T tiende a la matriz T', tal que:

1 0

= 1a/m 1

{4-3)

que denominaremos matriz traslacional paraxial.

Siendo d; la distancia entre las dos superficies-frontera
consecutivas S;, S, ,, medida sobre el sje dptico.

Veamos ahora c6mo quedan las matrices-columnas que
caracterizan a los rayos luminosos en la aproximacion para-
xial.

Rayo incidente

A ,=n,.cosa,=n,.cos({%0—w,)=n, . sen w,

como
w, =~ 0
tal que '
senw, ~* w,
entonces

A,=ni.senw = n, . w, =4,

en donde w, es el 4ngulo que forma el rayo incidente con el
eje optico.
Por otra parte,
Yo)t ™ Yi=h,

por tanto, la matriz-columna que caracteriza ahora al rayo
incidente es:

A n, . W, A,

(5-3)
Yb)1 Y1 h,

Rayo refractado:

Teniendo en cuenta las consideraciones anteriores, el ra-
yo refractado vendr4 caracterizado por la siguiente matriz-
columna:

N; . W, - AZ 6-3)
Y2 h,



siendo w, el &ngulo que forma el rayo refractado con el eje El fendmeno de traslacién en la zona paraxial viene dado

optico. Y h,=h,. por:

La ecuacion matricial que representa la transformacion
del rayo incidente en el rayo refractado en la zona paraxial A _ 1 0y [& (6-3)
es: Ao d/n 1 hi

Az 1 —‘(nz_‘n.l)/R Al
(h,) - (o 1 )(h) (7:3) con: A, 1=k
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