
Aplicación de las calculadoras programables
para el estudio de la posición relativa de
dos rectas en el espacio afín.
Introducción de los conceptos de matriz
definida positiva y norma

Por Enrique RUBIALES CAMINO(')

EI trabajo que voy a presentar fue realizado en
un Seminario (un día a la semana, entre el 2:° y 3."
trimestre) con las alumnas de C.O.U., que quisie-
ron asistir voluntariamente; y que en 3.° ya traba-
jaron con las calculadoras programables de bolsillo.

Este trabajo fue presentado por dichas alumnas
a un concurso que se realiza todos los años, patro-
cinado por et centro.

Fue elegido por el alumnado, a fin de que se
pusiese de manifiesto cómo una pequeña cacula-
dora programable puede ser tan interesante como
tener un orden^dor.

EI tema ya !o habfan visto, pues se trataba de la
posición relativa de 2 rectas, 2 planos y una recta
y un plano. Ya sabemos que si estamos en un orde-
nador, en pantalta, nos puede aparecer, al introdu-
cir tos datos de dos rectas, por ejemplo, SE CORTAN
SEGUN U1^f PUNTO, o bien, SON PARALELAS, etc.
lo que es evidente, es que esto no es posible en
una calculadora, pues no hay caracteres alfabéticos.

EI primer paso, fue reducir a números, cada uno
de los casos. Por ejemplo, si las rectas se cruzan,
aparece en pantalla un (1) ; si son secantes; un (2);
si son paralelas un (3) y si son coincidentes un (4).

Así, si alguien necesita saber qué pasa con dos
rectas; debe introducir los datos de ambas rectas
y pulsando una tecla; obtener en pantalla un (1)
o un (2), etc„ como ya dijimos antes.

Ahora bien, el trabajo del alumnado era todavía
más complicado, pues ellas iban a exponer el des-
arrollo matemático, de forma que luego realizasen
la programación. Entonces, para entrar en la pro-
gramación, era preciso previamente realizar el es-
quema, que recibe el nombre de organigrama.

Tomamos las dos rectas:

y planteamos el sistema :

at - a't' = xZ - x, , que sabemos tiene 3 ecua-
bt - b't' = yZ - y^ ciones y 2 incógnitas. Llama-
ct - c't' = z2 - z^ mos:

a.-a' a -a' xZ -x^
A= b-b' i 6= b-b' YZ -Y,

c -c' c -c' z2 -z i

Caract. (A) = 2, caract. (B) = 3 se cruzan.
Caract (A) = 2, caract. (B) = 2,número de incóg-

^ nitas, se corfan.
Caract. (A) = 1, caract. (B) = 2 son paralelas.
Caract. (A) = 1, caract. (B) = 1 número de incóg-

nitas, son coinci-
dentes.

Ahora, el problema está en averiguar el procedi-
miento para Ilevar esto a un organigrama, que sobre
el programa nos va a dar las distintas bifurcacio-
nes mediante condiçiones lógicas.

EI cálculo de ^ B ^, se hace por los adjuntos con-
juntos de la última columna, de modo que tenemos:

a - a'
A^ _

b - b'

entonces:

, AZ =
a - a'

y A3
c - c'

b - b'
IBI = (x^ - x,)

x= x^ - y - y^ - z- z^ _ (yZ _ y^ ) a - a'

a ' b c c - c'

x -XZ _ Y_-ys _ z -z2
r' : -- - - --

a' b' c'

c - c'

+ (zZ - z^ )

b - b'

c -

a - a'

b - b'
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Así, en el organigrama, Ilegamos a ver si:

IBI = 0 6 IBI $ o

a, b, c

a', b', c'

A,, A2, A3

x2 - x^

ya - y^
z2 - z^

(4) son coincidentes.

(figura 1)

Esto último, debemos enlazarlo con el paso si-
guiente, que será aquel en el que las rectas se cor-
ten y el que va a continuación, que es el que sean
paralelas.

Sabemos que si A, = 0 y A2 = 0, entonces
A3 = 0, por tanto, basta calcular los dos primeros,
y asi pasaríamos al caso de ser,paratelas.

Y si A, ^ 0, se cortan.
Ahora bien, aquí había una cuestión delicada,

si A^ = 0 y no lo era A2, entonces las rectas se
cortan y como hacer cada caso por separado supo-
nia muchos pasos de programación, tras pensar
en ello, pusimos:

IA, I+ IA21 = 0 ó ^A, ^+ ^Az^ ^ 0

Continuando, con el siguidYite paso, es decir, pa-
ralelas o coincidentes, tuvimos que calcular los de-
terminantes siguientes de la matriz B:

Aa - I a
A5 =x2 - x'I

a x2 - x,

b y2 - yi c z2 - z,

para así, poner de manifiesto, el que la caracterís-
tica de B fuese 2 6 1 (figura 1).

De esta manera, ya estamos en condiciones de
poder realizar el programa, que en el caso conCreto

t

del seminario, se hizo para los tres tipos de calcu-
ladoras programables de bolsillo que teníamos.

I

En un seminario de C.O.U., serfa interesante que
tras la discusibn y resolución de un sistema lineal
del mismo número de ecuaciones que de incógni-
tas, les hiciésemos ver a los alumnos que la reso-
lución directa no es la idónea para un ordenador.
Ahora bien, como no tenemos un ordenador, fe
podemos sustituir por una calculadora programable.

La programación dir®cta de dos ecuaciones y dos
incógnitas y tres y tres, resulta asequible, pues los
determinantes se pueden calcular dírectamente. Sin
embargo, de cuatro en adelante sí hay dificultad
y cuanto mayor sea el número de incógnitas, la
dificultad será mayor. De ahí que se haya recurrido
a métodos de resolución, que se suelen Ilamar ite-
rativos.

En nuestro caso, veremos dos métodos:

a) Jacobi.
b) Gauss-Seidel (algunos autores le Ilaman

Seidel).

También veremos, aunque sin entrar en muchos
detalles las condiciones que se han de cumplir para
que se dé la convergencia del proceso iterativo. Y,
someramente hablaremos de los errores que se co-
meten. En fin, en C.O.U:, para las alumnas de Cien-
cias, aunque sea un seminario ambicioso, pensamos
que merece la pena, ya que entramos en un campo,
como es el del cálculo numérico, que ha sido bas-
tante olvidado en el Bachillerato y C.O.U.

EI alumno debe conocer las calculadoras progra-
mables y haber trabajado procesos iterativos en
resolución de ecuaciones algebraicas con una in-
cbgnita. Si no fuese así, se precisaría de un semi-
nario previo, coincidente con el temario oficial (sis-
temas de ecuaciones lineales).

La idea expuesta podría desarrollarse en la forma
siguiente:

EI primer trimestre, se puede dar el seminario
correspondiente a la resolución de ecuaciones alge-
braicas por métodos iterativos y en el segundo, lo
que se explica en este artículo.

En el seminario previo, con la calculadora progra-
mada por nosotros de forma que se parase cuando el
«error» entre dos iteraciones consecutivas fuese
menor que una milésima, una diezmilésima, etc., el
trabajo a proponer sería, cómo podrfamos realizar
esto para un sistema de dos ecuaciones con dos
incógnitas, etc., de modo que debemos introducir
la notación matricial y de ello surgió el concepto
de norma de una matriz.

Por otro lado, estudiando la convergencia del
proceso iterativo, Ilegamos a la conclusión de que
no todo sistema lo hace, por lo que un teorema
muy importante es el que dice:

«Si la matriz del sistema es real, simétrica (estos
dos conceptos están en el programa de C.O.U.) y
definida positiva, entonces el sistema converge,
hacia la solución, sea cual sea el valor inicial que
tomemos.»

Ayudado de varios ejemplos, voy a comprobar,
más detalladarnente, lo que enuncia el teorema.

En primer lugar, yo pongo e) sistema siguiente
de dos ecuaciones con dos incógnitas;

2x + y = ^ 1
x -2y= -2T
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Los alumnos, mediante cualquier método, lo re-
suelven y obtiénen como resultado:

x= 0'40 e y= 1'20

Ahora, lo pongo para iterar, de la siguiente ma-
nera:

Xk+a = _ 2 + 2yk

yk" = 2 - 2Xk

es real, simétrica y definida positiva, entonces el
sistema escrito en la forma especial:

x^ _ ^^ - (k^ - a12x2 - .
"11

' - a, nxn)

x2 = ^1 (k2 - a21x, - . . -.a2nXn)

22

l l d -= 1 ( k - a- a XXora, y vemos que:cu aLo programamos en la ca xn a . . n,^,n n, ,
nn

X° = 0, YO = 0 converge a la solución, sea cualquiera
k= 0; x^ _- 2, y^ = 2 inicial que tomemos».

k= 1; x2 = 2, y2 = 6 EI recíproco no es cierto, como se compr
ejemplo, ya que puede converger, y sin

k= 2; X3 = 10, Y3 = - 2 la matriz no ser definida positiva.
Para introducir el concepto de norma de

k=3; x4= - 6, Y4= -18 triz, basta que escribamos el sistema esp
k=4; x5= -38, Y5= 14 forma matricial, es decir:

k= 5; xs = 26, Y6 = 78 x^k +„
,

Podemos observar que el proceso diverge.
Si ahora vuelvo a ponerlo, pero de otra forma,

para iterar, nuestra sorpresa es grande, ya que ahora
sf que conyerge.

Lo programamos haciéndolo el alumno. En este
caso, para el proceso iterativo, lo pongo así:

x°=0 ,

k=0, x' =1 ,

k=1, x2=0'50,

k = 2, x3 = 0'25,

k=3, x4=0'38,

y°=0

y' = 1

y2 = 1'S0

y3 = 1'25

y4 = 1'13

k= 4, x5 = 0'44, Y5 = 1'19

k= 5, xs = 0'41, Y6 = 1'22

k= 6, x^ = 0'39, y^ = 1'20

k= 7, xe = 0'40, ye = 1'20

Como sabernos la solución paro la calculadora.

Pero, si el sistema antes era divergente y ahora
es convergente, esto no parece serio. Me imagino
que para el alumnado esto tiene que hacer pensar
y, sobre todo en esta materia, donde todo goza de
la exactitud.

Con esto se pone de manifiesio, que no todo es la
práctica y que por eso hay que estudiar teoría. Los
enunciados de los teorentas tienen hipótesis y tesis
y existe el teorema reciproco de uno dado. En otras
palabras, la condición necesaria y suficiente.

«Si la matriz del sistema

a „x, + a12x2 +

a27x, + a22x2 +

an^x, + anzx2 + .

. + a^nxn = k^

. + aznXn = k2

+ annxn ' kn

X^k +, ^
z 0 . . . . + a2n

x^k +, ^ a^ a• . . . - 0 ^
n + nt + n2 •

X^k^ k,
i ^

x^k' k'z z

+

xñk^
kn

donde

- -^, i ^ j Y k'; _
a;;

k;
a ;;

Aquí, me interesan los vectores cotumnas, o ma-
trices de n filas y una columna.

x1k+71 xlkl
, ,

xlk+1) xlk)
, ?

.'k.+.'.) y .;k'

Xn Xn

que se pueden escribir

Xk +, y Xk

Si en la resolución de ecuaciones algebraicas por
el método de iteración escribíamos:

^Xk +7
- Xkl ^ f:

aquí, será algo que me «mida» la diferencia de los vec-
tores. Entonces, ese algo que mide me lo da el con-
cepto de norma. Por tanto:

^I^k+t - ^kl^ < !:

Es conveniente que conozcan la existencia de
diferentes normas, que son:

a) IIXII, = máx Ix^l,
b) IlXllz = ^rxi + xz + . . . . + X^

C) IIR^^g - ^X.1I + ^X2I + . . . . + Ixnl

el valor

obó en el
embargo,

una ma-
ecial, en
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Visto ya esto, me puedo entretener en que progra-
men las tres normas, aunque pensando como siempre
en ahorro de pasos de programa, la que más interesa
es la c).

Para los interesados en trabajar en ello, el organi-
grama es el siguiente:

ai,, aiZ, k',

a21, a22, k2

X^k+,^ = A^^k^ +k'

no

^I k ) _ ^1 k + ^ ^

xk +' 0 - 1
xk 3

2 2
+

^/k+' - {Ĵ yk -

Y F=1O 3.

EI programa para una HP-65, es el siguiente:

LBL STO 3 STO 5 2
A RCL 1 RGL 4 RCL 3
STO 1 CHS RCL 2 STO 1
R/S 1 - RCL 4
STO 2 - g STO 2
LBL 3 ABS GTO

1 - RCL 5 1
RCL 2 STO 4 + LBL
CHS RGL 3 EEX 2
3 RCL 1 3 RCL 3
+ - CHS RJS
2 g gx , y RCL 4
- ABS GTO RTN

TECLAS PANTALLA

STO P
x^ k +, ^

Tomó ei sistema

2x + y

x + 3y =

que en forma especial, es

x = 2 (3 - y)

Y = ^ (-1.-x)

O 0.
R/S 0.00
O 0.
R/S 2.00
R/S - 1.00

Como final, explicaré brevemente en qué consiste
el método iterativo de Gauss-Seidel, y como labor
para otro seminario, será el ver si todo lo dicho
anteriormente es válido sin más, o hay que hacer
algunas variaciones.

Este método consiste en que el valor inicial y,,
sirve para hallar x^, éste a su vez sirve para haitar y,,
etcétera. Este proceso de iteración se puede escribir
de la forma siguiente:

1 (
xk +' _ -- K - a k, ,zY )a„

yk +' _ -^ (K - a xk +' )a 2 2,
22
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'ie^nhp^ŷ '^ ;3
^áWaa1 ^;h:.± ^^.•^..

^6C^ ^. ^i i^ ;rNá'<<r:
^^^ "^ ^^^' ÑF

i
¢iA^, ,^ ;^, -i ^;tl^,t^^ŝi

^;i^^w.'a1í

IUAN CASULLERAS REGAS. Doctar en Cienása Exactat. Cetedrético de hUtemétíGr
del Inetlrolo de BaclWleroto Mili i Fontenale, de Bucelane.

MATEMATICAS lo:

6e inicia la eerie de matemáticas para BachiOerato en este
primer curso siguiendo, en lo eaencial, el método cíclico. Mu-
chas de los temas ye loe han estudiedo los alumnoe de E.G.B.,
pero aquí, neturalmente, se tratan ampliando los conacimien-
tos adquiridos con anterioridad y que en Bechillerato se estu-
dian no sblo con mayor amplitud y extensión, aino relacio-
nándoloe y situándolos en el contexto total y unitario de la
Matemática, EI libro de Metemáticas de 1o que noe ceupa de-
earrolla siete grandes temas: Cálculo combinatorio, los cuer•
poe de los númeroa reelee y complejos, funcionea palinómi•
cas y racionalee, inecuaciones y aistemae, prograeiones aritmé•
tices y geométricas, aritmétice comerciel, interés compuesto
y anualidadee,

MATEMATICAB 2°:
E] cueetionario de MATEMATICAS 2° contiene un capítulo dedicado a las aplicaciones de]

cálculo infinitesimal que es el lugar opartuno pare completarestas ideas dentro de la enaeñanza
media.

Las leccionee dedicadas al especio vectoriai son en cierto modo más simplee, por cuanto a•
poyéndose en manipuleciones algebraicas son máe aee quibles a alumnos que en Ia E.G.B, y en
el primer cureo de B.U.P, han adquuido unacierta familiarided con loe cálculos elgebraicos.

MATEMATICA9 S°:
La obra abarca cuatro grandee temee: Geometría, Trigonometría, Análisie y Eetsdíetica,
La geometr(a y la trigonometría van intimemente ligedas.
Loe probleroae hésicos del anélieie como las nocionee de deriveda e integral ee resuelven de

una íerma cláeica. Le últime parte de la obra ee dedica a le estadíatica.
El libro ae campleta con tablas auaí^ieres para e1 manejo de le distribución normal y unoe

doecientoe ejercicioe y^roblemas propueetoe, que ayudan a la comprenaión y fijación de loe
temee tratadoa en al índ<ce.

JAVIER ETAYO, JOSE COLERA, ANDRES RU1Z

^ anaya
IAVIER ETAYO, Catedrático de Geometrú de h Univereided Complutensc, de Madrid.
IOSE COLERA; Catedrétlco del lnstituto de Bochillerato de Colmenu (M^drid).
ANDRES RUI2, Catetitático del Inetltuto de Bachiltereto "Rey hetor",de Medrid.

MATEMATICA31°:

Cade uno de loa conceptos estudiadoe aparece motivado
mediante una puesta en situación, procurando con ello que
el alumno vea netural el proceso por el cual se desarrolle ca•
de una de les cuestionea, y que culmina en ]a eapresión tigu-
rosa de las concluaiones obtenidas. Ejemploe resueltoa y e-
jetcicios propuestos al final de cada apartado completan la
comprensión de lo estudiado en él. A1 acabar cada unidad se
proponen bastantes ejetcicíos y problemae, cuidadoeamente
eacogidos y graduados en orden de dificultad,

A1 finel del libro aparecen unos treecientos ejercicioe de
todo tipo, con los gue se alcanza un total de unos ochocien-
tos ein resolver y mas de doacientos resueltos,

MATEMATICAS 20:

En cinco bloques de lecciones ae diatribuyen, de acuerdo con les eaigenciaa del cueationario,
]ea materiea que corresponden a este curso,

En el primero de ellos se estudian las suceaiones, con ]os problemas fundamentalee de con-
vergencia y límite; en el aegundo, lea funciones reales de veriable real y su noción béaica, la
continuidad, para paaer a tretar en el siguiente de elguoes funciones particularee importantea,
exponencial, logarltmica funciones circulares. EI bloyue cuerto contempla un problema de
rango univereal, la introducción del cálculo diterencial, ^unto a la formación deda mte^al inde-
finida. Finalmente hay un quinto bloque dedicado a le geomeirfa con el estudio del pfeno y er
pacio vectorialee y del plano afín.

MATEMATICAS 3°:

De la trigonometría ya son conocidos por 2° de BUP aue conceptoe fundamentalee ^ue, en
este obra, ae amplian hsata el punto en que ea posible empliarloe a lo que es la razón pnncipal
de su estudio la determinación de las relacionea métricas entre los elementos (ladoe, ángulos)
de un triángu3o, Ligado con le trigonometríe por la importancia de su repreeentación, ee abor•
da el número complejo y todea las operaciones realizablee en el cuerpo complejo C,

Le úliima parte del libro ee dedica a le formación de los conceptos fundamentalee de Ia esta-
dística,

El pto^ame de Metemáticae de COU prefigura un ĉurao de Matemáticas de lo de Univeni•
dad o de Eecueles Técnicas y al miemo tiempo complete loe temaa eenciBos que no hayen que-
dado suñcientemente tratadoe en BUP.

La obra finaliza con tree capítuloe dedicados el célculo deprobabilidadee, donde ee recuer•
dao algunos resultados conocidoe. Y ee introducen otroa nuevoa, como el teorema de Bayes,
para eu utilizacibn en ezpedmentoe compuestos.
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