gD EXPERIENCIAS

El problema de los problemas:
analisis de una experiencia

ESCUCHO Y OLVIDO. VEO Y RECUERDO.
HAGO Y COMPRENDO

[Proverbio chino]

En un reciente curso que tuve ocasién de impar-
tir a un grupo de jovenes licenciados, aspirantes al
Certificado de aptitud Pedagbgica, los propuse el
problema bien clasico y conocido, por lo menos
para los profesores de mi generaciéon, de dado un
segmento AB y una recta, paralela al segmento
-—no importa como haya sido dibujada— encontrar,
con la regla de un solo borde, el punto medio del
segmento. Naturalmente, les dije, no es que yo les
proponga a Vds. la resolucién del problema, pues
doy por descontado que muchos de Vds. ya la
conocen, y si fuera nuevo para algunos, todos en-
contrardn inmediatamente la solucidon. Lo que les
propongo es una cuestién didactica, jcémo pode-
mos aprovechar esta situacién concreta para hacer
de ella una leccion destinada a alumnos de Bachi-
llerato?

Me vi fuertemente sorprendido al comprobar que
fueron muy pocos los que, después de algunos
tanteos, resolvieron el problema. Algunos me pre-
guntaron: ¢Qué es eso de la regla de un solo borde?;
otros utilizaban —sin darse cuenta— la regla como
compds, y los més permanecieron sin hacer nada,
alegando simplemente que no lo sabian... que eso
no lo habian estudiado.

Me encontré asi obligado a resoiverles yo el pro-
blema, al tiempo que hacia con ellos —como si
de alumnos de bachillerato se tratara— la leccién
que les habia propuesto como tema didéactico.

Después de aclararles lo que es la regla de un
solo borde (el serrucho), les pedi que no intenta-
ran aplicar ninguno de sus conocimientos matema-
ticos, sino que actuaran directamente sobre el pro-
blema en la forma que lo haria una persona inte-

ligente, esto es, educada en el sentido kantiano

del término persona: el hombre que ante una situa-
cion cualquiera de la vida examina lo que puede
rI':acer, analiza lo que debe hacer... y después lo
ace.

Ante su actitud mé&s bien pasiva les tuve que ayu-
dar, recordando a Polya: ¢cusl es la situacién?,

Por José Ramén PASCUAL IBARRA(Y)

(cuédles son los datos del problema? ¢de qué medios
dispongo?

Los datos son: los puntos A y B, que determi-
nan el segmento, y la recta p, paralela a él:

A | B

No preguntaremos: ¢qué es lo que puedo hacer?
Como sblo dispongo de la regla de un borde (y,
por supuesto, de un lapiz), la (nica operacién po-
sible es dibujar rectas. Nada conseguiré, evidente-
mente, trazando rectas «a barullo». Debo utilizar los
datos del problema. Tendré, por tanto, que dibujar
una recta que pase por el punto A:

Y, ahora, obviamente, otra que pase por B:

{Cémo seguir? Habra que utilizar el otro dato —Ila
recta r— y, si quiero que lo que llevo hecho me sirva
de algo, he de fijarme en los puntos A" y B’ que
las dos rectas ya dibujadas han determinado en r.
Uniré, pues, A" con B’, y B’ con A:

Y hecho ésto —lo (nico que realmente podia y

debia hacer—, ya parece que «sin querern tengo
resuelto el problema. Basta seguir. La recta PQ me
da el punto buscado; es M:

Al llegar aqui la pregunta surge espontanea en
la clase: spor qué es M el punto medio de AB?
Justamente ahora, les digo, es cuando comienza
la matemdtica; en el momento que sentimos la
necesidad de demostrar una proposicién cuya ver-
dad, de alguna forma, hemos intuido. En nuestro
caso, estamos convencidos de haber llegado a la
soluciébn, porque hemos trabajado inteligentemente,
y si el problema tiene solucién es la encontrada,

(*) Catedratico de Mateméticas e Inspector de Ense-
fanza Media.
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puesto que hemos realizado efectivamente lo que
podiamos y debiamos hacer. Pero mientras no
construyamos una demostracién, hasta que no en-
contremos un porqué, la proposicibn para un ma-
temético es s6lo una conjetura. Podriamos reforzar
el valor de la misma, afianzarnos en ella, repitiendo
cuidadosamente la construccién con otras rectas y
comprobando que siempre se llega al mismo
punto M.

Los alumnos parecen ya mas animados y les pro-
pongo que busquen una demostracién... No la
encuentran. Les pregunto, entonces, si no podrian
considerar la configuraciébn hallada como caso par-
ticular de otra mas general. ;Qué sucederia, al repe-
tir la misma construccidén, en el caso de que la
recta no fuese paralela al segmento AB? Ahora,
la recta cortaria a la que contiene el segmento AB
en un punto N, y observemos que el punto M,
debido a la inclinacién de r, se ha desplazado hacia
la derecha:

¢Cémo es la cuaterna (ABMN? No lo saben. Les
recuerdo que es arménica, y, por tanto, en el caso
particular de nuestro problema, por ser N un punto
del infinito, M es el punto medio de AB.

Pero esta demostracion desborda los conocimien-
tos de un alumno de bachillerato —me dicen— v,
por consiguiente, les insto a investigar otra de ca-
rédcter més elemental. Tampoco la encuentran. Les
sugiero entonces que observen bien la configura-
ciébn final y que procuren expresar en términos
«més» geométricos las operaciones realizadas (pen-
sar, muchas veces, es decir, 1o mismo de otra
manera). Lo que hemos hecho, en definitiva, ha
sido: proyectar AB sobre r desde P (punto arbi-
trario del plano) en A'B’, y después hemos pro-
yectado A'B’ en BA, desde Q. Por tanto, por ser r
paralela a AB, hemos realizado dos homotecias.
Como las respectivas razones de estas homotecias
A'B’ BA
A Y AB
posicibn de ambas homotecias, la simetria central:
M es el punto medio de AB.

Con los alumnos de niveles inferiores del bachi-
llerato puede prescindirse de la demostracion —quizé
no la necesiten—, pero si puede pedirseles que, por
observacién de la figura construida, enuncien en
forma de teorema la proposicion descubierta. Con
ello se pretenden dos cosas importantes: primera,
proporcionarles la alegria de haber descubierto algo
nuevo, algo que no «viene en el libro», y, segunda
—objetivo esencial de la educacién matematica—
contribuir a la formacién del lenguaje, con la pre-
cision y el rigor que la matemética proporciona. El
teorema puede enunciarse asi: «en un trapecio, la
recta que une el punto de interseccion de los lados
no paralelos con el de interseccién de las dos dia-
gonales, pasa por los puntos medios de las bases».

A continuacién propuse a los alumnos enunciar
y estudiar los problemas inversos del que habiamos
resuelto. Son dos:

a) Dados A, B y M, hallar r. Esto es, dados un
segmento AB y su punto medio M, dibujar por un
punto cualquiera del plano una paralela del seg-
mento AB. Siempre, naturalmente, con el uso ex-
clusivo de la regla de un solo borde. Todos, sin
excepcion, encuentran la solucién reconstruyendo
la figura.

b) Dados A, M vy r, paralela a AM, hallar B. Es
decir, duplicar un segmento. Todos, ahora, también
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son su producto es —1, y la com-

sin excepcion, intentan resolver el problema si-
guiendo la misma via de reconstruccién de la figura,
a partir de los nuevos datos. Ninguno lo consigue.
Sin embargo, la solucibn, en este caso, es aparen-

-temente mas facil: En r se puede tomar un segmento

arbitrario A'B’; como se dispone de AM, paralelo
a s, es posible, por el teorema directo, hallar M’,
punto medio de A'B’; uniendo A con A’ y M con M",
tengo P. La recta PB’ me da el punto B.

El comportamiento de los alumnos nos permite
verificar, una vez mds, la tendencia, cuando se ha
adquirido una cierta técnica, esto es, un instru-
mento que convierte un problema en ejercicio, a
aplicar esta técnica de forma indiscriminada, siste-
mética y rutinaria, aun cuando no sea ya la indi-
cada, y, por otra parte, comprobar también que la
solucién de un problema que a nosotros, profeso-
res, puede parecernos trivial, no lo es en ocasiones
para los alumnos, y siempre que aparezca una Si-
tuacidbn nueva no es desde luego nada facil. No
olvidemos, pues, y que lo sepan también ellos, que
las ideas felices siempre llegan al final, como re-
sultado de muchos intentos fallidos. jLlamada a la
constancia, a la tenacidad, al esfuerzo continuado!

Ahora ya se les puede hacer ver que por opera-
ciones reiteradas es posible construir sobre la recta AB
la recta racional, esto es, encontrar cualquier punto P
de ella tal que —’;% = _r:*; m, n € N. Lo que da
pie también para hacer oportunas consideraciones
sobre los tres tipos de geometria: proyectiva (ins-
trumento, la regla); afin (instrumento, juego de es-
cuadras) y métrica (el compas).

Prolongando la situacién en otro orden de ideas,
les piso si sabrian calcular la medida del segmento CD,
conocidas las medidas de AB y A'B":

Hubo algunos alumnos que sin pensarlo contes-
taron de forma vaga que «seria» la medida aritmé-
tica. Por comparacién con la paralela media del
trapecio, en seguida se dan cuenta de su error y
comprueban que es menor. El célculo, no dificil,
nos da como medida de CD la media arménica
de AB y A'B’. Esta propiedad del trapecio nos pro-
porciona un método muy sencillo para la construc-
cion gréfica de dicha media. Se observa también,
por el célculo, la propiedad de que la media geo-
métrica de dos segmentos, lo es asimismo de la
media aritmética y de la media armoénica. El célculo
de la media geométrica de dos nimeros se puede
hacer, por tanto, mediante un algoritmo iterativo
rapidamente convergente. Confeccionar el organi-
grama del algoritmo y la utilizacién de la calcula-
dora de bolsillo, puede ser un ejercicio interesante.

Un somero anélisis de esta experiencia plantea
una serie de consideraciones. Veamos algunas:

— ¢Por qué los alumnos, en mi opinibn, encuen-
tran hoy mayores dificultades que nunca para la
resolucién de problemas?

— §i, siguiendo a Polya, la actividad caracteris-
tica de la inteligencia, es decir, la mas especifica-
mente humana, es la capacidad para plantearse y
resolver problemas, jen donde radica esta capaci-
dad y coOmo impulsarla?

— ¢No se habra pasado, con la supresion de los
examenes de grado elemental, de grado superior,
de ingreso en las escuelas técnicas... de una situa-
ciébn que, en efecto, no era buena, pues en dema-
siadas ocasiones generaban técnicas «preparatoriasy



rutinarias, con profusién de recetas y trucos, al
extremo opuesto, abandonando los problemas con-
cretos, creativos, que, por una parte, motivan la
construccion de los conceptos matematicos como
modelos validos para manejar la complejidad de los
fenbmenos reales, y, por otra, cultiva el sentido de
aplicabilidad?

— ¢No se habra exagerado la finalidad de la edu-
cacibn matematica, gue se dice formadora de la
inteligencia —y lo es—, pero no en abstracto, sino
como formato de la aptitud para comportarse inte-
ligentemente en situaciones concretas?

— Cbmo observa la profesora Krygowska, en las
recientes reformas de la ensefianza de la matema-
tica jno habra privado més la idea de construir un
edificio coherente y logico de las matemaéticas ele-
mentales, sin preocuparse también —lo que es im-
prescindible para la viabilidad de la reforma— de
los métodos de realizacién concreta en la clase de
las nuevas ideas?

— Por olvido o ignorancia de este factor esen-
cial, el ideal de Klein de ensehar la matematica ele-
mental desde un punto de vista superior, ;no habra
sido invertido por algunos profesores, haciéndolo
al revés: ensefar, o tratar de ensefiar, matematica
superior desde un punto de vista elemental, lo que
no deja de ser, en una perspectiva psicolégica, un
error didactico, queriendo hacer del Instituto una
caricatura de la Universidad?

— Con la matematica clasica —digamos para en-
tendernos-— y, en particular, con la geometria tra-
dicional, que ha sido la cenicienta de la reforma,
disponiamos los profesores de buenos y bellos pro-
blemas, teéricos y practicos, hoy —jjustamente?
Jinjustamente?— abandonados. ¢Los hemos sabido
reemplazar por otros suficientemente motivadores,
adaptados a las posibilidades reales de los alumnos?

— El predominio de la algebrizaciébn de la mate-
matica y de su construccion axiomdtica, impecable
modelo tebrico-sistematico ;no comportara una
limitacién de la libertad del alumno para un apren-
dizaje activo, aprendizaje mas ligado a procesos
intuitivos —intuicion descubridora y creadora— que
a los rigidos métodos exclusivamente deductivos y
demostrativos, culminacion de aquellos procesos?

— Bien estan las nociones de logica formal como
instrumento del pensamiento, pero, ;mas que «en-
sefiar légica» no serd tarea del profesor de bachi-
llerato habituar a nuestros alumnos a «actuar con
lbgican?

En relaciébn con este punto, veamos el siguiente
problema, también muy facil, tomado del librito
Como jugar a divertirse con su inteligencia de
Jaime y Lea Poniachik (Ed. Altalena, 1978). Pro-

blema que también fue propuesto a los mismos
alumnos, con idénticos resultados:

Se trata de averiguar por c/inco comensales ex-
tranjeros, desconocedores de la lengua del pais.
lo que les otrece la minuta de un restaurante com-
puesta de nueve platos diferentes, siempre los mis-
mos. E! primer dia solicitan cinco platos que el
camarero trae y coloca en el centro de la mesa.
Repiten la operaci6n en el segundo y el tercer dia,
y consiguen de esta forma identificar el contenido
de cada plato con su denominacién en la carta.
¢Cémo lo lograron?

E! problema es muy similar al muy clasico de las
tres pesadas. Hay que conseguir la maxima infor-
macién en cada pedido y saber aprovecharse de
ella. Sean los platos A, B, C, D, € F, G, H, |

1.¢" pedido 2.v pedido 3.7 pedido
A B8 (o
A E F
B E H
Cc F H
D G |

Los platos, en consecuencia, quedan identifica-
dos por el esquema:

1 11 22
2 12 23
3 13 33

cuyos elementos corresponden, respectivamente, a
los platos:

D A E
G B F
] Cc H

¢(Admite el problema alguna generalizacién cam-
biando el nimero de comensales, de platos y de
pedidos?

— Como conclusion, estimo que la dificil tarea
que nos corresponde a los profesores de matema-
ticas de bachillerato, integrado hoy —nos guste o
no— en la formaciébn general, y por imperativo de
la era tecnoldgica y de la sociedad cambiante a
ritmo acelerado ino sera la de crear una nueva
metodologia —adn sin hacer— mas acorde con las
nuevas necesidades, que nos permita dar, si no
mejores matematicas si una mejor y mas eficaz
educacion matematica a un mayor niumero de alum-
nos?,

Este es el desafio, creo yo, con que nos enfren-
tamos, y el esfuerzo que la sociedad, y nuestros
alumnos, nos exigen.
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Matematicas 1° BUP (nueva linea) trata de llevar al alum-
no a la comprensién de nuevos conceptos, al desarrollo de
sus capacidades de abstraccién y de razonamiento légico.
Cada tema comprende: cuadro-esquema de los apartados en
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