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de funcion

Sobre la genesis del concepto

(Algunas notas para su fundamento)

Los actuales planes de estudio de la ensefanza secunda-
ria en Espafia estan pensados, en lo referente a las matema-
ticas, desde una interpretacién deductiva, es decir, al alum-
no se le presentan «los axiomas y definiciones y se de-
muestran en forma deductiva ias conclusiones, a las que se
llama teoremas» (M. Kline, 1973). No vamos a debatir aqui
las distintas concepciones que puedan existir sobre la en-
sefianza de las matemaéticas (1) solamente pretendemos ar-
gumentar en el caso concreto de las funciones elementales
la conveniencia de abrazar métodos inductivos para la en-
sefianza de esta materia en el BUP.

A la hora de elegir un hilo conductor de nuestra argumen-
tacidon hemos optado por citar a un gran matemaético: «Los
zoblogos pretenden que el desarrollo embrionario de un ani-
mal resume en un tiempo muy corto toda la historia de sus
antepasados desde los tiempos geolégicos. Parece que su-
cede lo mismo en el desarrollo de los espiritus. El educador
debe hacer pasar al nifio por donde han pasado sus padres;
mas rapidamente, pero sin saltarse ninguna etapa. De esta
manera, la historia de la ciencia debe ser nuestra primera
guia.» (H. Poincaré, 1908). Siguiendo este consejo, comen-
zamos analizando algunos aspectos del desarrollo historico
del concepto de funcion.

1. Sobrelos origenes del concepto de funcion

Uno de los conceptos de més larga gestacion historica es
precisamente el de funcion. Los primeros intentos de
describir relaciones entre variables datan del siglo XIV y con
el uso de estas primeras intuiciones va formandose, cada
vez con mayor conciencia, hasta quedar explicitado. «Los
conceptos de variable y funcion no surgieron en su forma
definitiva ni en la mente de Galileo, Descartes o Newton, ni
de cualquier otro matematico concreto. Los intuyeron
muchos matematicos (por ejemplo, Neper en conexion con
los logaritmos) y gradualmente tomaron una forma mas o
menos definida, aunque no definitiva en Newton y Leibnitz,
haciéndose aun mas precisos y generales en el subsiguiente
desarrollo del analisis. La definicion actual data sélo del
siglo XIX, pero ni es totalmente rigurosa ni seguramente la
Ultima. El desarrolic del concepto de funcién contina inclu-
so en el momento actual.» (Aleksandrov, Kolmogrov...,
1973}

Las primeras aportaciones en el campo de las relaciones
entre variables son graficas y vienen de la mano de car-
tografos y astronomos, que en sus representaciones utilizan
desde muy antiguo lo que mas adelante serian las coorde-
nadas cartesianas. {La primera grafica conocida que utiliza
este sistema data del siglo XI.)

Como se sabe, el desarrollo del concepto de funcién
viene de la mano de la nueva fisica matematica. No tene-

(*) Profesor Agregado del IB de la Extension del INBAD de Barcelona.

1. Parauna vision en profundidad de las distintas maneras de entender la
ensefianza de las mateméticas véase la seleccion de textos realizada por Je-
s0s Herndndez «La ensefianza de las matemaéticas modernas» referida en ]
bibliografia.
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mos espacio para relatar la aparicién de los primeros méto-
dos de anélisis que utilizan de forma consciente {aunque
embrionaria) la relacion entre variables. Digamos tan sblo
que la evolucion de las funciones es inseparable de la pro-
funda critica de la dinadmica de Aristételes (y con ella a la
concepcién estatica de la matematica griega), que culmina
en el siglo XIV. De este modo, el uso de gréficas espacio-
tiempo para representar movimientos fue empleada con
cierta profusion al final de la Edad Media, como acredita,
entre otros, Nicolas Oresme (muerto en 1382) y que algunos
autores consideran precursor de la geometria analitica,
quiza con cierta exageracion (2).

2. Llas funciones circulares

El siglo XV registra una baja produccién matematica ori-
ginal. Es bien sabido que el Renacimiento supone una in-
terrupcion en el desarrollo de la ciencia, explicable por la
prioridad que se concede al estudio de las humanidades. Se
esta cambiando la actitud del hombre ante el mundo y esto,
desde luego, lieva su tiempo. Asi, pues, la actividad cientifi-
ca estd mas ocupada en la difusién (imprenta) y critica de
tratados anteriores, clasicos y escolasticos, que en nuevas
aportaciones.

De entre los escasos autores originales de este siglo cabe
destacar ias aportaciones de Peurbach y Regiomontano en
trigonometria. La idea de &ngulo v la de su medida a partir
de los arcos que determinan en una circunferencia se re-
montan a los babilonios. A ellos debemos el grado como
unidad de medida de un 4ngulo, que podia tomar valores
entre 0 y 360°, siendo su uso generalizado entre los agri-
mensores y astronomos de la antigliedad. «En los ge-
ometras griegos de la época clasica, la definicion de angulo
es todavia mas restringida, puesto que se aplica solamente
a los angulos inferiores a dos rectos, y como, por otra parte,
su teoria de las razones y de la medicion se apoyaba en la
comparacion de mdiltiplos arbitrariamente grandes de las
magnitudes mensurables, los angulos no podian ser para
ellos una magnitud mensurable, aunque aparezcan de mo-
do natural las nociones de angulos iguales, de angulos ma-
yores 0 menores que otro..., la medida de los angulos debid
constituir a sus 0jos un procedimiento empirico sin valor
cientifico.» (N. Bourbaki, 1969.)

El abandono de la trigonometria, por parte de los geo-
métras, hace que sean los astrénomos (Aristarco, Hiparco,
Ptolomeo) los que desarrollen sus métodos, confeccionan-
do las primeras tablas que proporcionan la cuerda que sobre
un circulo de radio determinado determina cada angulo (es
decir, dan -el valor 2.r.sen %). En Occidente, fue

Georg Peurbach (1423-1461) quien, desde el campo de la
astronomia, descubrid la ventaja que suponia para sus céal-
culos emplear senos en lugar de cuerdas y confeccioné
unas tablas trigonométricas rudimentarias. Mejord estos

2. Para una descripcion de este periodo, siglos Xl al XV, puede consul-
tarse la magnifica «Historia de la Ciencia», de A. C. Crombie.



trabajos Johannes Mduller «Regiomontano» (1436-1476),
dando una tabla de senos para cada minuto y otra de tan-
gentes para cada grado, escribiendo, ademas, el primer tra-
tado de trigonometria que tuvo una influencia duradera.
Asi, pues, «todavia en la primera mitad del siglo XVI, esta
rama de la matematica sigue vinculada con la astronomia.
En la célebre ‘De revolutionibus” de Copérnico, de 1543
(como su antecesora: ‘’El Almagesto’’, de Potolomeo), tres
capitulos estdn dedicados a las funciones circulares. De
ellos, dos habian aparecido el afio anterior en un escrito del
editor de Copérnico, George Joachim, de apellido descono-
cido, pero llamado Rhaeticus (1514-1577) (A él) se debe el
estudio sistematico de las seis funciones circulares que, por
primera vez en Europa, aparecen definidas mediante los la-
dos del tridngulo rectangulo.» (J. Babini, 1952.) De todos
modos, durante todo este periodo, la trigonometria tiene un
caracter mas algoritmico que analitico. Fue Frangois Viéte
(1540-1603) quien, también en este campo, llevo a cabo una
labor de clarificaciébn y fundamentacion, estudiando las re-
laciones entre las distintas razones trigonomeétricas, sus
principales teoremas y resolvid ecuaciones del tipo sen
mx = sena, para las que da, todavia, sélo las dos soluciones
entre Oyn.

Hay aportaciones tanto en notacibn como en conoci-
miento a todo lo largo del siglo XVII, que introducen ya las
razones trigonométricas dentro del anélisis. Fue James Gre-
gory {1638-1675) quien, ademas de contribuciones especifi-
cas, intentd demostrar (sin conseguirlo) que no podia
hallarse ninguna formula algebraica finita para expresar las
funciones circulares. Con isaac Newton (1642-1727) se al-
canza la mayoria de edad para dichas funciones al dar los
desarrollos en serie del seno y coseno. Por fin, debemos a
Leonhard Euler {1707-1783) la concepciéon moderna de 4n-
gulo, medido ya en radianes, con lo que se completa asi el
dominio de las funciones circulares.

3. Lasfunciones exponencial y logaritmica

Del sigio XVI es otra de las funciones elementales, el lo-
garitmo. La nocién de progresion geométrica era conocida
en la antigliedad clasica y reglas para multiplicar potencias
de igual base aparecen ya en los Elementos de Euclides, pe-
ro es en la Edad Media cuando se retoma esta preocupacion
por las potencias.

El proceso que conduce a la definicién del logaritmo se
inicia con el estudio de la potenciacion. Ya hemos men-
cionado al precursor Oresme, que llega a definir las poten-
cias de exponente fraccionario. Diversas aportaciones van
esclareciendo las operaciones y la notacion con exponen-
ciales, como Nicolas Chuquet, en su obra de 1484 y sobre
todo Michael Stifel (1486-1567). En la Aritmética Integra de
Stifel encontramos ya la comparacién entre una progresion
aritmética y otra geométrica, sefialandose que: «La adicién
en la serie aritmética (hasta el siglo XVII las progresiones se
denominaron series) corresponde a la multiplicacion en la
geométrica; analogamente la sustraccion en la primera
corresponde a la division en la segunda. La simple multipli-
cacion en la serie aritmética se convierte en multiplicacion
en si (elevacién a potencia) en la serie geométrica. La divi-
sion en la serie aritmética guarda la misma relacion con la
extraccion de raiz en la serie geométrica que, por ejemplo,
la divisiobn por dos con la extraccién de raiz cuadrada.» «De
esta manera, ya en 1544 aparecia explicito total y claramen-
te el principio base de los logaritmos, es decir, la posibilidad
de rebajar un grado las primeras seis operaciones ariméti-
cas» (E. Colerus, 1972). Estos resultados fueron recogidos
Por algebristas posteriores, en especial por Simén Jacob, y
asi llegbd hasta Jost Biirgi (1552-1632). Este autor compard
las dos «series», la aritmética, escrita en rojo (por lo que de-
nominé numeros rojos a lo que Neper lamé logaritmos) y la
geometrica, nimeros negros, trabajando con bases algo

mayores que la unidad. Confeccioné distintas «tablas
progresivas» que permitian célculos efectivos. La publica-
cion tardia de su obra le rest6 influencia respecto a la de Ne-
per.

La definicion de los logaritmos dada por John Napier
(1550-1617) sigue un camino distinto basado en un brillante
artificio cinemaético. Para explicarlo pensemos en «un punto
G» (Fig. 1), que describa una linea recta TS con velocidad
decreciente, retardandose hacia su destino S, de manera
tal que la velocidad siempre sea proporcional a la distancia
que tiene que recorrer. Cuando el punto G se halla en el lu-
gar d, su velocidad es proporcional a la distancia dS... A es-
te movimiento, Napier lo denominé geométricamente
decreciente.

T S
G —

b c i

a a .
Fig. 1

Junto a éste, y sobre una linea paralela bi, un punto a se
mueve uniformemente desde su posicion de partida b. A
ésta, Napier la denominé aritméticamente creciente. El re-
corrido entre los puntos méviles G y a se supone que co-
mienza en T y b, partiendo ambos con la misma velocidad;
y, luego, se registran los lugares alcanzados por G y a en
cualquier instante subsiguiente. Cuando G ha alcanzado d,
suponemos que a ha alcanzado c. Entonces Napier llama,
al nGmero que mide la longitud bc, logaritmo del namero
que mide dS. En resumen, la distancia que ha recorrido a es
¢l logaritmo de la distancia que le falta por recorrer a G.

Napier, partiendo de esto como definicion, no sblo hallé
las propiedades teé6ricas de los logaritmos, sino que tam-
bién construyé sus tablas con siete cifras (H.W. Turnbull,
1956).

Es bien sabido que la obra de Napier fue continuada por
Henry Briggs (1556-1630), de lo que surgi® su amistad.
Briggs trabajé en el perfeccionamiento de los logaritmos y
edito en 1624 sus primeras tablas de logaritmos decimales.

Sin animo de hacer literatura, queremos llamar la aten-
cién sobre lo admirable del artificio de Napier. En efecto, no
solo emplea la cinematica cuando ésta no ha sido todavia
precisada, sino que, ademas, la resolucién de su problema
depende de una ecuacion diferenciai; pero dejando de lado
los comentarios admirativos, su definicion tuvo la virtud de
resolver los problemas en torno a la continuidad de la fun-
cion logaritmo al presentarse como evidente por la cons-
truccion realizada. Si bien la interpolacién fue empleada sin
reparos también por Birgi (a pesar de utilizar en su defini-
cion series discretas), Napier la «fundamentd» gracias a ha-
ber «demostrado» la continuidad del logaritmo (3) por lo
que los porblemas de ampliacion del dominio de las fun-
ciones exponencial y logaritmica a todo el conjunto de los
nimeros reales no preocup6 hasta bien entrado el siglo
XIX. Por lo demés, ha de tenerse en cuenta que la notacion
decimal no estaba, ni con mucho, consolidada (se introdu-

3. Enfatizamos estas expresiones para llamar la atencién sobre algo que
fue practica habitual en los comienzos del célculo infinitesimal. De hecho, la
continuidad de algunas funciones (entre otras cuestiones de iguai calibre}
fue admitida como evidente, por io que se puede decir que tuvo rango de
axioma sobre el que se fundamentb los desarrollos posteriores.
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ce en el siglo XVI y no se generaliz6 hasta el XVIi), em-
pledndose gran variedad de algoritmos como las fracciones
continuas para aproximar numeros irracionales. Con este
estado de cosas, los célculos, cada vez mas numerosos y
complicados, resultaban poco menos que inmanejables.
Asi, pues, es facil entender el entusiasmo despertado por la
aparicion de los logaritmos (entusiasmo del que Kepler no
es un caso aislado) al tiempo que nos explica la rapida difu-
sién de éstos en la primera mitad del siglo XVII.

Desde que en 1622 Guillermo Oughtred inventara la pri-
mera regla de calculo hasta la aparicion de las modernas
calculadoras, practicamente en nuestros dias, los logarit-
mos han sido un auxiliar indispensable «en todos los calcu-
los que se presentan en los negocios humanos». La impor-
tancia de los logaritmos dentro del anélisis se puso de mani-
fiesto gracias a las investigaciones sobre la cuadratura de la
hipérbola. Evangelista Torricelli (1608-1647) «en una carta
de 1644, habla de sus trabajos en una curva que nosotros
escribiriamos y = ae ~%*, x20, afiadiendo que alli donde Na-
pier (al que, por otra parte, llena de elogios) «sdlo buscaba
la préctica aritmética» él «obtenia de ella una especulacion
geométrican... Ademdas, Descartes habia encontrado la
misma curva en 1639... y la habia descrito sin hablar de lo-
garitmos» (N. Bourbaki, 1669).

Hacia 1665, con la preocupaciéon generalizada por los de-
sarrollos en series de potencias, se realizan diversas aporta-
ciones que van esclareciendo a natureza de los logaritmos.
Asi, en 1668, Gregory publica su Vera circuli et hyperbolae
quadratura. Guillermo Brouncker (1620?-1684) desarrolla su
método de cuadratura de la hipérbola que ya en 1657 es ci-
tado por Juan Wallis (1616-1703). «El calculo racional
empleado por Brouncker para el area de la hipérbola es, sin
duda, superior al proceso irracional de iteracién de Gregory,
pero es superado en mucho por la progresion logaritmica:

dt o (_1)kxk+1
In(1+x)= f* = 3
T+t kao k+1

Esta progresion fue {si no cuenta un estudio, todavia no
publicado, del suizo Souvey sobre la hipérbola, menciona-
do en 1630) descubierta primeramente por Hudde (1656) y
después por Newton (1665). El tercer descubridor indepen-
diente es Nicolds Mercator {(1620-1687)» (J. E. Hofmann,
1661). Por fin, Leibniz (1646-1716) escribe el teorema en su

notacion actual, Inx= [ %"-

4. Sobrela consolidacion del concepto de funcion

Para terminar damos un breve esquema de la evolucitn
de la nocidén de funcion real propiamente dicha. Como ya
sabemos, el concepto de funcion surge del desarrollo de
dos intuiciones: la cinemética y la geométrica, con grandes
zonas de contacto, pero pro diferenciadas entre si.

La tradiccion cinemética esta caracterizada con la utiliza-
cion que hicieron Isaac Barrow {1630-1677) y Newton de
sus fluyentes. La idea de fluyente asemeja la curva a una
trayectoria, mientras la variable depende del parametro
tiempo. La evidencia empirica en el uso de los fluyentes no
dio pie a excesivas teorizaciones, pues, si bien, se admitia
que el parametro no tenia que ser obligatoriamente el tiem-
po, en la practica no se desarrollaban.

La nocion geométrica de «curva cualquiera» quedd
restringida, por la intervencion de Descartes (1593-1650), a
aquellas para las cuales su ley podia ser expresada mediante
las operaciones algebraicas. Sin embargo, como ya se ha
dicho, este criterio quedd ampliado por la aparicion de las
operaciones trascendentes.

Dentro de la labor llevada a cabo por Leibniz en el terreno
de las notaciones y lenguaje matematico, aparece por pri-
mera vez, en 1673, el término «functionem faciens» {func-
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tio) para designar las magnitudes variables que siguen una
determinada ley. «lgualmente, Juan Bernoulli (1667-1748),
cuando quiere considerar una funcion arbitraria de x, la
introduce como «una cantidad formada de una manera
cualquiera a partir de x y de constantes», precisando, a ve-
ces, que se trata de una cantidad formada «de una manera
algebraica o trascendente» y en 1698 se pone de acuerdo
con Leibniz para dar a esa cantidad el nombre de funcién de
x» (N. Bourbaki, 1969).

De esta suerte, a fines del XVIII, las funciones estaban
divididas en funciones a/gebraicas, las que pueden obtener-
se por combinacion de x y constantes mediante opera-
ciones algebraicas; trascendentes, las que no pueden redu-
cirse a funciones algebraicasa (Euler llama trascendentes a
las funciones definidas por logaritmos indefenidos vy
Lagrange (1736-1813) da el significado de funcion analitica
como la desarrollable en serie de potencia) y, por (ltimo, las
funciones empiricas o arbitrarias con las que se designaban
la gran cantidad de funciones especiales (como el famoso
problema de la cuerda vibrante) que se iban dando en la
practica experimental.

Con la aparicidn de la teoria de funciones de variable
compleja, que permite resolver gran cantidad de funciones
especiales y con el trabajo de revision de los numeros rea-
les, ya aludido, se «borra la distincion entre funcion mate-
maética y funcidn arbitraria, ya que también éstas son expre-
sables por las operaciones aritméticas; liegd Dirichlet (1805-
1859) al concepto general de funcion (1854): La variable y
es funcion de x en un conjunto X (llamado campo de va-
riabilidad), si a cada valor x de este conjunto corresponde
un vaior bien determinado de y» (Rey Pastor, 1944).

Con la introduccion del lenguaje de la teoria de conjun-
tos, esta definicién se enuncia, al modo actual, como un
subconjunto del conjunto producto cartesiano, del de salida
y del de llegada, bien definido.

5. Conclusiones

Antes de comenzar con esta introduccion historica la jus-
tificAbamos citando a H. Poincaré. Anfadimos ahora que
«queremos extraer de la historia de la ciencia la problemati-
ca que, presentada tal y como hace falta a los alumnos, les
permita redescubrir, a través de una actividad investigado-
ra, los conocimientos que la ensefianza tradicional trasmite
ya elaborados. Y eso solo es posible mediante un conoci-
miento de la historia de la ciencia por parte del profesorado,
un trabajo de busqueda de memorias originales, etcétera.
No se trata de un planteamiento historicista, regido por cri-
terios de fidelidad histérica. La tarea de los profesores ha de
consistir, mas bien, en una reelaboracion del material histo-
rico con vistas a preparar guias de trabajo inteligibles para
los alumnos. Esto puede obligar (y generalmente obliga) a
simplificaciones y a alteraciones del proceso histérico. Por-
que lo esencial, en esta perspectiva, no es que los alumnos
aprendan historia de la ciencia, sino que aprendan a hacer
ciencia y, al mismo tiempo, adquieran los conocimientos
que se consideran necesarios para la continuacion de sus
estudios o de su futuro profesional» (D. Gil, 1980). Ademas
de esta motivacion genérica, quisiéramos que a la hora de
abordar la parte didactica se tuvieran en cuenta algunos as-
pectos que a modo de conclusiones presentamos a conti-
nuacion.

5.1. Sobre el rigor y el aprendizaje

Parece aceptarse como un principio psicopedagégico
muy general que «la comprension real de una nocién o una
teoria supone la reinvencién por el sujeto. Es evidente que
en muchos casos éste puede dar la impresion de haber
comprendido sin cumplir esta condicion de reinvencion,
basta para ello cierta capacidad de reproduccion y de apli-



cacion a algunas situaciones prefabricadas. Pero la verda-
dera comprensién, aquella gue se manifiesta por medio de
nuevas aplicaciones esponténeas, o, dicho de otro modo,
por una generalizacion activa, supone mucho més: que el
sujeto haya sido capaz de encontrar por si mismo las razo-
nes de la verdad que intenta comprender, y, por tanto, que
la haya reinventado él mismo, al menos parcialmente» {(J.
Piaget, 1973). Con todo lo que se Hleva dicho acerca de la
génesis del concepto de funcion debe haber sido suficiente
como para demostrar, en este caso concreto, la validez del
principio segin el cual «el caracter deductivo con el que se
presenta ante el piblico la matematica bien organizada no
debe impedirnos ver el caracter esenciaimente inductivo en
el que se han obtenido sus resultados» (D. J. Struik). Estas
nos parecen unas razones de peso para abogar por una in-
terpretacion inductiva de la ensefianza de las matematicas.

Cuando se presenta un nuevo concepto desde un punto
de vista deductivo, se pone necesariamente el acento en el
rigor, es mas, muchos autores consideran &ste como el ras-
go esencial del aprendizaje de las matematicas. Nosotros no
compartimos este criterio. En primer lugar, el rigor absoluto
no existe, y no existe porque el concepto de rigor ha variado
a lo largo de la historia. Lo que en una época era evidente,
fue demostrado en la siguiente. Del mismo modo, el rigor
de cara al alumno no podemos llevarlo mas alla de lo que
para él es necesario. «Nuestros alumnos creen saber (qué
es una fraccibn o qué es la continuidad...) cuando em-
piezan a estudiar seriamente las matematicas. Si, sin otra
preparacion, les digo: «No, ustedes no lo saben; esto que
creen comprender ustedes, no lo comprenden; es preciso
que les demuestre esto que les parece evidente». Y si en la
demostracion me apoyo sobre las premisas que les parecen
menos evidentes que la conclusion, (qué pensaran estos
desgraciados? Pensaran que la ciencia matemaética no es
mas que un amontonamiento arbitrario de sutilezas inutiles,
o bien les repugnara o divertirdn como en un juego al que
llegasen en un estado de espiritu analogo al de los sofistas
griegos. Mas adelante, al contrario, cuando el espiritu del
alumno se familiarice con el razonamiento matematico y ha-
va madurado con ese largo contacto, las dudas naceran de
ellos mismos y entonces vuestra demostracion seré bienve-
niday (H. Poincarée, 1944),

Pero es que, ademas, y en segundo lugar, esa falta de ri-
gor es sdlo relativa. Es bien sabido que el abandono del ri-
gor (los altisimas niveles de rigor de Euclides y Arquimedes)
ha estado en la base del descubrimiento del calculo. Resulta
inimaginable, por ejemplo, que Newton o Leibniz se hu-
bieran dedicado a elaborar el concepto de limite para llegar
al de derivada (lo que no impide que resuite muy dificil en-
contrar un libro de texto que no explique limites antes de
derivadas). De igual manera, creemos que no existe ningu-
na contradiccion entre definir, en primera instancia, una
funciébn continua, como la que no presenta saltos y aceptar
al mismo tiempo que estamos haciendo una exposicion ri-
gurosa.

Queda dicho, pues, que el rigor no es la guia que permita
argumentar una exposicion didactica, o, al menos, ese rigor
con pretensiones de absoluto. «Cuando el logico haya des-
compuesto cada demostracion en una multitud de opera-
ciones elementales, todas correctas, no poseera atn la rea-
lidad entera (...} esta vista de conjunto, la l6gica pura no
puede darnosla; es a la intuicién a quien hace falta pedirsela
{...) es por lbgica como se demuestra, por intuicion como
se inventa» (H. Poincaré, 1944). La intuicion est4 en la base
de todo fenomeno de creacion y la creacion de las teorias y
conceptos por parte del alumno es el rasgo esencial para
una verdadera comprension. Pero es mas, «el rigor y la fe-
cundidad son dos aspectos complementarios de la misma
realidad: cuando concentramos toda nuestra atencion en
uno perdemos de vista el otro» (R. Duval y G. T. Guillband,
1945). Par ello, a la hora de desarrollar la didactica de un de-

terminado tema, deberemos discernir cuando se debe fun-
damentar un procedimiento matemdtico y cuéles de estos
procedimientos requieren fundamentacion. Cuando se haya
decidido, la demostracién debe hacerse con «todo el rigor»
que haga faita (o sea, posible aplicar). Por el contrario,
cuando se trata de presentar situaciones a través de las
cuales el alumno deba «redescubrir-aprender» nuevas teo-
rias la guia para un desarrollo didactico adecuado deberé
ser la intuicion.

En resumen, aceptar como Unica guia del desarrollo di-
dactico al rigor es tanto como reducir las mateméticas a un
juego formal. No podemos eludir (0 no queremos) el citar al
profesor E. Garbayo: «La matemética es un juego sin senti-
do ni significado. Al menos eso explican los formalistas a
su, mitad indiferente, mitad perplejo, auditorio (...). La ma-
tematica es un juego, o por o menos alguien dice que es un
juego.

Como las palabras son un fendomeno fisico-quimico en el
caso de la escritura o un fenémeno acustico en el del verba
hablado, no creemos que esa trivial actitud cientifica ante
los hechos nor permita averiguar si los propios formalistas
se creen lo que dicen. Por otra parte, parecen tener mas
que suficiente influencia en el sistema social matematico
para imponer su ley, es decir, su juego. No parece, por tan-
to, que tengamos mucho donde elegir si no queremos mar-
ginarnos y asi, con paciencia {y un tanto de sano, pero bien
escondido, escepticismo)} nos disnonemos a aprender las
reglas de este inocente juego en el gue no se apuesta, y pre-
pararnos a competir, en presumible notoria inferioridad,
con los consumados maestros que estan en los secretos de
las mas complicadas jugadas» (E. Garbayo, 1978). A lo que
nosotros afiadimos que si en la universidad es grave dedi-
carse al juego, en la ensefianza media es sencillamente una
irresponsabilidad.

5.2. Por una vision ciclica e interdisciplinaria de las
matematicas de BUP

Ya se ha dicho que con el siglo XIX se inicia una tarea de
fundamentacién de los conceptos bésicos del analisis. Tam-
bién con esta tarea de fundamentacion comienza un proce-
so de generalizacion y abstraccion que da pie a que la mate-
matica empiece a presentarse como una creacion exclusiva
de la mente humana. El equilibrio entre forma y contenido,
entre teoria y practica, se pone frecuentemente en entre-
dicho al tiempo que aparecen distintas formas de entender
esta relacion. Dentro de esta tendencia, va entendiéndose
la aceptacion como criterio de verdad matemética, la
ausencia de contradiciones con los axiomas (que, por otra
parte, pueden ser formulados independientemente de su
significacion objetiva, con lo cual el matemaético puede ver-
se como aquel que se consagra a una tautologia). Pero no
siempre las cosas fueron asi. Ya se ha comentado como el
célculo pudo avanzar gracias a la productividad de sus dis-
tintas aplicaciones, por lo que, podemos decir, la verdad
matematica, antes del siglo XIX, tenia més de verdad «ex-
perimental» que de verdad «légica».

:Cudl de estos criterios es mas apropiado para el Bachille-
rato? Las matemaéticas elementales, a las que se enfrentan
nuestros alumnos, estan mas cerca del siglo XVII que las
del XX. En sus «Principia», después de enunciar las leyes
del movimiento, Newton escribe: «hasta aqui hemos trans-
mitido los principios aceptados por los mateméticos y con-
firmados por multiples experiencias». Esta, si se quiere in-
genua, visibn de verdad experimental es, en nuestra opi-
nién, la que mas se adecua a la mente del alumno, ya que
permite presentarle unas matematicas «con sentido» que se
diferencian de un juego y que son aplicables a los procesos
de la naturaleza, no de una manera, sino de muchas.

Consecuenteas con esta opinién, hemos de preguntarnos
cbmo se puede introducir en las matematicas del bachillera-
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to ese caracter experimental. En primer lugar, si se acepta
el punto de vista inductivo, el papel del profasor «no debe
consistir en dar lecciones, sino en organizar situaciones ue
inciten a investigar, utilizando métodos apropiados» (J.
Piaget, 1973). Esas situaciones deben ser concretas y expe-
rimentales, por lo que aqui se nos presenta una primera via
de penetracibn de esa realidad experimental deseada. Asu-
mido esto, el profesor puede organizar de ditintas maneras
estas situaciones didacticas. Una de ellas consiste en plan-
tear a través de los problemas que utilice enunciados que
refiejen objetos y situaciones reales (simulacién de expe-
riencias), o bien, indistintamente, realizar en su propia clase
diversas experiencias de «laboratorio» (algunas de ellas
realmente asequibles como son curvas de calentamiento de
liquidos, comprobacion experimental de la ley de Hooke, et-
céteral.

Hasta aqui se ha planteado un trabajo que puede ser reali-
zado por el profesor de matemaéticas independientemente
del resto del profesorado y al cual estamos siempre a tiem-
po de recurrir. Otra situacion, mas interesante, consiste en
asumir una concepcion interdisciplinaria para organizar el
aprendizaje de los alumnos. En efecto, si el alumno se
enfrenta a un problema, que es analizado en comuan por dis-

tintas asignaturas, se dard un paso importante para que de-
" je de ver, en lo que a nosotros se refiere, las matematicas
como un mundo aislado, al tiempo que se evidencia su ca-
racter de ciencia formal y, en este sentido, junto a la logica,
«auxiliar de las ciencias facticas» (M. Bunge, 1963). Pero,
ademds, se evidencia igualmente la aplicabilidad de las ma-
tematicas, no en un futuro que el profesor asegura que al-
gun dia llegaré, sino en el presente del propio aprendizaje
del alumno, al tratar problemas que aparecen en otras
«asignaturas» y que son susceptibles de un tratamiento ma-
tematico (desplazando los métodos matematicos hasta el
laboratorio de fisica y quimica, al campo, en los trabajos de
ciencias naturales, a los estudios de realidades concretas de
las ciencias sociales, etcétera). No tenemos aqui espacio
para tratar més detenidamente el tema de la interdisciplina-
riedad (4).

De las notas histbricas anteriores podemos deducir que la
secuencia de formacidn de una teoria sigue, aproximada-
mente, las siguientes fases. Una primera en la cual se toma
contacto con el problema generalmente a partir de necesi-
dades muy concretas (funciones-dindmica, logaritmos-
calculos  aritméticos, trigonometria-agrimension-
astronomia...). Un segundo periodo de elaboracion de los
materiales que han ido apareciendo en la primera fase y que
corresponde a una elaboracidn méas «matematica» de esa
teoria (simplificando mucho esta fase en la formacion del
andlisis es la asumida por Newton y Leibniz). La tercera eta-
pa es de expansion y aplicacidn a nuevas situaciones de la
teoria elaborada {este periodo es el que corresponde al siglo
XVill con los Bernoulli, D'Alembert, Euler...). Pero este
proceso e@s ciclico, pues las nuevas aplicaciones van gene-
rando situaciones (a veces contradictorias), que obligan a la
revision, profundizacién y generalizacion que determina el
nuevo ciclo.

Aptlicar esta secuencia al aprendizaje del alumno es cohe-
rente {y en la practica util) con los criterios que venimos de-

4. El tema de la interdisciplinariedad puede tratarse desde diversos pun-
tos de vista {el mas general, como solucién metodolbgica a 10s intentos de
acercamiento del munda real, no compartimentado en «asignaturas», al
mundo académico). Algunos de ellos recurren a argumentaciones parciales,
no globalizadas, como la que hemos seguido agui. Sin embargo, nos parece
que es a través de los principios de la educacion ambiental la forma de dar
solidez argumental a la estructuracién interdisciplinaria del aprendizaje. Para
este tema, poco elaborado en nuestro pais, puede verse «Ecologia y educa-
¢ién ambiental», de Jaume Terradas {Ediciones Omega, 1979) con abundan-
tes referencias bibliogréficas, asi como, v a otro nivel, «Ecologla y eduda-
cidny» de la seria seminario (4) del ICE de la U. Autbnoma de Barcelona, don-
de se relatan experiencias interdisciplinarias (en las que hemos colaboradp)
llevadas a cabo en el INB de Montcada i Reixac (Barcelona).
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fendiendo. En concreto, una propuesta metodoldgica que
asuma esta visibn puede formularse en cuatro etapas:
«Problemas de introduccidn, elaboracion del modelo mate-
mético, ejercicios de manipulacion y ejercicios de consoli-
dacién.

Los problemas de introduccion tienen como finalidad la
toma de contacto del alumno con el tema; son ejercicios
sencillos que puede resolver por si solo, cobrando confianza
en sus posibilidades. ..

La elaboracion del modelo mateméatico consiste en bus-
car los rasgos cormnunes que han aparecido en los problemas
de introduccion, es decir, en abstraer de unas situaciones
concretas los conceptos matematicos que permitan su ana-
lisis y resolucién, viendo ademas que son aplicables a otros
contextos similares...

Los ejercicios de manipulaciéon sirven para que los alum-
nos adquieran soltura y agilidad necesarias en el manejo de
los conceptos trabajados.

Los ejercicios de consolidacién presentan situaciones con
diversos grados de complejidad en las que aparecen otras
aplicaciones de los modeios efaborados» (Grupo Cero Va-
lencial (5}, .

Esta manera de «explicar matematicas» parte de un pre-
supuesto bésico: el alumno se enfrenta a problemas-
experiencias para que de su resolucion surjan los elementos
que sugieran, a la vez que justifican, su teorizacion lo mate-
matizacibn). Por ello, nos parece util recordar que no debe-
mos mutilar [a riqueza matematica que en un problema-
experiencia pueda aparecer por el mero hecho de que no
sea estrictamente del campo del anélisis. «No importa que
el algebra simplifique notablemente los problemas de arit-
mética y que muchas cuestiones de geometria se resuelvan
brevemente, recurriendo a las funciones trigonométricas;
es forzoso operar dentro de cada recinto, fingiendo ignorar
los atras. (...} Criterio tan simplista no resiste ligero exa-
men. La matematica no es cadena lineal, sino multipolar;
sus ideas se desarrollan y entremezclan en muitiples direc-
ciones y hay en ella una unidad funcional que no permite es-
te encasillado de los problemas.» {Esto puede dar la impre-
sibn de estar desarrollando unas mateméticas desordena-
das al ngo estar sometidas) «a las normas cléasicas, muy dis-
cutibles a pesar de la autoridad que les confiere la cos-
tumbre, pues la fragmentacién de la matemética en aritmé-
tica, geometria, algebra, trigonometria, geometria analitica,
célculo..., tiene su origen en una concepcion demasiado es-
quematica de su evolucion a través del tiempo» (Rey Pas-
tor, 1935} (B). Esta visidn ciclica (o fusionista) de las mate-
maticas, que no lineal, ha de tenerse en cuenta a la hora de
abordar un desarrollo didactico posterior.

5. Hemos optado por citar al Grupo Cero de Valencia por creer que era
mas interesante dar una referencia actual al tiempo que se llama la atencidn
sobre sus magnificos trabajos. Sin embargo, no es la Unica cita que po-
deriamos hacer expresando la misma idea. De entre esos autores que cabria
citar destaca, por su importancia, Pedro Puig Adam. Remitimos 8 la
bibliografia donde citamos obras suyas que tienen que ver directamente con
el tema. Una de ellas, «La matematica y su enseflanza actual» es una recopi-

* lacida de distintos camentarios, publicada an 1960 por st servicio de publica-

ciones de |a revista «Ensefianza Media» del por entonces Ministerio de Edu-
cacion Nacional. En esta obra se recogen las ideas, vigentes, de este gran
pedagogo. Nos parece injustificable el olvido de este autar, por ellg, pensa-
mos que seria muy interesante que el Ministerio de Educacién estudiaria la
posibilidad de reeditar esta obra fundamental.

6. Queremos llamar la atencién sobre la ingente labor didactica y peda-
gbgica (compatibie, como ellos demostraron, con las tareas de investigacion
y ¢l magisterio universitario) que desarrollaron una gran cantidad de mate-
méticos hijos de la Institucion Libre de Ensefianza. Entre ellos destacan: Julio
Rey Pastor, que, ademas de la obra estrictamente matemética, ha dejado
gran cantidad de textos sobre historia de las maternaticas, didactica, episte-
mologia..., que merecen una edicion completa de sus obras. Puig Adam,
quien dentro de su labor pedagbgica se cuenta el haber organizado los
programas de matematicas para el Institut Escofa de fa Generalitat de Cata-
lunya. Luis A. Santalé con su labor de organizacién de la ensefianza de las
matematicas en América Latina. Francisco Vera, Esteban Terrades, Pi Calle-
ja, Araujo, Fernéndez Bafios, Pineda, Rodriguez Sanz...

Toda labor de renovacion pedagbgica no deberia olvidar la recuperacion
de esta tradicidn de la cual queda tanto que aprender y sentir.



5.3. Lineas generales para una didactica de las fun-
ciones elementales

Lo primero que interesa dejar sentado es que no se debe
pretender que el alumno verbalice una definicién de funcion
prematuramente y ello creemos que ha quedado justificado
todo a lo largo de esta introduccion.

La primera fase de introduccidn del concepto de funcion,
entendemos que viene caracterizada por la presentacion
del mayor nimero posible de situaciones a las cuales es fac-
tible aplicar el modelo de funcién. En este sentido, y de ello
depende en buena parte su actitud, nos interesa que el
alumno vea ante si un instrumento mediante el cual mate-
matiza aquellas situaciones en las cuales las magnitudes no
se presentan aisladas. Esta primera toma de contacto debe
ser sugerente y rica en variedad de situaciones, al tiempo
que el aparato tedrico que se necesita sea simpelmente el
sentido comin con un poco de «la cuenta de la vieja» (lo
que para algunos alumnos llaman resolver por «légica» en
contraposicion a «por matematicas»).

Por todo ello, entendemos que esta primera fase se
estructura en tres aspectos, en principio diferenciados, que
podemaos resumir en:

Primero, representaciones gréficas. Se pretende que
el alumno aprenda a extraer informacion de una representa-
cibn grafica, manipularla numéricamente y viceversa.

Segundo, tablas de valores. Se trata de que sepa ma-
nejar (y en su caso obtener experiencias sencillas) leyes
empiricas proporcionadas mediante una coleccion de datos
(tablas espacio-tiempo, peso-precio, etcétera), para obte-
ner de ellas graficas y las operaciones formales (leyes de
asociacion) que permiten pasar de un valor a otro. También
los problemas reciprocos.

Tarcero, leyes de asociacidn. Se trata de que el alum-
no vea como puede expresar la relacion entre variables me-
diante operaciones, de las cuales se puede obtener una
representacion grafica y eventualmente una tabla de valo-
res. Mas adelante, aparecerd como el instrumento mas po-
tente con el que contamos para un estudio sisteméatico de
las funciones.

Estos tres aspectos no son correlativos, estan estrecha-
mente relacionados, asi, de una ley de asociacién se ob-
tiene una gréafica, de una tabla de valores una ley de aso-
ciacion, etcétera. El profesor, no obstante, debe, en prime-
ra instancia, averiguar cuales de estos aspectos manejan
sus alumnos {y con qué soltura) y, en segunda instancia, te-
ner en cuenta que para el alumno los tres aspectos apare-
cen diferenciados, siendo precisamente el primer paso en
su aprendizaje conseguir integrarlos dentro de un mismo
concepto: las funciones. Conseguido esto, se termina la
etapa introductoria general (por lo que habré que realizar
una prueba que detecte si esto se ha logrado).

Superada la fase de introduccién se esta en condiciones
de formular, por primera vez, el concepto de funcioén pro-
piamente dicho. Se les hace ver que en todos los casos
existe un conjunto de salida, otro de llegada y una ley de
asociacion que los conecta, discutiendo, asimismo, las con-
diciones que deben cumplir cada uno de estos elementos
para que se dé una buena definicion.

Antes de seguir, nos preguntamos Jcuél es el objetivo pri-
mordial de la ensefianza de las funciones elementales?
Podria contestarse que el concepto de funcion, pero esto
solo replantea la pregunta en los términos: ¢por qué tiene
que estudiar un alumno de ensefianza media lo que es una
funcién? (Tratar de contestar esta pregunta nos permite re-
encontrar la importancia que tiene para la didactica el estu-
dio de la historia.) En este caso en concreto, creemos haber
demostrado que se trata de que el alumno conozca (recons-
truya) un catélogo de funciones que, por resolver matemati-
camente situaciones de gran frecuencia en la fisica, la
quimica, la historia, la sociologia, la economia, etcétera, las

denominamos, por ello, funciones elementales. Y ésta es la
tarea primordial a la que nos enfrentamos.

El alumno debera saber que la proporcionalidad directa
(con su omnipresencia en toda cuestidn practica sencilla) se
expresa matematicamente por una recta y que la inversa se
expresa mediante una hipérbola equildtera. Debera saber,
también, que toda situacién en que una variable crece por
multiplicaciéon de lo ya multiplicado (o divisiéon en su caso)
se expresa mediante una funcién exponencial o logaritmica
(como ocurre en los célculos demogréaficos, en los movi-
mientos abandonados al retardo del rozamiento, o en el ca-
so de los intereses bancarios, etcétera). También debera
entender que los fendmenos periddicos {como la salida de
los astros, la respiracién de un mamifero, los vaivenes de un
péndulo o los impulsos eléctricos de nuestra actividad ce-
rebral, etcétera), se pueden tratar, de forma simplificada
pero eficaz, mediante las funciones circulares. Todo esto es
algo que deberia estar presente en el acerbo cultural de
cualquier persona de nuestro tiempo, pero, con mayor ra-
z6n si cabe, deberd pertenecer a unos alumnos para los
cuales existe la posibilidad, mas que probable, de que aspi-
ren a una formaciobn cientifica, o técnica, o humanistica, o
artistica, o a un poco de todo ello a la vez.

Esta tarea de confeccién del catalogo de las funciones
elementales se lleva a cabo, légicamente, en el desarrollo
de los temas: funciones polinémicas y de proporcionalidad
inversa; funciones exponencial y logaritmica, y, por ultimo,
las funciones circulares. Estos tres temas, mas el de intro-
duccidn al concepto de funcidn ya comentado, es lo que
constituye el programa que aqui desarrollamos. No obstan-
te, debemos anadir que el estudio de las funciones en el
bachillerato quedara completado cuando, después de haber
visto la derivacion, se traten los temas de representaciéon y
estudio general de funciones y el de aproximacion de fun-
ciones mediante polinomios, que no desarrollamos aqui por
considerar que tiene mas sentido hacerlo junto al tema de
derivacion.
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