APRENDER A ENSENAR MATEMATICAS Y CONOCIMIENTO DEL
PROFESOR: UNA PANORAMICA DESDE LAS INVESTIGACIONES
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INTRODUCCION

En los ultimos afos de la década de
los ochenta y principios de los noventa se
ha desarrollado un amplio abanico de in-
vestigaciones en Educacién Matemitica
cuyo centro es el conocimiento del profesor
de matemiticas. Estos estudios han intenta-
do responder a cuestiones y preocupaciones
de distinta indole y desde distintas pers-
pectivas como, por ejemplo, la relacién en-
tre concepciones, conocimiento y prictica
de ensefianza (Thompson, 1984), y conoci-
miento y cogniciones del profesor de ma-
temiticas en el proceso de aprender a
ensenar (Fennema y Loef, 1992). Por otro
lado, una de las ramificaciones que se es-
tdn desarrollando y que presumiblemente
se ampliard en el futuro dentro las investi-
gaciones sobre el conocimiento/pensa-
miento matemitico de los profesores se
estd enfocando hacia 4reas de contenido
especifico (Llinares, 1991b; Cooney y Wil-
son, 1993; Wilson, 1994).

Esta situacién hace necesaria la expli-
citacion de variables organizativas de las
investigaciones realizadas recientemente
como una forma de ayudar a organizar el
campo de investigacion y describir las dife-
rentes aproximaciones metodolégicas que

(*) Universidad de Sevilla.

se estdn desarrollando para acceder al ani-
lisis del conocimiento del profesor, vincu-
lado a t6picos concretos. De esta forma, la
organizacién de la informacién se convier-
te en un tema en el que profundizar y es
precisamente uno de los focos de este es-
tudio. Uno de los primeros aspectos objeto
de nuestra atencién ha sido ¢cémo se ha
abordado el problema en las investigacio-
nes. En ellas hemos detectado lo que po-
diamos denominar dos dimensiones,
entendiéndose de forma amplia y no siem-
pre estrictamente excluyente, atendiendo
al proceso de aprender a ensefar y la rela-
cién conocimiento-prictica. En este articu-
lo nos centraremos en la primera de las
dimensiones identificadas!, y teniendo en
cuenta que otra variable organizativa han
sido los tépicos y contenidos matematicos.

El avance de las investigaciones desa-
rrolladas dentro de este campo, que ha su-
puesto una enorme expansién en temas,
t6picos, etc., hace necesarjo establecer una
reflexién que permita sentar bases que
fundamenten futuros trabajos de investi-
gacién, contribuyendo a dotarlos de un
punto de partida para la futura labor. Es
en este contexto donde adquiere signi-
ficado este trabajo que a continuacién
presentamos.

(1) Un estudio de la segunda dimensién puede encontrarse en Garcia, 1997.
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CONOCIMIENTO DEL PROFESOR
Y APRENDER A ENSENAR. IMPLICACIONES
PARA LOS PROGRAMAS DE FORMACION

Un gran nidmero de investigaciones
que se han ocupado de la formacién de
profesores tanto inicial como permanente
se han desarrollado en contextos preocu-
pados por la preparacién en relacién con
la ensefianza de estudiantes para profesor
y profesores. Dentro de estos estudios, los
contenidos matemiticos que més frecuen-
temente aparecen son: la estructura multi-
plicativa, fracciones y numeros racionales
y nocién de funcién. Estos tres contenidos
tienen aspectos transversales como: los
modelos implicitos en la comprension de
la estructura multiplicativa, diferentes mo-
dos de representacién, la nocién de «ver-
dad» en matemditicas, relacién entre
conocimiento de matemiticas y posibles
errores de los alumnos, y conocer qué /
conocer por qué. De manera mis puntual
se han realizado investigaciones centradas
en conceptos geométricos, probabilidad,
componentes subjetivas del proceso de re-
solucién de problemas, etc. Podemos
apreciar dos grupos en estos estudios, los
que describen un momento o situacién y
los que describen cambios producidos en
el conocimiento de los participantes como
influencia de una intervencién especifica.
El motivo de los apartados siguientes son
estos grupos, siendo el eje articulador de
ambos el contenido matemitico en el que
se han centrado y que hemos comentado
anteriormente,

ESTUDIOS CENTRADOS EN DESCRIBIR
«MOMENTOS»

Contemplados de una forma global los
trabajos que situamos en este apartado,
plantean preguntas o problemas de inves-
tigacién en las que se intenta profundizar
en un momento determinado, aunque el
estudio puede ser longitudinal. Atendien-
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do a los tépicos matematicos podemos
considerar diferentes subapartados.

INVESTIGACIONES CENTRADAS EN LA
ESTRUCTURA MULTIPLICATIVA

Una de las dreas de contenido mate-
mitico especifico mis estudiada ha sido la
divisién y multiplicacién, unido en algunos
casos a los problemas de estructura multi-
plicativa. Esta ha sido el foco de algunos
trabajos de Ball (1990a), centrindose en el
conocimiento y razonamiento de los futu-
ros profesores cuando entran en los pro-
gramas de formacién (conocimiento
sustantivo de matemaiticas), examinando
aspectos como qué es lo que ellos creen
que hace que <«algo» se considere verdad
o razonable en matemiticas, y qué se con-
sidera una justificacién matematica. Los
participantes eran futuros profesores de
educacion primaria y de secundaria (10)
que eran entrevistados al empezar el pri-
mer curso de formacién. Los tres contextos
en los que se situd el tépico a estudiar fue-
ron: divisién con fracciones, divisién por
cero y divisién con ecuaciones algebraicas.
En cada caso, se les preguntaba que expli-
caran o generaran representaciones; un
ejemplo de las preguntas efectuadas a los
participantes aparece en el cuadro I.

Esta autora deduce del anilisis de los re-
sultados de este trabajo que los futuros pro-
fesores mostraron una comprensién
fragmentada; ellos asumian que presentar
una regla es equivalente a resolver cuestio-
nes mateméticas y su conocimiento parecia
estar fundado més sobre memorizacién que
sobre una comprensién conceptual. Una im-
plicacién de este estudio es la necesidad de
saber mucho mis de lo que sabemos en re-
alidad acerca de cémo se puede ayudar a los
profesores a transformar y aumentar su com-
prension de las matematicas, trabajando con
lo que ellos traen y ayudindolos a trasladar-
se hacia la clase de comprensiéon matemitica
necesaria para ensefiar matemdticas orienta-
das conceptualmente.



CUADRO1
Preguntas realizadas a los participantes en el estudio de Ball (1990a)

: 1/2 es una formulacién matemdtica apropiadas.

esa respuesta’s .

JC6mo le responderias?, ;Por qué baces eso?.

«Las personas tenen diferentes aproximaciones para resolver problemas que conllevan division con
fracciones. ;Como resolverias 1 3/4: 1/2? Algunas veces los profesores tnientan dcercarse con situaclones o
problemas de enunciado para mostrar el significado o aplicacion de alguna parte del contenido. Esto puede
ser un bonito desafio. ;Cudl dirias que seria un buen enunciado para 1 3/4: 1/2, algo real para lo que 1 3/4

«Supon que un alumno te pregunia cudnio es 7 dividido entre 0. ;Como responderias? ;Cudl es la razén de

«Supén que uno de tus alumnos te pregunta para que le ayudes con lo siguiente: Si x/0,2 = 5, entonces x~

Por otra parte, basindose en el marco
teérico proporcionado por los estudios de
Fischbein et al. (1985) sobre los modelos
implicitos asociados con la multiplicacién
y la divisién, investigadores como Graeber,
Glover y Tirosh también se centran en es-
tos tépicos en diversos estudios (Graeber,
Tirosh y Glover, 1989; Tirosh y Graeber,
1989, 1990a, 1990b). Los participantes en
estos trabajos fueron futuros profesores de
primaria matriculados en cursos de méto-
dos y contenido matematico. Algunos de
los objetivos que pretendian sus investiga-
ciones eran: evaluar con qué extensién las
creencias «multiplicacién siempre hace
mayor» y «divisién siempre hace mis pe-
quefio» son mantenidas explicitamente
por los futuros profesores de primaria (Ti-
rosh y Graeber, 1989); estudiar la «ense-
fianza conflicto» (uso del conflicto
cognitivo) como un medio para investigar
el error conceptual de que «el cociente de
un problema de divisién debe ser menor
que el dividendo» (Tirosh y Graeber,
1990a, 1990b); errores respecto a las ope-
raciones que necesitan para resolver pro-
blemas de estructura multiplicativa
(Graeber, et al. 1989).

Para profundizar en el uso del «con-
flicto_cognitivo» como medio para investigar
los errores conceptuales y concretamente
planteando si «el cociente de un problema
de divisién debe ser menor que el dividen-

do», estas investigadoras disefiaron un es-
tudio teniendo como hipétesis del trabajo
que, si los futuros profesores se enfréntan
con la inconsistencia entre sus errores con-
ceptuales expuestos y los resultados de sus
calculos, los investigadores pueden apren-
der més sobre la resistencia de y las{fuen-
tes que originan los errores conceptuales.
Para ellas, el conflicto cognitivo resultante
puede permitir al futuro profesor resolver
tales inconsistencias y formar una més
acertada concepcidn de la divisién. Sj se
admite que la forma de escribir expresio-
nes para problemas de estructura multipli-
cativa estd influenciado por los conceptos
de las operaciones, podria pensarse que si
se producen cambios en las concepciones
podria esperarse que produjeran cambios
sobre las realizaciones de los problemas de
estructura multiplicativa.

Los instrumentos utilizados en esta in-
vestigacién fueron un pretest un postest y
una entrevista a aquéllos que después pa-
sarian el postest. En el espacio de tiempo
comprendido entre ambos test los partici-
pantes no recibian ningin curso sobre
multiplicacion y divisién. El pretest tenfa
varias partes: en primer lugar, se realizaban
cilculos con decimales, después respues-
tas a afirmaciones sobre multiplicaciény
divisién y por dltimo debian dar la ex-
presién escrita que llevara a la solucién
de problemas que se les proponia. En el
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cuadro II se muestran algunas de las cues-
tiones planteadas. Este estudio muestra: i)
c6mo la dependencia de los futuros profe-
sores del dominio de los niimeros enteros
y su comprensién instrumental del algorit-
mo de la divisién son la base de sus erro-
res conceptuales; ii) que los futuros
profesores no estin familiarizados con la
interpretacién de medida de la divisién, asi
como su predisposicién a cambiar reglas
de procedimiento para no modificar sus

errores conceptuales. Estos resultados su-
gieren que, cuando la aproximacién «conflic-
to» es cuidadosamente aplicada, los futuros
profesores pueden formar una concepcién
mads acertada sobre el tamafio relativo del
cociente y el dividendo, y mejorar sus reali-
zaciones en expresiones escritas para pro-
blemas de estructura multiplicativa,
asumiendo que la conceptualizacién y reali-
zaciones no mejoran con la sola consciencia
de los errores conceptuales.

CUADRO II
Cuestiones presentadas en el pretest. Tirosh y Graeber 1990a

Cdlculo con niimeros decimales:

*325x514 *038x514 *375:075

Afirmaciones sobre division:

llenar con el ponche preparado?

* En un problema de division, el cociente debe ser menor que el dividendo.
* El cociente en el problema 10 : 0,65 es mds grande que 10.
* El cociente en el problema 70 : 1/2 es menor que 70.

Expresiones escritas para problemas de estructura multiplicativa:
* Una caja de arena tiene un volumen de 0,80 metros ctibicos. ;Cudl es el volumen de 0,25 de la caja?
* Una moto recorve 40 millas por galon. ;Cudinto viajard con O, 75 galones?
* Tu preparas 5 litros de ponche. Tienes copas de ponche que contienen 0,2 litros. ;Cudintas copas puedes

* las galletas «giris-club», son empagquetadas de forma que en cada estuche bay 0,8 libras. ;Cudntos
paquetes pueden ser llenados con 7,2 libras de galletas?

*500:15

También dentro de la estructura multipli-
cativa situamos los trabajos de Simon (1993),
en los que el foco es el conocimiento de furu-
ros profesores de primaria de dos aspectos
de la comprensién de la divisién: cémo estd
«conectado el conocimiento» de la divisién
que poseen y su conocimiento de las unidades
implicadas en los contextos de divisién. Exa-
mina tres tipos de conexiones entre: i) el cono-
cimiento conceptual y procedimental, ii)
conceptos vy iii) operaciones aritméticas y si-
tuaciones reales sobre las que estin basadas.
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Los participantes en el estudio esta-
ban realizando un curso de métodos.
Los datos fueron recogidos a través de
dos instrumentos, un cuestionario de
cinco problemas (cuadro 11D, realizado
por 33 futuros profesores, y una entre-
vista individual a ocho de ellos, sobre
tres de los problemas anteriores (3, 4 y
5) con el fin de profundizar en los pro-
cesos de pensamiento y comprensién
de los sujetos respecto de los dos temas
en cuestion.



CUADRO HI
Problemas diseriados por Simon (1993) para su estudio

1~ Problemas con enunciado:

«Escribe tres enunciados distintos de problemas que se puedan resolver dividiendo 51 entre 4 y para los que
las contestaciones sean respectivamente: a) 12 3/4, b) 13, ¢) 12. Deberds bhacer tres problemas reales»

2— Divisidn por una fraccion:
«Escribe el enunciado de un problema que se pueda resolver mediante la operacion 3/4 dividido por 1/4»

3~ Resto con calculadora:

«;Cémo podrias ballar el resto de 598473947 dividido entre 98762 usando la calculadora? La calculadora
bace solo las cuatro operaciones bdsicas, adicion, sustraccion, multiplicacion y divisién (no hay tecla de
resto). Notar que al dividir en la calculadora da una respuesta decimal. Describe como podrias usar la
calculadora para ballar el resto y por qué funcionaria. Describe un segundo método st preedes»

4~ Galletas:

«Serge tene 35 tazas de barina. El hace galletas que requieren 3/8 de una taxa cada una. St bace tanto
galletas como barina tene, jcudnta barina le sobrard?»

5— Division lavga:

«En una division larga realizada como en el efemplo siguiente, se repite la secuencia, dividir, multiplicay,
sustraer, poner debafo. Explica qué informacion da el paso de multiplicar y el de sustraer y cSmo contribuyen

a llegar a la respuesta»

715 / 12
- 600 ---
--- 59
115
- 108

7

Como consecuencia de este estudio,
Simon (1993) considera que los futuros
profesores de primaria parecen tener un
conocimiento apropiado de los algoritmos
y simbolos relativos a la divisién pero
muestran una organizacién del conoci-
miento muy discreta como consecuencia
de que no tienen interiorizadas conexiones
importantes. El conocimiento matematico
de los futuros profesores en este estudio
era procedimental y escasamente conecta-
do. En su preocupacién por la Formacién
de Profesores, este investigador hace un
llamamiento a los formadores de profeso-
res para que busquen un equilibrio apro-
piado entre la atencién sobre lo que los

futuros profesores deberian conocer y lo
que conocen. Asi mismo, plantea la nece-
sidad de que las investigaciones futuras
profundicen en el conocimiento, creencias
y actitudes de los futuros profesores de
matematicas.

Algunos de estos trabajos estdn co-
menzando a ser replicados y ampliados
por otros investigadores incluyendo estos
estudios caracteristicas contextuales, meto-
doldgicas, de contenido, incluso sociales.
Concretamente, Campos et al. (1996) en
relacién con el trabajo de Simon llevan a
cabo un estudio para investigar las posi-
bles dificultades que las operaciones que
transforman referentes (multiplicacién y
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divisién) tienen para los profesores y c6mo
son superadas. Los participantes en el pro-
yecto fueron 40 profesores, 20 de la escuela
primaria 'y 20 de la escuela secundaria.
Este informe sugiere una serie de cuestio-
nes para la formacién de profesores, entre
ellas: ;Pueden los profesores aprender mis
matemdticas en su formacién de profeso-
res sin perder contacto con su conoci-
miento de las matemiticas de la calle?
¢Estdn los profesores en posicién de eva-
luar diferentes aproximaciones si sus
alumnos las utilizan? ;Pueden ellos reco-
nocer las formas diferentes de razona-
miento que fundamenta los diferentes
métodos? ¢Qué papel pudiera jugar la dis-
cusi6n de esos diferentes métodos en la
formacién de profesores?

Por otra parte, el conocimiento peda-
gégico de la estructura multiplicativa que
poseenn futuros profesores de primaria,
cuando aidn no han recibido ensefianza
sobre el tema, fue el objetivo del estudio
de Castro y Castro (1996). Los participan-
tes fueron 69 estudiantes para profesor.
El instrumento utilizado fue una prueba

en la que se le pedia a los participantes
que redactaran dos problemas para dos
expresiones numéricas que se les daba
(15x 5 =[]y 72: 6 =[D. A partir del ana-
lisis de los enunciados propuestos por los
participantes, estos autores indican que la
formacién de profesores deberia incluir:
estudios sobre la diferenciacién de proble-
mas de cilculo aritmético expresados ver-
balmente y problemas aritméticos
verbales, estudios sobre aquellas catego-
rias seménticas que surgen con mis dificul-
tad y la distincién entre los diferentes
significados de la divisién.

Siguiendo en esta 4rea de contenido
matemitico, uno de los ultimos trabajos
presentados es el de Campbell (1996), que
tiene como centro el estudio del conoci-
miento de los futuros profesores de la divi-
sién con resto. Para ello, las tareas elegidas
estaban descontextualizadas, y recorrian
distintos aspectos de la materia: divisién
con calculadora, descomposicién en facto-
res primos y el algoritmo de la divisién
(cuadro IV).

CUADRO IV
Cuestiones presentadas a los participantes en el estudio. Campbell, 1996

Cuestiones:

1— Si divides 21 por 2, cudl seria el coclente?, ;cudl seria el resto?
2— ConsideraM = 3 x S x 7. ;Si divides M por 15, cudl seria el resto?, jcudl seria el cociente?
3— Supdn que te pregunian por la division con resto de 10561/24. /Te ayudard la calculadora?, jc6mo?
4— Considera el n° 6 x 147 + 1, nos referiremas a él como A.
a) St divides A por 6, jcudl seria el resto?, ;cud] serta el coclente?
b) St divides A por 2, jcudl serta el resto?, jcudl seria el coclente?

Se entrevistaron 21 futuros profesores
de primaria, cuando estaban en un curso
de desarrollo profesional. El anilisis se
centré en la relacién entre la divisién con
resto, y los distintos conceptos de division,
multiplicacién, y divisibilidad. Segin este
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autor, existe entre los futuros profesores
una relacién entre la interpretacién par-
titiva de divisién y las unidades fraccio-
narias por un lado, y la interpretacién
cuotativa {(medida) y las unidades enteras
por otro.



INVESTIGACIONES CENTRADAS EN FRACCION
Y N® RACIONAL

Uno de los contenidos matemiticos
especificos mis abordados en las investi-
gaciones sobre el conocimiento del profe-
sor es el de fraccién y nimero racional, en
distintos contextos y desde perspectivas di-
versas (Ball, 1990b; Marks, 1990; Post, Ha-
rel, Behr, y Lesh, 1991; Llinares, 1991a,
1994; Llinares y Sdnchez, 1991, 1996; Sin-
chez y Llinares, 1992; Llinares, Sinchez y
Garcia, 1994; Philippou y Christou, 1994;
Pinto y Tall, 1996). La informacién obteni-
da sobre el aprendizaje de los nimeros ra-
cionales fue utilizada ya en los ochenta
para analizar el conocimiento de conteni-
do pedagdgico de los profesores de prima-
ria sobre esa 4rea y ha sido revisado en
trabajos como el de Llinares, 1991b.

Podemos aqui encuadrar los trabajos
de Post y sus colaboradores (Post et al.
1991), uno de cuyos objetivos es la elabo-
racién de un programa de formacién de
profesores, que ayude a la comprensién de
las nociones que ensefian. Estas investiga-
ciones se fundamentan en la idea de que a
través de las respuestas de los profesores
se pueden extraer los argumentos que ba-
san sus acciones. El procedimiento utiliza-
do consistia en tres partes: un cuestionario
de preguntas cortas, sobre distintos aspec-
tos de los nimeros racionales (orden, equi-
valencia, concepto de unidad, etc.);
resolucién de seis problemas; y una entrevis-
ta que proporcionara explicaciones y comen-
tarios sobre los procesos y procedimientos
empleados para resolverlos. Algunas de las
cuestiones se recogen en el cuadro V:

CUADRO V
Cuestiones de la Parte 1. Post, Harel, Bebr y Lesh, 1991

«Ordenar de menor a mayor: 5/8, 3/10, 3/5, 1/4, 2/3, 1/2»,
«Qué le sucede al valor de la fraccién a/b si "a" se multiplica por 4 y "b" se divide por dos?

«Marisa comprd 0,46 libras de barina por 0,83$. ;Cudntas libras de barina puede comprar con 183

Los resultados muestran que muchos
profesores tenfan dificultades en resolver
las cuestiones y problemas. Ademads, en al-
gunos casos, atn resolviendo correcta-
mente los problemas, las explicaciones
que proporcionaban para justificar el pro-
cedimiento empleado en la resolucién del
problema eran dificilmente aceptables.

Por otro lado, Ball (1990b) analiza el co-
nocimiento de la «divisién con fracciones»
de futuros profesores de primaria y secunda-
ria, pasando después a una discusién, mas
general, de dimensién cualitativa del conoci-

miento matemitico. Los participantes fue-
ron 252 futuros profesores (217 de prima-
ria y 35 de secundaria) en el momento en
que ellos entran en el programa de forma-
cién de profesores en diversas Universida-
des. El proyecto disenado es longitudinal;
en intervalos repetidos se les administr6
un cuestionario a todos los participantes, y
se entrevistd y obsery$ una muestra mis
pequena de ellos en el programa de for-
macién y en el primer afo de ensefianza.
Un jtem del cuestionario es mostrado en el
cuadro VI.
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CUADRO VI
Irem del cuestionario. Ball, 1990b

(Cudl de los siguientes enunciados sirve para tlustrar lo que significa 1/4 :1/2?

Elige todos los que sean aplicables.

a) En un recipiente caben 41/4 vasos de leche. ;Cudnta leche es necesaria para la mitad del lote?
b) Se tarda 4 1/4 boras para conducir 200 millas. ;Cudnto recorverds en media bora?
¢) Jim necesita 4 1/4 libras de lentejas. ;Cudntos sacos de media libra deberia comprar?

d) Ninguno de éstas. En cambio: -----------
e) No estoy seguro.

La mayoria de las cuestiones eran ana-
lizadas a través de varias dimensiones:
comprensién de la materia especifica,
ideas sobre ensefianza, aprendizaje y pa-
pel del profesor, y sentimiento y actitudes
sobre matemiticas, alumnos o si mismo.
Los resultados del anilisis de las cuestio-
nes y entrevista al comenzar el curso reve-
lan las comprensiones matemdticas que los
candidatos a profesores de primaria y se-
cundaria traen con ellos a la formacién de
profesores desde sus experiencias mate-
miticas universitarias y preuniversitarias,
comprensiones que tienden a estar limita-
das al uso de reglas y compartimentadas.
Basindose en estos datos, la autora cambia
tres suposiciones comunes sobre aprender
a ensefiar matemiticas de primaria o se-
cundaria, que segin ella estin en las pric-
ticas de formacién de profesores: i) el
contenido matematico escolar tradicional
no es dificil, ii) la educacién preuniversita-
ria proporciona a los profesores mucho de
lo que ellos necesitan conocer sobre las
matemdticas y iii) la especializacién en ma-
temiticas asegura conocimiento de la ma-
teria especifica. Una propuesta de este
estudio es reformar la preparacién de los
profesores, trabajando con lo que traen a
los cursos de formacién y ayudindoles a
trasladarse hacia la comprension matemati-
ca necesaria para ensefar matemiticas de
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una manera coherente con las recomenda-
ciones y tendencias que sobre la ensefian-
za-aprendizaje de las matemiticas se
sugieren desde distintos 4mbitos (NCTM,
1989, 1991).

Desde una perspectiva distinta, Marks
(1990) intenta describir el conocimiento de
contenido pedagégico en matemdticas de
profesores realizando un estudio centrado
en el tépico «la equivalencia de fraccio-
nes». Los participantes fueron ocho profe-
sores de primaria, seis experimentados y
dos noveles. A cada uno de ellos se le re-
aliz6 una entrevista, basada en tareas sobre
la ensenianza de la fracciones en el curso
de quinto. La informacién obtenida sugiere
maodificaciones en la concepcidn del cono-
cimiento de contenido pedagégico del
profesor y que se revise la prictica de la
formacién de profesores. Desde este traba-
jo se sugiere que: el conocimiento de con-
tenido pedagégico estd compuesto de
cuatro 4reas (comprensién de los estudian-
tes, medios de instruccién, matemaiticas
para la instruccién y procesos de instruc-
cién); dado que el conocimiento de conte-
nido pedagégico contiene elementos del
conocimiento pedagdgico general y del
conocimiento de la materia, presenta am-
bigiiedades y su definicién es dificil; y se-
ria conveniente plantear una aproximacién
al conocimiento de contenido pedagdgico



en la formacién profesional a través de dis-
tintos caminos.

Asi mismo, investigadores cémo Llina-
res y Sdnchez han dedicado gran parte de
sus estudios al tépico «fraccién», centrin-
dose en diversos aspectos del conocimien-
to de los futuros profesores. El objetivo del
proyecto desarrollado por ellos fue exami-
nar el conocimiento de contenido pedagégi-
co (Shulman 1986) de futuros profesores de
primaria sobre fracciones. A lo largo del
proyecto (Llinares y Sdnchez, 1996), se van
explicitando distintos focos de atencioén: i)
estudiar el empleo de diferentes repre-
sentaciones instruccionales para dotar de
significado a la nocién de fraccién (Llina-
res, 1991a); ii) la comprensidn de los estu-
diantes para profesores de primaria de la
nocién de unidad en dos tipos de tareas
con dos sistemas de representacién ins-
truccional (Llinares y Sinchez, 1991); iii)
relacién entre la idea de fraccién y el uso
de un referente concreto, y cémo los futu-
ros profesores utilizan esos referentes para
generar explicaciones sobre los procesos
seguidos para oBtener las fracciones equi-
valentes (Sinchez y Llinares, 1992); iv)

anilisis de las caracteristicas del «pensa-
miento recurrente» (Kieren, 1994), que los
estudiantes para profesor de primaria pue-
den desarrollar al pensar en los conceptos
matemdticos como un «conocimiento a en-
sefiar» (Llinares et al. 1994; Llinares y San-
chez, 1996).

El anilisis del conocimiento de conte-,
nido pedagégico del futuro profesor sobre
las fracciones se hace a través de la teoria
sobre el desarrollo de la competencia con
los simbolos matemiticos propuesta por
Hiebert (1988). Esta teoria describe una su-
cesién jerdrquica de cinco procesos cogniti-
vos. El estudio del uso de diferentes
representaciones instruccionales para dar
significado a las fracciones (Llinares, 1991a)
se centré en dos de los procesos cognitivos:
la conexién de los simbolos individuales con
algiin referente concreto y la elaboracién de
procedimientos de manipulacion de simbo-
los. Por la necesidad de una wiangulariza-
cién metodolégica para el desarrollo del
proyecto, se disefiaron una serie de instru-
mentos metodolégicos: entrevistas, cuestio-
nario y estudio de caso (cuadro VID.

CUADRO VII
Ttems del cuestionario presentado. Llinares et al. 1994

«Si

es el todo ;Qué es

000
000

«5i 000 es la unidad ;Cudntoes 2/3? a) 000 b) 000 c) 000 d) ningunas.
000

? a2 b 23 o 1+1/2 d) ninguna»

Las conclusiones y puntos de discu-
si6én a la que llegan los autores estin refe-
ridos a los distintos centros de atencién
reseflados. En el primero de ellos se plan-
tea que las mayores dificultades se le pre-
sentaron a los estudiantes en las tareas con
fracciones mayores que la unidad; la fuerte
vinculacién de la nocién de fraccidn a la
interpretacién parte-todo en la mayoria de

los casos; la incapacidad de algunos futu-
ros profesores de primaria para identificar
la unidad, para representar algunas frac-
ciones con fichas y para trabajar con frac-
ciones mayores que uno. Ademis, se
discute con detalle la conexién de simbo-
los individuales con referentes concretos, y
cémo esos referentes son usados para ge-
nerar explicaciones sobre los procesos se-
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guidos (equivalencia y orden). Segin este
estudio, las dificultades de los futuros pro-
fesores se originan en dos situaciones: i)
en relacién con el tipo de ftem dado, cuan-
do no se le pide generar la fraccién sino
cuando el numerador o denominador es
dado, lo que puede entrar en conflicto con
su procedimiento de generar fracciones, y
ii) en un intento de explicar con referentes
concretos los procesos seguidos. Desde la
perspectiva de considerar que el conoci-
miento de contenido pedagégico se gene-
ra desde la comprensién del contenido
matemdtico, el tipo de comprensién des-
crita en algunos de estos casos puede no
ser lo mis conveniente cuando se tienen
que usar representaciones instruccionales
para modelar procesos matemdticos en en-
sefianza primaria.

En relacién con las caracteristicas del
«pensamiento recurrente» que los estu-
diantes para profeser de primaria pueden
desarrollar al pensar en el concepto de
fraccién como un «conocimiento a ense-
fiar» (Llinares et al. 1994; Llinares y Sin-
chez, 1996), el foco fue la existencia de
relaciones entre: el significado dado al
concepto de fraccién por los estudiantes
para profesores de primaria, el sistema de
representacion empleado y el tipo de tarea
planteada. Se intent6 a través del anilisis
realizado explicar los valores observados a
partir de la influencia de las variables ante-
riores, consideradas aisladas o en grupos.
La discusién de este estudio fue a dos ni-
veles: profundizacion del anilisis del pro-
blema conceptual planteado, factores en el
proceso de aprender a ensefial (basindose
en la idea de que cuandb el estudiante
para profesor se plantee la posibilidad de
que otros construyan el conocimiento ma-
temitico se apoyard, inicialmente, en el
significado que él habia dado a esas nocio-
nes en la escuela, pensamiento recurrente)

y aspectos concretos de la propia contex-
tualizacién al caso de fracciones.

Respecto al primer nivel, los resulta-
dos aportan nuevas ideas en relacién con
dos aspectos de la ensefianza de las mate-
maticas en primaria. En primer lugar, para
estos autores el tener una formacién mate-
mitica especifica, en principio, no implica
el que se tenga la capacidad de pensa-
miento recurrente entre las caracteristicas
de la comprensién de un concepto o no-
cién matemitica a un nivel elemental. En
segundo lugar, se observé en el estudio so-
bre las respuestas al cuestionario: poca in-
fluencia sobre el porcentaje de éxito del
modo de representacién frente a las otras
dos variables consideradas, magnitud de la
fraccion, donde las fracciones mayores que
uno aumentan la dificultad, y tipo de tarea
planteada?, Este estudio hace una llamada
a los programas de formacién del profeso-
rado para que parte de su atencién vaya
dirigida al desarrollo del pensamiento re-
currente vinculado 2 tépicos concretos,
como nucleo sobre el que se articula el co-
nocimiento de contenido pedagégico del
profesor.

Por otro lado, Philippou y Christou
(1994), como parte de un amplio programa
cuyo objetivo es profundizar en el conoci-
miento, actitud y capacidades mateméticas
de futuros profesores de primaria, al entrar
en un programa de formacién de profeso-
res, se centran en la comprensién procedi-
mental y conceptual de las fracciones de
los futuros profesores. Los participantes
eran 83 futuros profesores de primaria, y el
instrumento utilizado un cuestionario con
30 preguntas, algunas de las cuales provie-
nen de los trabajos de Simon (1993), con
las que se pretendia evaluar los distintos
conocimientos; un ejemplo de los ftems y
del conocimiento evaluado aparece en el
cuadro VIII. Entre la informacién obtenida
destacamos que, aunque los futuros profe-

(2) Ver Revista de Educacion, nim. 304, pp. 199-225, para un desarrollo méis amplio de estas cuestiones.
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sores tienen un conocimiento simbélico y
algoritmico de las fracciones bastante
apropiado, sin embargo no parecen tener
conexiones entre ellos. Las conclusiones
de este estudio estin en consonancia con
las obtenidas por otros investigadores

como Ball (1990a) y Simon (1993), y
vuelven a hacer una llamada a los res-
ponsables de los cursos de preparacidn
de profesores en la linea de potenciar
las conexiones antes que impartir mis
informacién.

CUADRO VIII
Ejempilo de items usado en el estudio. Philippou y Christou, 1994

PROBLEMAS

CONOCIMIENTO EVALUADO

siempre mds grande que los factores. Sf No.

1— @) 1/5+7/5b6)16-3/5¢) 1/2x4 1/2,d) 1/3:1/6
e) En la multiplicacion de fracciones el resultado es

Procedimenial

respuestas fueran respectivamente:
012

2— Escribe tres diferentes problemas con enunciado
que se resuelvan dividiendo 51 entre 4, y para las que las
a) 1214 b)13

Conexién entre situaciones del mundo real y
computacion simbolica

El céntro de atencién del trabajo de Pin-
to y Tall (1996) son las imigenes sobre los
nimeros racionales que fienen estudiantes
para profesor de primaria y secundaria. Ba-
sindose en los estudios sobre la definicién
del concepto («concept definition») y 1a ima-
gen del concepto («concept image»), asi
como de la relacién del concepto con la de-
finicién, realizado por diversos investigado-
res (Sierpinska, 1992; Vinner, 1991, entre
otros), este trabajo analiza los datos recogi-
dos de las entrevistas realizadas a siete estu-
diantes. En [as distintas entrevistas se les
preguntaba las definiciones de nimero ra-
cional e irracional, y se les pedia que clasifi-
caran una lista de mimeros reales, en
racionales e irracionales. La informacién ob-
tenida a través de los datos.y posterior anili-
sis muestra que los participantes tienen una
gran diversidad de imigenes sobre los nu-
meros racionales. As{ mismo, estos autores
afirman que «una presentacion formal de la
materia especifica y trabajo formal con nii-
meros no anima a los estudiantes a preocu-
parse de la reconstruccién de su "concepto
imagen" desde la definicion de ntimero racio-
nals (Pinto y Tall, 1996, p. 141).

INVESTIGACIONES CENTRADAS EN EL
CONCEPTO DE FUNCION

Siguiendo con las variables que articu-
laban este estudio, otra 4rea a la que se ha
prestado un interés muy especial es la re-
lacionada,con las funciones, contenido
por otra parte clasico en las Matemdticas
escolares. Un esquema analitico de cono-
cimiento de las matemadticas para ensefiar
conceptos mateméticos en general, y la
funcién en particular ha sido construido
por Even (1990, 1993). Apoyihdose en
él, investiga el conocimiento de las mate-
miticas de los profesores y sus interrela-
ciones con el conocimiento de contenido
pedagégico en-el contexto de ensefianza
del concepto de funcién. Este esquema
estd compuesto de siete aspectos que se-
gun la autora constituyen facetas princi-
pales del conocimiento de matematica de
los profesores sobre un tépico especifi-
co: rasgos esenciales, representaciones
diferentes, formas alternativas de aproxi-
macién, el valor del concepto, repertorio
bisico, conocimiento y comprension del
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concepto y conocimiento sobre las ma-
teméticas.

Los participantes en la investigacion
de Even fueron 152 futuros profesores de
secundaria en el ultimo afio de su prepa-
racién formal (10 de éstos fueron entrevis-
tados en profundidad). Respecto de los
instrumentos, utiliza en un primer mo-
mento un cuestionario que incluia dos ti-
pos de items, problemas no usuales
dirigidos a los diferentes aspectos del co-
nocimiento de funciones de los profeso-
res y soluciones erréneas o malos

entendidos de los estudiantes para serana-
lizados (cuadro X). Mis tarde se realizaba
una entrevista y de nuevo el mismo cues-
tionario. La entrevista constaba de dos par-
tes: en la primera se le presentaba a los
sujetos ftems que requerian respuestas
mds largas, generales, y mis pensadas que
las del cuestionario (cuadro IX); en la se-
gunda parte, a los entrevistados se les pe-
dia que reflexionasen sobre sus pensarmientos,
y explicasen y clarificasen sus contest-
aciones al cuestionario {las sesiones eran
grabadas y transcritas).

CUADRO IX
Ejemplos de items. Even, 1993

Ejemplos de ftem del cuestionario:
1~ «a) Dar una definicion de funcion.

ayudar a la comprension del alumno.»

Ejemplos de ftem de la entrevista:

1— «Dar un efemplo de funcicn»

b) Un estudiante dice que él/ella no entiende esta definicion. Dar una vision allernativa que pueda

2~ «;,Como estdn relacionadas las funciones y las ecuaciones?.

2.~ «;Es importante ensenar el test de linea vertical para grdficas de funciones a los estudiantes? ;Por qué?
JQué es el test de linea? ;Qué ensentarias a tus alumnos? ;Como lo ensefarias? ;Puedes darme un efemplos?

El anilisis y categorizacién de las res-
puestas de los cuestionarios y las entrevis-
tas permiti6 sefalar que el conocimiento
de los futuros profesores de las funciones
tiende a ser «débil» y «frigil», en el sentido
de que no se puede asumir que tengan un
conocimiento bien articulado y comprensi-
vo de las matemiticas que tienen que en-
sefiar. Como consecuencia, y segiin esta
autora, los futuros profesores necesitan
cursos especiales ademds de los cursos re-
gulares de matemiticas en los que puedan
aprender «mateméticas para profesores»;
en ellos necesitan encontrar el contenido
de las matematicas que tienen que ensefiar
en formas diferentes de las que ellos ha-
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bfan usado previamente. Sugiere que los
cursos sean desarrollados a la luz de los as-
pectos del marco descrito anteriormente y
necesario para profundizar e integrar el co-
nocimiento que se necesita para ensefnar
(Even, 1990; Even, Tirosh y Markovits,
1996). Un interés mas profundo por el pri-
mero de los aspectos, «rasgos esenciales
del concepto de funcién», lleva a esta au-
tora a preguntarse por los rasgos esencia-
les del concepto de funcién que
actualmente se maneja. Tratando de pro-
porcionar una respuesta, investiga las inte-
rrelaciones entre el conocimiento de
contenido y el conocimiento de contenido
pedagégico de los profesores relativo a



dos rasgos esenciales del concepto de fun-
cién: arbitrariedad y univalencia. El anilisis
muestra que algunos de los sujetos no tie-
nen una concepcién de funcién de acuer-
do con la definicién actual del concepto de
funcién. La apreciacién de la naturaleza ar-
bitraria de las funciones estaba ausente y
muy pocos podian explicar la importancia
y origen del requerimiento de la univalen-
cia. Esta concepcién limitada de funcién
influencia el pensamiento pedagégico de
los sujetos. Por lo tanto, cuando describen
funciones para los alumnos, muchos usan
su «concepto imagen» (Vinner, 1983) y
tienden a no emplear términos modernos.
Ademis, muchos eligen dar a los estudian-
tes reglas para seguirlas sin tener en cuenta
la comprensién.

Una conclusién inmediata de este es-
tudio (Even, 1993) es la necesidad de me-
jorar la preparacién en Matemiticas de los
profesores si queremos una mejora de la
ensefianza. Esto no significa cambiar el na-
mero de cursos, sino disefiarlos de forma
diferente, en linea con el punto de vista
constructivista de la ensefianza y el apren-
dizaje. Pero esto no es suficiente; también
los profesores han de desarrollar un reper-
torio diferente de herramientas de ense-
nanza. El razonamiento pedagégico
(Shulman, 1987) depende, ademis de re-

forzar el conocimiento de Matemdticas, de
una integracién de diferentes dominios de
conocimiento. Por lo tanto, una buena
«preparacion pedagdgica» de matemiticas
también es necesaria. Esta preparacién es-
taria basada en una comprensién concep-
tual y capacitaria a los profesores para
ensefiar con el espiritu de los Estdndares
Profesionales para la Ensefianza de las Ma-
temiticas (NCTM, 1991).

El indagar sobre el conocimiento de
contenido pedagdgico del profesor de se-
cundaria centrado en las funciones lleva a
esta misma autora en colaboracién con
Markovits (Even y Markovits, 1991) a reali-
zar un estudio centrado en dos aspectos
interrelacionados del mismo: el conoci-
miento de los profesores y la comprensién
de los errores, concepciones y precon-
cepciones de los estudiantes, y las res-
puestas de los profesores a cuestiones de
los alumnos. Otro de los objetivos de
este estudio es investigar sobre «el uso
potencial del instrumento de investiga-
cion y los resultados en la formacion de
profesores» (Even y Markovits, 1991). El
instrumento utilizado fue un cuestionario
formado por tareas que describian situa-
ciones en las que los profesores debian
contestar a ideas o preguntas de los
alumnos (cuadro X).

CUADRO X
Tarea presentada en el cuestionario. Even y Markovits, 1991

«Un alumno te pregunta por qué es necesario requerir una imagen tinica para todos los elementos del
dominio de definicion de la funcion. ;Qué responderias?s

Las respuestas al cuestionario de los
profesores participantes eran analizadas
con respecto a tres dimensiones: conoci-
miento de contenido, conciencia de las di-
ficultades de los estudiantes y clases d-
respuestas de los profesores. La informi-
cion obtenida de estos anilisis lleva a estos
autores a pensar que, asumiendo que el
conocimiento de contenido pedagégico es

fundamental para la ensefanza, deberia
ser un aspecto fundamental de la forma-
cién de futuros profesores. Pero esta for-
macién, evidentemente, no puede abarcar
todos los aspectos del mismo, por lo que
se deberia, a lo largo de la misma, dar una
base fuerte para que los profesores pudie-
ran ir construyendo su propio conocimien-
to de contenido pedagdgico. En este
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sentido, comentan que las tareas que ellos
proponen, que conllevan conocimiento de
las matemiticas y estilos de ensefianza,
pueden ayudar a tal fin.

La importancia de las formas de pre-
sentacién del contenido por parte de los
profesores, y en dos fuentes de la misma.
el «conocimiento sobre el contenido» y el
«conocimiento sobre los estudiantes» en
relacién con las funciones y las operacio-
nes matemiticas no definidas, hace que
Even y Tirosh (1995) profundicen en esas
fuentes. Para ello, disefiaron un cuestiona-
rio que realizaron 33 profesores de secun-
daria participantes en un curso de
formacién permanente para indagar sobre
sus concepciones de cuatro operaciones no
definidas (4/0, 0/0, 0° (-8)"3). Posterior-
mente fueron entrevistados sobre sus opi-
niones y reacciones a una lista de
definiciones de tales operaciones que se supo-
nian habfan dado los alumnos. La informacién
obtenida del anilisis de los cuestionarios y
entrevistas lleva a estas autoras a distinguir
entre conocer-qué y conocer-por qué (Even
y Tirosh, 1995, p. 17) y comentan que no
siempre esti claro qué significa conocer-
qué para funciones, o conocer-por qué
para operaciones no definidas. Ademds, a
veces era imposible precisar si un profesor
conocia-qué. Una sugerencia importante
para pr6éximas investigaciones es profundi-
zar en el conocimiento de las matemdticas
de los profesores. ‘

Respecto del conocimiento de los pro-
fesores sobre los estudiantes, sugieren que
puede ser qtil usar los términos anteriores.
En relacién con conocer-qué, comentan
que, a la luz de los resultados de su estu-
dio, los p}ofesores no intentan compren-
der las fuentes de las respuestas de los
estudiantes. Explicitamente proponen que
el estudio de t6picos incluidos en el curri-
culum de secundaria, como los dos pre-
sentados, formen parte de la formacién de
profesores, ya que, aunque estos conteni-
dos ya han sido estudiados por ellos en su
propia formacién secundaria, no se anali-
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zan las concepciones de los estudiantes y
las formas de pensar en matematicas.

Asi mismo, Norman (1992) examina lo
que «conocen» los profesores de secunda-
ria con experiencia sobre las funciones. La
aproximacién usada en la descripcién del
conocimiento de los profesores de las fun-
ciones contempla examinar el conocimien-
to matemdtico de los profesores en un
contexto que refleje habilidades para des-
cribir e ilustrar los conceptos relevantes en
formas apropiadas para los alumnos. Nor-
man incluye en el término funcién una fa-
miliaridad con un amplio espectrum de
aspectos del concepto, asi como una pro-
fundidad en la comprensién. Y, entendien-
do la comprensién como asimilacién
dentro de un esquema apropiado, este au-
tor considera til distinguir entre compren-
si6én instrumental y relacional. La primera
se refiere a una comprensién algoritmica
de un concepto o proceso, y la segunda
viene de una comprensién de relaciones
profundas entre los conceptos y procesos
asociados con un concepto o situacién
particular. Al preguntarse por las formas de
comprensién que un profesor puede mos-
trar, este autor considera varios aspectos
generales: ejemplificacién y caracteriza-
ci6n de funciones, habilidad para usar fun-
ciones en una variedad de formas y
contextos y la expresién de razonamiento
funcional. Los participantes fueron 8 profe-
sores que ensenaban 6 habian reciente-
mente enseriado matemdticas en el nivel de
secundaria. Todos habian realizado cursos
de anilisis, 4lgebra, etc., aunque dos de ellos
eran especialistas en musica.

El instrumento utilizado fue la entre-
vista. Cada una de ellas se dividia en cinco
dreas: a) definiciones formales e informa-
les y ejemplos, b) emparejar ejemplos con
las definiciones, c) identificacién y produc-
cién de ejemplos y contraejemplos, d) in-
terpretacién del concepto de funcién para
los alumnos y e) razonamiento funcional,
aplicaciones y funciones en marcos mate-
maticos mas sofisticados (cuadro XI).



CUADRO X1
Parte de un item de la entrevista. Norman, 1992

Identificar la funcionalidad de grdficos, tales como:

El grdfico de f-Z - N donde f{z) es el menor positivo médulo 3. Este grdfico era dibujado como una coleccion
de puntos discretos sobre un sistema de efes cartesianos.

Segln este autor, los resultados del
estudio no indican una comprensién pro-
funda uniforme del concepto de funcién
entre los profesores participantes. La ma-
yoria de los profesores tenian lagunas en
su conceptualizacién. Haciendo las si-
guientes observaciones: aprueban las de-
finiciones informales de funcién que son
utiles para determinar la funcionalidad
de las relaciones; prefieren repre-
sentaciones grificas de funciones a sim-
bélicas o numéricas; algunas veces
exhiben un concepto tunico fijado cuando
interpretan funciones; no han construido
conexiones fuertes entre sus definiciones
informales de funcién y las ven como la
definicién matemitica formal; identifican
ejemplos estindares de funciones, pero en
situaciones mis complejas algunas veces
se fian de test inapropiados e incorrectos
de funcionalidad; tenfan algunas dificulta-
des inventando e identificando situaciones
fisicas que ocasionan relaciones funciona-
les; estdn bastante enterados de la evolu-
cién del concepto de funcién a través de
sus textos; y parecen cémodos con aproxi-
maciones tradicionales para la introduc-
cién y desarrollo del concepto de funcién
en marcos de ensefianza. Basdndose en los
resultados de esta investigacién, sugiere
que puede que no todos los profesores de
matemaiticas de secundaria dominen su
campo matemitico, particularmente cuan-
do se trata de la comprensién de funciones
y la articulacién de su conocimiento de
ellas. Por lo tanto, dada la importancia de
este concepto, es esencial que los educa-
dores mateméticos presten atencién a la ta-
rea de determinar qué conocen nuestros

profesores de las funciones y c6mo su conoci-
miento se expresa en la clase (Norman, 1992).

INVESTIGACIONES CENTRADAS EN OTROS
CONTENIDOS MATEMATICOS

Algo que llama la atencién es el inte-
rés despertado por los t6picos matemati-
cos anteriormente tratados frente a otros
que también estin presentes en las mate-
méticas a través de los distintos niveles de
ensefianza. Estos Gltimos contenidos son el
centro de este apartado.

Una linea de investigacién desarrolla-
da por Vinner y sus colaboradores en la
década de los ochenta ha sido la base de
gran nimero de estudios. Entre ellos esti el
realizado por Gutiérrez y Jaime (1996) con
el fin de analizar la comprensién de estu-
diantes para profesores de primaria, del
concepto de altura de un tridngulo, El ins-
trumento utilizado fue un test, con el que
se queria ver dicha comprensién y la in-
fluencia que sobre ella ejercian los conoci-
mientos previos. Este trabajo se completa
profundizando en la relacién que puede
existir entre el conocimiento de los con-
ceptos mis elementales que giran alrede-
dor de la altura de un tridngulo y la
utilizacion de dicho concepto. El anilisis
de los resultados de los tests lleva a estos
autores a afirmar que las imigenes con-
ceptuales de los estudiantes para profesor
de primaria y los propios alumnos de pri-
maria estin muy préximas. Asi mismo,
apuntan que los tipos de errores detecta-
dos tienen su origen en imigenes concep-
tuales basadas en ejemplos o figuras
prototipicas. De igual forma, comprueban
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a través de su anilisis que el desconoci-
miento de conceptos bisicos en los que se
fundamenta el concepto de altura de un
tridngulo es uno de los origenes de los
errores de los futuros profesores. A partir
de esta informacién, sugieren una serie de
ideas con respecto a la formacién de los
futuros profesores, ven la necesidad de
que en su preparacién realicen anilisis
matemitico de los conceptos y didéctico
de la comprensién de los conceptos y sub-
conceptos por los nifios, seguido de las
ideas necesarias para la instruccién de los
mismos.

Por otro lado, Baturo y Nason (1996)
han desarrollado un proyecto de investiga-
¢ién, uno de cuyos principales objetivos es
describir la comprensién de estudiantes
para profesores de primaria del «conoci-
miento de contenido matematico», centra-
do en el tépico matemitico de «irea». Para
estos investigadores este conocimiento in-
cluye: conocimiento sustantivo, conoci-
miento sobre la naturaleza y discurso de
matemiticas, su disposicién hacia las ma-
temiticas y su conocimiento sobre mate-
miticas en sociedad. Los participantes en
el proyecto eran entrevistados individual-
mente mientras realizaban ocho tareas di-
sefiadas con el fin de profundizar en los
aspectos anteriores. El anilisis de la infor-
macién obtenida lleva a estos investigado-

res a afirmar que el «conocimiento de la
materia» (en el caso del drea) que tiene
la muestra de futuros profesores a los
que se le ha realizado la entrevista es de
naturaleza pobre. Esto podria conducir,
seguin los autores, a limitar sus habilida-
des para ayudar a sus alumnos a desarro-
llar una comprensién significativa e
integrada de los conceptos y procesos
mateméticos.

Los intentos de describir el conoci-
miento de las matemadticas y el conoci-
miento de contenido pedagégico del
concepto de limite, asi como las creencias
que tenian sobre esos conocimientos futu-
ros profesores de matemiticas de secunda-
ria ha llevado a autores como Lee (1994) a
desarrollar investigaciones en esta linea.
Para ello disené un cuestionario que reali-
zaron ocho futuros profesores de secunda-
ria, en su Oltimo afo de formacién
profesional; cuatro de los participantes
eran entrevistados posteriormente. En el
cuadro XII mostramos uno de los items del
cuestionario y las preguntas en relacién
con ellas que este investigador realizé en
las entrevistas. A partir del anilisis de los
datos obtenidos, considera que el grupo
estudiado no estd capacitado para com-
prender realmente el contenido matemdti-
co, y sus inseguridades sobre dicho
contenido permanecen.

) CUADRO XII
Item y cuestiones relacionadas presentadas a los participantes. Lee, 1994

hem del cuestionario:

«Es5 0, 999. . . igual a 1 0 menor que 1» jPor qué?

Cuestiones de la entrevista:

explicarias eso?

1— /Piensas realmente que 0,999. .. =1 ? ;Explica por qué?

2~ Si uno de tus alumnos dice «mi profesor me dice que 0,999. . . =1, pero no lo comprendo» ;Cémo
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Las concepciones de los _futuros profe-
sores de primaria sobre las nociones de
aleatoriedad y probabilidad es el centro de
un trabajo de investigacién desarfollado
por Azcarate (1996). A través de un cues-
tionario y una entrevista posterior a un gru-
po de estudiantes para profesores de
primaria, se intenta profundizar en las con-
cepciones que sobre este contenido tiene el
colectivo estudiado. Otros investigadores han
centrado su atencién en las heuristicas de re-
solucién de problemas de profesores de ma-
temiticas de secundaria (Carrillo, 1996).

También el conocimiento de los profe-
sores sobre los errores de sus alumnos ha
sido objeto de algunas investigaciones; en
concreto, en relacién con el dlgebra men-
cionaremos el trabajo de Wanjala y Orton
(1996), parte de un proyecto mis amplio
con diversos objetivos. Los participantes
fueron profesores de secundaria, que res-
pondieron a un cuestionario con tres par-
tes en las que se les pedia: ordenar en
orden de dificultad una serie de subtareas,
predecir los posibles errores de sus alum-
nos en una serie de tareas, identificar erro-
res en una serie de ejemplos realizados por
los alumnos y sugerir estrategias de ense-
fianza para remediarlo. Entre otras consi-
deraciones obtenidas por el anilisis de los
datos, estos autores comentan que existe
un grupo, que aunque pequefio es preo-
cupante, de profesores que no tiene una
clara apreciacién de los niveles de dificul-
tad de las tareas. Ademis, muchos profeso-
res parecen poner el énfasis en la
manipulacién simbélica frente a aspectos
de significado. Esta reflexién relativa a su
irea matemitica de estudio nos parece que
puede ser extendida a otros campos y
ireas de las matemaiticas escolares.

ESTUDIOS CENTRADOS EN DESCRIBIR
«CAMBIOS»

Sin negar la indudable importancia de
las investigaciones centradas en momen-

tos, otros autores consideran necesario un
seguimiento del problema que permita
apreciar la consistencia o no de los resulta-
dos obtenidos, asi como aportar nueva in-
formacién. De este modo, como habiamos
comentado, existe un grupo de investiga-
ciones que se centran en los cambios pro-
ducidos en el conocimiento del profesory
los factores que influyen en ellos, durante
un espacio de tiempo en el que se han de-
sarrollado una serie de actividades enten-
didas en un sentido amplio; son estudios
que intentan describir «cambios» por efec-
to de algin tipo de intervencién instruccio-
nal. Estos estudios son el centro de los
parrafos siguientes.

En relacién con los futuros profesores
de primaria, Llinares (1994) lleva a cabo
un estudio cuyo propésito fue tratar de di-
bujar el papel que tienen las concepciones
previas de los estudiantes para profesor
durante su proceso de aprender a ensefar.
Estas concepciones estin unidas 2 la cultu-
ra matemdtica escolar que caracteriza
nuestras escuelas. Los objetivos en este tra-
bajo eran: analizar las caracteristicas del
conocimiento de contenido pedagégico y
los aspectos que influyen en su genera-
cién, evaluar los factores que influencian
los procesos de razonamiento pedagdgico
y estudjar cémo y por qué se desarrollan y
cambian el conocimiento de contenido pe-
dagégico y el razonamiento pedagdégico a
través de una experiencia concreta de en-
seflanza. Los participantes como parte de
las tareas instruccionales del curso realiza-
ron anilisis de casos. El uso de los casos
tenia como objeto identificar caracteristicas
del razonamiento pedagégico de los futu-
ros profesores en situaciones hipotéticas.

La discusién de este trabajo aporta va-
rias ideas: el conocimiento de 1Spicos mate-
miticos de los estudiantes para profesores
de primaria estd muy ligado al uso de sim-
bolos y a la realizacion de tareas especifi-
cas; el aprendizaje matemitico se entiende
como el medio a través del cual conseguir
habilidad y maestria en realizar una serie
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de pasos con algunos procedimientos
aritméticos; las concepciones sobre la en-
sefianza y el aprendizaje estin centradas
sobre el «profesor como transmisor» y el
«alumno como repetidor». Las implica-
ciones generales desde estos datos sefia-
lan que: las matemaiticas escolares son
concebidas como «un conjunto de he-
chos y procedimientos para ser aprendi-
dos»; las creencias de los EPs son
consecuencia del proceso de encultura-
cién en la cultura escolar actual en nues-
tras escuelas.

Por otro lado, Wilson (1994) examina
el conocimiento y creencias desarrollado
por un futuro profesor de matemiticas,
cuando participa en un curso de educa-
cién matemitica que enfatiza la conexién
matemitica y pedagdégica, y las aplicacio-
nes al concepto de funcién. En este trabajo
describe c6mo una futura profesora de
matemdticas de secundaria comprende
una parte importante de matemaiticas,
que espera ensefar. Concretamente, la
intencién del autor en este estudio era
explorar los cambios en los significados
y comprensiones que la futura profeso-
ra comunica sobre las matematicas en
general, v el concepto de funcién en
particular.

La participante era una estudiante uni-
versitaria de 20 afos, integrada en un cur-
so disefiado con el objetivo de que los

futuros profesores determinasen el conte-
nido para el curriculum de matemdtica de
secundaria y demostrasen competencia en
este contenido. Dicho curso se desarrollé
durante 10 semanas, dos horas dos veces
en semana. Durante las primeras cuatro se-
manas se obtuvieron, mediante una uni-
dad de «prefuncién», las concepciones
iniciales respecto a las funciones. La uni-
dad de funciones desarrollada consistia en
actividades disefiadas para ayudar a los fu-
turos profesores a desarrollar una aprecia-
cién de la importancia y potencialidad de
las funciones y una habilidad para inter-
pretar situaciones funcionales para resol-
ver problemas relativos a funciones. Se
grab6 una sesién de resolucién de proble-
mas matemiticos junto con una serie de
entrevistas con distintos objetivos comple-
mentarios. La segunda de ellas, con el fin
de demostrar la forma de organizar su co-
nocimiento sobre distintas clases de fun-
ciones comunes en el curriculum de
secundaria, se basé en la técnica de rejillas
de Kelly (1955). Se le daban diferentes fun-
ciones, representadas mediante grificas,
algebraicamente, en tablas, y como situa-
ciones reales, y se le pedia que clasificara,
o hiciera subconjuntos de las distintas fun-
ciones, de diferentes formas, describiendo
y justificando su pensamiento mientras cla-
sificaba. Algunas de las funciones presen-
tadas se recogen en el cuadro XIII.

CUADRO XIII
Funciones presentadas en el estudio. Wilson, 1994

«x//-2-1012

y/630-3-6

la poblacion de cada uno de los préximos 15 arios?»

«y= !ogq(x+4)»

« El censo de 1990 mostré que "Central City" tiene una poblacion de 40.000 personas. Los sociclogos predijeron
que experimentard un crecimiento del 2 por 100 por avio en los préximos 20 arios. ;C6mo se puede predectr
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Ademis, la estudiante planificé y
condujo una entrevista con un alumno,
futuro profesor de la escuela media, para
valorar 1a comprension de la funcién de
los estudiantes. Por otro lado, el investi-
gador observé todas las sesiones del cur-
so de educacién matemitica donde
estaba la participante, tomé notas y ade-
mds utilizé los trabajos escritos de ella. El
anilisis de los datos lleva este autor a
formular una serie de ideas sobre la com-
prension de las funciones antes de 1a uni-
dad de funciones: su concepcién de las
funciones era consistente con su punto
de vista de las matematicas, que ella veia
como una coleccién de procedimientos
concretos para ser aplicados en contextos
aislados y obtener contestaciones correctas
a problemas bien definidos; ademais, de-
mostraba una comprensién débil de las re-
laciones entre varias representaciones y
procedimientos. Por otro lado, mostraba
poca apreciacién por la utilidad de las fun-
ciones y estaba extremadamente limitada
en su habilidad para operar con y usar fun-
ciones de formas significativas; el conoci-
miento que tenia en esta irea era limitado
y estaba fragmentado.

Después de la unidad de funciones,
los resultados le llevan a pensar que se ha
producido un cambio en la comprensién
de las funciones de la estudiante para
profesor, ya que comprendié un impor-
tante aspecto de las funciones, describir
relaciones entre las matematicas y el mun-
do real; esto la llev6 a poder operar flexi-
blemente con clases de funciones dadas
en diferentes representaciones, usar fun-
ciones para resolver problemas e identi-
ficar otras conexiones importantes en
medio del concepto de funcién. Asi mis-
mo, este autor comenta que, aunque la
futura profesora ha visto formas alterna-
tivas de ensefianza de las matemdticas,
su punto de vista de las matemaitieas y
ensefianza de las matemitieas era toda-
via relativamente poco amplio al final del
estudio.

Los resultados del estudio llevan a Wil-
son (1994) a pensar, que, aunque es im-
portante para los futuros profesores
considerar tépicos matemdticos avanza-
dos, quizis se puede facilitar mejor los
cambios en el punto de vista de los profe-
sores sobre las matemdticas y la ensefianza
de las matemiticas dindoles la oportuni-
dad de reflexionar sobre sus propias con-
cepciones, durante el aprendizaje de las
matemiticas que ellos mismos tendrin
que ensefiar. La idea serfa que estas ex-
periencias les permitieran hacer acomo-
daciones en su sistema de creencias para
reconocer formas alternativas de mate-
maéticas y ensefanza de las matematicas
y quizds asumirlas. Asi mismo, los mode-
los de formacién de profesores de mate-
miticas deberian integrar contenido
matemditico y pedagogia, poniendo énfa-
sis en actividades en las que los profeso-
res reflexionen sobre lo que ellos piensan
de las matemiticas y la ensefianza de las
matematicas (Wilson, 1994).

Otro de los centros de atencidn de las
investigaciones que se ocupan del conoci-
miento del profesor en relacién con tépi-
cos o 4reas de contenido matemitico es la
resolucion de problemas. En este contexto
se encuentra el trabajo de Puig (1996), en el
intento de elaborar lo que él denomina
«un modelo tedrico local de la pura reso-
lucién de problemas». A través del estudio
de un grupo de estudiantes para profesor
de primaria, especialmente preparados, se
intentan describir los elementos de un mo-
delo de competencia (herramientas heuris-
ticas, sugerencias heuristicas, destrezas con
potencial heuristico, métodos de resolu-
cién con contenido heuristico, patrones
pausibles...) que este autor propone. El
instrumento empleado fue la técnica de re-
jillas (Kelly, 1955), en la que los elementos
fueron 4 problemas en cada una de las dos
pruebas que se les hizo a los alumnos, (ini-
cial-antes de la instruccién y final-después
de la instruccién); un ejemplo de ellos apa-
rece en el cuadro XIV.
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CUADRO X1V
Problemas planteados en la prueba inicial. Puig, 1996

1~ Unas personas pensaban realizar un viafe de 5.000 Km. En su presupuesto babian incluido una clerta
cantidad de dinero para gastarse en gasolina. Sin embargo, una oportuna bajada del precio de la gasolin les
permitic aborrar 0,4 pesetas por kildmetro, con lo cual pudieron recorrer 250 Km mds. A cudnto ascendia

Su presupuesto para gasolina?

2~ SeaSp=|1, 2, 3, .., nl. ;Para qué valores de n se puede dividir Sn en dos subconjuntos tales que la suma
de los elementos de cada subconjunto sea la misma?. Por efemplo, S7= (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7] puede dividirse en

11,6, 71y12 3, 4, 5.

3~ Dividir un tridngulo en dos partes iguales mediante una paralela a la base.
4— Probar que el cuadrado de un nimero impar cualquiera da resto 1 al dividirio por 8.

Después de la resolucién de los pro-
blemas, los estudiantes para profesor de-
bian resumir en pocas palabras en qué
habia consistido para ellos la tarea de re-
solver el problema. El examen de las res-
puestas condujo a la elaboracién de una
lista de 21 frases que constituyeron los de-
nominados «juicios o componentes subje-
tivas» (constructos). El relleno de la rejilla
se hizo mediante una valoracién de 0 a 10
segln la importancia que habifa tenido
cada juicio en cada uno de los cuatro pro-
blemas considerados. A las matrices resul-
tantes de las distintas pruebas se le realiz6
un anilisis taxondmico.

La informacién obtenida de dichos
andlisis permite a este autor hacer una se-
rie de consideraciones; entre ellas: la rela-
cién de las componentes subjetivas antes
de la instruccién hace pensar que hay una
ausencia total de acciones relacionadas
con la fase de revisidn-extensién del mo-
delo de Polya; y los estudiantes para profe-
sor consideran muy importantes para la
resolucién de problemas un grupo de
componentes formado por acciones rela-
cionadas con la comprensién de los pro-
blemas. A partir de las consideraciones
realizadas en este estudio, hay dos obser-
vaciones que se presentan en esta investi-
gacién. En primer lugar, se sugiere que lo
que para un alumno es un problema de
matemdticas dependerd de las pricticas es-
colares vividas. Por otro lado, parece que
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los aspectos heuristicos no forman parte
de la historia escolar de los estudiantes
para profesor, y que ademés tampoco son
«componentes espontineas» del proceso
de resolucién de un problema de matema-
ticas. Al comparar los anilisis correspon-
dientes a la prueba inicial y final, se pueden
observar los cambios producidos en las va-
loraciones de las componentes subjetivas.
Algunos de los aspectos destacados por
este autor son: los estudiantes para profe-
sor, después de la instruccién, amplian el
nimero de aspectos que creen que inter-
vienen al resolver un problema; y las com-
ponentes de contenido heuristico se
consideran més importantes, al terminar el
periodo de instruccién, aunque depende
de los problemas concretos.

Otro trabajo que investiga las estrate-
gias de resolucién de problemas y mis
concretamente sobre el conocimiento
«procesual» («conocer y usar con éxito las
estrategias para resolver problemas por
ellos mismos») es el realizado por Taplin
(1996). Para este autor, este aspecto es una
componente esencial que deben poseer
los profesores si desean ensefiar con éxito
mediante la resolucién de problemas ma-
temiticos. Los participantes en el estudio
eran futuros profesores de enserianza pri-
maria, que formaban parte de un proyecto
para desarrollar y evaluar una tutoria asis-
tida por ordenador. Los datos se reco-
gieron a través de un test, compuesto



de 12 problemas cuyo contenido matemé-
tico correspondia a primaria, al empezar
el trabajo en la tutoria, y otro test similar,
al terminar el periodo tutorial en el que
habfan trabajado con seis de los proble-
mas que habian presentado mis dificul-
tad en la prueba inicial. El anilisis de
estos datos indica que los futuros profe-
sores tienden a escoger un método y no
lo cambian a pesar del periodo de tuto-
ria. Por otro lado, se muestra la exist-
encia de unas categorias de estrategias
mis usadas que otras, como son las ver-
bales y numéricas en detrimento de las
visuales y concretas. Asi como un rango
reducido de estrategias utilizadas por los
estudiantes. Toda esta informacién lleva
a esta autora a cuestionarse si no serfa
conveniente animar a los futuros profe-
sores a ampliar y flexibilizar el rango de
sus estrategias para resolver problemas,
con el fin de poder ofrecer a sus futuros
alumnos una gran variedad de formas de
resolucién de problemas.

Por ultimo, haremos mencién a un es-
tudio realizado por Simon y Blume (1994),
sobre el razonamiento multiplicativo, con-
siderado un aspecto del razonamiento
cuantitativo. Asi, el centro del trabajo era el
razonamiento cuantitativo implicado «en
comprender la evaluacion del drea de una
region rectangular como una relacién mul-
tiplicativa entre la longitud de los lados»
(Simon y Blume, 1994, p. 472). Los partici-
pantes en el proyecto fueron 26 futuros
profesores de primaria en su primer curso
de matemiticas; el estudio se basé en las
primeras ocho sesiones. Todas las clases se
grabaron y el trabajo de uno de los peque-
fios grupos fue grabado en video y audio.
En cuanto a la estructura de las clases, nor-
malmente, el profesor proponia un proble-
ma o varios problemas, después los
estudiantes trabajaban en grupos, y por il-
timo se desarrollaba una discusién en la
clase entera. De los anilisis de los trabajos
y discusiones de los estudiantes para pro-

fesor, estos autores deducen que muchos
de ellos no tenian una idea clara de por
qué la relacion existente entre «la longitud
y el ancho de un rectingulo» y «su drea»
es un modelo de multiplicacién. En este
estudio intentan concretar algunas de las
componentes que hacen que surja este
problema, entre ellas: un primer paso en
el razonamiento cuantitativo implicado
en el drea de un rectingulo es la estruc-
tura de 4rea cuantificada, y el razona-
miento multiplicativo implica dos
dimensiones. Una de las propuestas de
estos investigadores va en la linea de re-
saltar la importancia de construir «<mode-
los de pensamiento» de los estudiantes,
con el objetive de ofrecer herramientas
atiles a los profesores, para comprender
el razonamiento y pensamiento de sus
alumnos (Simon y Blume, 1994),

Como hemos podido constatar, las in-
vestigaciones que hemos ido analizando
muestran una preocupacién clara sobre los
aspectos relacionados con la formacién de
profesores de matemiticas, tanto en lo re-
ferente a su conceptualizacién, como en el
disefio de programa, ya sea en el contexto
inicial y/o permanente. Este interés apare-
ce ligado de forma inseparable a la profun-
dizacién en el conocimiento del profesor o
futuro profesor y tépicos matemiticos es-
pecificos, manifestindose la necesidad de
seguir indagando desde una perspectiva
global. Se aprecia en estos trabajos la am-
plitud del abanico de investigaciones que
se han realizado o se estin realizando en
el campo de la Educacién Matemdtica,
centrados en el conocimiento del profesor
de matemiticas y vinculado a un irea de
contenido especifico, teniendo en cuenta
los colectivos que se estudiaban, objetivos,
instrumentos, conclusiones... (en los
cuadros XV y XVI, aparecen agrupados los
trabajos bajo distintos criterios). Asi mismo,
estos estudios sirven para fundamentar
otros aspectos que comentaremos en el
apartado siguiente.



CUADRO XV
Esquema de las investigaciones revisadas siguiendo las dos variables de organizacion

INVESTIGACIONES CON ENFASIS EN EL PROCESO DE APRENDER A ENSENAR

Estudios centrados en descripcién Estudios centrados en descripcién
de anomentos» de «cambios»
* Graeber et al,, 1989 * Llinares, 1994
* Tirosh y Graeber, 1989, 1990a, 1990b * Simon y Blume, 1994
* Ball, 1990a, 1990b * Puig, 1996
* Marks, 19950 * Wilson, 1994
* Even, 1990, 1993 * Taplin, 1996

* Even y Markovits, 1991

* Llinares, 1991a, 1994

* Llinares y Sdnchez, 1991, 1996

* Postetal., 1991

* Norman, 1992

* Sdnchez y Llinares, 1992

* Simon, 1993

* Lee, 1994

* Llinares et al, 1994

* Philippou y Christou, 1994

* Azcirate, 1996

* Even y Tirosh, 1995

* Baturo y Nason, 1996

* Campbell, 1996

* Campos et al, 1996

* Castro y Castro, 1996

* Gutiérrez y Jalme, 1996

* Pinto y Tall, 1996

* Wanjala y Orton, 1996
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CUADRO XVI

Esquema de las investigaciones revisadas por contenido matemadtico
y colectivo estudiado

TOPICO FUTUROS PROFESORES PROFESORES EN EJERCICIO
Primaria Secundaria Primaria Secundaria
* Graeber et al, 1989 * Ball, 19502 ¢ Campos etal, 1996 | * Campos et al., 1996
* Tirosh y Graeber, 1989,
1990a, 1990b
Estructura * Ball, 1990a
multiplicativa
* Simon, 1993
* Simon y Blume, 1994
* Campbell, 1996
* Castro y Castro, 1996
* Ball, 1990b * Ball, 1990b * Marks, 1990
* Llinares, 1991a, 1994 * Llinares eral, 1994 | * Post et al.,, 1991
Ndmceros * Llinares y Sdnchez,|* Pintoy Tall, 1996
racionales/ 1991, 1996
Fracciones
* Sdnchez y Llinares,
1992
* Llinares et al., 1994
* Philippou y Christou,
1994
* Pinto y Tall, 1996
* Even, 1990, 1993 * Even y Markovits,
1991
Funciones
* Wilson, 1994 * Norman, 1992
* Even y Tirosh, 1995
* Baturo y Nason, 1996
Goometria
* Gutiérrez y Jalme, 1996
Probabilidad * Azchrate, 1996
Resolucién de * Puig, 1996 * Carrillo, 1996
problemas
* Taplin, 1996
* Llinares, 1994 * Lee, 1994 * Even y Tirosh, 1995
Otros

Wanjala y Ornon,
1996
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ALGUNAS REFLEXIONES

A lo largo de los parrafos anteriores
hemos ido mencionando diversas investi-
gaciones que, sobre el conocimiento del
profesor de matematicas, unido a un t6pi-
co o drea de contenido especifico de mate-
madtica, se han desarrollado o se estidn
desarrollando en los Gitimos afios. Esto nos
ha permitido hacer una reflexién global
sobre estos estudios. Esta reflexién nos lle-
va a establecer inferencias en una doble
vertiente. Por un lado, en relacién con las
componentes del conocimiento del profe-
sor de matemdticas. Por otro, nos permite
una visién conjunta de disefios de investi-
gacién y metodologias que se han adapta-
do mis a las particularidades de este
campo de estudio.

CONOCIMIENTO DE CONTENIDO
PEDAGOGICO Y CONOCIMIENTO DE
MATEMATICAS: UNA PERSPECTIVA
EMPIRICA DE LA INTEGRACION
COGNITIVA

En relacién con las componentes del
conocimiento del profesor de matemiticas,
éstas han sido motivo de estudio desde
distintas perspectivas por muchos investi-
gadores. El modelo base y sobre el que se
ha trabajado y discutido con més profusién
y profundidad es el de Shulman y sus co-
laboradores, a pesar de los comentarios
que se han hecho sobre 1a ambigiiedad de
determinados conceptos (por ejemplo, co-
nocimiento de contenido pedagdgico,
Nodding, 1992; Cooney, 1994), o la inclu-
sién/relacién entre algunos de los domi-
nios por ellos propuestos (McEwan y Bull,
1991). Dicho modelo nos parece conve-
niente utilizarlo como eje de una segunda
lectura de las investigaciones comentadas,
aunque la categorizacion no estd exenta de
dificultades. Ademds, a veces aln estando
explicitamente detallado en las investiga-
ciones el dominio o componentes conside-
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radas el centro de las mismas, el propio
desarrollo del estudio muestra una mezcla
entre ellos.

A través de las anteriores investigacio-
nes podemos constatar que, junto a las
preguntas que pueden ser asociadas al co-
nocimiento de matemadticas como: ;qué co-
nocen?, ;c6mo conocen?, ;qué errores
muestran?, etc. los profesores o futuros
profesores sobre determinadas dreas o t6-
picos mateméiticos, aparecen cuestiones
como: ¢qué conocen de los errores de los
alumnos?, ;qué representaciones conocen
y utilizan?, etc., que pueden ser formuladas
para indagar en el conocimiento de conte-
nido pedagégico. Ain cuando la relacién
entre ambas componentes del conocimien-
to del profesor de matemaiticas no esté cla-
ramente manifestado en todos los estudios,
estd presente implicitamente en los plan-
teamientos y discusiones que se realizan
en las implicaciones. De alguna forma, la
integracién cognitiva entre el conocimien-
to de mateméticas y el conocimiento de
contenido pedagdgico centrado en un
contenido especifico puede verse desde
una perspectiva empfrica a través de estas
investigaciones.

Por otro lado, se puede constatar que
hay una serie de lagunas tanto en pregun-
tas que surgen a distintos niveles, como en
respuestas dadas a determinar cuestiones
que la comunidad de educadores e inves-
tigadores se plantean. Estas ausencias se
dan tanto en los estudios centrados en dis-
tintas fases temporales de la profesidn o
formacién, futuros profesores y profesores
en ejercicio, como en los que se ocupan de
distintos niveles de ensefanza, primaria,
secundaria y universitaria, y abren nuevos
campos de estudio que pueden ser fuente
de futuros trabajos de investigacién.

ACCESO A 1AS COGNICIONES DEL
PROFESOR DE MATEMATICAS

Otro aspecto que se constata es el pro-
fundo desarrollo y concretizacién de las in-



vestigaciones en las cogniciones del profe-
sor, lo que conlleva problemas de muy dis-
tinta indole que a lo largo de las piginas
anteriores han manifestado (conceptos de-
masiados vagos o ambiguos, otros muy con-
cretos, significados distintos para una misma
«etiqueta», «etiquetas» distintas para un mis-
mo significado, entre otros). También un as-
pecto problemitico al que se han de
enfrentar estos estudios es la forma de acce-
der a las cogniciones del profesor. El deseo
de intentar estudiar y analizar lo que un pro-
fesor conoce, siente, cree, sobre la ensefian-
za, el contenido, los alumnos, desde los
mismos profesores, dando la oportunidad
de «expresarse» al profesor, ha llevado a
un amplio rango de metodologias: estudio
de casos, observacién participante, cues-
tionario, entrevista, red semdntica, obser-

vacion directa, anilisis de casos, metiforas,
etc., solos o combinados entre si (Kagan,
1990; Solas, 1992; Pope y Denicolo, 1993).
Parte de estas cogniciones se tienen incons-
cientemente, lo que hace que dificilmente
puedan ser expresadas directamente por el
profesor. Por ello, en los instrumentos utili-
zados se intenta, en general, acceder a ellas
de forma indirecta (Kagan, 1990; Solas,
1992). Una idea de la situacién en la que se
encuentra este tema en Educacién Matemiti-
ca, y concretamente en las investigaciones
sobre el conocimiento del profesor de mate-
miticas en relacién con un tSpico especifico,
podemos obtenerlo a través de una lectura
de los estudios comentados en este capitulo,
teniendo como eje los instrumentos utilizados
para dar respuestas a las distintas preguntas
formuladas (cuadro XVII).

CUADRO XVII
Instrumentos utilizados en las investigaciones revisadas

Otros
Cuestionario Entrevista Técnica de rejillas (Redes seminticas,
visionado de videos...)
* _Graber et al, 1989 * Graeber et al,, 1989 *_Wilson, 1994 *_Llinares, 1994
* Tirosh y Graeber, 1989,| * Tirosh y Graber, 1989,[ * Puig, 1996 * Simon y Blume, 1994
1990a, 1990b 1990, 19901
* Ball_1990b * Ball, 1990a, 1990b *_ Wilson, 1994

* Even, 1990, 1993

* Even, 1990, 1993

*_Even y Markovits, 1991

* Marks, 1990

* Post etal, 1991

*_Llinares 1991a, 1994

* Simon, 1993 * Llinares y Sdnchez, 1991,
1996
* lee 1994 * Post etal, 1991

| * Llinares et al. 1994

> _Norman, 1992

¢ _Philippou y Christou, 1994
¢ Wilson, 1994

*_sinchez y Llinares, 1992

* Simon, 1994

* Azchrate, 1996 * Lee, 1004
* Even y Tirash, 1995 * Wilson, 1994

* _Castro y Castro, 1996

*_ Archrate, 1996

*_Gutiéirez y Jaime, 1996

*_Even y Tirosh, 1995

* Llinares y Sdnchez, 1996

* Baiuro y Nason, 1996

L+ _Taplin, 1996

* Campbell, 1996

* _Wanjala y Ornton, 1996

* Campos et al., 1996

* Pinto y Tall, 1996
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Teniendo siempre presentes las pre-
guntas y problemas anteriormente comen-
tados: {Qué instrumentos son usados con
mayor profusién por los investigadores?
Sin lugar a dudas, son la entrevista y el
cuestionario. Bajo estas etiquetas encontra-
mos una gran diversidad de formas y es-
tructuras. Nosotros las utilizaremos
entendiéndolas en un sentido amplio. Asi,
entre los cuestionarios podemos encontrar:
i) cuestionarios con preguntas cerradas de
eleccién miiltiple (Llinares et al., 1994); ii)
cuestionarios con problemas, a resolver,
redactar, comentar, situaciones hipotéti-
cas... (Even, 1990, 1993; Even y Markovits,
1991; Post et al,, 1991; Castro y Castro,
1996, entre otros). Respecto a las entrevis-
tas, en general, son semiestructuradas, con
el objetivo general de acceder con mayor
facilidad a las cogniciones del profesor, de-
jindole una cierta libertad para expresar
sus ideas, y efectuadas alrededor de la
realizacién de tareas (Ball, 1990a, 1990b;
Tirosh y Graeber, 1989, 1990a, 1990b;
Graeber et al., 1989, Post et al., 1991; Llina-
res, 1991a, 1994; Even, 1990, 1993; Llinares
y Sanchez, 1991, 1996 etc.). Otros recursos
que aparecen en las investigaciones son: el
anilisis de casos, las redes seminticas, las
grabaciones de una lecci6n o clase impar-
tida por el profesor, la observacién de una
clase del profesor en la que el investigador
toma notas, el visionado por parte del pro-
fesor de videos con sus alumnos resolvien-
do tareas, la técnica de rejillas, etc..
Recientemente se han retomado instru-
mentos metodolégicos habituales en otros
campos y que estin sirviendo de base a
nuevas aproximaciones a las cogniciones
del profesor. En este sentido, el trabajo de
Garcia (1997) basindose en la técnica de
rejillas ha supuesto una nueva aportacién
al campo metodolégico.

Desde otro punto de vista, podriamos
mirar a los instrumentos utilizados por los
investigadores como medios con posibili-
dad de actuar sobre y, en su caso, potenciar
cambios en las conductas y cogniciones de
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los profesores involucrados en los estu-
dios. Los recursos metodol6gicos, en cierta
medida, repercutirian en los elementos
que intervienen en una clase y en las rela-
ciones que pueden darse entre ellos.
Como consecuencia intervendrian en el
desarrollo de los procesos del aula; esta
caracteristica puede encontrarse en la lite-
ratura sobre el tema con distintas denomi-
naciones, «validez ecolégica», segin
Kagan (1990), o «perfomance verifica-
tion», segin Leinhardt (1990), y es un as-
pecto a tener en cuenta en el disefio de
instrumentos metodolégicos.
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