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humana ilumina los vestigios de Dios en las criatu-
ras y en ellos descubre al Creador, se conoce a sí
mismo y en sí mismo halla la imagen de Dios. Su
desconocimiento y su apartamiento de Dios son un
fallo, más que de su inteligencia, de su voluntad.

^Por qué falla la voluntad? No se trata aqui dc
una decisión equívocada, sino de una perversión ón-
tica. Permítase una pequeña disquisición sobre algu-
nas ideas agustinianas. A la vista de los textos que
voy a citar-De civitate Dei, XIV, 14-, hay que
aceptar que la nada desempeña un papel decisivo en
los problemas más acuciantes: la creación, el mal.
Precisamente la nada permite al santo distinguir qué
sea la creación y qué sea el proceso de la Trinidad,
la distinción entre crear y engendrar y también, que
es lo que ahora nos interesa, qué sea el vicio y el
pecado. Véanse los textos:

Sed vitio depravará nisi ex niJ^ilo ^ucta natura non
posset, y más adelante: ut autem ah eo quod est dc-
)`rciat, ex hoc quod de nihilo facta est [voluntas]. *

Relicto itaque Deo esse in semetipso, hoc e.ct sibi
placere, non iam nihil esse est, sed nihilo apropin-
quare **',

De estas citas se desprende claramente que la de-
ficicncia y la debílidad de la voluntad humana pro-
ceden del hecho de la creación de esa volnntad, de

* Si la naturaleza no cstuviera hecha clc la nacla, no podría
depravarse. Es deficiente de su ser la volunta^l por causa de
haber sido hecha de la nada.

** Abandonado l^ios, qued:cr,e en sí mismo, o sea quc se
complace consigo mismo, esto no es scr nada, pero sí acercarse
a ]a nada.

Aplicaciones de la "Psicología
de la Forma" a la enseñanza de

la Matemática

INTRODUCCIÓN

En mi trabajo anterior, publicado en los números 23
y 24 de esta Rr:vISTA, dimos a conocer nuestro punto
de vista acerca de la enseñanza de la "Matemática
F.lemental". Allí propusimos el "Método Heuristico
Activo" como el más ventajoso para el aprendizaje
y la formación de los alumnos. En este trabajo de
ahora presentamos nuestras ideas sobre !a enseñanza
de la Matemática en las Universidades y escuelas téc-
nicas superiores.

El trabajo propiamente dicho irá precedido de las
ideas psicológicas indispensables para su comprensión.
Para los que quieran ahondar en este campo incluí-
mos una breve nota bibliográCica al final.

Una vez expuestos los preliminares psicológicos,
haremos una crítica de los métodos usuales de ense-
ñanza y, paralelamente, daremos normas acordes con
los principios de la "Psicología de la Forma". Final-
mente, ejemplarizaremos las ideas generales mediante
temas del Análisis de la Geometría. F,n cada uno de
estos temas desarrollaremos el modelo euclídeo de
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haber sido sacada de la nada, y que esta nada pesa,
por así decirlo, sobre la voluntad como sobre toda
criatura. Pero por qué la voluntad se adhiere unas
veces a Dios y otras nq confiesa el mismo santo en
varios lugares del libro sobre el líbre arbitrio y en
ZQ Ciudad de Dios que él no lo sabe.

De todos modos, y sin penetrar más en tan arduo
asunto, creo que tenemos elementos suficientes para
entender por qué en último término toda la cultura
humana, producto de la cupiditas, de la adhesión al
mundo y no a Dios, sufre en el cristianismo una
esencial desvaloración. Sólo en ese difícil equilibrio
de amor a las criaturas por amor de Dios puede el
cristiano reconciliarse con cosas que pr•ima facie le
apartan de Dios. La auténtica cultura crístiana no
es una cultura de dominio del mundo, sino de huída
del mundo. La reconciliación del cristiano con el
mundo es siempre débil. El cristiano, que ha caído
en la cuenta, como decía algún místico español, halla
siempre que este mundo es insztisfactorio. Una ela-
boración del sentido cristiano de la cultura secular
llevaria a una paideia sin grandes entusiasmos por

el progreso técnico, por la economía, por la política,
por la sociología. He aquí el origen de la gran crisis
del sentido cristiano de la vida en un mundo vence-
dor de la materia y de la vida orgánica. Esta victoria
le es debida al hombre por su potestad superior, in-
teligencia y voluntad; pero, por otra parte, es una
rendición a la cupiditas.

MADhJEL CARDENAL DE IRACHETA

presentación y el que ĉorresponde a un método psico-
fógico comprensivo.

NOClONES SOBRE PSICOLOGIA DE LA FORMA

1) LA PSICOLOCÍA DE LA FOR-

MA FRENTE A LA PSICOLOCÍA

ATOMISTA Y ASOCIACIONISTA

La Psicología de la Forma es un movimiento psico-
]ógico iniciado por Max Wertheímer y continuado
fecundamente sobre todo por Wolfgan K^hler y Kurt
Kofka. Su contenido se comprende mejor analizán-
dolo como una reacción frente a la "Psicología Ato-
mista", a la que vino a sustituir.

Para los atomistas, llamados también mecanicistas
y asociacionistas, los contenidos psíquicos se podían
descomponer en elementos simples análogos a los áto-
mos de la materia inerte o a las células de los seres
vivos, Entonces, todo fenómeno psiquico no sería sino
la reunión de todos sus elementos simples lig^dos por

asociación segúq la distancia que los separase en el
espacio y en el tiempo (mecanicismo). Ejemplo: Cuan-
do yo tomo un helado de vainilla, de color amarillo,
obtengo una sensacián que es la resultante de las
sensacíones simples contenidas en la sensación com-
pleja. Así, para la Psicologfa atomista se tendría:
Sensación helado vainilla = sensación frío -}- sensa-
ción atnarillo -}- sensación dulce -{- sensación de sua-
vidad +- sensación vainilla.

Son muchísimos los experimentos que se han iclea-
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do, por parte de los psicólogos de la forma, para re-
futar esta concepción mecanicista de los fenómenos
psíquicos; y los resultados obtenidos han sido tan
contundentes, que puede decirse que hoy día ha que-
dado desterrada del ámbito científico de la Psicología.
A título de información, exponemos dos experiencias
que no dan lugar a dudas:

a) Si a un sujeto se le muestran varios pares de
colores, y entre eilos figuran dos pares grises, pero
un gris claro y uno oscuro, y luego el mismo oscuro
con otro más oscuro, se da el fenómeno de confusión,
y esto experimentado en gran número de sujetos. Este
hecho se escapa por completo a la explicación ato-
mista, pues, a pesar de ser los elementos distintos, la
sensación total es la misma. No se cumple, pues, la
ecuar,ióm escrita en el ejemplo anterior: Sensación
compleja = suma de las sensaciones simples.

La explicación dada por los psicólogos de la forma
es la siguiente: En Psicología, el todo es mks que la
suma de las partes. A la suma de las partes hay que
añadir e1 cómo están unidas; cómo están relacionadas.
Cada tipo de unión da lugar a una "forma", a una
"gestalt", a una totalidad. Para los psicólogos de la
forma la totalidad es más que la suma de las partes,
y tiene más fuerz.a, como contenido psíyuico, que las
partes por separado. En el ejemplo descrito, las pa-
rejas gris claro-gris oscuro, gris oscuro-gris más oscu-
ro, ptesentan la misma relación, la misma forma, y
esto da lugar a que se conciban como una misma cosa.
Se dice que ambas parejas presentan una misma "for
ma" cromática, y que esta forma tíene mucha más
fuerza que los colores por separado.

Análogo resultado se obtiene cuando se transpone
una melodía, es decir, cuando se traslada a otro tono.
Entre la primera y la segunda no existe ri una nota
común (elementos distintos); sin embargo, ambas son
sentidas por cualquicr sujeto como la misma melodía.
Los elementos son distintos, pero la FORMA, es decir,
la manera de estructuración, es la misma.

b) Otro caso, aún más significativo, para explicar
la fuerza de la "forma" frente a los elementos, con-
siste en presentar a diversos sujetos figuras incomple-
tas correspondientes a un mismo objeto. A pesar de
no percibir la totalidad de los elementos, todos com-
pletan la misma figura. F,ste es un caso que escapa
meramente a todo intento de explicación atomista.

Estos ejemplos, y otros mil de que están Ilenos los
libros especiales que se citarán después, demuestran
la afirmación de Wertheimer. "Las formas son totales,
cuyo comportamiento no se determina por el de sus
elcmentos individuales, sino por la naturaleza inte-
rior del total."

En los ejemplos analizados hasta ahora nos hemos
referido exclusivamente a formas sensitivas: ópticas
y acústicas.

Pcro la Psicología de la Forma ha aplicado también
sus principios a la teorfa del pensamíento. Todo acto
de pensamiento es una asociacihn de ideas, esto es
cierto; pero las ideas no se constituyen de cualquier
modo, sino quc, generalmente, tienden a constituir
"formas", estructuras determinadas, que son las que
dan sentido al contenido mental.

Tomamos del libro del doctor David Katz (que será
citado después) las siguientes frases: óComo podría,
pues, comprender la demostración dr un teorema ma-

temático si no fuera dudo a mi conciencia como una
totalidad, de modo que los miembros aislados per-
manezcan ensamblados unos con otros? l.a Psicología
de la Forma hablará en estos casos de formas (gestal-
ten) del pensamiento.

Nosotros podemos afirmar, tras nuestra experiencia
cotidiana, la veracidad del interrogante de Katz. Lo
que da fuerza a la comparación de un teorema ma-
temático es su "forma", la manera peculiar de estar
enlazados sus elementos para constituir la totalidad.
Todo !o que se pretende en este trabajo, que sólo
es un esbozo de la que pudicra ser tema de larga in-
vestigación, es demostrar la importancia que tiene
en pedagogía de la Matemática haccr Ilegar hasta los
alumnos las "formas" de cada teorfa incluyéndolas
cada vez mris en formas más amplias, correspondien-
tes a teorias más generales.

Finalmente, insistiendo en este punto de capital
importancia, queremos destacar la opinión del gran
sabio francés Henri Poincaré. Lamentamos no poder
hacer la cita precisa por no disponer en este mo-
mento del libro, La Ciencia y el Método, donde viene
expresada.

Refiriéndose Poincaré al fenómeno de la incom-
prensión matemática, dice, más o menos: 2Cómo es
que una ciencia que sólo se apoya en las leyes de la
Icígíca, por ejemplo, en el principio de contradicción,
generales a todo el género humano, deja de ser com-
prendida por la mayoría?

La contestación que da Poincaré a esta pregunta,
que él mismo se formula, es la siguiente: "La razón
está en que comprender un teorema no es simple-
mente entender cada uno de sus pasos-esto sí esta-
ría al alcance de cualquiera yue tuviese la paciencia
necesaria-, sino que dicha comprensión implica pro-
cesos psicológicos superiores de integración de "for-
mas". No sólo hay que comprender este o ayuel paso,
sino que hay que entender por qué se dan ellos y no
otros, y aún más: hay que adivinar cuáles han de
ser los pasos siguientes. Todo esto supone que el
indíviduo ha aprehendido la "forma" total del pro-
ceso demostrativo, y que ha visto los caminos para
incluírla en otras "formas" ya conocidas. Pero esta
aprehensión de "formas" no es posihle a todos con
la misma facilidad, pues tiene sus raíces en factores

congénitos, en la calidad hiológica del individuo. En
todo caso, la misión del profesor será la de ayudar
a sus alumnos a la formación de las cstructuras de
las teorías que explique. El profesor dehe ser un
promovedor de formas en la mente de sus discípulos.
^Cámo se consigue esto? F.sta será la pregttnta que
queremos resolver en lo que sigue, dándole la res-
puesta que nns parece más acertada de acnerdo con
nuestras experiencias intensamente vividas.

Pero antes queremos citar unas ideas de Kiihler a
este respecto, muy subjetivas y llenas de helleza e
interés, pues señalan el proceder de un verdadero pro-
fesor ante su clase. I^e nuevo rogamos a nuestros lec-
tores perdonen la falta de puntualidad en la cita, pues
ello se debe a que gran parte de nuestra hihlioteca
quedó en España, lo que me obliga a citar de me-

moria. La fuente es una Revista de Psicotecnia que
se edita en Rarcelona, en uno de cuyos númer^s están
incluídas unas canferenrias que el gran profesor Kóh-
ler dictó en la ciudad condal, de vuelta de su viaje
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por las islas Canarias, donde estuvo cinco años, ex-
perimenrando con chimpancés.

Se expres;t más o menos así: Supongamos que yo
explico ante un auditorio convenientemente capaci-
tado una de las leyes de la teoría de la relatividad,
de Einstein.

Sigo los pasos de la demostración con todo ordcn,
y en cada uno me detengo lo su6ciente para que los
alumnos comprendan el porqué de la transformación.
Cuando todos aseguran "que lo han entendido", sigo
al paso siguiente, y así hasta terminar. Es muy po-
sible que, después de toda esta tarea, yo observe una
indiferencia en los rostros (bastante desesperante, por
cierto, para un buen profesor) yue me indique yue
ninguno ha comprendido la cuestiún. Puede que la
haya entendido, pero entender es menos yue com-
prender. Entonces me lanzo a una segunda exposi-
ción, pero esta vez atendicndo más a la "forma", a
la "totalidad", que a los detalles. Entonces veré que
algunos rostros se iluminan, que una alegría vital
invade sus espíritus: es la respuesta de la vida ante
la concepción dc formas armónicas. Todo parto cues-
ta dolor, pero da luz y alegría cuando se produce.
Vemos en estas ideas de K^hler, que he procurado
recordar lo más fielmente posible, que el momento su-
premo del aprendizaje es el dc la concepción de la
forma.

Para terminar estas digresiones acerca de la im-
portancia del concepto de "forma" en los procesos de
aprendizaje, me permitiré aún dar dos ejemplos más,
de la Matemática elemental, con el fin de hacerlos
aseyuibles a un público más amplio.

Supongamos yue un profesor explica el procedi-
miento para llegar hasta la fórcnula yue permite re-
solver la ecuación de segundo grado:

a.r' -{- f,.r -i- c = 0 (1)

Más o menos, se expresará asf:
Primer paso.-Se multiplican los dos miembros

de (1) por 4a; se tiene:

a[l'x' -1- ^{a%J.C -l-'iut^ - ^ (Z)

Segundo paso.-Se suma y se resta al primer miem-
bro de (2) b'; se tiene:

4a'x' -l- 9abx -{- 9ru -I- h' __ h' - n (3)

Tercer paso.-EI primer miembro cle (3) se puede
escribir asi:

(2nx -^- h )' -}- 4ac - J^ = 0 (4)

como comprubaríamos desarrollando el cuadrado del
binomio y viendo la coincidencia de los primeros
miembros de (3) y (4).

Cuarto j^aso.-Se pasan los términos 4ac y b' del
primer micmbro de (4) al segundo; se tiene:

(2ax -1- b)' _- h" - 9nc (5)

Quinto paso.-Se extrae la raíz cuadrada a los dos
miembros de (5); se tiene:

2ax -}- h=-}^ v h' - 4ac (6)

Sexto paso.-Se pasa b al segundo miembro de (6) ;
queda:
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2ax = -h ^ l^ b' - -fac (7)

Séptimo paso.-Se dividen los dos miembros de (7)
por 2a, quedando:

x -

-b =+= y h' - 4ac

2a
(^)

He aquí un esquema de lo que se llama una ex-
plicación euclídea perfecta. Nada más cruel que este
tipo de exposición petrificada, que se repite, día a
día, en casi todos los Centros de enseñanza del mun-
do. Es muy lamentable yue, mientras la psicología
avanza y pone en claro los procesos reales del apren-
dizaje, los profesores de Matemáticas se mantengan
al margen y sigan encastillados en su fortaleza euclí-
dea, desde la que martirizan continuamente a sus
alumnos. Porque así como la concepció q de formas
armoniosas reporta alegría espiritual (la fruición deI
investigador de que nos habla don Santiago Ramón
y Cajal en sus farnosas Reglas y consejos para la in-
vestigación cientrfica), la imposibilidad de unir unos
elementos para construir un todo armonioso produce
una sensación de disgusto que se agrava atin más
por las negras ideas de inferioridad c7ue cruzan la
mcnte del alumno a cada momento. Los pasos de la
anterior demostración son todos correctos, y es seguro
que cualquier alumno, con base suficiente, los en-
tiende sin dificultad; pero, al final, se quedará tan
frío. En primer lugar, se ve sorprendido de ver la
facilidad con que el magister va colocando aquellas
piezas, pasando de la igualdad ( 1) a la (2), de la (2)
a la (3), y así hasta Ilegar a la (8). Lo más probable
es que antes de llegar a esa etapa sus instintos le
hayan aconsejado abandonar la marcha y haya echado
a volar su imaginación hacia otras ideas más agra-
dables; pero aun en el caso más favorable de haber
seguido fatigosamente hasta el final, repetimos que
manifestaría una indiferencia absoluta.

He aquí la explicación psicológica: EI profesor no
ha hecho nada por despertar en el alumno la apari-
ción de la "forma" en su espíritu. Sólo le ha dado
los elementos, fríamente encadenaclos, cotno al que
le dan en un montón las piezas de un reloj sueltas,
sin haberle enseñado antes una maqui,naria construf-
da, y se le pide que construya el reloj. El esíuerzo
que tendría que realizar sería enorme, si es que lo
lograba.

Otra cosa hubiera ocurrido si el profesor huhiese
procedido así: `'Tratamos de reso}ver la ecuación

ax° -}- bx -{- r• = o. (1)

Para ello vamos a tratar de transformarla e q otra
de primer grado, que ya sabemos resolver. Esto lo
lograríamos si pudiéramos construir un cuadrado per-
fecto. Por ejemplo, la ecuación de segundo grado

(x-^3)'=5

se pasa, extrayéndole la raíz cuadrada, a esta otra de
primer grado:

I
x -}- 3 = -!' ^ S,

que sabemos resolver. Por tanto, todos nuestros es-
fuerzos deben ir dirigidos a completar en el primer
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miembro de (1) un cuadrado perfecto. Para ello empe-
zaremos viendo que, como un cuadrado perfecto de
binomio se compone de los cuadrados perfectos de
sus términos y de su doble producto, para lle^;ar a
su construcción hay que completar lo que falta en
el primer miembro de (1), lo cual se logra mediante
los pasos señalados en la explicación anterior."

Pero como esta estructura puede resultar un poco
difícil por su generalidad, conviene que el alumno se
adiestre en la completación de cuadrados perfectos
mediante ejemplos numéricos, y sólo cuando esté fa-
miliarizado con el método se deberá pasar a la teoría
general. Procediendo de esta forma, el alumno tra-
baja persiguiendo un fin que conoce de antemano,
lo cual le ayuda a ir formando sus estructuras para
alcanzarlo. Cuando lo logra, no se le olvida fácil
mente, porque su éxito quedó grabado en su espíritu
con una alegría vital y, sobre todo, porque compren-
dió que todo el método se reduce esencialmente a
una sola idea: transformar la ecuación cuadrática en
otra lineal equivalente. Cuando un profesor actúa de
esta manera puede decirse que ejerce una verdadera
influencia sobre sus alumnos; pero la influencia más
sagrada, la que consiste, según Jaspers, en nromover
ideas fecundas en los otros, no en dárselas hechas. Por
el contrario, del profesor que siga el modelo de ex-
plicación euclídea, descrito anteriormente, se podrá
decir lo que se dijo de Jacobi: que en sus escritos
matemáticos se comportaba como el zorro que con
su cola tapaba las huellas para evitar que le si-
guiesen.

El segundo ejemplo prometido se refierc a la en-
señanza de la Trigonometría. Recuerdo a este pro-
pósito la conversación sostenida, entre cómica e indig-
nada, con el joven biólogo español Joaquín Templado.
Me explicaba él, medio en broma medio en serio,
cómo nunca había iogrado entender nada de la Tri-
gonometría. Recordaba con horror y con risa el día
que su profesor de Matemáticas en el Instituto les
presentaba la materia por vez primera. Y decía:

"Cuando menos me lo esperaba, me encontré con que
yo tenía que aprenderme lo que era el seno, sin sa-
ber para qué ni por qué. Después me hacían una
demostración de que no dependía de los lados del

ángulo, sino sólo de su abertura; suponiendo que yo
recordara la semejanza de triángulos, entendería aquel
paso; pero seguía preguntándome: iPara qué, por
qué? Sin haber salido de mi primer espanto, me en-
dosahan el coseno, y después la tangente, y después
la secante y la cosecante, y mil cuestiones más. Pero
yo seguía en ayunas acerca de la finalidad de aquellos
instrumentos; ignoraba para qué pudicran servirme,
y me veía imposibilitado para pensar por mi cuenta
y elaborar estructuras mentales que me permitieran
Ilegat a un resultado. ^CÓmo iba a reso]ver una cues-

tión que ignoraba? lAcaso los que descubrieron la
Trigonometría no sabían dónde iban? ^Por qué ocul-
tarme la necesidad de introducir estos elementos y
la manera de utilizarlos para resolver el prohlema
central de la Trigonometría?"

Y me seguía diciendo: "Yo tenía que optar entre
desesperarme o reirme, y me decidí por lo último.
Fué así-me dijo-como yo no aprendi Trigonome-
trfa."

Resumo a continuación la explicación que le di, que

le satisfizo por completo y que yo considero que de-
bía presidir todo texto de Trigonometría:

"Un triánKulo consta de seis elementos medibles:
tres lados y tres ángulos. La Geometría elemental me
enseña que con tres de estos seis elementos (uno, al
menos, lado) se puede terminar de construir el trián-
gulo. Le recordé los tres casos elementales de cons-

trucción dados dos lados y el ángulo que forman,
un lado y los dos ángulos contiguos o los tres lados.
Cuando estuvo convencido de esta parte, le dije: Si
ahora los tres elementos conocidos me los dieran
por sus medidas, por ejemplo, en el primer caso, 4m.,
6 m. y 60°, y me pidieran calcular los otros tres ele-
mentos (que ya están subordinados a los valores da-
dos), me meterían en un gran apuro, pues tendría
que manejar simultáneamente metros y grados, y yo
sé que sólo se puede calcular, en general, con mag-
nitudes homogéneas; por ejemplo, sé a qué me con-
ducen i m. -}- 2 m.; pero ignoro qué puede salir de
5 m. -^- 4° (ni nadie lo sabe).

Me veo, pues, en la necesidad de recurrir a un
artificio que me permita manejar simultáneamente las
medidas de los ángulos y de los lados, con el fin de
calcular, a partir de ellas, las de los otros elementos
del triángulo.

Esta dificultad de no poder mezclar lados y ángulos
en los cálculos se resuelve mediante una medición
indirecta.

Pero antes de seguir adelante expliyuemos qué es
una medición indirecta. Todos conocen las balanzas
de aguja, y si se fijan un poco en ellas observarán que
el peso de un cuerpo viene dado mediante una lon-
gitud: la desviación de la aguja.

^Cómo es esto posible? Sencillamente porque 1a des-
viación depende del peso, o en términos más mate-
máticos: la desviación es una función del peso. En-
tonces si se conoce la ley de dependencia entre los
pesos y las desviaciones de la aguja, es decir, la ley
que rige los cambios de las desviaciones al cambiar
los pesos, se podrán medir éstos mediante aquéllos.
F. q este caso, se sabe que la ley que relaciona pesos
y desviaciones es la ley de la palanca, que es una
proporcionalidad.

Por tanto, poniendo sobre el platillo ima unidad
de peso y marcando el punto indicado por la aguja
con un uno, por la proporcionalidad aludida ante-
riormente, a pesos dobles, triples, etc., corresponde-
rán desviaciones dobles, triples, etc.

Bastará, pues, tomar, sohre el limbo de la balanza
una escala graduada con determinado nínnero de uni-
dades de longitud iguales a la desviacicín correspon-
diente a la unidad de peso. Ahora, cuando en dos
magnitudes proliorcionales se toman como unidades
fiara ambas cantidades corresnondiente,c (en nuestro
ejemplo hemos tomado como unidad de longitud la
desviación correspondiente a una unidad de peso, no
el centímetrol, todo par de cantidade.c correspondzen-
tes queda medido por el mismo número. Por tanto,
yo puedo medir el peso de un cuerpo indirectamente
contando el nílmero de unidacíes de longitud barridas
por la aguja.

Este rodeo para medir una longitud se está dando
continuamente en todas las ciencias aplicadas. Los
aparatos de medición cléctrica-voltímetrns, amperí-
metros, etc,-no hacen sino medir la tensión, la in-
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tensidad, etc., de una corriente mediante desviaciones
de una aguja sobre una escala convenientemente gra-
duada. Otro tanto pucde decirse de los barómetros,
termcímetros, etc."

A1 llegar a este punto, me cíijo mi joven amigo:
"En cierto modo, esto lo hacemos todo el mundo. Por
ejemplo, cuando los biólogos deducirnos del canto y
de la expresión externa de los animales su estado de
celo, no hacemos sino sustituir unos hechos por otros
que dependen de ellos, aunque sólo sea de una forma
cualitativa: '

"Muy bien-le contesté yo-; veo que has enten-
dido lo de la medicicín indirecta; ahora espero que
entiendas la aparición del seno y del coseno, etc., en
la Trigonometría.

Para poder hacer intervenir las medidas de los la-
dos (metros) y de los ángulos (grados) simultánea-
mente en los cálculos, se ha ideado un procedimiento
que consiste en medir los ángulos mediante núme-
ros que dependan de ellos.

Por ej., dado el ángulo x(Fig. 1); si totno un punto,

C, cualquiera en un lado y por éi trazo la perpendicu-
lar CB al otro, se me forma un triángulo rectángu-

CB
lo: ABC. Ahora la razcín , que será un núme-

fl C
ro abstracto como cociente de dos longitudes, sólo
depende del vctlor x, pues al repetir la construcción
con otro punto, C', del lado AC, se tendrían los
triángulos semejantes .?RC y,4'B'C', y, por tanto:
CB C'B' CB
-_ . Entonces, puesto yue esta razón -
.dC AC AC
sólo depende de x, yo la puedo tomar como una me-
dida indirectu del úngulo, que, por ser ahora un nú-
mero abstracto, la podré manejar simultáneamente con
los ángulos en los cálculos. Por la misma razcín se
introducen cl coseno, la tangente, ete. A todas elias
se les llama funciones trigonométricas, y su aparición
en el campo de la matemática queda así despojado
de todo su misterio. Lcu ^uncioncs trigonométricas
tienen con^o finalidad cl pader manejar simultáneu-
mente los úngulos y los lados dc un tricíngulo en los
crilculos. I'llus corutituyen un procedimiento de me-
dición indirec•ta de los úngulos."

Al llegar aquí, mi amigo exclamó: "jAhora com-
prendo el sentido de todas aquellas definiciones yue
iban apareciendo ante mí cotno por arte de magia!"

A continuacicín, le dije: "F.L objeto de la Trigono-
metría es, dados elementos suficientes (lineales y an-
gulares) de un triángulo mediante sus medidas, calcu-
lar las medidas de los elementos restantes. Para esto
se estudian las ecuaciones dc ligazón entre los diver-
sos elementos del triángulo, siendo fundatnentales tres:

]`t La suma de los :íns;utos de un triángulo es
igual a 180°.

2.`c rl teorema de los senos.
3" El teorema de los cosenos.
Estas tres leyes nos dan un sistema de tres ecua-

ciones entre las medidas de los lados y las indirectas
de los ángulos (senos, cosenos, etc.), que nos permite,
conocidas tres de ellas, hallar las otras tres. Y esto
es todo.

'I'odos los esfuerzos que se hagan en Trigonome-
tría tienen que dirigirse al establecimiento de estas
tres leyes csenciales. 1_o demás son detalles técnicos

41

yue se deben ir dando a medida que se necesiten y
que nunca deben enturbiar la visión clara de la "fina-
lidad" dc la Trigonometría que ha sido aquí expuesta."

Mi amigo quedó realmente convencido de que la
Matetnática no era oscura, sino los profesores y los
libros qtte habitualtnente la enseñan.

A1 llegar a este punto, el alumno está en posesión
de la finalidad que se persigue en la Trigonometría:
establecer relaciones entre lados y ángulos en un
triángulo para poder calcular unos a partir de otros.
Ahora, el conocimiento de esta finalidad obra sobre
el espíritu como una fuerza integradora de formas.
De acuerdo con la Psicología de la Forma y con la
Psicología Topológica Vectorial de Lewin, se pro-
duce un campo en el espíritu análogo al campo mag-
nético de ía Física, que atrae a las ideas de manera
que se conexionan y se estructuran en "formas" con-
ducentes a la solución. )3n dcfinitiva: se impone como
una necesidad absoluta de toda buena explicación de
tnatemáticas el precederla de una exposición clarísima
de la finalidad que se persigue y de los medios con
que se cuenta para alcanzarla; sólo entonces estará
el espíritu en condiciones de desplegar su actividad
para organizar los elementos de que dispone. Por
ejetnplo: si se le muestra a un sujeto una máquina
y no se le explica su finalidad, es diEícil que llegue
a comprender por qué está hecha así ni para qué
sirven sus elementos. En cambio, si se le advíerte
de antemano "para qué" sirve la máquina (por ejetn-
plo, que se trata de vna máquina de hilar}, poco
a poco, con esa idea fija de yue sirve para hilar, que
origina un campo de fuerzas integradoras de formas,
irá comprendiendo que tal orificio está para pasar el
hilo, que tal tubo giratorio está para retorcer el al-
godón, etc.; e incluso, si está dotado de buenas cua-
lidades biológicas, concebirá nuevas formas y nuevos
elementos capaces de perfeccionar la máquina.

Decimos si está dotado de bucna calidad biológica
en el sentido de que no todos los espíritus tienen
la misma capacidad de integración de formas. Es in-
teresantísima a este propósito una conferencia de
Poincaré, inserta en su libro, ya citado, La Ciencia
y el Método, y sobre la cual basó Jacques Hadamar
su librito Psicología de la Invención en el Campo
Matemático, que recomendamos a los lectores por su
amenidad y riyueza en sugerencias útiles. (Se citará
oportunamente al final del trabajo.)

Un ejemplo bien claro de las diferencias de capa-
cidad para la integracicín de formas maternáticas nos
1o proporciona un episodio de la vída de Gaus. Sien-
do éste un niño, en edad escolar, su maestro propuso
a la clase el siguicnte ejercicio para adiestrarle en
el cálculo mental: sumar lo más rápidamente posi-
ble I-}-2-^-3-{-4-{-5-{-6-{-7-^8. El maestro quedó sor-
prendido a n t e la respuesta, casi instantánea, de
Gaus: j36! Entonces le preguntó cómo lo había
hecho tan rápido, a lo cual contestó el niño con la
mayor naturalidad: "F-ie sumado el 1 con el 8, el 2
con el 7, etc., y como todos me dan ^, y hay cuatro
parejas, el total será 9 X 4= 36." A nadic se le ocu-
rrió esta "forma" de asociar los números que implica
el descubrimiento de la ley de las progresiones arit-
méticas. Scílo una mente privilegiadn, como la de
(^aus, cs capaz a tal edad de tales intuiciones.
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LAS IDEAS DE PO[NCARÉ ACERCA DE

LA ESTRUCTURACIÓN DE PORMAS MA-

TEMÁTICAS Y LA TEORÍA DEL CAMPO

REVISTA DE EDUCACIÓN

En el libro ya citado de Poincaré, Cicncia y Mé-

todo, expone los procesos mentales por que él pasó
cuando descubrió las funciones fuchsianas. Y edifica
una teorfa bastante curiosa. Según Poincaré, las ideas
serían comparables a las moléculas de una masa ga-
seosa que se mueven a grandes velocidades, chocan-
do unas contra otras. Sólo ciertas uniones producen
la solución. ^Cómo entre los miles y miles de com-
binaciones que pueden hacerse se logra que se unan
aquellas que se fecundan? Aquí Poincaré, con un
sentido agudísimo de la dinámica espiritual, da una
solución análoga a la cle la Psicología de la Forma.
Se asocian precisamente las ideas que constituyen for-
mas, porque cada captación de una forma produce
una sensación vital agradable, y es por esto por lo
que la vida, con sus movimientos ocultos y misterio-
sos, pero sabiamente dirigidos, obra como un vector,
que impulsa las ideas hacia el buen camino. Un
simple mecanismo sería incapaz de explicar cómo se
logra la solución de un problema difícil. Z'enemos que
convenir con los psicólogos de la forma y con Poin-
caré que la integración de formas está regida por
leyes que dimanan de los factores congénitos más
profundos.

Entonces el programa cle toda pedagogía matemá-
tica tiene que basarse en la manera de conseguir des-
pertar en los alumnos ese conjunto de fuerzas vitales
que obran como integradoras d^ formas.

CONSECUENCIAS PEDAGÓCICAS

Y NORMAS DE ACTUACIÓN

Creemos que ya es hora de concretar todas estas
meditaciones y darles forma práctica.

Sin embargo, nos adelar7tamos a desencantar a los
que piensen que a continuación van a encontrar una
panacea compuesta de cuatro píldoras mediante las
cuales se pueda dar la rnejor enseñanza de la Ma-
temática. Por el contrario, apenas si expondremos
normas cristalizadas. Y entonces se me dirá: 1A qué
vienen tantas digresiones si de ellas no vamos a con-
cluir nada en concreto? A ello contestamos, con toda
seguridad, que el profesor que se mantenga con la
idea fija de que su misiún es la de promover las
formas maternáticas en las mentes de sus alumnos,
y que tiene que atender al todo más que a las partes
para eonseguirlo, dicho profesor, aseguramos, se irá

mejorando poco a poco, porque esa idea le irá mar-
cando caminos nuevos cada vez que explique una
teorfa. En definitiva, el tener ideas claras de la misiún
que corresponde al profesor en el ejercicio de su tarea
es lo que más puede contribuir a su perfeccionamiento.

No obstante, destacaremos algunas observaciones
prácticas en forma precisa:

1 a Toda explicación debe ir precedida de una
visión de conjunto, señalando claramente qué. se per-
sigue y con qué medios se cuenta para alcanzarlo. A
este respecto es fundamental la visión histórica del
problema: cómo surgió, para qué y por qué. Final-
mente, las ideas que entran en juego en la solución.
Todo esto ayuda y predispone al alumno para la
organización de formas.

2 Q Deben agruparse aquellas teorías que presen-
ten la misma "forma". Pues, una vez vencido el pri-
mer esfuerzo de estructuración, se pueden lograr gran
cantidad de hechos que se agregan al primer modelo.
Por ejemplo, cuando se estudien las magnitudes pro-
porcionales, una vez comprendida por el alumno la
definición, estructurada por él, y la propiedad funda-
mental, deben dársele, como ejemplos de magnitudes
proporcionales, los teoremas de Thales de la Geome-
tría métrica, la teoría del movimiento uniforme de
la Física, la ley de Boyle-Mariotte, etc. En general,
presentar todas aquellas cuestiones que obedezcan a
la misma estructura, como simples ejemplos de un
modelo único.

Nos decía a este propósito el gran matemático es-
pañol don Tomás Rodríguez Bachiller yue en ma-
temáticas hay que tocar pocas teclas; lo importante
es tocarlas bien. Y, en efecto, si se acosturnhrara a los
alumnos a sacar todo el partido posible de cadu teo-
rema yue se les enseña, comprendiendo en él toda la
multitud de cuestiones que caen bajo su dominio,
en poco tiempo se verían familiarizados con casi todo
lo que se les presentase.

Como ejemplo notable de esta norma presentare-
mos el de la enseñanza de la Geometría analítica.

En los tratados clásicos de esta materia aparecían
separadas la Geometría analítica plana de la del es-
pacio (así figurarán en los planes de estudio de Tunja).
Esto hacía que teorías como la de la recta en el plano
y el plano en el espacio, o el círculo y la esfera, de
idéntica estructura, fuesen presentadas a los alumnos
a veces con un año de distancia. Nada más dispa-
ratado que este punto de vista, afortunadamente su-
perado por todos los autores modernos de prestigio.
Véase, por ejemplo, la magistral obra de Annibale-
Commessatti Lezioni di Geometria Analitica e Pro-
iecti va.

Recomendamos a]os profesores de esta materia que
aún sigan libros antiguos que mediten serenamente
sobre este punto.

3." Utilizacifin de instrtrmentos adecuacíos: En cada
teoría matemática se pueden utilizar diversos instru-
mentos para alcanzar sus fines. Por ejemplo, para re-
solver cuestiones de C^eometría mediante el cálculo
se pueden utilizar las coordenadas carteslanaS o los
vectores lil7res; para resolver un sistema de ecuacia
nes lineales se pueden seguir los tres rnétodos clá-
sicos o utilizar los determinantes, etc.

Pues bien: en cada caso debe utilizarse el instru-
mento que haga ]lcgar de la forma más clara al alum-
no la esencia de las cuestiones y que mejor le condi-
cione para pensar sobre ellas.

Está claro que en los eje.mplos indicados deben uti-
lizarse los vectores en la mayoría de los casos y los
determinantes para estahlecer los teoremas fundamen-
tales de la teoría general.

Asimismo, para explicar transf.ormaciones en CĴeo-
metría o la teoría de las formas cuadráticas planas y
espaciales, convendrá utilizar la notación matricial.

4`r Presentar la teoría en forma de problema, de
manera que el alumno se sienta interesado en su so-
lución.

5." Dar al principio una visión intuitiva, siempre
que sea posible, aunque luego se den las demostra-
ciones lúgicas. Hacer sentir la necesidad de una de-
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mostración antes de etnpezarla. Esto despierta el in-
terés por seguirla.

6 a No dejar ninguna teoría sin aplicación prác-
tica. Cada punto debe ír ejemplarizado con un pro-
blema tipo. CUeneralmente ocurre que lo que se re-
cuerda es el ejemplo, y que apoyándose en él, se
reorganiza el teorema general.

7 a Preparar cada cuestión nueva con una serie
de ejemplos muy simples, apoyados en leyes conoci-
das, y cuya solución se consíga por caminos análogos
a los que han de emplcarse para lo nuevo que se trata
de enseñar,

Este procedimiento de ejemplos preparatorios es de
una eficacia sorprendente, pues aytida a organizar la
estructura nueva, porque ya se está familiarizado con
otras an^alogas. Ya indicamos esto al tratar el ejemplo
de la ecuación de segundo grado.

8 a No pasar de un teorema a otro mientras no
esté bien comprendido el primero, e insistir en aque-
llos que son como fos puntales de la teoría. Por ejem-
plo, es inútil seguir adelante en la teoría de los deter-
minantes sin que los alumnos hayan comprendido
perfectamente la definición. Para convencerse de ello
hay que ponerles ejemplos e invitarles a que formen
términos del determinante con sus respectivos signos.
Sólo cuando el profesor esté convencido de que domi-
nan la definición bien, debe seguir adelante; de lo
contrario, perdería el tiempo lamentablemente, ya que
todas las estructuras de los teoremas siguientes se for-
man a expensas de la definicibn.

Para terminar, daremos un ejetnplo más de expli-
cación, tomado de la CGeometría.

EJLMPLO 1 ^

F.1 teorema de la bisetriz de la Geometría
ITlemental

A} Modelo de presentación euclidea.

Teorema.-En todo triángulo la bisectriz de un
ángulo divide al lado opuesto en partes proporcionales
a los lados contiguos.

Uemostración.-Sea el triángulo ^1BC (Fig. 2). Sea
:4H la bisectriz del ángulo . ^. Prolonguemos BA
hasta un punto, P, tal, que AI' - AC. Entonces el
triángulo ACP será isósceles, y, por tanto, ACP=APC.

Ahora, el ángulo PAC es suplemento de APC-}-ACP,
y, al mismo tiempo, de BAC; luego BAC=.9PC-}-ACP
(por tener el mismo suplemento^. Pero BAN=HAC,
por ser AH bisectriz de ,9. Entonces será HAC=ACP,
y como son alternos intcrnos, las rectas AH y CP
serán paralelas, y podremos aplicar el teorema de
Thales a IaS rectas concurrentes en B, cortadas por
las paralelas .9H y CP, con lo que se tiene:

13 H H C, a. c. rl.

c G

Aún recuerdo el martirio espiritual que me produjo
aprender este teorema de esta forma siendo estudiante
de Bachillerato.

La conclusión queda en suspenso hasta el final, y
en un primer estudio es imposible ímaginarse para
qué se van haciendo todas aquellas cosas ni para qué

se establecen aquellas equivalencias. Es alga como
meter alimento a la fuerza a una persona que está
dormida. Pues bien: este teorema se continúa ense-
ñando así en casi todos los sitios en que se enseñan
Matemáticas elementales. No nos extraña el horror
consabido con que son recibidas y no aprendidas por
la mayoría de los alumnos.

B) Modelo de presentación
comprcnsivo

Primera etapa.-Plantear la cuestión como un pro-
blema.

tExistirá alguna relación entre los segmentos BH,
HC y los lados? El alumno podrá ensayar y ver cómo
al variar unos varían 1os otros. Entonces empezará a
sentir curiosidad e interés por la cuestión. Ahora se
le ayudará a elegir entre la multitud de relaciones
posibles, indicándole: 1Convendría probar si existe
proporcionalidad?

Se hacen algunos ensayos que les hagan ver que la
hipótesis es píausible. Después se les dice: Cuando
varios segmentos son proporcionales "forman" una fi-
gura corno la del teorema de Thales. Luego yo debo
introducir en el triángulo los elementos auxiliares ne-
cesarios para completar una estructura de Thales.
Ahora como BH y HC (dos segmentos vitales en el
teorema) están en el lado BC y también interviene
c= AB, resulta natural prolongar BA y trazar por C
la paralela CP a AH. Así tengo utia figura de Thales
que contiene a ojos wstas tres de los segmentos quc
me interesan: BH, HC y c. Tenemos que ver cuánto
vale AP, La consideración de las paralelas AH y ^P
me hace concluir que el triángulo P,4C es isásceles,
y, por tanto, que AP = AC = b. Después de esto, el
teorema se termina inmediatamente.

Este modelo puede parecer menos académico, me-
nos correcto, pero es más vital. El alumno sabe adón-
de va y cuáles son los caminos que le conducen. Tra-
baja y llega. No camina ciego, y esto le hace percibir
la estructura. El profesor, como se decfa de Sócrates,
hace de partero, pero el alumno es el que alumbra
su verdad.

Las ventajas de proceder así son tan grandes, que
no merece la pena insistir sobre eltas. Sblo destacare-
mos que trabajando ásí el alumno no se cansa y pue-
de perseguir la idea durante largo rato, porque sabe
adónde va; pero, sobre todo, porque la va haciendo
suya.

Dejamos para otros posibles artículos orientaciones
precisas acerca de la aplicación de estas ideas a las
diversas ramas que constituyen hoy la matemática.
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