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INTRODUCCIÓN

Los números juegan un papel central en la enseñanza de las matemáticas y de
todas las ciencias, incluidas las sociales. Sin embargo, la experiencia cotidiana de los
profesores pone en evidencia que el aprendizaje de los números obtiene poco éxito.
Podemos decir que la enseñanza de las matemáticas y, en particular, la de los números
alcanzan un alto fracaso escolar, tanto desde el punto de vista de los índices de
suspensos, como desde la perspectiva de un aprendizaje útil (en el sentido de las
matemáticas como instrumento y también como disciplina formadora de cualidades
intelectuales).

EI proceso de enseñanza-aprendizaje de los números está plagado de in)portantes
dificultades y las investigaciones acerca de este pmblema son numerosas, constituyendo
una de las fértiles líneas de investigación que se desarrollan sobre la enseñanza de
las matemáticas.

Uno de los aspectos que, a nuestro,juicio, no ha sido suficientemente estudiado
es la determinacicín de lo que realmente los alumnos Ilegan a conocer tras el proceso
de aprendizaje y cuáles son las dificultades principales que surgen a lo largo de la
enseñanza de los nínneros. En esta línea se encuentr^t nuestro Fstudio sobre el ^tirendizaje
de los númrrns rre las F.n.cc^rt.anzas liásica y Medicz (Gnrl^^o Anak^a, l^)R'.1- I^19(11: (•n :ulelante
nos referiretnus a él de• Gtrttia abreviada con la denuntin;tc^icín ^Ir• l^^i(^il(rr_

(*) Fste trabajo forma partr de un proyecto selrccionado en el Concurso Nac ional de Proyectos de
Investigación F.ducativa de 1988, convocado por el Ministerio de M:ducación y(:iencia y tinanciado por el
Cenu^o de Investigación y llo<umentacibn Educativa de rse Ministerio.

(**) Dirección: Anlonio Martinón. Coordinación: "teresa Vázyuez, Ana A. Pérez, Justo F'ernández,
Juan R. Rqjas,Josĉ M. ÁLrnto y M. Uolores Saurct. Nealizacicín: AdcmSs dc los antcriores, Catalina 1). García,
Francisca García, F:milio M. Hernández, txabel Ledrsma, M. (.:rnnrn Manriyue, Juan M. Moreno,
M. Mercedes Pania^ra, Pedro S. Perestelo, M. Uolores I^irtn, M. AnKclrs Rodríhurz. M. Trresa ti:ínchcr y
M. Luisa 'rbrrrs.
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Algtmas investigaciones previas abordan esta cuestión, pero de forma parcial, y
no llegan a cubrir todos los niveles educativos ni todos los objetivos propios de la

ensetianza de los números. Trabajos anteriores a nuestro F.studio desarrollados en

Canarias (el mismo ámbito geoí,n•áóco que el nuestro) son los siguientes: Afonso

Martín y otros, 1986; Balbuena y Pérez, 1982; Bonilla y otros, 1979; Hernández

Domínguez y otros, 1986; Molina y Martinón, 1982.

F.n nuestro Estudio nos propusimos analizar el aprendizaje de los números desde
Primero de la Enseñanza General Básica (EGB) hasta Ptimero del Bachillerato Uni-
ficado y Polivalente (BUP). Se trataba de conocer, con precisión, yué sabían y qué no
sabían los alumnos, así como de detectar cuáles eran las dificultades que se les
presentaban. Se excluyeron los números complejos. Los sistetnas numéricos que se
estudian son, por lo tanto, los naturales, racionales no negativos, enteros, racionales
y reales. Para ello decidimos realizar una amplia encuesta entre los alumnos y
estudiar los resultados de la misma.

Debemos mencionar que se han tenido en cuenta numerosos trabajos, además de
los citados anteriormente. Entre ellos destacamos los siguientes: Behr y otros, 1984;
Bell, 1986; Bezuszka y Kenney, 1983; Comas i Mongay, 1986; Fischbein, 1985; Gascón
Pérez, 1985; Grisvard y l.eonard, 1983; Grossman, 1983; Grupo Cero, 1984; Kilian y
otros, 1980; Laing y Meyer, 1982; l.amarca, 1985; I,eonard y Grisvard, 1981; Lessen y
(:umbland, ]984; Maraschini y Mayer, 1983; Mialaret, 1977; Palacios y Ron, 1986;
Perret, 1985; Rico y Sáenz, 1982; Roseman, 1985; Siders y otros, 1985.

Basándonos en los datos de nuestro Estudio, hemos desarrollado posteriormente
diversos trabajos: Díaz, 199U; Fernández, 1990; Martinón y Sauret, 1990; Perestelo,
199U; Pérez y"I'orres, 1990; Vázquez y Álamo, 19^)U.

En este artículo presen[arnos la metodología cle nuestro Ectudin y ofrecemos las
conclusiones que tienen carácter general, y a las yue habria yue atiadir otras muchas
particulares.

METODOLOGÍA

Se resume a continuación la metodología utiliz.ada. Una arnplia exposición se
encuentra en el capítulo 1 del Estudio.

Objelivos of^eralivns

Nuestra primera tarea consistió en la elaboracicín de un listado con los contenidos

ac.erca de los ním^eros, desde Primero de EGB a Primero de BUP. Hatos contenidos
se redactaron en forma de objetivos operativos; es decir, lo que, a nuestro juicio,
eonstituían las unidndrs bcísi^as del a^rrendixaje, detalladas al máximo, o los items en los

que se podía dividir el aprendizaje.

La confección de una relación de tales objetivos operativos se nos presentó Ilena
cíe escollos, dado el carácter difuso de la propia idea de objetivo rrfierativo. Desde un

comienzo fuimos conscientes de que cualquier relacicín de objetivos o^ierativos era dis-
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cutible, y realmente fue muy discutida entre nosotros misrnos. Casi siempre permaneció
la duda acerca de si un determinado objetivo UZierativo debía dividirse en varios o si,
por el contrario, debían agruparse varios en uno solo.

Un ejemplo ilustrará mejor lo yue decimos. Los objetivos operativos yue redactamos
correspondientes a la escritura de números naturales en Yrimero de EGB fueron los
siguientes:

Escribir un número del 0 al 9.
Escribir un número del 1 D al 99, sin 0.
Fscribir un número del 10 al 99, con 0.

Resulta razonable plantearse si, en lugar de los dos últimos objetivos operativos,
debían haberse incluido los nueve siguientes:

Escribir un número del 10 al 19.
Escribir un nú^nero del 20 al 29.

... ... ... ... ... ... ... ...
Fscribir un nú^nero del 80 al 89.
Escribir un rrúmero del 90 al 99.

L.os resultados obtenidos permiten ahora valorar, con cieno rigor, lo acenado de
haber considerado un cierto conocimiento como objetivo uperativo. Gontinuando con
el mismo ejemplo, se ha puesto de manifiesto en el Estudio yue algunos alumnos
confunden los números de la forma sesenta y... con los de la fonna setenta y...; por
lo yue, a la hora de redactar los objetivos operativos, esto debió haberse tenido en
cuenta, de manera que se hubiera podido apreciar con más detalle las dificultades
que los alumnos tenían en el aprendizaje.

Se redactaron en total 1.025 objetivos a/^erulivos, que fueron sometidos a cuatro
grandes clasificaciones:

1) Segtín el nivel: Primero de 1':GB, Sel,nrndo de f':G13, ..., Octavo de 1•;GB y Primero
de BUY.

2) Se^tín el sistema nurnérú•o: naturales, racionales no ne^uivos, enteros, racionalrs
y reales.

3) 5e^ítn el tema: conjunto, suma, cíiferencia, producto, división, potenciación,
radicación, divisibilidad y orden y representación gráfica.

4) Segírn el subtema.

4;je►-cicios y pruebas

Para cada objetivo npr^r-ativo se redactaron ejerc7rios (uno o varios, se^rín los casos),
yue se propusieron a los alumnos para su resolucicín. Hstos ejercicácu han supuesto, en
muchos c<tsos, IO (lUe podríamos denominar suhabjetivo.c crjirr-atfvoc.

Si en la bibliol;^r-afía que sc: ha manejado existían ejc:rcicios adecuados para cierto
objetivo opc:rativo, han sido éstos los elr^idos.
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EI número de ejercicios propuestos a los alumnos fue de 1.592. Los ejercicios se
agruparon en ^iruebas y éstas se pasaron a los alumnos del nivel inmediatamente
superior al que correspondían los objetivos operativos.

Las pniebas se pasaron, para su resolución por parte de los alumnos, en distintos
centros de enseñanza. En total colaboraron 6E) centros, en su mayoría, situados en el
área metropolitana de la isla de Tenerife (municipios de Santa Ctuz de Tenerife y La
Laguna), aunque también hubo centros de zotlas rurales y de otras islas del archipiélago
de Canarias.

Cada prueba se pasó entre cinco y ocho contros diferentes, procurando siempre
que la eiección de los centros para cada w^ta de las ,prttebas garantizara una cierta
variedad geográf ca y, consecuentemente, eco^rótnica y social. Cada pregunta fue
respondida por un número de a1umnos que osciíaba entre Ss y 229.

A continuación se indica el número de pruebas pasadas en cada uno de los
niveles, los números de centros y alumnos que participaron; señalándose también las
edades aproximadas de la mayoria de los alumnos.

Nivel
Número

de pruebas
Número

de alumnos
Número

de centros
Edad aprox.
de alumnos

Segundo de EGB ................ 12 1.071 24 7á;
Tercero de EGB ................. 9 1.162 26 8-9
Cuarto de EGB .................. 25 1.197 81 9-10
Quinto de EGB .................. 23 1.568 27 10-11
Sexto de EGB .................... 7 2.008 Sl 11-12
Séptimo de EGB ................. 20 1.570 29 12-19
Octavo de EGB .................. 14 1.555 9^3 13-14
Primero de BUP ................. 17 2.939 21 14-15
Segundo de BUP ................ 17 1.281 18 15-16

Corrección de las pntebas

La corrección de los ejercicios se efectuó con el criterio de óien (1) o ^nal (0), sin
considerar otras calificaciones. EI procedimiento fue el siguiente:

1) l.os profesores responsables de un ciclo fijaron criterios de cotrección para
cada ejercicio. Luego corrigieron las pruebas y sumaron los aciertos de cada ejercicio
por grupo de alumnos.

^2) l.os coordinadores del trabajo revisaron, mediante una muestrd, las cotrecciones
y las sumas de los aciertos de cada ejercicio por gtvpo de alumnos.

3) Posteriorn^ente, las sumas de los acierlos de cada ejercicio, por gnapo de
alumnos, se trataron mediante un programa inlbrniático, y se obtuvieron los resultados

para cada ejercicio.
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Obtención de conclusiones

Una vez conseguidos los resultados totales para cada uno de los e_jercicios, se
inicíó la fase de obtención de conclusiones.

En primer lugar, cada grupo de profesores (por ciclos educativos) estudió bs
porcentajes de aciertos obtenidos y elaboró con ellos los P►zmeros Inform^s de Conclu-

siones.

Se contrastaron los disŭntos Primeros Informrs de Conctusiones y con ellos se elaboró
un Seg^undo Informe de Conclusiones, en el que la metodología de exposición fue idén ŭca
para todos los niveles.

Ia redacción de esoe Sr^undo In)6rnu dt Conclt^.siones se hizo atendiendo a los siguientes
aspectos: conjuntos numéricos, significado y propiedades de las operaciones, c:ilculo,
problemas, alge>ritmo, divisibiiidad, otden y representación gráfica. Una versión, mejorada
y sinteŭzada, del Segundo Infornu de Concl^resiarrGS consŭtuye el capítulo 2 del Fshulw.

El Segundo Informe de C.onclusiones fue discuŭdo en el Primer Seminario sobre ei
AZirendizaje de los Números, organizado por nosotros, en el que pariiciparon 56 de los
profesores que colaboraron en la aplicación de las pruebas a sus alumnos.

Teniendo en cuenta el Segundo Infornu de Conclusion^s y los resultados del Primer
Seminario sobre el Apreruiizaje de los Nxímeros, se redactó el Info-rn^e Dieftnitivo dt Conclusiones,
que consŭtuyen los capítulos 3 a 11 del Fstudio.

(:ONCLUSIONES GENERALES

Se obtuvo multitud de conclusiones. Aquí presentamos ayuellas yue ŭenen un
carácter general y que resultan, a nuestro juicio, las más interesantes.

El progresivo empeoramiento del aprendizaje

Podemos resumir esta primera conclusión diciendo que los alumnos aprenden
menos a medida que aumenta el nivel educativo en el que se encuentran. Fijando la
atención en los niveles extremos, los alumnos de Primero de F:GB aprenden casi
todo lo que se les enseña, mientras que los de Primero de BLiP aprenden muy poco.
Aunque ésta es la tendencia general, debe señalarse que, a la hora de analizar los
datos, surl{en excepciones, como ahora se verá. l.os porcentajes medios de aciertos
por alumno para cada nivel fueron los siguientes:

Nivel
Acicnos

(%^l

Seí{undo de EG13 ................ ti0
'1'ercero de k:GB ................. 7:i
Cuarto de EGA .................. 6N
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Nivel
Aciertos

(%)

Quinto de EGB .................. Fi8
Sexto de EGB .................... 43
Séptirno de EGB ................. 48
Octavo de F.GB .................. 57
Primero de BUP ... .............. 52
Segundo de BUP ................ 42

Se puede apreciar que, en general, los porcentajes van disminuyendo. De180 por
100 de Segundo de F.GB se desciende progresivamente hasta el 43 por li)0 de Sexto
de EGB; pero al llegar a Séptimo de EGB, el porcentaje aumenta en relación al nivel
anterior, y vuelve a subir en Octavo de F.GB; aunque a partir de ayuí decrece de
nuevo en Primero y Segundo de BtJP, hasta Ilegar al 42 por 100.

Lo anterior tiene diversas explicaciones: A medida yue aumenta el nivel, los
contenidos crecen en dificuhad. También se puede argtrmentar que el aprendi7aje
de las matemáticas tiene carácter acumulativo, de manera yue las deficiencias de un
nivel se multiplican en los niveles superiores. Por otro lado, no podemos olvidar que
una mayor abstracción lleva consigo una disminución del interés en la rnayoría de
los alumnos.

En el trabajo de Perestelo (1990) se encuentra un más amplio análisis de lo

comentado en esta sección.

I,a asimetria en el aprendizaje

A lo largo de todos los niveles de F.GB y BUP se detecta un íencímeno en la
enseñanza de las matemáticas, particularmente en la de los números, que hernos
denominado usimetréa rn el aprer:dizaje. E;sta situación cie asimttrfu se presenta en
ternas muy variados. Presentamos ahora varios ejemplos yue corresponden a diferentes
tipos de asimetría.

Hay operaciones con los nítmeros yue tienen más de un significado, y ocurre yue
estos significados alcanzan un aprendizaje desigual. Veamos un ejernplo yue aclare
la idea. E:1 cociente de la división entera de a entre b tiene dos significados, aunyue
en el aprendizaje no se ponen de manifiesto con igual intensidad:

1. F.1 significado de riúmerr^ dP grttfic^s que aparecen al repartir a objetos en l,mtpos

de tarnaño h.

2. F:I significado de tamaño d^ cada gntpn al repartir a objetos en h grupos de i^,ntal

tamaño.

EI siguiente problerna corresponde al significado cle riúmrro dv,^mcjios:

^Cuento 18 ru^da.s dv hiriclPta. `(:ucíntas niriclPtas íeay rN

Eate otro enunciado corresponde rtl signiticado de tarnaño dr e-ada ,^ru1^o:

314



«He rompra^o 5 homhnnes por 45 p^s. ^ Cuczrtto czcesta un bombrin ^»

E:n los problemas propuestos a los alumnos cle ^.° y 5.° de E':Gl ŝ, los porcentajes de
aciertos se sitúan en los intervalos que se indican en el si^riente cuaclro:

Nivel
Niímero

de gnipos
Tamaño

clel };rupo
^%) (^^o)

4.^' EGB ....................... 57-67 72-82
5.^ E(;B . ...................... 28-41 24-74

Concluimos que los dos sigrrificados de la división tienen un aprencíi'r.aje asimétrico,
en el sentido de yue los alumnos conocen y rnanejan mejor el segundo signiticado.

Hay cierto tipo de procesos en los yue puede considerarse inverso uno del olro,
de modo yue los resultados yue obtienen los alunrnos son diferentes en uno y otro
proceso. F.jemplos de este tipo de procesos son: la l^ctura/rscritura de nítrneros y la
represenlación/leclura de números en una recta.

l.a lectura (escribir con palabras un número cíado con cifras) y la escritura (escribir
con cifras un núnrero dado con palabras) de números naturales arrojan resultados
diferentes, tal como se pone de manifiesto en el sil,luiente cuadro:

Nivel
)'scritur.^

(^^n%

l.ectura
^^o^

2." )':GA ....................... 79-Rfi Rfi-9fi
^i." EGA ....................... 74-R3 RCi-yfi
9.° F:C13 ....................... a4 ^a2 til-<,a7
5." 1':CH .. ..................... tif^-4)0 69-9`^

Yor lo tanto, es mas dificil la escrilura que la lec2ura de números naturales. C)tros
resriltados per ►niten afirrnar que también es más diticil la escritura yue la lrctura dr
decimales con parte entera nula. Yor el contrario, es tn:Is difícil la lectura que la
esrritura de decimales con parte entera no rtula.

La represerttaritin de ntímeros sobre una recta, en la que se han srrralado wi
origen y una unidad, arTOja mayores porcentajes de acienos yru• l:t lrrtura de un
número ya representado. Por ejemplo, a los alumnos de 4.° de }':(:f3 sr les plantearon
los sigttientes ejercicios:

«ii'epre.srnla .sobrP la r^cta Pl númPro ?.»

I I I I I I I 1 1 I_l_l- I I 1 I I I I I I^^
0 1
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«Escribe el número cuya representación gráfrca es la marcada con *.»

^ ^ ^ i i ^ i i

0 1 *

A los alumnos de 5." de EGB se les propuso la resolución de ejercicios similares,
pero con fracciones. Los resultados fueron los siguientes:

Ejercicio
4.^' EGB

(%)

5>' EGB

(oIo)

Representar un número ......................................... 80 8-57
l.eer un número representado .................................. 39 0-19

En los casos de operaciones conmutativas ocutre, en cierto tipo de cálculos, que
los resultados dependen del orden en el que se den los elementos yue intervienen.
Veamos tres ejemplos.

A los alumnos de 7.° de F.GB se les propuso el cálculo de la suma de un número
natural más una fracción. Segím el orden de los sumandos, los resultados fueron los
siguientes:

Orden de sumandos
Aciertos

(%)

Natural -f fracción .............. 26
Fracción + natur•dl .............. 44

Se concluye que es más dificil para los alumnos el cálculo del tipo natural +%rac-
cáón que el del tipo fracción ^- natural.

La lectura de igttaldades no se asimila de la misma martera en los dos sentidos.
Por ejemplo, la i^ualdad yue relaciona la potencia de exponente natural con el
producto de factores iguales, a" = a• a•... • a(n verPS), es comprendida de manera
asimétrica. He ayuí los ejercicios propuestos a los alumnos de I° de BUY, con sus
correspondientes porcentajes de acierto:

)':jercicio
Acienos Acirr7os

(^o) 1':jercicio (^^o)

( I/;3)^ = 49 9 9 4)
. . _ Ii0

4 4 4 ^

(-7/8)r - 43 -8 -8
_ ^19

27 27

2,4^ = ti4 0,71 . U,71 • 0,71 • 0,71 = R4

(-O.65)'' = 38 (-^8,fi) . (-;iH,6) . (-:i8,fi) = 73
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Son sensiblemente mejores los resultados al escribir un producto de factores
iguales como potencia que al escribir una potencia como producto de factores ip,uales.

También se roduce asimetría en la lectura de equivalencias. Si se considera la
equivalencia " a= h^ bn = a(a ^ 0, h> 0), resulta que es más difícil transformar
potencias en sus equivalentes radicales (45 por 100 de aciertos) que convertir radicales
en sus correspondientes potencias (54 por 100 de aciertos).

La asimetría se manifiesta de manera especialmente clara con las nociones duales
en algún sentido. Así ocurre con las de doble/mitad y triple/tercio; también con los
conceptos derivados de la divisibilidad (múltiplo/divisor) y del orden (crecien-
te/decreciente).

F.n 4.° de F.GB se preguntó por el doble, el triple, la mitad y el tercio de un número
natural dado. Igualmente se hizo con los alumnos de 7.° de EGB, pero preb*trntándoles
sobre una fracción dada. l.os porcentajes de aciertos fueron los siguientes:

Nivel
lloble

(%)

"I'riple
(%)

Mitad
(^o)

"I'ercio
(%)

4 ° t':GB . . ... . . . .. . . . .. . . . . .... . . .. 48 10 39 4
7.° F.GB ......................... .. 42 l4 21 12

Se observa que se obtienen mejores resultados al preguntar acerca del doble que
al hacerlo sobre la mitad. De forma análoga son mejores los resultados sobre el trip(e

que sobre el tercio.

A los alurnnos de 7." de EGB se les plantearon diversas cuestiones relacionadas con
las nociones de múltiplo y divisnr,• concretamente, cuestiones de los siguientes tipos:

«Elegir dr eretre varios númPros los que sean múltipGr/divisor de uno dadtr.»

«Escribir rcn múlti^ilo/divisnr de un raúmero dado.»

<.Sabrr que un naímero es múlti^iG^/divzsor de sz mismn.^^

« F:scribtr lo,s firimc^rn.s/todcr,s los múltipGr.s/divi.sorrs dr un númPro dacl<r. N

L.os resultados a las anteriores pre},Tuntas se situaron en los intervalos que se
indican, segíui se retiera a los ronceptos de múltiplo o divisor:

(:onccpto
Acicnos

(°l,)

Múltiplo ........................... :1^1-7K

llivisor ............................ 41 ^)7

Yuede ohservarse yue son mejores los resultados relativos a las cutationes sohrc
los divisores que los relativos a los múltiplos. Otros resultados pennitett concluir tlur
los alr^unnos conocen rnas y trahajan mejor la noción de mírtinro ronrtíri mtíhiplo que
la de mcíximo comúrr di.visor.
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Tamhién aparece asimetría en cuestiones relacionadas con el orden. A los alumuos

de 2.°, 3.° y 4.° de F.GB se les pre^untaron cuestiones cíe los sigvientes tipos:

«padn un raatural, escrihir el siguiente/anterior.>^

«Uados dos, tre.c n cuatro nalurales, escrilrir el mayor/m.erzur.»

«(hdpnar un conjunto de naturaíes en ordPrc crecientelderrerierate.»

«Escribir los naturales, entre do.s, en ordert creriente%lecreciente.»

l.os porcentajes de aciertos se sitúan en los intervalos yue se indican:

2° EGB 3.^^ F.GB 4^' EGB

(%) (%) (%)

Orden cmciente ..... ......................... 77-98 7A-82 62-79
Orden decreciente ........................... 53 ^l5 fi2-73 4fi-77

Queda puesto de maniEiesto que las nociones asociadas al nrdert crecirmte obtienen

mejores resultados yue ►as correspor^dientes al orden decreciente'.

Una rnás cíetallada exposición sobre la asimPtría se encuenn•a en Martinón, Sauret
y Grupo Anaga (1990).

l,a automatizcu^iórc de las respu^stas

Los alumnos no suelen leer los enunciados de los ejercicios, sino yue se limi[an
a una visión de los mismos con objeto de «catalogarlos» y aplicar rl correspondiente
automatismo de respuesta. Aclaramos esto con los dos ejemplos siguientes:

h:n aquellos problemas en los yue sólo se pide indirar la cr^ierarirín, la mayoría de
los alumnos efectúa cálctdos.

Había varios ejercicios, relacionados con e) orden, en los yue se pedía comparar
dos números sin hacer cálculos; pese a lo cual, buena parte de los alumnos los

efrctuó.

l.a rom^irensiGn dr lo.s ronreptos c>^ierrtcionalrs

F:n Keneril, la comprensión de los conceptos es deficiente. Particulaimente lo ca la
comprensión clel si^^iftcado de algunas de las operaciones. Auena parte de los ahnnnos
no concit^e una expresión como 2-^ 3 como un número, sino como dos números.

F:n lo relativo a la suma, el conocimiento del símbolo «+» es alto, ya que las
respuestas correctas sobre este particular están en un 85-Sfi por 100 enn-e los alumnos
de 2." de EGA. l.os resultadas obtenidos e n la resolución de problemas, en los cursos
yue se indican, son los sil{uientes:
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Nível (%)

2.° F.C;B ........................... 6N-ti6
:3.° F:CB .... ....................... fiR-tifi
4.° F.GI3 ........................... fi:3-87

Podemos concluir que los alumnos tienen una aceptable comprensión de la
noción de suma.

F,n lo que se refiere a la diferencia, se ha detectado una insuficiente maduración
del significado del símbolo «_» en los primeros niveles de la EGB.

La resolución de problemas obtuvo porcentajes de acierto en los intervalos que
se indican a continuación:

Nivel (%^)

2." 1•'.(;B ........................... 5fi-79
^.° 1!:C;B ........................... 4^)-7^i
4.° E:CB ........................... 19-58

En relación con el producto, observamos yue para los alumnos de ;3." de F.C:B es
a{to el conocimiento del símbolo «X» (93 por 1t>n), pero bajo su conocimiento de yue
el producto es una suma de números iguales (24-28 por 100). l.a resolución de
problemas obtuvo los siguientes intervalos de aciertos:

Nivel (%)

3." E(;B ........................... 1i7-7,ri
4:' N:GB .... ....................... 44-ri7

l.a noción de división reviste especial cíiticultad; así se retleja en el bajo conoci-

miento de yue a:h sil{nifica el número de grupos que aparecen al hacer el reparto dr
a en grupos de tamatio h y también el tamaño de cada ^rupo al hacer el reparto de
n en h Krupos de igual tamaño. Los alumnos de 4." de I':GB tuvieron porcentajes

de aciertos, en este tipo de problernas, entre el b7 y el R2 por 1011.

[Kt noción de radicación está llena de confusiones. Yor un lado, no se distingue c:nu•e
las nociones de rtí-r. y rtdical. Por otro lado, no se sabe yue no rxistt:n rúces cuadtad<4^

reales de níuneros ne^ativos (sobre este patticular, ver Martinón y oh•os, I^^N ►).

En Díaz y Gn^po Anaga (I^)^)0) se desarrollan más ampliamente estas considera-
ciones.
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La singularidad del cero

Observamos que existen dificultades con el cero en la lectura y la escritura de
números, en 1os cálculos sencillos con operaciones y en los algoritmos.

En general, los alumnos de 2.° a 5° de EGB realizan bien los ejercicios de escritura
y tectura de números naturales, aunque cometen errores cuando aparece la cifra cero.
En Grupo Cero (19í34) se estudia esta dificultad y se concluye que desaparece con el
avance del aprendizaje. Un ejemplo típico de los errores come ŭdos es el siguiente:
F.scriben 5.720.817 por cinco millones setenta y dos mil ochocie►atos diecisiete.

En la eseritura de números decimales es mayor el porcentaje de aciertos si la parte
entera es no nula que si es nula. En la lectura se produce la situación contraria. Con
parte entera no nula, los peores porcentajes se obtienen cuando hay ceros en la parte
decimal, y tanto en la eseritura como en la lectura. Con parte entera nula, no hay
diferencia si la parte decimal contiene, o no, la cifra 0. He aquí los datos obtenidos:

Sin 0 en
parte decimal

Con 0 en
pane decimal

(^o) (%)

1ŝsCritura
parte entera nula ...................................... 45-59 43-6(1
parte entera no nula .................................. 70-80 5(i74

Lectura
parte entera nula ...................................... 48-Afi 52-RO
parte entera no nula .................................. 43-76 ^55-52

Merece destacar el bajo conocimiento yue ŭenen los alumnos de que el cero
como última ciEra decimal es superfluo. Los alumnos de 5." de 1!:GB obtuvieron el 54
por 100 de aciertos en el siguiente ejercicio:

itodea con un círeulo las parejas que .sean iguales:

7Q2 7,02 0,71 0,710
2,5 2,{)5 3,4 3,41)

El 76 por 100 de los alumnos de 2." de BUP desconoce que la división entre 0 no
está definida. Wheeler y Feg•ali (1983) obtuvieron también bajos porcentajes de acirnos
al presentar seis divisiones del tipo a/0 (a ^ 0) a 52 personas que se preparaban para
ser profesores de Enseñanza Básica. Como indican dichos autores, el origeu
cíe algurtas dificultades de los alumnos puede ser la confiisión de sus proff:sores.
También Mariotti (1986) relata una experiencia similar, l,as divisiones del tipo
0/a (a ^O) alcanzan entre los alumnos de 2." de BCJP rnejores porcentajrs de aciertos
(64 por IIHI), aunque no óptimos.

En el cálculo de potencias, los peores porcentajes sc: obtienen para el exponentr
nulo, si bien parece yue en 2.° de BCIP ya es sal>ido yue a° = 1(a ^ U). La noción de
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que 0° no está definido obtuvo un resultado bajísimo (13 par 100). Hacemos notar
yue Gagnaire (1984) se inclina por c'onsiderar 0° = 1.

Finallnente, el Q tatnbién es un probletna en los algoritmos. I'or ejemplo, en las
divisiones entre naturales apareceu importantes dificultades si la cifra 0 est^í en el
cociente o si es nulo el cociente; tal como puede observarse en la siguiente tahla, yue
corresponde a los porcentajes de acierCos de alum ►7os de 4." de EGB (divísor de una

cifra):

(%)

Cociente nulo .................... 42-85
Gociente con cifra 0............ ri0-81
Cociente sin cifra 0 ............. fi3-St3

Por otra parte, la división entre decimales y la unicíad se),nrida de ceros presenta
mayor dificultad si el decimal tiene parte entera tlula que si no I.1 tiene.

Se produce una situacián de asirrt^tría relacionacia con el 0. A partir cíe (a il,n. ►alcíad
ra + 0= a se pueden plantear dos tipos de ejercicios que ohtienen resultados diférentes:
Se encuentra mayor dificultad si se pide completar a-1- _= a o_-♦- a= a, que si se
trata de completar ^+ 0= a cí 0-^ ^= a. He aquí los resultados ohtenidos por los
alumnos de 7.° y 8.° de E(;B y de 1." de í3UP:

Nivel
a-^_=ao_^-a=ri _+O=nóU+_

í(^,) (`%^)
7." EGB ................................ 4ti Hti
s.° r:cs ................................ ^n ^ ►t^
) ° stJ}^ ................................ a^^ ^^

N:n relacicín con la igtraldacl a X 0= 0 se aclvierte una mayor dificultad en
completar a X 0=,_ due rn co ►npletar a X__O; tal como se pone en evicírncia
en el sig,lliente cuadro:

A('iC'IYOS

^QJ^)

aXÍ^=_ ............... ^1R

a X = 0 ............... Kti

LJna arnplia exposicibn sobre este asunto se encuentra en Pérrz, 'l^orres y(:rupo

Ana^a ( l1)9Q).
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I,as fraccione.s y los decimale.s

La enseñanza de los números racionales no negativos se inicia de forTna casi
simultánea con las fracciones y los números decimales. Sin etnbargo, pocos son los
alumnos que identifican el conjunto de las fracciones con el de los números yue

tienen un desarrollo decimal finito o periódico.

F.n casi todos los tipos de ejercicios se pone de manifiesto yue a los alumnos les
resulta más dificil el trabajo con fracciones yue con decimales. Por ejemplo, encuentr•an
dificultades en la suma de fracciones sencillas, y los porcentajes de aciertos en problemas
que presentan datos en fonma de fracción son sensiblemente inferiores a los yue se
obtienen en los problemas que ofrecen datos en forma decimal. Quizá resulte proce-
dente reconsiderar la presencia de las fracciones en la Enseñanza Básica.

la lectura y la escritura de número.s

En la escritura de números (escribir con cifras un número dado con palabras) y en
la lectura de números (escribir con palabras un número escrito con cifras) se ohservan
dificultades que tienen su origen en el ►nal conocimiento de las reglas de escritura y
lectura.

Se ha detectado cierta confusión con el subíndice (i) de millón; así ocurre yue
algunos alumnos lo interpretan como una cifra más. También ocurre yue se confunden
la coma decimal, para la yue siempre hemos usado el símbolo de coma sufierior ('), y el
p2ento de mil (.). Por otro lado, se usan mezclas de las diversas formas que suelen
utilizarse para leer un número escrito en forma decimal.

Las normas sobre esrritura de números contenidas en el Sislema hatvr^acuzuraal dr

Unidades SI (]^^174) son totalmente desconocidas por los alumnos y los profesores.

[.a terminalogía

N:n general, la terminología es mal conocida, especial ►nente porque se produce
cierta confusión de térrninos.

Los térrninos suma y sumando no son dorninados por los alumnos de los primeros

niveles de 1':GB, y aproximadamente la mitad de los alumnos de los cursos inicialrs
de BUP desconoce el significado del término oriuesto.

Muy pocos alumnos conocen los térrninos dz^éreracira, suslravrarlo y naiunrrrdu; existe

confusión eutre estos dos últimos términos.

No se conocen los ténninos ^nv^d^ucto y^ác^tor. Hay menor conocimiento del tí^ ►mino

triple yue del dob1Q, y menor también del eu^zclruplv yue del tri^^le.

F.n lo que se refiere a la rlivisión hay una ciena confusiGn entre los térn ► inos

rlivíclrrado y rtivisor. Fxiste una dilicultací mayor rn conocer las nociones de mitarl ^^

lercio yue en conocer las de d^^blr y lriple, respectivamente; lo yue constituye un

ejemhlo de asimetría en el aprendizaje.
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En la potenciación se produce una cierta confusión entre los términos exponente
y base.

Ias expresiones literales

En las expresiones literales aparecen ciertas dificultades. Los resultados con sumas
literales son medios o bajos. Los alumnos de Segundo de BUP, por ejemplo, tienen
dificultades para decidir si es cierta o falsa la expresión a-(b -^- c) = a- b- c. Las
igualdades en forma literal en las que aparecen sumas, diferencias, productos y
cocierttes son mal conocidas.

I.a jerarquía de las operacione.s y lris fiarcnte.sis

Hay ciertas dificultades en los rtlculos cott una sola operación; pem las princil>ales
se encuentran cuando se ha de efectuar un cálculo en el que intervienen varias

operaciones o en el yue aparecen paréntesis, aunyue inten•c:ngan núrneros pequeños
y los cálcutos sean sencillos. Con una sola operación, aparecen cíificultades en el
cálculo de la sum.+ de dos enteros negativos y en el de las expresiones de la forma
a-I- (b -1- c) y (a -F- b) -i- c. Si intervienen varias operaciones, surgen gr'aves dificultacles;
tal como ocurre en ejercicios cíel tipo a -^- b- r, y a- fi -f- c.

Se encuentran diCcultades en la lectura de expresiones esrritas en iu^rizoralal,
como, por ejemplo, 8^- 6: 3; posiblemente pot• no estar habituaclos los alumnos a
ellas.

1':l l+rincipal problenta radica cn et clesconocimiento de• la jrrctrqtiía tlv lrzs crprracionr,s
y en el correcto uso de los paréntesis. Pocos alumnos realizan hien un rálculo si rl
orden en el yue aparecen los números difiere del c ►rden en el que se dehen realiiar
los c:ílculos.

Aparece una clara dificult^tcí con los paréntesis, especialrnente si ctelante de ellos
aparece un •<->^.

Los firulilvmccs

No queda c•laro yuc• la presene•ia de ilustraciones ayude al altunno ;t t•esolvrr un
prohlema. Puede afirm:u'se, l^or el contrario, yue una mala ilustracicín l>uecle inducir
a e t•ror; de ti>nna que las ilustr. ►ciones pue<len c•onverti ►:ye e•n un; ► dificultad, en lul;:u•
de scr tu^a ayuda.

La (i>nna del enunciaclo jue};a ► nt papel in ►pon: ► nte. Se ul>tie•ne•n mejorrs result:+dos
cuando printero se• dese•rihe la situacicín y lue•go se prc•gwtta yur ruaneio se proredr
c1e li>nn:+ inversa.

N:I coutcxto del prohlem:+ c•s tamtrií•n cle };ran in ► pu ►y. ► ncia, dc• n ►anera c{ue si es
cxu.+i► o s ► las vivc•ncias dc•I alun ► nc^, sr ohtic•ncn p<•orc•, resultaclu,.
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Asimismo tiene importancia la tern»nología que se utiliza, y ello, en dos direcciones.
Por un lado, si se emplean términos que los alumnos no comprenden bien, se
obtienen porcentajes de aciertos bajos. Por otro lado, la presencia de términos que
sugieran una operación puede confundir al alumno. Por ejemplo, la aparición en los
enunciados de expresíones con la palabra más induce a pensar yue se trata cíe una
suma, y algo similar ocurre en expresiones con la palabra menos. Igualmente en los
problemas en los que aparece una división, las dificultades son mayores si no se
emplea el término refiartir.

En las operaciones de suma, diferencia, producto y cociente se han obtenido
siempre mejores resultados cuando los datos del problema estaban expresados en
forma decimal que cuando lo estaban en forma de fracción.

En general, los problemas en los que intervienen varias operaciones ofrecen
mayor dificultad al alumno que aquellos otros en los que sólo aparece una operación.

Sorprendentemente, en los últimos cursos de la EGB no se obtienen peores
resultados en problemas literales que en problemas numéricos. F.n BUP, sin embargo,
aparece una elevada dificultad en los problemas que presentan los datos en forma
literal.

L.os algoritmos

Una primera dificultad en la aplicación de los algoritmos se presenta en conocer
la correcta colocación de los términos; de tal forma que se obtienen peores result^rdos
si los términos de la operación se dan ért horizontal (por ejemplo, 43 -4- 765) yue
cuando se dan colocados en veKieal, para aplicar directamente el algoritmo, como
acurre en

43
+ 765

La diticultad, lógicamente, aumenta si además hay que lleuarse. l.a variedad de las
dificultades es grande. Resaltamos ahora las que son comunes a varias operaciones:
cuando los términos no tienen el mismo número de cifras, cuando hay términos
naturales y decimales (o fraccionarios), o cuando uno de los términos es el número 0.
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