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La bosqueda de las raices
de la ilusion de linealidad

IVim Van Dooren', Dirk De Boctk, y Lieven Verschaffel
Universidad Catélica de Lovaina

Resumen

En varios lugares de la literatura sobre
educacldn matemdtica y clentifica se In-
dica que los estudiantes fenden a aplicar
modelos lineales en shuaciones enlas que
astos no son aplicables. Esta tendencla
reclbe ol nombre de «lusién de lineall-
dach». Ef objotive del presente trabajo es
hacer una revisién de distintas ocurren-
clos de este fendmeno, y ofrecer un ands-
lisls conceptual del mismo. En primer lu-
gar, Investigamos ol concepto de
Inedlidad vy sus propledades, Daspués,
resumimos y comeniamos varlos casos
de razonamiento ineal inadecuados
—tomados de la lleratura y de nuestras
propias investigaciones— a fin de desve-
lar las semelanzos vy las diferenclas con-
ceptuales entre las ocumenclas de lalluslon
de linedlidad. fincimente, consideramos
los factores psicoldgicos y educativos gue
parecen enconhrarse enla ralz de la ocu-
rrencla y persistencia del exceso de de-
pendencla de la inealidad.
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ﬂbstract

Several places in the literature on mat-
hematics and science education In-
dicate that students tend to apply II-
near models where they are not
applicable. This tendency is called «illu-
sion of linearity», The present paper
aims atf glving an overvlew of different
uterances of this phenomenon, and
at providing o conceptuat analysis,
first, we investigate the concept of li-
naarity and lis preoperties. Second, we
summarise and comment on several
cases of unwarranted linear reasoning
—coming from the literature and from
our own empirical research— in order
to unravel the conceptual similarities
and differences between the utteran-
ces of the lllusion of linearity, Finally,
we consider the psychologicat and
educational factors that seem 1o be
at the roots of the occurrence and
persistence of tho over-reflance on i
nearity.
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Linearity, proportiondlity, misconcep-
tions, overgeneralization, problem sol-
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Introduccién®

Muchos aspectos de nuestro mundo
operan de acuerdo a reglas de pro-
porclonalidad. Es por elto que el 1azo-
namiento proporclonal o lineal es un ins-
frumento fundamental para gue los
seres humanos puedan Interpretar (os
fendmenos del mundo real (Post, Behr, &
Lesh, 1988; Spinitio & Bryant, 1992). No es
sorprendente que el predominic de la
tinealidad se refiele también en la pro-
pia naturaleza de las matematicas.
Como establecid Rouche (19920), ia
idea de funcidn lineat atraviesa foda fa
construccion del ediificio de las mate-
maticas, Es esenclal para comprander,
resolver e incluso para formular un am-
plio espectio de problemas matemdti-
cos y clentificos, tanto los elementales
como los mas avanzados (Spiniite &
Bryant, 1991).

Los nifios descubren muy pronto (6-7
afios) la fortaleza de la herramienta de
la proporcionalidad para manejar si-
tuaclones en su entorno extraescolar
(Resnick & Singer, 1993; Sophian & Wood,
1997; Spinillo & Bryant, 1991, 1999): 4 pu-
fados de arena llenan 1 cuko, asf que
harén falta 12 pufiados para llenar 3 cu-
tos; 1 coche de juguete tiene 41uedas,
asi gue 2 coches de juguete tendran 8
ruedas, efc. Al comenzar la escueta pri-
maria, el conoclmlento Informal prees-
colar de los nifos acerca de 1as rela-
clones de proporclonalidad gueda en
un segundo plano temporaimente,
cuando la suma y la resta se convierten
en el foco princlpal del curiculo mate-
matico escolar. Pero en segundo y ter-
cero de primarla, el foco de atenclon
del cuniculo escolar se mueve de fas re-
laciones aditivas o las multiplicativas, y

2 gste trabalo ha sido traduciclo del inglés por
Carlos da Castro Herndndez

los nifos aprenden a muttiplicar y a di-
vidir y a reconocer cuéndo aplicar estas
operacionss en problemas verbales son-
clilos, que son los predecesores de 1as
tareas de razonamiento proporcional.
£n cuarto de primaria y después, ol con-
cepto de proporcionalidad se desarro-
lls con mds profundidad. A parlr de esta
edad en adelante, fos estudiantes se en-
frentan frecuentemente a problemas
de proporclonalidad, en su mayoria
planteados en la lamada cestructura
del valor faltantes fales como: «10 hue-
vos cuestan 2 euros. ¢ Cudl es el precio
de 30 huevos?» Mds tarde, los estu-
dlantes aprenden, por ejemplo, sobre
la relaclén de proparcionalidad entre
el diémetro v la longitud de la clrcunfe-
rencia, entre el fiempo y la distancla re-
corridos por un tren a velocidad cons-
tante, entre la masa y et volumen de
una sustancia, enire el voltaje y el am-
peraje en un circulto eléctrico, etc., E
esquema de proporcionalidad se va
comnvirltendo, gradualmente, en el delt-
motive, desde los problemas bhastante
senclios de la escuela elemental a los
modeios lineales v las aproximaciones
on el cdlculo v la estadistica de la es-
cuela secundaria, y alas aplicaciones li-
neales entre espaclos vectoriales en el
nivel universitarlo (ver, por ejemplo, Cen-
tre de Recherche sur FErgelgnement des
Mathématiques, 2002).

La creclente familiaridad y expertencla
de los estudiantes con tos modelos pro-
porcionales flene algunas ventajas In-
negables, perc puede también fener
serlos Inconvenientes. Puede conduclr
alos estudiantes a la tendencla de apll-
car los modelos lineales en cualquier si-
tuacion, Incluso en las que no es apll-
caoble en absoluto. Es habitual referise a
oste abuso de la generallizaclon de lall-
nedlidad como diusidn de linealidad»,
Freudenthal (1983, p. 267) lo formuld
como sigue: «La linedlidad es una pro-
pledad de las relaciones fan sugestiva
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que uno se slente Inclinado a caer en
la seduccidén de tratar cada relacidn
numérica como sl fuese lineal»,

Hasta donde sabemos, no ha habido
antes intentos de analizar y categorizar
diferentes ejemplos y apariciones de
este fendmeno de un rmodo sistemdti-
co. En este trabgjo, ofrecemos und re-
visidn y un andlisls conceptual de la ten-
dencla de los estudiantes o usar
modelos lineales mds alid de dominio
de aplicabilidad. En [a primera parte,
presentamos un andlists del conceplo
de Inedlldad como tal e Hustramos va-
rias propiedades de las relaciones iine-
ates. Estas propledades sirven como
marco para la segunda parle, enlaque
discutiremos vy clasificaremos varios
glemplos de aplicaclonss injustificadas
{de clertas propledades) de la linaali-
dad por estudiantas de diferentes eda-
cles en una diversidad de campos. Los
glemplos estdn fomados de la literatura
v de nuestra propla investigacion em-
pitca acerca de este fendmeno. Enla
tercera parte del trabgjo, nos centrare-
mos en los factores psicoldgicos y edu-
catlvos que parecen estar en la raiz de
la ocurrencla y persistencla del exceso
de dependencia de la linealldad.

Linealidad y sus
propiedades:

Un andlisis conceptual

En lo actudlidad en matemdaticas, asi
como en la investigacion en educacidn
matemdtica, el término «lineal» se refle-
re genaralmenie a las funciones de fa
forma «f(x) = ax (con a = 0). La imagen
grafica de sste tipo de funciones es una
linec recta que pasa por el origen.

Hay una conexion muy estrecha enfre la
linealtdad vy [os conceptos de razdn vy

proporclon: Una razdn se reflere alare-
lacion fracclonat entre dos cosas (afb).
por elemplo: «oste refresco estd hecho
con 10 naranjas por cada litro de aguow.
Una proporclon se refiere a ta igualdad
de dos razones a/b = c/d{y por ello ala
relacldon entre cuatro cosas), tal como:
«En una uimna hay 20 bolas blancas y 40
bolas negras. La otra urna tlene 50 blan-
casy 100 negras. La probabllidad de so-
car una bola blonca esigual en ambas
urnas dado que 20/40 = 50/100.» El con-
cepto de linealdad o proporclonalidad
(o relacién lineal o proporcionat entre
cantidades) se refiere a una Igualdad
de una multtud de razones Iguales: aofb
=cfd=e/f=... Por gjlemplo, sunbote de
0.75 litros de plntura es suficlente para
pintar 6 m?, asl que necesito 1.50 litros
parg 12 m?, 1,75 litros para 14 m?, efc.s
£n el sentido funclonal, cada dos razo-
nes que son «elegidasy cumplen la pro-
porcién: 14/1.76 = 6/0.75.

Dos propledades esenclales adiclona-
les ce las funciones lineales en el senti-
do mencionado ariba dicen que f(x +
¥) = 100 + {y) y k) = k £x). Para cubrir
18 m? (que son 6 m?+ 12 m?), necesito
2.25 lifros (0.75 liros + 1.80 litros) de pin-
tura, y para 28 m? (2 x 14 m®) necestto
3.50 lHros (2 x 1.75 litros) de pintura.

La propledad multiplicativa de arrlba
— i) = k f{X)— se rofiere a g igualdad
de razones internas (uk veces g, kveces
b»), un aspecto que suele ponerse en
la vanguardia cuando los educadores
matemdaticos se refieren al razonomiento
proporcional de los estudiantes: «Para
cubrr et friple de esa Grea, necesito ol ti-
ple de pintura, vy con la déclma parte
de la pinturg podré cubrir la décima par-
e del drean,

Como mostraremos extensamente en
la seccion sigulente, cada una de sstas
propiedades (y a menudo varias de elias
a la vez) pueden ser transgredldas por
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tos estudiantes, es dect, aplicadas en si-
tuacionas en las que no son aplicables.
£n esta seccldn. describirernoes varios ca-
sos en que los estudiantes de diversas
edades hacen esto en una gran varie-
dad de subdominios de las motemati-
cas vy la clencla.

Apariciones de la ilusion
de linealidad: Hacia un
andlisis

ta lteratura sobre educactén matemad-
tica y clentifica menciona la tendencla
de los estudiantes a confiar en exceso
on los modsios lineales, Hasta ahora, no
ha habido ningGn intento de relacionar
entre si todos estos ejemplares obser-
vados de la apariclén de 1ailusion de li-
nealidad, o de buscar semejanzas y di-
ferencias entre ellos. Este seré el objefivo
de la presente seccidon. Mostraremos
cdémo son de diversas (v universales) las
apariciones de la flusion de lineakdad, y
estableceremos algunas distinciones
concepiudlies.

Aplicaciones improplas de la
linealidad en la resolucién de
problemas ariiméticos verbales

En la Introduccién de este frabalo, ya
menclonamaos que o parlir de cuarto de
educaclén primaria, o los estudiantes
se los introduce formalmente en el 1a-
zonamiento proporcional, Una porte Im-
portante de estas actividadss de apren-
dizaje consisten en resolver problemas
verbales de proporclonaiidad, «iplcosr.
Se asume Implicitameante que esfos pro-
plermas ofrecen un razonakie susktutivo
para las sfuaciones de o vida diarla en
las que los estudiantes necesliardn es-
tas destrezas materndticas (Verschaffel,
Greer, & De Carte, 2000). Sin embargo,
varios estudios senalan que [os estu-
dlantes muestran una fendencia a usar

1os métodos de tesolucion propios de la
proporcionalidad también para fa re-
soluclon de problemas verbales artmé-
ticos, paralos gue estos métodos no son
apropiados.

En primer lugar, hay estudios principal-
mente dirigidos a suminisirar evidenclas
de la «suspensién de dotacion de signl-
ficado» en las matematicas escolares
(e.g.. Greer, 1993; Verschaffel, De Cor-
te, & Lasure, 1994; paraund revision, ver
Verschaffel et gk, 2000). En estos esiu-
dios, los estudiantes de los Glfimos cur-
sos de primaria eran, enire ofras situa-
clones problemdticas, confrontados con
jos lamados problemas de «pseudo pro-
porcionalidads (fales como, por efem-
plo, «Ef mejor tiermpo de Juan coniendo
ios 100 metros es de 17 segundos,
LCudnto tardard en recorrer 1 kilome-
ro?, «Una tlenda vende 312 postales na-
videfias en diclembre, ¢Cudntas von-
derd en total entre los meses de enero,
febrero y maizo?). A pesar de gque mo-
delizar a través de la proporctonalidad
directa ofrece, como mucho, una apro-
ximagclén, parecia que solo Unos pocos
ostudiantes eran conscientes de que ia
proporclonalidad directa daria sola-
menie una respuesta aproximada (para
el problema de aniba def atleta, los por-
centajes de estudicntes que mostraron
consclencla lban del 0% of 7%) (Vers-
chaffel et al., 2000). Tiplcamente, este
tipo de problemas explicitan rnuchas
respuestas basadas en un razonamien-
fo del fipo kveces a, k veces b (esfo es,
para el primer problema: «Juan necest-
tar 10 veces mds de tiempo para llegar
corendo 10 veces mds lejosy), © und
soluclén mediante el caiculo del valor
que falta en una proporcion. Mas que
tener en cuenta el conocimiento que
da el sentido comin y consideraciones
reaiistas sobre la situaclon descrita en el
problema, ellos se imitan a jugar al «jue-
go de los problemas escolaresy, en el
que se asurne que los jJugadores No de-
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ben fijarse demaslado en el reallsmo de
la situacion problema sino que deben
simplemente identificar la (s) operacién
(ones) artmética () con os némeros da-
dos dando lugar a [a rospuesta correc-
ta (ver también Reusser & Stebler, 1997;
Wyndhamn & a6, 1997}, Un problema
para la interpretacién de las repuestas
proporcionales de los estudiantes en es-
tos estudios es que Ia mavyoria de astos
problemas eran dresolublasy (es decir,
no hay relacion logico-matemdatica en-
fre los datos en estos items, asi que no
puede darse una respuesta exacia al
problema) y por tanto dnusualesy © In-
cluso «engofiososs porque los estudian-
tes no esperan gue se les ponga pro-
blemas dresolublasr en el contexto de
LUn examen. Asl que No es segure que
los estudiantes en estos estudios real-
mente «creyeran» gue habia una rela-
cién proporclional en juego., Debldo ol
scontrato didacticor (Brousseau, 1997),
los estudiantes dl resolver estos proble-
mas pueden haber asumido que dichos
problemas debian tener una respuesta
numéilca exacta y que ollos deberfan
hacer algunos cdlcutos con los nime-
ros dados en el problerna para producis
una respuesta, Hay numerosas eviden-
clas empiricas sobre este fendmeno (por
elemplo, en el estudio de Reusser & Ste-
bler, 1997; para una revision extensiva,
ver Varschaffel ef al., 2000).

Existe, sin embargo, una investigacion
sistemdtica sobre el exceso de depen-
dencla de la linealidad en ta resolucién
de problemas arltméticos verbales, en
I que la interpretacion alfernativa de
arriba (en términos del contrato di-
dactico) resulta evitable, porque con
los nimeros dados podia obtenerse
una respuesta numérica exacta, Van
Dooren, De Bock, Hessels, Janssens v
Verschaffel (2005) investigaron cudndo
se originaba la tendencla a depender
an exceso de la linedlidad en la reso-
luclén de problamas vy como se desa-

rrollaba con la edad en relacion con
las destrezas de razonamiento lineal
emeorgentes de los estudlantes. Se pasd
una prueba escriia —compuesla por
problemas verbxales inedles v no linea-
les— a un numeroso grupo de estu-
diantes desde tercerc a octavo cuiso.
Dentro de los problemas no lineales, se
hize una distincién atendtendo al mo-
delo matemdtico (no lineal) subya-
cente: aditivo, afin o constante, llus-
framos el tipo de problema que fue
utliizado v los resultados tiplcos olotent-
dos con un proeblema no lineal basado
en ol modelo afin; «La locomotora de
un tren tlene 12 metros ds largo. Con
cuatre vagones conectados conla lo-
comotorq, el tren tlene 52 m de largo.
St hublera ocho vagones coneciados
atatocomotora, ¢cudt soria la longitud
deltren?» (La respussta lineal es: 2 x 52
m = 104 m, la respuesta correcta es; 12
m+ {8 x 10m) = 92 m). Se encontrd que
las destrezas para resolver correcta-
menfe problemas ineales aumentaba
considerablemente con la edad: des-
de el 53% de las respuestas correctas
en tercero de primaria ol 93% en 2.° de
secundara. Etmavyor Incremento en el
aprendizaje se produjo entre 3°y 5.°
de primaria. Ademds, fos investigadores
mostraron que la fendencla a aplicar
Injustificadamente métodos lineales a sk
tuacionas no lineales se desarrollaba
de forma marcadamente pardlela a
las destrezas emorgentas de razona-
miento proporcional. En 3.° de prima-
fiq, el 30% de los problemas no lineales
fueron resushos linealmente, y esta sk
tuacion experimentsd un aumento con-
siderable hasta dlcanzar un 51% en 6.°
de primaria (y un descenso posterior
hasta el 22% en segundo de secunda-
ria). Esta evolucion, con forma de Uin-
vertida, de las respuestas lineales Injus-
Hflcadas fue advertida en todos los
problemas no linedles, pero se obser-
varon algunas diferencias menores de-
pendiendo del modslo matemdtico
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subyacente (adifivo, ofin o consiante)
de los problemas. Los Investigadores
concluyeron que los estudiantes —a
medida que iban adguiriendo destre-
zas de razonarniento lineal mediante
la practica de la resoluclion de proble-
mas lineales «tiplcos»— tendion a so-
bre-generalizar los modelos Inedles y
aprendian a gplicaros fijgndose en ca-
racteristicas superficiates del problema,
Esta tendencia estaba ya presente en
segundo de primaria, aumentd hasta
5.°, antes de descender suavemente
de 6.° de pilmaria a 2.° de secundaria.

El exceso de dependencia en entornos
graficos

La excesiva adhesion de los estudian-
fes a la linealidad ha stdo observada
también en actividades de dibujo de
graficas. Por ejemplo, Leinhardi, Zas-
tavsky vy Steln (1990) categorizaron va-
rfas «ldeas equivocadass de los estu-
diantes en el dibujo de gréflcas, vy
etiquetaron una de las categorias como
slinealidade. Estos autores menclonan
varios estudios en los que se musstra que
estudlantes de diferentes edades tlenen
una fuerte tendencla a producir patro-
nes lineales que pasan por el origen
cuando se les plde que dibulen graficos
conrespondientes arelaciones no linea-
les, por elemplo la evolucién del peso
de una persona desde el nacimiento

hasta los 30 anos, Markovits, Eylon y
Bruckheimer (1986) descubrieron que
cuando se solicitaba a esfudiantes de
14 v 15 afos que presentaran sjemplos
de funciones o dibujaran grafices de
funciones pasando por dos puntos da-
dos, se aferaban al pensamiento sobre
las funciones lineales. Reclentemente,
un estudio ha mostrado aue los maestros
en formacion también tlenen la idea
equivocada de gue la nocién de fun-
clén sdlo se refiere a la relacidn lineal
(Evangelldou, Spyrou, Elia, & Gagatsls,
20043,

Ademds de en el dibujo de graficas, los
estudiantes también suelen a menudo
aferrarse a la linealidad ol decldir, ba-
séindose en una repressentacion grdfica,
i hay relacion entre dos variables. Por
gjemplo, en un experimento de enge-
filanza con estudlantes de 3.° de Bacht-
llerato, Van Deyck (2001) ofrecio d los
estudiantes un gréfico de puntos en el
gue el pakdn de puntos mostraba una
pardbola, A pesar de gue esfos esfu-
diantes ya se habion encontrado con
varlos modelos no lineales en su curri-
culo matematico (entre ellos, modelos
cuadidticos), solian argumentar que no
habfa relacion entre las dos variables re-
presentadas, y velon como argumento
aue demostraba la ausencla de rela-
clén, que el coeficlente de correlacion
de Pearson det corespondiente con-
junto de datos estaba cercano a cero.
Aparentemente, al mirar ol gréfico, los
estudiantes solo buscaban un patrdn
formado por una linea recta, y ademdas
no parecion darse cuenta de gue ol co-
eficlenfe de conealacion de Pearson sdlo
puede indicar la presencla de relaclo-
nes lineales.

La aplicacién impropia de la linealidad
en situaciones probabilisticas

Come se ha argumentado por muchos
autores (p. ej.. Shaughnessy, 1992), el
dominlo del razonamlento probabilfstl-
co es muy sensible a la presencia de
todo tipo de ideas equivocadas, fala-
clos, sesgos, ete, Ademads, las nociones
de «probabilidad» y sproporcién estan,
desde el punfo de vista cognitivo e In-
tuitivamente, muy proximas entre sf
(Fischbeln & Gazif, 1984). «Dado que
comparacién de probabllidades supo-
ne la comparacion de dos fracclones, el
razonamiento proporcional puede ser
considerado como und herramienta bé-
slea del razonamiento probabilisiicon
(Lamprianou & Lamprianou, 2002, p.
273). Asi, no resulta sorprendente gue
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muchos de los errores que aparecen en
el dominlo de g probabilidad puedan
ser Inferpretados como apllcacionss Im-
propias de la proporclonalidad (van Do-
oren, De Bock, Depaepe. Janssens, &
Varschaffel, 2003).

Un efemplo tiplco es la creencla equib-
vocada de los estudiantes de que la
probabllidad de tener al menos un éxi-
fo en un juego de azar es proporcional
al ndmero de intentos (p. al., 1a proba-
hilldad de obtener val menos un seis» en
un dado normeat es de 1/6, Ia probabili-
dad ufilizando dos dados es de 2 x 1/6,
con tres dados es 3 x 1/6, etfc.). Este pro-
blerma estd relacionado con el histdrico
aproblema det dadon; A fravés de la ex-
perimentacion, de Méré conocla fa ven-
taja de apostar al suceso «al menos un
seis en cuatro lanzamientos de dadon y
8l dedujo aue deberia ser igualimente
venigjoso apostar a «al menos un sels
doble en 24 lanzamientos de dos da-
dos». De 4 a 24 lanzamientos, el nime-
ro de posibilidades de alcanzar un re-
sultado favorable se mulliplica por 6,
pero, del mismo modo, la probabliidad
de obtener un resultado favorable con
dos dados en vez de con uno, se divi-
de por 6, de modoe que los dos efectos
se cancelan y lo probabliidod perma-
nece Igual

Reclentermnende, fa presencia de la ilu-
slén de finealidad en la aplicacion del
dominio del razonamiento probabiisti-
co ha sido investigada mas sistemati-
camente por Van Dooren y otros (2003).
Basdndose en una revisién de la litera-
tura sobre Ideas equivocadds sobre ta
probabilidad, estos autores realizan un
inventario de aquellas ideas equivoca-
das que pueden estar relacionadas
concepiualmente con la llusidn de fi-
nedlidad. &l inventario contenia una am-
plia variedad de razonamlentos errd-
naos, y también algunas Ideas
equivocadas famosas e intensivamente

estudiadas y otros fendmenos anecdd-
ttcos, Un efemplo tiplco es ta conocida
sparadoja del cumpleanos» al esiimar
la probabilldad de que almenos dos es-
tudiantes en una clase de 30 tengan el
mismo cumpleanos, muchos estudian-
ios consideran la razon entre el nimerc
de cumpleanos «disponibles» en fa cla-
se (30) y el ndmerc de cumpleanos po-
sibles (365 en un ano no bislesto), lo que
nos lleva a una probabliidad de 30/365
= 0,08, que es una subestimacion muy
baja pora ta probabilidad real, Estos es-
fudlantes asurnen implicitamente una
relactén lineal entre el nGmero de estu-
diantes de la clase y la probabiliidad de
un doble cumpleanos, lo cual les con-
duclria de hecho «ala intuicton de que
deberia haber 180 estudiantes ¢ mds
para que fuera Igual de probable que
se produjera la coincidencia de dos
cumplednos en un dia o gue nos
{Shaughnessy, 1992, p. 480) porgue
]80/365 = ]/2.

Van Dooren y ofros (2003) famblén pro-
porclonaron evidencias empiticas siste-
mdticas det exceso de dependenciade
los estudiantes de la linealidad dendro
de sifuaciones de probabilidad bino-
mial. Se dermostré que los esfudiantss
de 16 a 18 anos fienen por lo general
una buena capacidad de comparar si-
tuaciones de probabllidad binomial de
un medo cudlitativo (por ejemplo, en el
contexto de lanzar dados, entienden
que ia probabilidad de oblener al me-
nos un sels aumenta con el nimero de
Intfentos), pero al mismo fiempo, cuan-
tiflcatan incorrectamente esta intuiclon
cualitativa sobre las relaclones lineales
entre las distintas cantidades (por ejem-
plo, en el mismo contexto, pensaban
gue sl el nimero de lanzamientos se du-
plicaba, la probabiiidad de obtener al
menos un sals se duplicaba también).
Esta tendencla se manifestd con mucha
fuerza en todos los estudiantes implica-
dos en esta investigacion, incluso enfre
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aquellos que ya se habian encontrado
con la diskibucion de probabiiidad bi-
nomial en su curriculo matemdatico.

De los patrones numéricos al dlgebra y
ol cdleulo

Algunos estudios en el dmbito de los pa-
frones numéricos vy Ia generalizacion al-
gebralca mencionan gue los estudiantes
confian en exceso en clertas prapleda-
des de los rmodelos lineates. Stfacey
(1989) estudié la modelizacion, gue ha-
cian estudiantes de 9 a 13 aios, de pa-
trones de la forma KM = an + b (con
b r 0) tales como el sigutente problema
de la escaleran (Figura 1), Las respues-
tas equivocadas observadas con mas
frecuencia fueron debidas a la asuncion
de proporcionalidad en lugar de fa de-
terminacton de la relacidn afin corec-
ta entre el nimero de los escalones y el
ntmero de cerllias («ntimero de cerlilasr
= 3% «niimero de escalenes» + 2), Los es-
tudiantes hicleron uso de la propledad
fka) = k ) e las funclones lineales (P.
o}., wpara una escalera con 4 peldanos,
hace falta el doble de cerllias que para
una escalera con 2 peldonos), de la
proptedad fa + b) = o) + ) (0. €.,

shacen falta 8 + 11 cerlllas para hacer
una escalera con & (= 2 + 3) peldanos»)
o emplearon combinacionas de ambas
propiedades. Observaciones andlogas
del verror proporcional de multiplicacions
(para emplear el término introducido por
linchevski, Olivier, Sasrman, & Lisbhenberg,
1998) para problemas similares de ge-
neralizacién de patrones se pueden en-
contear en otros muchos estudios (. ¢f.
Linchevskl y ofros, 1998; Sasman, Lin-
chevski, & Qlivier, 1999).

Otros «errores de linealidad» parecidos
se han descrito en ol campo del digebra
y en el del (pre)cdlculo, También en este
contexto, los estudiantes tienden ¢ so-
bre-generalizar la propledad {a + ) =
Ka) + fb) y Kkd) = k {a) de lus funciones
lIneales a las funciones no lineales. Cuak-
quiler profesor de secundarta podric se-
guramente recordar elemplos de estu-
diantes aplicando «propledades» del
tipo: «la raiz cuadiada de la suma o8
igual a la suma do las raices cuadra-
dase, «e! logaritmo de un producto es
igual al producto de los legaritmoss,...
Este flpo de enores ha sido discutido e
lustrado por Berté (1993), Gagatsls y Ky-
rlakides (2000) y Matz (1982).

Con 8§ cerllas, puedo hacer und escalerd
«—— coh 2 peldafios como ésta.
Con 11 cerilias, puedo hacer una escalera
—— -
¢« con 3 peldanos.
—taiddy
—

LCudntas cerltas hacen falta para hacer el mismo fipo de escalera con 4 peldanos?
LCudntas ceilllas se necesitan para hacer la escalara con § peldanos?

Figura 1. Problema de las escaleras ulillzado por Stacey (1989, p. 148),
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La aplicacion lnjusﬁﬂcada de la
linedlidad en diversos contexlos
cienfificos

Ademds de los muchos casos en los que
la proporciondlidad es aplicable en un
contexto clentifico (Spinillo & Bryant,
1999), hay tfamblén numerosos proble-
mas clentiflcos para jos gue no es aph-
cable un modelo tinedl, pero para los
que se han propuesto soluclones linea-
les. Durante la edad media y el renacl-
miento, los clentificos sostenian firme-
mente varios principios basicos de la
fisica que habfan sido establecidos por
Adistételes (Grant, 1977). Enla teoria arls-
totélica sobre la caidalibre de los cuer-
pos, hay al menos dos asunciones injus-
fiflcadas de proporcionalidad. La
primera es la creencla de Arstdleles de
que un objeto que pesa 10 veces mdis
aue otro debe caer 10 veces mds répl-
do que el ofro objeto, cuando se dejan
caer desde la misma altura. El segundo
s que los objetos caen a una velocidad
constante, to que significa que la dls-
tancia recordda por un objeto podria ser
proporcional al lermpo de caida. (Y que,
p. €}, a un objeto e levaria el doble de
tlempo alcanzor el suelo al dejarto caer
desde el doble da dito). Fue solo des-
pués de 1600 se demostro que esfas
asunclonss Improplas de proporcionati-
dad eran erdneas, precisaments cuan-
do Galleo Gadlile! levd a cabo sus ex-
perimentos y 1os describlé en sus Discursos
sobre dos nuevas clencias (Galitel, 1638).
Tamblén en nuestros dias, suelen apare-
cer a menudo estudianfes que tienen
una vision arstotélica de la fisica (fo que
Incluye las asunciones injustificadas de
proporclondlidad), y hay estudios que
han mostrado que esas concepciones
son muy fuertes y resistentas a lainstruc-
cién (Ebison, 1993; Weller, 1995).

Ademds de en la fislca arlstotélica, hay
tamblén otros ejernplos de uso Injustifi-
cado de o linealidad en tareas de fisl-

ca. Anderson (1983) observd una «ten-
dencia general a la linealizacién» en
una tarea en la que se pedia a estu-
dlantes unlversitarios que predijeran
cudnto avanzaria una bola en un plano
inclinado al ser golpeada por un pén-
dulo, como funcldn del dngulo de oscl-
lackén del pénduto (con angulos de 10°,
20°, 30° etc.) y de la masa del péndulo
(con 1, 2, 3 o mds pesas pegadas al
péndulo), Cuando las predicclones de
jos estudlantes fueron representadas en
unca gréafica, parecia que las «curvas pre-
dichas eran mds rectas que las curvas ff-
sicas realess (Anderson, 1983, p. 245}

Varlos casos de razonamiento lineal
injustificado en geometria

En e! dominio de ia geometria, se ha
informado de varios casos de exceso
de dependencla de los estudiantes de
tos modelos lneales. Por elemplo, se
sabe gue frecusntemente se producen
razonamientos ineales Incorrectos en
problemas sobre las relaclones entre 105
dngulos y tos lados de las flguras geo-
métricas (ver, p. e]. Bold, 1969, De
Block-Docq, 1992: Rouche, 1992a). De
acuerdo con Rouche (19924), muchos
estudiantes e Incluso adulios plensan
que un éngulo puede bisecarse o til-
secarse mediants la aplicacion de las
construcciones sugeridas en ta Flgura
2. Ambas construcclones se basan en
asunciones iImpropias de linealidad. Lo
primera construcclon asume una rela-
clén lineal entre un anguto agudo y el
lado opuesto en un fidngulo rectan-
gulo. La segunda construccion asume
una relacién lineat entre el Gngulo su-
perior y la base de un tidngulo Isésce-
les (o entre un angule Inscrilo en un
circulo v su correspondiente cuerday).

Otros ejemplos de I ilusidn de lineall-
dad en el dominlo de la geomehia pue-
den encontrarse en [ tesls doctoral de
De Block-Docg (1992). Ella describe va-
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rios procescs de razonamiento erréne-
0s fodos basados en una aplicacian Ina-
proplada de ta proporclonalidad direc-
ta (o inversa) entre cantldades no
proporcionales (. 8., «El dngulo de un
dodecdgono regular puede obtenerse
dividiendo el angulo de un hexagono
regular por 6 y muttiplicando este resul-

=

tado por 12», «sPara construir un tiangu-
lo equilatero inscrito en und clrcunfe-
rencla, se debe tomar como lado del
tiéngulo el digmetro de la circunferen-
cla; un dodecégono regular puede
conshuirse tomando como lado ta mi-
tad del radio de la circunferenciar, De
Block-Docag, 1992, p. 199).

%\
! F f

Figura 2. Construcciones de la biseccién y la tisecclon de un dngulo basadas
en asunciones erréneds de iinealidad.

Uno de los casos mds conocidos vy fre-
cuentemente estudiados de uso Inde-
bido de la knealidad por paife de los
estudiantes es el relacionado con los
problemas sobre el efecto que tlene el
agrandarmiento o reducclon de una fi-
gura sobre su drea o su volumen. El prin-
clpio que goblerna aste tipo de proble-
mas es blen conocido: un aumente o
reduccidn de cualquter figura geomé-
frica (cuadrado, circulo, cubo, figura
irregular,...) por un factor r, multiplica las
longhtudes por un factor 1, las Greas por
un factor £y los volimenss por un fac-
tor P,

Como senadlan varlos aufores (National
Councl of Teachers of Mathematles,
1989; Cuthred & Mitchelmors, 2000; Tier-
ney, Boyd, & Davis, 1990), alcanzar una
Intuicién adecuada sobre fas relaciones
antes Indicadas entre longitudes, dre-
as, y volumenes de figures simifares, sue-

le sar lenfo y penoso, en las que [os es-
tudiantes a menudo resultan desorten-
tados por la llusion de linedlidad, pen-
sando que sl una figura se aumenta ©
so raduce 1 veces, st arec y el volumen
se hacen 1 veces mayores o imenores
también. Hay un ejemplo famoso en el
didlogo de Platén «Mendns, en el gque
a un esclavo se le pedia que dibujara
un cuadrade que tuviera el doble de
&rea que un cuadrado dado y el es-
clavo propuso en primer lugar duplicar
el lado del cuadrado (ver Berté, 1993).
En el mismo sentido, leemos en los es-
tandares del NCTM gue «... la mayoria
de los estudiantes de 5.° de pimaria a 2.°
de Secundaita creen incorrectamente
que st los lados de una figura se duplican
para producl una figura semejante, el
area y el volumen tamblén se duplico-
rany (National Councll of Teachers of
Mathematics, 1989, pp. 114-115). En
otras patabras, ks estudiantes tlenden
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aver las relaciones entre longltud v Grea
o entre longitud y volumen como linea-
les en lugar de, respecitivamente, como
cuadraticas o clbicas, vy, en conse-
cuencia, aplican el factor de escala Ii-
neat en lugar de su cuadrado ¢ cubo
para determinar &l drea o el volumen
de la figura ampliada o reducida.

Enlos Gltimos anos, la idea equivocada
de que el &dreg vy el volumen de una fi-
gura aumentan r veces cuando el lado
de la figura aumenta r veces, ha sido
extensivamente estudiada (De Bock,
Verschaffel, & Janssens, 1998, 2002b; De
Bock, Van Dooren, Janssens, & Vers-
chaffel, 2002a; De Bock, Verschaffel,
Janssens, Van Dooren, & Claes, 2003;
Modestou & Gagatsls, 2004). En una se-
rle de estudios experimentales de De
Bock y olros (1998, 2002b, 2003), se ad-
ministraron a grupos nNUMercsos de as-
tudlantes de 12 a 16 anos, pruebas es-
critas con problemas verbales
proporcionales y no proporcionates so-
bre longitudes, perimetros, dreas y vo-
Umenes de distintos tipos de figuras. Por
ojernplo, utllizaron el siguiente ftfem no
proporcional sobre el drea de un cua-
drado: «F graniero Carlos necesita apro-
ximadamenie 8 horas para abonar un
ferreno cuadrado de 200 m de lado.
LCudintas horas necesitard para abo-
nar un terreno cuadradoe de 600 m de
lado? La gran mayoria de los estudian-
tes (mdis del 90% de los de 12 anfos y mas
del 80% de los de 16 anos) fallaron en
este Hpo de problemas por su alarman-
temente fuerte tendencla a aplicar mé-
todoes lineales. Incluso con considerable
ayuda (como la peticién de elaborar
un dibujo de la situacidn del problema
antes de resclver el mismo o el suminis-
tro de un dibujo ya hecho en papet liso
o cuadriculadoe), sélo unos pocos estu-
diantes hicieron el cambio a respuestas
correctas no inecles. Se encontrd que la
pelicidn de hacer un dibujo fue a me-
nudo desatendida v que 1os dibujos he-

chos rara vez se usaron de forma efec-
tiva. En los casos en los gue los estu-
cliantes hicieron un dibujo, éste era a
menudo una representacion de muy
baja calidad v, por tanto, no fue de
gran ayuda para encontrar la respues-
ta correcta. La Unica manlputacién ex-
perimeniat que tuvo algin impacto sig-
nificativo sobre los estudlantes fue el
replanteamlento de los problemas de
valor falfante cormoe problemas de com-
paracién (p. e}, para el ffem mencio-
nado anteriormentea: «Hoy, el granjero
Carlos ha abonado un ferreno cuadra-
do, Mariang, tlene que abonar ofro fe-
rrono cuadrado con el lado el triple de
grande. ,Cudnto tiempo necesltard
aproximadamente para abonar este te-
rreno?). En este caso, el ndmero de res-
puestas correctas aumento del 23% (en
al grupo que recibld problemas de va-
lor faltanie) hasta el 41% (en el grupo
an que se pasaron problemas de com-
paracion). Resulta famblén remarcable
aue, cuando como consecuencla de
la ayuda proporclonada en estos estu-
dios, los estudiantes descubrieron que
algunos de los problemas no eran line-
dles, cornenzaron a aplicar métodos no
Ineales a preblemas lineales también.
En un estudio posterior con entrevistas
en profundldad, De Bock et al. (2002)
trataron de desvelar los procesos de re-
solucidn de problemas y los mecanis-
mos subyacentes a los hallazgos de los
estudios de papet y 1dplz. £ste estudio
Indicé que:

— Lamayoria de los estudiantes utitiza-
ron un modslo proporclonal de for-
ma espontaneaq, castintultiva (en ef
sentido de Fischbeln, 1987) no slendo
consclentes de su eleccion de un
maodelo proporcional, mientras gue
otros estaban realmente convenct-
dos de que las funciones lineales
eran aplicables «en todas partes»;

— Muchaos estudiantes mostraron limi-
taciones en su conocimiento geo-
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métrico (p. ¢l.. la creencla errdnea
de gue el concepto de drea sélo so
apllca alas figuras regulares, o que
una figura aurentada en tamano y
semejante ¢ otra no aumenta ne-
cesariamente en la misma propor-
clén en todas sus dimensionesy;

— Muchos ostudiantes tenfan habltos
inadecuados, cteenclas y achiudes
hacia la resolucién de problemas
artméticos verbales en el cordexfo
escolar (. e}, la creencia de que los
dibujos no shven de ayuda, que ia
primera solucién es siernpre fa msjor,
atc), que demostraron ser un abono
fértl para un proceso de modeliza-
cién superficial o deficlente, A me-
nuclo, esto impedia a los estudiantes
desenmascarar por Inadecuado su
solucion proporclenal, y descubiir ia
solucidén correcta al problema.

La bisqueda de
las raices de la ilusion
de linealidad

Hasta agui, hemos hecho una revision
de una amplia varedad de diferentes
apariclones de la llusién de linealidad,
segun kas hemos idenfificado en la lite-
ratura sobre educacién matemdatica y
cientifica y en nuestras proplas Invest-
gaclones expermentales. Ellas flustran
el cardeter generalizado del fendmeno
de! razonamlenio proporclonal llicito
que afecta a estudianies de un amplio
rango de edades en diversos dominios
de contenido, Ei objeflve de la presen-
te secclén es identificar los diferentes
factores explicativos de las lluslones de
finealidad de los estudiantes. Sosten-
drermos que los slementos explicativos
pueden dividirse en fres categorias prin-
clpales: (1) elemenios relacionados con
ia Hnedlidad/proporclonalidad como
tal, su cardcter intullivo, su simplicidad y
presencia en la vida diaria, (2) elemen-

tos relacionados con ks experiencias
de los estudiantes en el sistema escolar
formal, y (3) elementos relacionados con
el dominio matemdtico o cientifico es-
pecifico en el gue el fendmeno se pro-
duce.

Linealidad, intuitividad y situaciones de
la vida diaria

La primera y més importante razdn para
la aparicién det exceso de dependen-
cla de las relaciones lineales parece sor
su caracter intrinsecamente simple y
auto-evidente. Como indicaba Rouche
«Fs la Idea do proporcionalidad ta gue
primero viene a la mente, porgue no
hay duda de que no hay funclones mas
simples que las inealess (Rouche, 1989,
p. 17), No resulia sorprendente que,
para muchos estudiantes, un razona-
miento del tipo «k veces a, k veces br
se impone casl de forma natural en un
amplio rango, de situaciones. En la en-
trevista en profundidad reailzada en su
investigacion, De Bock et al, (2002a) ob-
servaron que los estudiantes emplea-
ban un modelo ineal Inmedialamente,
espontaneamente y con mucha con-
flanza en su correccldn, sin ninguna ne-
cosldad de ofrecer una justificacion. Al
mismo tiempo, fue virtualmente Imposi-
ble para la mayoria de los estudiantes
en esta investigacion explicar por qué
el modelo lineal empleado era apro-
plado para aquella particutar situaclon
problema, También Stacey (1989, p. 162)
escribié que «os modelos asociados con
la proporcionalidad directa se insinua-
ban a los estudiantes por poderosas id-
zones cognitivas, Cuando se encuentrd
una ldea asi, los estudiantes pusden
mostrarse reficentes o cusstionarta, tan-
to por su efectividad proporclonando
respuestas (una respuesia es mejor que
nada) como por su simplicidach:,

Estaxs caracteristicas del razonamiento
lineal improplo parecen muy similares o
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La hiisqueda de Tas vafees de la Husidn de linealidad

concepto de intuicidn en el trabajo de
Fischbein (1987), que describic el cono-
clmiento intuliivo cono un tipo de cog-
nicldén inmedlata, Implicita, evidente en
si misma, que conduce de forma coer-
citiva generalizaciones, produce gran
conflanza y @ menudo persiste a pesar
del aprendizaje formal. Nuestras infui-
clones son reslstentes al camiio por gque
estan profundamente relacionadaos ala
totalldad de nuestro sisterna adaptativo,
gue consiste en asguemas. Un esque-
ma es definido por Fischbein (1999, p.
39) como sun programa que permite al
individuo d) almacenar, procesar, con-
trofar e integrar mentalmente informa-
cién, y by reqacclonar signiflcativa y efi-
clentemente a los estimulos del
entornon. Fischbeln consideraba la pro-
porclonalidad como un esquema de
este fipo, y comentaba 1o siguienta so-
bre el aumento de su impacto con la
edad de los estudiantes:

«H esguema de proporcionalidad es,
enia ferminologia plagetiana, un es-
quema operaclonat, esio es, muy
general e Influyente. Se desarrolla
conla edad y en su forma cuaniita-
tiva plena se maniflesta durante {a
efapa de las operaciones formates.
Junto alimpacto de olros esquemas
Intelectuales, of esaquema de pro-
porctdn profundiza su impacto sobre
el razenamiento del Individuo, como
efecto de la edadr (Fischbeln, 1999,
p. 45).

A pesar de que arriba se sugiere que el
esquema de proporeionalidad gandg In-
fluencla a edad mds fardia y — como
defenderemos mds adelante— la es-
colaridad puede jugar un papel impor-
tante en este desarrollo v las primeras
versiones de los modelos proporcionales
parecen apadrecer ya bastante antes
de adquirirse en la educacion (ver sec-
ctdén 1). Puede sostenerse fiimemenie
que los razonamientos de Aristételes (en

el desarrollo de su teoria fisica) o del es-
clavo en el didlego «Mendne» de Platén
fueron un producto de la educacion
matemdtica escolar. Lo mismo ocurre
probablemente con los estudiantes de
sagundo y fercero de educacldn pri-
maria del estudio de Van Dooren v otros
(2005) que ya dieron numerosos sjem-
plos de respuestas proporcionales llicl-
tas aunque el fema de la proporciona-
lidad no habia sido todavia fratado
sistemdticamente en la escuela. Podri-
amoes argumentar que varias de kas ex-
perienclas mdas prirmitivas que los hu-
manos afrontan (como el conteo de
objetos, en el que se utiliza nueastro sis-
fema de numeracién) son ya inheren-
temente lineales, y muchas aplicaclo-
nes de tas motemdticas a la vida diarla
estan basadas también en la propor-
clonalidad (Spinillo v Bryant, 1999).

Los efectos de la escolaridad

A pesar de que el parrafo anterior su-
giere que hay una fendencia snaturais
d razonar proporclonalmente, hay una
amplia evidencla de que fa educacidn
matemdtica tiene un Impacto en su pos-
terlor desarrolio,

Un primer elemento en la escolaridad
es gue —en clertos momentos del curri-
culo de matemadticas— se pone una
atencldn extensiva y casi exclusiva en
lalinedlidad o en alguna de sus propie-
dades. A menudo, esto sucede sin que
se atlenda expliciiamente al dominio
de aplicabiiidad de este concepto o
sus propiedades. Las consecuenclas de
osto se muestran, por efemplo, en el es-
tudiio de Van Dooren y otros (2005). Se
descubrid aue habia un aumento con-
siderable del nimero de respuestas pro-
porclonalss ilicitas desde tercero de pri-
marla a gquinto, es dech. duranfe el
periodo en el gue se produce una aten-
clén extensiva a la adqgulsiclon del es-
quema de linealidad. Para algunos pro-
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blemas, so legd incluso a constatar que
los estudiantes de fercero de primarla
daban mas respuestas corectas que los
de quinto y sexto, debldo a fa tenden-
cla en estos Gitimos cursos a utilizar el ra-
zonamienio lneal en scualqulem situa-
clén. Sus datos sugleren que, con
respecto al razonamiento proporclonal,
10s estudiantes adguleren una «desire-
za rutinariar en lugar de una «destreza
adaptativas (Hatano, 1988). Esto enfa-
tiza la importancla de enfocar las ma-
temdticas desde una perspectiva ge-
nuina de modelizacton (Blum y otios,
2002; Lesh y Lehrer, 2003), y hacerlo des-
de el Inicio de la educaclén primaria
(ver, p. €., Usiskin, 2004), A medida que
se van fratando aigunos conceptos bd-
slcos cama la mulliplicacion, la division,
la proporclonalidad directa e inversa,
debe enfatizarse Inmediotamente enia
capacidad de dichos conceptas porg
modelizar algunas siiuactones y su in-
capacidad para modelizar ofras. Pue-
den utilizarse sttuaciones prolotiplca-
mente claras para desarrollar la destreza
de los estudiantes en el reconocimien-
1o y aplicacion fiulda de nuevos proce-
dimientos (o estrateglas), pero regular-
mente, deben alternarse con glerclcios
que relacionen situaciones del mundo
real con medelos materndticos y refle-
xlonar sobre esta relacion (Verschaffel y
otros, 2000),

£n relaclon con et primer elemento estd
1a obsorvaclon de que en el curriculo
habitual de matemdaticas, et razona-
miento proporclonal se practica princk-
paimente por medio de los llamados
problemas de valor faltante. En este tipo
de problemas, se dan tres nimeros (a, b
y ¢), ¥ se pide dl resolutor que determi-
ne el valor desconocldo x. En un pro-
blema de proporciones, esta incognita
x s lat soluclén de una ecuacion de lta
forma ofb = cfx La mayoeria de las to-
reas de razonamiento proporcional que
los estudianies se encueniran en los cur-

s0s superlores de la educacion primaria
astdn formuladas en el formato de va-
lor falfante, Muchaos lioros de texto tra-
dicionadles incluso tienden a confiar ex-
clusivamente en este formato de
problema para aumentar y evaluar el
dominio que Hienen los estudiantes del
rozonamiento proporcional (Cramer et
al., 1993), Al mismo tlempo, los proble-
mas que ne son de proporcionalidad
planteados en el formato de valor fal-
tante son muy inhabiltuales. La invest-
gacion de De Bock y ofros (2002b) con-
firmé empiricamente que el formato de
valor faltante es un factor explicativo
imporfante para a aparcion y persls-
tencla de la lustdn de linealidad. Se
paso aestudlantes de 12 a 16 anos una
sarie de problemas de proporcionalidad
y otros que no eran de proporclonall-
dad. Ala mitad de ellos se les plantea-
fon los problemas en el formato fradi-
clonal del valor faltante, mientras que
alos otros estudiantes se les plantecron
problemas matematicamente equiva-
tentes, pero replanteados Como «pro-
blemas de comparaciéne, Mientras gue
en el formato tradicional de valor fal-
tante, sdlo el 23% de los problemas gue
no eran de proporclondlidad fueron re-
susltos correclamente, este porcenta-
je aumentd significativamente hasta un
41% de respuestas correctas en el for-
mato de comparacion.

Finalmente, la escotaridad formal tam-
bién moldea las destrezas de resolucton
de problernas (matemdaticos) de los es-
tudiantes y sus habitos en general, y es-
tas destrezas y habitos juegan un papel
Indiscullble en o aparlcion o en la pre-
venclén del exceso de dependencia
de \a linedlidad, Varias investigactones
(para unda revision, ver Verschafiel y
otros, 2000) han mostrado que los estu-
diantes a menudo perclben la resolu-
clén de problemas matematicos (ver-
bales) como una actividad del fipo de
un puzzle con poca o ningunad relaclon
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con el mundo real. De acuerdo con
esto, tlenden a uillizar claves superfi-
clales para decidir qué operacion os ne-
casarla en el contexto de un determit-
nado problema. No resufta sorprendente
que la gran mayoria de los estudiantes
de educacién primaria tiendan a apll-

" car métodos proporcionales a proble-

mas det tipo: «1 camisa farda 156 minu-
tos en secarse en e tendedero. Cudnto
tardardin en secarse 3 camisas? (ver, p.
&}, Van Dooren y ofros, 2005). En estos es-
wudlos, se muestra tamblén gue los es-
judiantes se muestran reticentes a em-
plear algunos heuristicos mds potentes
para la resoluclkdn de problemas (es de-
¢l parece que nunca han aprendldo
a hacer o ufilizar un esquema o dibujo
para enfrentarse a un problema no tri-
vial) y muesiran Importantes deficlen-
clos en su conocimiento y destrezas me-
tacognitivas (lo que conduce a una
pobre atito monftorlzaclén durante la
resoluclén det problema, a ser raplda-
mente satisfechos por una soluclén,
alc).

Et papel de los elementos de conteni-
do especifico

Los elementos explicativos para fa ilu-
sion de linsalldad que hemos descrifo
en las secclones precedentes eran fo-
dos generales. Pero en muchos casos,
famiién los elementos de contenido es-
pecifico jJuegan un papel en ld tenden-
cia de tos estudiantes a usar Impropia-
mente fos modelos lineales, Es dificil
describir exnaustivarnente fodos los ele-
mentos de contenido especifico gue
pueden jugar un papel en el razona-
mlento proporcional improplo. Nos liri-
tarermos o mostear el papel de cuestio-
nos relacionadas con el confenido
aspecifico en codmo se causa o faclifa
el fenémeno para algunos casos.

La mayor parte de nuestra Investigacion
empirica relativa a la flusién de lineall-

dad estd@ relaclonada con el efecto de
un aumento o una disminucién de una
figura geomética sobre su drea o sUvVo-
lumen (De Bock y ofros, 1998, 2002q,
2002b, 2003). Varlos awtores (Quthred vy
Mitchelmore, 2000; Tiemey y ofros, 1990)
indican que la llusidon de finealldad se
dabe en parte o las dificuiades de los
estudiantes en ta adgulsiclon de 1as no-
clones de Grea y volumen (p. e}, ala
confusion de dreq, volumen y perime-
tro; a o asoclaclon det drea exclusiva-
mente con la férmula de dargo x an-
chon, ete.). Por ejemplo, Tlerney y otros
(1990) encontraron que los maestros en
forrmaclén tenfan dificultades en el cam-
bio entre las unidades lineales (como el
metro) y las unidades de drea (como
los metros cuadrados), [o que puede
indicar que no captan el caracter bidi-
manslonal del concepto de drea. Tam-
bién De Bock y ofros (2002a) encontra-
ron estudiantes de 12 a 16 anfos con
difficulfades con la nocldn de area (p.
gj., creyendo que sdlo las figuras regu-
tares lienen areq, o que ta cantidad de
pintura para cubrr la superficie de una
figura depende del perimetro o del vo-
lumen) y con los princlplos que gobler-
nan fas semejanzas (muchos estudian-
tes pensaban que una figura que
aumentaba de tamano manteniendo
la forma, no necesarlarmente aumen-
igba en la misma proporclon fodas sus
dimensiones).

Tampoco en el dominio de la probabl-
lidad, los elementos de confenldo es-
pecificos puedsen ser ignorados, Como
hemos sefalado con anferiortdad, las
ideas equivocadas profundamente en-
raizadas son ublocuas en el dominio del
razonamiento probabilistico, vy ta histo-
fic de la probabliidad estd repleta de
malematicos que han cometido erro-
ras. Ademds, «probabilidads y «propor-
cidrm son conceptos muy refacionados,
de modo gque muchos arroras son sus-
ceptibles de atribuirse al razonamiento
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proporcional. Finaimente, es algo ca-
racteristico del dominio de ia probabili-
dad que -—a pesar de que fas situacio-
nes probabilisticas obedecen cierias
leyes matemdaticas claramente distin-
guibles— slempre se estd trafando una
incertidumbre infrinseca. Esto implica
8 que la informacién inmediata y con-
' cluyentfe sobre los resulfados de nues-
fras suposiclones (sean injustificadas o
no) no suelen estar disponibles, porcue
la redlidad concreta se basa en un pro-
ceso dleatorto. Asi, puede lustrarse de
forma sencllia y muy concreta que el
drea de un circulo no se duplica si el
g diadmetro se duplica, pero es mucho mas
dificil fustrar de forma concreta que ta
probabildad de obtener ol menocs un
sels no se duplica sl el ndmero de lan-
zamientos con un dado se dupfica. En
aste caso, se debe recunir o bien a un
razoncimiento abstracto y a cdiculos for-
males (ambos de los cuales requleren
bastantes conoclmientos especificos del
contenido y son propensos a muchos
i orroresy o a simulaciones con un gran
numero de infentos (que sliempre corren
el riesgo de que los datos puedan ac-
cidentalmente no product la evidencla
necesaila).

£l papot de (los deficlenclas en) cono-
cimiento de contenido especifico pue-
de mostrarse faclimente también en
otras apariciones de la llusidn de linea-
kdad, Por gjemplo, pard responder co-
rrectamente a un problema aritmético
tan simple como «El mejor tiempo de
Juan en los 100 metros es de 17 segun-
; dos. ¢ Cudnto tardard enrecorrer 1 kil6-
| metro?» (Greer, 1993; Verschaffel y ofros,
1694, 2000), uno debe saber que un co-
nedor llegard a cansarse y e Incapaz
de mantener su mdaxima velocidad du-
rante un largo peredo de tlempo, Y s
comprensible que Aristoteles pensard
Incomactamenie que un objelo mas pe-
sado caeria més rapldo que un objeto
mas ligero, porgue probablemente no

Wim Van Dooren, Dirk De Bock, y Lieven Verschaffel

fuera consciente det papel que Ia resis-
tencia del gire jugaba en sus observa-
clones. Sinembargo, esto no explica por
qué él tradujo su juiclo de «mds peso-
menos tiempo de caidar en una relc-
cion proporcionat enire el peso y la ve-
lockdad de calda de un objeto,
estableciendo que un objeto 10 voces
mds pesado que ofro caerfa 10 veces
mas rdpldo que el ofro okjeto.

Comentarlos Fma_les -

En este trabajo, hemos mostrado gue 1as
aplicaciones fiicitas de la linedlidad estan
ubicuarente presentes in los rozona-
mientos de los estudiantes en diversos
dominios de la matemdtica v 1as clen-
clos, y cue en sus rofces subyace una in-
teracclén compleja de distintos ele-
mentos expllcativos. Conslderando qgue
probablemente cada error de linealidad
estd en parte causado por deficlenclos
en el conocimiento del contenido es-
pecifico de los estudiantes, parece ha-
ber famblén procesos mds generales en
juego. que conducen ol estudiante ala
solucién lineal —en vez de a ofra solu-
cién errdnea— en todos astos casos.
Kahneman, Stovic y Tversky (1982) hicle-
ron una distinclon muy précitca entre las
explicaclones positivas y negativas de
los errores de Juicio en las sttuaciones pro-
babiishcas, y podemos soslener gue esta
distinclon es valida tamblén para los erno-
res de Juicio en todos los dorminfos de las
matematicas y las clenclas: «Un andlisis
positive se centra en los factores gue
producen una determinada respuesta;
un andlisis negativo explica por qué no
se dio tarespuesta corectan (Kahneman
vy otros, 1982, p. 504-505). Ellos contindan
Indicando que «n andilisls positivo de [os
efrores as mas practico cuando la misma
heuristica explica juicios en un conjunto
variado de problemas donde se Incum-
plen diferentes reglas normativass (p.
505,
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Con este frabagjo, hemaos intentado se- importante primer paso en su correc-

Aalar que la aplicacion ilicita de la pro- cién o prevencion medlante una en-
porcionalidad es un mecanismo que sefianza adecuada, Esperamos quo
puede explicar gran vartiedad de erro- nuestro conocimiento actual sobre el
res cometidos por estudianies de dife- fendmeno pueda agudizar la con-
rentes edades en dominios muy diver- clencia de los profesores y desarrolla-
sos de las matematicas y la clencia, v dores de currfculos. Hay algunos abje-
por lo tanto puede consideraise como tivos minlmos, féclimente alcanzables,
un wandlisis posttivor de los errores de que podrian suponer ya un paso im-
los estudlantes, Comprender los me- portante en la ruptura de la tendencla
conlsmos subyacentes en las ldeas de los estudiantes de abusar de los mo-
equivocadas de los estudiantes es un delos lineales.
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