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INTRODUCCION

Presentamos a continuacion las partes mas significativas de la
memoriafinal del Proyecto de Investigacion "Disefio y evaluacion
de una propuesta curricular de aprendizaje de la Geometria en
Ensefianza Media basada en e Modelo de Razonamiento de Van
Hiele", aprobado en |a convocatoria de 1989 del Concurso Nacio-
nal de Proyectos de Investigacion Educativadel C.1.D.E.

Los objetivos del presente documento son, como el titulo del
proyecto indica, ofrecer una propuesta curricular concreta de ense-
fanza de la Geometria Plana surgida de esta investigacion y dar
cuenta detallada de la actividad realizada por el equipo investiga
dor durante los dos cursos que ha durado lainvestigacion, 1989-91.
Durante el primer curso se han desarrollado y experimentado las
actividades programadas en el programa de lainvestigacion, y
durante el segundo se ha procedido a completar el andlisis de la
informacion recogida, a plantear conclusiones y a elaborar nuestra
propuesta curricular. A modo de resumen, la investigacion se ha
desarrollado siguiendo las tres etapas siguientes:

1*) Organizar y completar la informacién disponible, para des-
pués planificar la secuencia de trabajo del equipo investigador y
desarrollo del material que debia ser utilizado en la experimenta-
cion. Este material consta, por una parte, de unas unidades parala
ensefianza de determinadas partes de la Geometria Plana y, por
otra, de dos tests utilizados para evaluar el nivel de Van Hiele de
razonamiento de | os estudiantes antes y después de haber estudiado
el material de ensefianza experimental. Durante esta primera etapa,
los tests fueron experimentados en una version piloto (previa ala
version definitiva) en dos grupos similares a aquéllos con los que
seibaaredizar |a experimentacion.

El equipo investigador esta formado por profesores de Matema-
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ticas de E. Secundariay por miembros del Departamento de Didéac-
tica de la Matemética de la Universidad de Valencia Durante el
desarrollo del proyecto de investigacion, |a responsabilidad central
de los primeros fue disefiar y experimentar las unidades de ense-
fanza, mientras que la de los segundos fue evaluar "desde fuera de
las aulas' los resultados de dichas unidadesy disefiar |0s tests nece-
sarios para ello. No obstante, todos los miembros del equipo traba-
jamos de manera conjuntaen esta primeraetapa del proyecto, dise-
fiando y organizando los materiales de ensefianza y evaluacion.
Posteriormente, los trabajos de ensefianza y evaluacion durante la
segunday terceraetapas se desarrollaron de maneraindependiente.

2") Experimentacion de las unidades de ensefianza y evaluacion
del progreso delos estudiantes. La experimentacion se ha llevado a
cabo en varios gmpos de primer curso de EP. y en uno de Bachille-
rato experimental, como parte integral del curso de Matematicas,
durante su horario habitual de clase y dando las clases sus profeso-
res oficiales, 10s cuales eran miembros del equipo investigador.
Debido a la organizacion general de la asignatura de estos gmpos,
la expenmentacion se desarrollé a lo largo del tercer trimestre de
1990, hasta d final del curso. Los grupos y centros implicados en
|a expenmentacion fueron:

Instituto de EP. "Alfafar” de Alfafar (Valencia). Profesora: Rosa
Corberan. Grupos 1°B y 1°C.

Instituto de F.P. "Cabanyal" de Vaencia. Profesor: Antonio
Pefias. Gmpos 1°Cy 1°F.

Instituto de F.P. "Massamagrell" de Massamagrell (Valencia).
Profesor: Juan B. Margarit, Grupos 1°A y 1°B.

Instituto de F.P. "Quart de Poblet" de Quart de Poblet (Vaencia).
Profesor: M. Pedro Huerta. Grupo 1°A.

Siguiendo la clasica metodologia de evaluacion de las experi-
mentaciones mediante la administracion de pretests y postests, alos
gmpos experimentalesse les administré un pretest y un postest con
€l mismo cuestionario en ambos casos. El pretest fue administrado
durante la primera quincenadel mesde marzoy € postest durante
la dltima quincenadel curso.

3*) Esta tltima etapa de la investigacion se ha desarrollado cas
por completo durante el curso 1990-91. Ha consistido en e andlisis
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conjunto del desarrollo de las clases en los gmpos experimentales,
en completar la correccion de los tests en la obtencion de informa-
cion (tanto de la experiencia docente como de | os tests administra-
dos) y en la posterior obtencién de conclusiones.

Este documento consta de 3 capitulos. En € capitulo 1, de
carécter tedrico, presentamos |os elementos principalesdel Modelo
de Razonamiento Geométrico de Van Hiele, que ha constituido el
marco tedrico en el que se ha basado el equipo investigador para
estructurar las unidades cumculares que se han disefiado y experi-
mentado, asi como parallevar a cabo la evaluacion de la experien-
ciay laeficacia de las unidades de ensefianza.

El capitulo 2 esta dedicado a presentar las unidades de ensefian-
zadela Geometriay la experimentacion que hemos llevado a cabo.
Este capitulo constituye el nucleo central y el objetivo principal del
proyecto de investigacion. En €l se describen los contenidos de las
unidades de ensefianza, junto a sus objetivos y metodologia, y se
presentan los textos completos de las mismas. A continuacion, en
el mismo capitulo, se describen las caracteristicas de los Centros de
E. Secundaria en los que se ha realizado |a experimentacion y de
los gmpos de estudiantes concretos que han participado en la mis-
ma. Este capitulo se completa con un andlisis del desarrollo de las
clases, presentando ejemplos significativos de |os comportamientos
y respuestas de diferentes tipos de estudiantes.

Por dltimo, en e capitulo 3 se presentan los resultados de la
evaluacion llevada a cabo para determinar @ progreso de los estu-
diantes después de |la ensefianza de las unidades en cuestion. Esta
evaluacion se ha realizado con 2 tests disefiados especia mente para
SU USD en este proyecto, cuyo objetivo es determinar 1os niveles de
Van Hiele de razonamiento de |os estudiantes en base a | os conteni-
dos geométricos centrales de | as unidades de ensefianza experimen-
tadas. Haremos una descripcion del proceso de construccion del
test, de su administracion y un andlisis de los resultados, tanto refe-
rentes a los niveles de razonamiento de los estudiantes como a la
consistenciadel test.






CAPITULO1

BASESTEORICAS: EL MODELO DE
RAZONAMIENTO GEOMETRICO DE VAN
HIELE.

Son de sobra conocidas las dificultades con que se encuentran
los profesores de Matematicas de Ensefianza Secundaria para con-
seguir que sus alumnos comprendan los temas que estudian y pue-
dan ir mas alla de la simple memorizacion de las definiciones,
demostraciones, algoritmos 0 métodos de resolucion de gercicios
que "van para el examen". Las causas de estas dificultades son
multiplesy complejas, tanto de tipo social como académico, siendo
unade las principaleslafatade preparacién de | os estudiantes para
superar €l salto metodol 6gico que supone e paso de la Ensefianza
Primaria (hasta este momento E.G.B.) ala Secundaria (actualmente
B.U.P. o Formacién Profesional).

Por una parte nos encontramos con que, en las clases de Mate-
maticas de la Ensefianza Primaria, muchos profesores utilizan
metodol ogias inductivas, activas, que estan caracterizadas por una
ensefianza dc tipo informal (es decir, no formal), basada en la
manipulacion y la observacion por |os estudiantes de su propiaacti-
vidad como base para la comprension y construccion de los con-
ceptos antes de la memorizacion de las definiciones, los principales
resultados o los algoritmos. Otros profesores de Primaria se incli-
nan por una enseflanza mas deductiva, donde predomina la clase
magistral, quedando la comprension relegada a un segundo plano,
en detrimento de la actividad comprensiva de |os estudiantes, a |0S
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cuales solo se les pide memorizar definiciones, propiedades, for-
mulasy algoritmos. En todo caso, es dificil encontrar cursos de Pri-
maria, ni siquieradel Ciclo Superior, en los que se realicen demos-
traciones més 0 menos rigurosas, aungue sean intuitivas, de las
propiedades o resultados que se estan estudiando.

Por el contrario, las Mateméticas de la Ensefianza Secundaria
suelen ser mucho més formales y desde el primer momento estan
presentes todos |os elementos tipicos de los métodos mateméticos
de trabgjo: Definiciones formales, demostraciones |ogicas, redes de
teoremas, etc. Si unimos este factor a otros de tipo psicologico y
social que estan también presentes en esta etapa de paso de un nivel
de ensefianza a otro, es |6gico € desconcierto y lafalta de recursos
de los estudiantes ante un cambio tan brusco de las reglas del jue-
go. Las consecuencias mas evidentes son |la mecanizacion del
aprendizaje, el fracaso escolar, el abandono de los estudiantes y la
disminucién del nivel de exigenciadel profesorado.

No se trata de un problemaexclusivo del actual sistema educati-
Vo espafiol (en fase de sustitucion), sSino que es internacional, pues
la lecturade publicacionesreferidas al tema nos permite comprobar
gue en todos | os paises de los que se tiene informacién existen difi-
cultades similares. Sin embargo, €l constatar que se trata de una
situacién universal no significa que no debamos tratar de solucio-
narla, al menos parcialmente.

Tampoco es un problema nuevo, ni exclusivo de los sistemas
educativos o de las metodologias actuaes. De hecho, hace casi 40
anos, la preocupacion ante este problema experimentada por Pierre
Marie Van Hiele y Dina Van Hiele-Geldof, dos profesores holande-
ses de Matemadticas de Ensefianza Secundaria, les indujo a estudiar
a fondo la situacion para tratar de encontrarle alguna solucion. El
propio P.M. Van Hiele explica asi el origen de su interés por este
tema (Van Hiele, 1986, p. 39):

"Cuando empecé mi carrera como profesor de Mateméticas,
pronto me di cuenta de que era una profesion dificil. Habia par-
tes de la materia en cuestion que yo podia explicar y explicar, y
aln asi los aumnos no entendian. Podia ver que ellos | o intenta-
ban realmente, pero no tenian éxito. Especialmente d comienzo
de la Geometria, cuando habia que demostrar cosas muy sim-
ples, podia ver que ellos daban el maximo de si, pero la materia



OISENOY EVALUACION DE UNA PROPUESTA CURRICULAR 13

parecia ser demasiado dificil. _ De pronto pareciague compren-
dian la materia en cuestion. Podian hablar de ella con bastante
sentido y a menudo decian: No es tan dificil, pero ;por qué nos
lo explico usted de forma tan complicada? En los afios que
siguieron cambié mi explicacién muchas veces, pero las dificul -
tades se mantenian. Parecia como s siempre estuviera hablando
en unalengua distinta. Y considerando esta idea descubri la
solucién, los diferentes nivelesdel pensamiento.”

En este parrafo se encuentran varias alusiones a los puntos que
identificAbamos antes. Los alumnos son incapaces de entender
argumentaciones matematicas formales, incluso cuando son "muy
simples". Esta situacion se repite afio tras afo, a pesar de los
esfuerzos del profesor por mejorar sus explicaciones y hacerlas
mas claras. Estos problemas surgen con més claridad en la Geome-
tria, debido a que esta érea de las Mateméticas se presta con toda
facilidad a desarrollar clases inductivas y en las que la manipula-
cion de materiales didécticos concretos es una componente impor-
tante. Por el contrario, en Aritmética hay una componente abstracta
y simbdlica que no se puede eliminar ni siquieracon los materiales
didéacticos.

Como respuesta a esta inquietud inicial, los esposos Van Hiele
empezaron a investigar sobre los procesos de aprendizaje de la
Geometria, lo cual lesllevé aformular e M odelo de Razonamien-
to Geométricode Van Hiele, en el cual se planteala existenciade
diversos niveles de razonamiento geomeétrico, que van desde €l
puramente visual propio de los nifios de los primeros cursos de E.
Primaria hastael 16gico-formal que desarrolla un matemético. Jun-
to a esta descripcion de diferentes niveles de razonamiento, que sir-
ve paraidentificar los problemas de aprendizaje a que aludia P.M.
Van Hiele en los parrafos anteriores, el Modelo de Van Hiele ofrece
también una solucion (nunca perfecta, como cualquier otra solu-
cion educativa) mediante una sugerencia a los profesores sobre
como lograr que sus alumnos mejoren la calidad de su razonamien-
to matematico. Se trata de las fases de aprendizaje, en las cuales se
propone una organizacion de la ensefianza que ayudard a los estu-
diantes a construir las estructuras mentales que les permitan |ograr
un nivel superior de razonamiento.

En sus respectivas tesis doctorales (Van Hiele, 1957 y Van Hie-
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le-Geldof, 1957) se resumen las propuestas de los niveles de razo-
namiento Yy las fases de aprendizaje que caracterizan el Modelo de
Razonamiento de Van Hiele. Las cuatro afirmaciones siguientes
pueden servir como resumen, desde un punto de vista global, de
Sus propuestas, que mas adelante desarrollaremos:

1) Es posible encontrar diferentes niveles de perfeccién en el
razonamiento de |os estudiantes de Geometria (y, en general,
de Mateméticas).

2) Un estudiante sdlo podra comprender realmente aquellas par-
tes de las Mateméticas que €l profesor | e presente de manera
adecuadaa su nivel de razonamiento.

3) Si una relacion matemética no puede ser expresada de forma
comprensible para el nivel de razonamiento actual de los
estudiantes, es necesario esperar a que éstos alcancen un
nivel de razonamiento superior para presentarsela.

4) No se puede ensefiar a una persona a razonar de una determi-
nada forma; sélo se aprende a razonar mediante la propia
experiencia. Pero si se puede ayudar a esa persona, por
medio de una ensefianza adecuada de las Mateméticas, a que
adquiera lo antes posible |a experiencia necesaria para que
Ilegue arazonar de esa manera.

Asi pues, € Modelo de Van Hiele enfatiza la existencia de dife-
rentes formas de razonamiento en Mateméticas y sefiala la necesi-
dad de que los profesores tengan en consideracion la capacidad de
razonamiento de sus alumnos a decidir laformay e rigor de sus
clases.

Otro elemento importante en el Modelo de Van Hielees d signi-
ficado que se da en el punto 4 anterior a la palabra "ensefiar".
Como hemos dicho, e modelo de Van Hiele analizalos procesos de
razonamiento, por lo que su centro de atencién no es @ aprendizaje
de hechos y destrezas, sino la comprension de conceptos y el per-
feccionamiento de las formas de razonamiento. Por |o tanto, la
palabra "ensefiar" no hay que interpretarla en el sentido escolar
habitual de ensefiar una serie de definiciones junto a ciertas propie-
dades Mateméticas de esos conceptos. Més bien, hay que entender-
|a como ensefianza de nuevas formas de pensamiento, provinientes
de unas estructuras mentales nuevas, més complejas que las ante-
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riores, que no pueden ser construidas mas que por el propio estu-
diante a partir de su experiencia. Los dos g/ emplos siguientes pue-
den ser significativosde esta diferencia: Es facil ensefiar a una per-
sona a poner en marcha un coche sin que utilice ninguno, pero no
es posible ensefiarle air en bicicleta sin que practique durante
varias horas con una.

Losnivelesderazonamientomatematicode Van Hiele.

Los Van Hiele sugieren la existenciade cinco nivelesde razona-
miento. Las descripciones que presentamos a continuacion son una
sintesis de escritos de |os propios esposos Van Hiele y de otros
autores posteriores que han investigado sobre las caracteristicas de
los niveles. Burger, Shaughnessy (1986); Crowley (1987); Fuys,
Geddes, Tischler (1988); Jaime, Gutiérrez (1990), Van Hiele
(1957), (1986); Van Hiele-Geldof (1957).

Nivel 1 (Reconocimiento): El razonamiento geométrico de este
nivel se caracterizaporquelos estudiantes:

» Usan propiedades imprecisas de las figuras geométricas para
compararlas, ordenarlas. describirlaso identificarlas.

* Hacen referencia a prototipos visuales para caracterizar figu-
ras.

* Perciben las figuras geométricas en su totalidad, de manera
global, como unidades. Los estudiantes se limitan a describir
el aspectofisico delasfiguras.

* Al identificar o describir figuras, incluyen atributos irrelevan-
tes, normalmentede tipofisico o visua (por g., la orientacion
en el papel o e tamafo).

 Pueden aprender vocabulario geométrico, identificar formas
determinadas y, dada unafigura, pueden reproducirla(por .,
dandoles un geoplano o una hoja de papel, los estudiantes
podrian construir o dibujar las figuras).

+ Perciben las figuras como objetos individuales, es decir que
los estudiantes no son capaces de generalizar las caracteristi-
cas que reconocen en una figuraa otras de U misma clase.

» Comparan y clasifican figuras geométricas basandose en su
apariencia global. Por ejemplo, suelen utilizar expresiones
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como "... se parece a ...", "... tiene laforma de ...", "... s
como...", etc.

* No reconocen explicitamente como tales las propiedades
Matematicas de las figuras. Aunque los estudiantes de este
nivel pueden reconocer algunas propiedades o elementos de
unafigura, éstas no juegan un papel apreciableen e reconoci-
miento de dichafigura.

¢ |dentifican partes de unafigura, pero:

a) No analizan unafigura en términosde sus componentes.

b) No piensan en |las propiedades como caracteristicas de una
clasedefiguras.

¢) No hacen generalizaciones sobre formas ni usan un len-
guaj e apropiado.

Nivel 2 (Analisis): El razonamiento geométrico de este nivel se
caracterizaporguelos estudiantes:

* Son conscientesde que las figuras geométricas estan formadas
por partes y de que estan dotadas de propiedades mateméati-
cas. Pueden describir sus partes y enunciar sus propiedades,
siempre de manerainformal, utilizando vocabulario apropiado
para componentes y relaciones (por ejemplo, "lados opues-
tos’, "los &ngul os correspondientesson iguales', "las diagona-
les se cortan en el punto medio”, etc.).

* Cuando se les pide que definan unafigura, recitan una lista de
propiedades necesarias para identificar lafigura, en vez de
determinar propiedadesnecesariasy suficientes.

» Comparan figuras mediante € uso explicito de propiedadesde
Sus componentes.

* Rechazan las definiciones dadas por €l libro (o € profesor) en
favor de las definiciones propias. No comprenden |a necesi-
dad ni lamisién de las definiciones.

* Reconocen las propiedades Matematicas mediante |a observa-
cion de las figuras y sus elementos. También pueden deducir
propiedades generalizandol asa partir de la experimentacion.

» Al compraobar |a validez de una afirmacion, tratan la Geometria
como si fuera una ciencia experimental: Observan una varie-
dad defigurasy sacan conclusiones generalessobre ellas.

* Después de utilizar varias veces un tipo de gjemplos con unas
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figuras, pueden hacer generalizacionesala clase de figuras en
cuestion.

» No son capaces de relacionar unas propiedades con otras, por
lo que no pueden hacer clasificaciones |6gicas de figuras
basdndose en sus elementos o propiedades.

* No son capaces de deducir unas propiedades de otras, porgque
perciben cada una de forma aislada y sin relacion con las
demés.

* Todavia no pueden explicar las relaciones entre las propieda-
des, no ven lasrelaciones | 6gicas entre clases defiguras.

» Muestran una ausencia explicita de comprension de qué es una
demostracion matemética.

* No admiten la inclusion de clases entre diversas familias de
figuras, por ejemplo de cuadrilateros.

Nivel 3 (Clasificacién): El razonamiento geométrico de este
nivel se caracteriza porgue | os estudiantes:

e Comienzan a desarrollar su capacidad de razonamiento mate-
matico: Son capaces de reconocer que unas propiedades se
deducen de otras y de deducir esas implicaciones (de un solo
paso). Sin embargo, no comprenden el significado de la
deduccion como un todo ni @ papel de los axiomas.

» Comprenden |os sucesivos pasos individuales de un razonamien-
to l6gico formal, pero no entienden la estructura de una demos-
tracion. Pueden entender una demostraci dn explicada por €l pro-
fesor o € libro de texto, pero no son capaces de construirla por
si mismos. Tampoco ven como podria alterarse el orden 16gico
de unademostracion ni saben cOmo construir una demostracion
a partir de premisas diferentesde las que han visto.

* Saben cdmo razonar de acuerdo con un sistema l6gico deducti-
VO, pero esto no es equivalente a razonar con lafuerza de la
l6gica formal. En particular, no distinguen con claridad una
implicacion (p— q) de su reciproca(q — p)-

» Son capaces de realizar razonamientos deductivos informales,
usando implicitamente reglas l6gicas, por €. lareglade la
cadena(s p—q yq—r entoncesp—r).

» Pueden comprender demostraciones formales cuando se las
explicad profesor o € libro de texto.
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* Utilizan las representacionesfisicas de las figuras méas como
una forma de verificar sus deducciones que como un medio
pararealizarlas.

* Pueden clasificar |6gicamente diferentes familias de figuras a
partir de propiedades suyas ya conocidas formuladas con pre-
cisién matemética. No obstante, sus razonamientos |6gicos se
siguen apoyando en la manipulacion y sus demostraciones
son de tipo informal.

» Comprenden €l significado de "a menosun”, "todo", etc.

» Comprenden el papel de las definiciones y pueden dar defini-
ciones matematicamente correctas.

* Son capaces de:

a) ldentificar conjuntos diferentes de propiedades que carac-
terizan a unaclase de figuras y comprobar su suficiencia.

b) Identificar conjuntos minimos de propiedades que pueden
caracterizar aunafigura

¢) Formular y utilizar unadefinicién para unaclase defiguras.

» Pueden modificar definiciones y usar inmediatamente defini-
ciones de conceptos nuevos.

* En sus demostraciones, hacen referencias explicitas a las defi-
niciones.

* Son capaces de aceptar formas equivalentes de una definicién.

Nivel 4 (Deduccion formal): El razonamiento geométrico de
este nivel se caracteriza porgue los estudiantes:

* Pueden entender y realizar razonamientos 16gicos formales.
Las demostraciones (de varios pasos) ya tienen sentido para
ellos y aceptan su necesidad como Unico medio para verificar
la veracidad de una afirmacion.

* Realizan con frecuencia conjeturas e intentos de verificar las
conjeturas deductivamente.

* Pueden construir, no sblo memorizar, demostraciones y ven la
posibilidad de desarrollar una demostracion de distintas
maneras. Pueden comparar y contrastar demostraciones dife-
rentes de un mismo teorema.

» Comprenden las interacciones entre las condiciones necesarias
y las suficientes y distinguen entre unaimplicacion (p—q) Yy
su reciproca(q — p).
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* Aceptan la existencia de definiciones equivalentes del mismo
concepto y son capaces de demostrar su equivalencia

» Pueden comprender la estructura axiomatica de las Mateméti-
cas, es decir e sentido y la utilidad de términos no definidos,
axiomas, teoremas, ...

* Pueden pensar en las mismas cuestiones que en el nivel ante-
rior pero razonando o justificando |las afirmaciones de manera
rigurosa.

» Dan argumentos deductivos formales, pero no investigan los
sistemas axiomaticos en si mismos ni comparan sistemas
axiomaticos diferentes.

Nivel 5 (Rigor): El razonamiento geométrico de este nivel se
caracteriza porque los estudiantes:

* Se encuentran en e maximo nivel de rigor matematico segin
|os pardmetros actual es.

* Son capaces de prescindir de cualquier soporte concreto para
desarrollar su actividad matemética.

» Aceptan la existencia de sistemas axiomaticos diferentes y
puede analizarlos y compararlos.

En resumen, podemos decir que la capacidad de razonamiento
geométrico de los individuos puede evolucionar alo largo del tiem-
po pasando por diferentes grados de calidad:

— Un primer nivel en el que se maneja solamente informacion
visua y cuya forma de razonamiento no puede ser considera-
da como propiamente matemética.

— Unsegundo nivel en el que se empieza a reconocer la presen-
ciade propiedades Matematicas de |os objetos, s bien € razo-
namiento se sigue basando en la percepcionfisica

—Un tercer nivel en e que comienza a desarrollarse la capacidad
de razonamiento riguroso y se es capaz de mangjar los ele-
mentos méas simples del sistemaformal (definiciones o impli-
caciones de un solo paso).

— Un cuarto nivel en d que se completalaformacion del razona-
miento matemético | 6gico-formal de los individuos.

— Por dltimo, un quinto nivel en e que se adquieren los conoci-
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mientos y habilidades propias de los matematicos profesiona-
les.

En los aproximadamente 36 afios que han transcurrido desde
gue fue planteado por primera vez, el Modelo de Van Hiele ha
sufrido los avatares tipicos de cualquier teoria en evolucion: El
planteamiento inicial hecho en Van Hiele (1957) constaba de tres
niveles, que corresponden alos niveles 2, 3y 4 de larelacion ante-
rior. Posteriormente, como consecuencia de la experiencia, 10s
comentarios y las criticas surgidas, los Van Hiele completaron €l
modelo definiendo & actual primer nivel. Van Hiele (1986) explica
estamodificacion:

"Ladiferenciaesta causada por el hecho de no haber observa-
do laimportanciadel nivel visual (que es e que ahorallamamos
primero) en esa época. Aln asi, por entonces habia personas
(como Joh. Wansink) gue me decian: Creo que tus niveles de
pensamiento sor muy interesantes; pero no obstante me gusta-
ria saber |o que hay en €l nivel O."

En un momento dado, probablemente como consecuencia de las
investigaciones realizadas en la Unidn Soviética, recogidas en
Wirszup (1976), se presenta € modelo como integrado por cinco
niveles, que coinciden con |os que acabamos de describir. No obs-
tante, Van Hiele (1986) dice:

"Como se habra observado, no intentamos describir niveles
superiores al cuarto. Aquellos niveles superiores son mucho
més dificilesdedistinguir que los Niveles 2, 3y 4. Ademas, nos
hemos dado cuenta de que esos niveles son facilmente super-
valorados. Y ;qué vamos a hacer con esos niveles? En la escue-
la tenemos que trabajar con los Niveles 2, 3y 4. Si nuestros
alumnos no nos comprenden, es en estos niveles y no cuando
hablamos del quinto o quizas niveles superiores. Algunas perso-
nas estan ahoraexaminando alos alumnos para ver si han acan-
zado el quinto o niveles superiores. Creo que esto tiene simple-
mente un valor tedrico."

Algunasinvestigaciones realizadas en |os Ultimos afios para ana-
lizar la coherencia interna de los niveles de Van Hiele han puesto
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de relieve unafalta de consistencia del quinto nivel respecto de los
anteriores (ver, en particular, Gutiérrez, Jaime, 1987 y Mayberry,
1983). Estos datos, unidos a la realidad de que @ quinto nivel seria
dificilmente alcanzable fuera de los Ultimos cursos de una Facultad
de Matematicas (por lo cua es poco interesante desde un punto de
vista didéactico), hacen que en una mayoria de investigaciones
actuales se considere el Modelo de Van Hiele como formado por
los niveles 1 a4 descritos anteriormente.

Por |o que a nosotros respecta, dado que este proyecto de inves-
tigacion esta dirigido a estudiantes de los primeros cursos de Ense-
fanza Secundaria (en particular a estudiantes con edades entre 14 y
16 afios), vamos a considerar solamente los niveles de razonamien-
to 1 a4, siendo conscientes, por laexperiencia previade los miem-
bros del equipo investigador, de que la mayoria de nuestros alum-
nos estaran en los niveles 1 y 2 y s6lo en unos pocos casos se
alcanzarael nivel 3.

Principal es caracteristicas de los nivelesde Van Hiele.

Naturalmente, desde un punto de vista didactico, surgen ense-
guida las preguntas de como se produce el paso de un nivel de
razonamiento a siguiente y qué se puede hacer (en concreto, qué
pueden hacer |os profesores de Mateméticas) parafacilitar o impul-
sar ese paso. Sin embargo, antes de contestar a estas preguntas,
cosa que haremos més adelante y cuyas respuestas son cruciales
paralaaplicacion del Modelo de Van Hiele en larealizacion de este
proyecto de investigacion, es conveniente hacer algunas reflexiones
sobre la estructura de los nivelesde Van Hiele y sus caracteristicas
centrales.

La primera caracteristicade los niveles es que no son incompati-
bles o independientes, es decir que la adquisicion de un nivel no
supone la necesidad de anular y olvidar las habilidades de razona-
miento propias del nivel precedente. Al contrario, como indicamos
en Jaime, Gutiérrez (1990), resulta evidente que Las 4 niveles tie-
nen una organizacion jerarquica, pues representan cuatro grados
de sofisticacion en el razonamiento matemético que puede usar una
persona. Ademas, cada nivel de razonamiento se apoya en el ante-
rior: Pensar segiin € segundo nivel no es posible sin la capacidad
de razonamiento del primero, pues en el segundo nivel se sigue uti-
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lizando |a observacion de atributos fisicos, si bien ahora éstos se
interpretan en términos de propiedades geométricas; pensar segun
el tercer nivel no es posible sin la capacidad de razonamiento del
segundo pues en €l tercer nivel sigue utilizandose la experimenta
cién como fuente de informacion y los eemplos concretos son la
base de los argumentos; pensar segun el cuarto nivel no es posible
sin la capacidad de razonamiento del tercero, pues es en éste en el
gue se adquieren los elementos béasicos de los métodos de razona-
miento formal.

En general, en un determinado nivel, los estudiantes utilizan de
formaimplicita(y por lo tanto inconsciente) determinadas habilida-
des y herramientas mentales, produciéndose el paso a nivel
siguiente cuando esas habilidades y herramientas |legan a utilizarse
de forma consciente y voluntaria, por 1o que es posible reflexionar
sobre ellas. Por lo tanto, paraadquirir un nivel de razonamiento
es necesario haber adquirido antes el nivel precedente. La
siguiente tabla resume los principales elementos explicitos e impli-
citosen los diferentes niveles.

Elementosexplicitos Elementosimplidtos
Nive 1 Objeos geométricos Propiedadesde los objetos
geoméricos
Nive 2 Propiededes delos Reacionesentre propiedades
objetos geométricos y/o objetos
Nivel 3 Rdadones entre pro- Demoadradonformd de
piedades y/o objetos rdlaciones
Nivel 4 Demaostracion formal
derelaciones

Las implicaciones educativas de esta caracteristica de los nive-
les las encontramos en el momento de disefiar el material de ense-
flanza para nuestros estudiantes. Segun cud sea su nivel actual de
razonamiento, deberemos incluir en las clases problemas y activi-
dades que ayuden a exteriorizar los elementos de razonamiento
implicitos, para que los estudiantes los identifiquen, se den cuenta
de su importancia y aprendan a utilizarlos. Junto d aprendizaje de
conocimientos geométricos propiamente dichos, la explicitacion y
aprendizaje de estos elementos de razonamiento deberian ser los
objetivos centrales de la ensefianza de las Mateméticas.
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Otra caracteristica destacada de los niveles de Van Hiele es que
el paso de un nive al sguiente se producede forma continua.
Aunque en los escritos de los Van Hiele podemos encontrar afirma-
ciones en favor de la discretitud (es decir, discontinuidad) de los
niveles, las investigaciones posteriores y la linea hacia la que ha
evolucionado el Modelo de Van Hiele alo largo de los afios nos lle-
va actualmente a considerar los niveles de manera continua. En
Hershkowitz (1990) y Clements, Battista (1992) se ofrece informa-
cion detallada sobre |os resultados de las principalesde estas inves-
tigaciones, asi como una perspectiva de laformaactual de entender
y utilizar los nivelesde Van Hiele.

En efecto, € aprendizaje de una nueva forma de razonar no se
realiza de golpe. La experiencia en la realizacién de actividades y
la resolucion de problemas hace que poco a poco se vayan adqui-
riendo esas nuevas destrezas. Al principio los estudiantes solo
serén capaces de aplicarlas en situaciones sencillas y con el tiempo
adquirirén la confianza 'y destreza suficientes como para aplicarlas
también en situaciones més complejas. Un ejemplo de la realidad
de esta situacion lo tenemos en @ hecho de que los estudiantes del
Ciclo Medio de E.G.B. estén, generalmente, en los niveles de Van
Hiele 1y 2 y hastala Ensefianza Media no es facil encontrar estu-
diantes que tengan plenamente adquirido el nivel 3. Esto quiere
decir que se necesitan varios afos para adquirir la experiencia
necesaria parapasar del nivel 2 a 3.

La ultima caracteristica importante de los niveles que vamos a
mencionar es que cada nivel de razonamiento lleva asociado un
tipo de lenguaj e especificoy, por lo tanto, una determinada forma
de entender alas otras personas. Las implicaciones educativas de
esta caracteristicade los niveles son evidentes pues, como indica €l
propio Van Hiele (Fuys, Geddes, Tischler, 1984), dos personas que
razonan en diferentes niveles y que, por lo tanto, interpretan los
argumentos expuestos de formas diferentes, no podran entenderse.

El ejemplo més claro de esta diferencia entre los lenguajes de
los diferentes niveles |o tenemos en la palabra mas tipicamente
matematica: Demostrar. En el capitulo 3, dedicado a la evaluacion
de los estudiantes, encontraremos gjempl os concretos de esto:

En el primer nivel, esta palabra no tiene ningan significado,
pues no hay razonamiento realmente mateméatico ni se utilizan pro-
piedades mateméticas. Esto no quiere decir (ue |as personas en el



24 ROSA CORBERAN SALVADORY OTROS

primer nivel no conozcan y entiendan la palabra, pues también se
utilizaen e lenguaje de la vida cotidiana, pero no seran capacesde
utilizarlaen el contexto de un problemade Geometria.

Para una persona razonando en € segundo nivel, demostrar una
propiedad geométrica significa, simplemente, encontrar uno 0 mas
€jemplos adecuados y comprobar experimentalmente (midiendo,
etc.) que se verifica dicha propiedad. La constatacion de unos
pocos gjemplos (a veces de uno solo) le bastara para estar seguro
de que la propiedad tiene validez universal.

En el tercer nivel la palabra"demostrar" ya adquiere un signifi-
cado analogo a que le damos los matematicos, pues las demostra-
ciones son razonamientos l6gicos. No obstante, € contenido de
€sos razonamientos es de tipo informal y esta basado en |a experi-
mentacion y las deducciones obtenidas a partir de casos concretos.

Por ultimo, una persona en el cuarto nivel entendera por
"demostrar" 1o mismo que los mateméticos, es decir |a organiza-
cion de una secuencia de implicaciones formales basadas en las
hipotesisdel problemay en otros elementosde sistema axiomatico
(definiciones, otras propiedades ya demostradas, etc.).

Son bastantescientos, o miles, los profesoresde Mateméticasde
Ensefianza M edia que, tras plantear algunos problemas a sus alum-
nos, ven con desesperaci on coOmo éstos los resuelven limitandose a
comprobar |la veracidad de los enunciados en uno o varios casos
concretos, en vez de redactar |a cuidadosademostracion formal que
los profesores esperaban. Desde |a 6pticadel Modelo de Van Hiele,
e motivo de esta desesperacion esta totalmente claro: Los profeso-
res estaban preguntando con el lenguaje del nivel 4, mientras que
los estudiantes estaban respondiendo con € lenguajede nivel 2. Y
también estdigualmenteclaralaformade resolver el conflicto: Los
profesores deben adaptarse al nivel de razonamiento de sus alum-
nos, ya que éstos no pueden adaptarse al de sus profesores, por
mucho que |o deseen.

Lasfasesdeaprendizajedel Modelode Van Hiele.

Comentabamos al principio de este capitulo que, segun el
Modelo de Van Hiele, no es posible ensefiar a |los estudiantes a
razonar de una detenninada forma; se les pueden ensefiar |0s aspec-
tos mecanicos y linguisticos de esa forma de razonar, pero no a
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razonar realmente. Esto es|o que ocurre habitualmente en la E.
Secundaria cuando los estudiantes se ven obligados a memorizar
las demostraciones formales de los teoremas que el profesor puede
preguntarles en el examen, sin haberlas entendido realmente. Por o
tanto, a evaluar €l nivel de razonamiento de |os estudiantes se debe
tener cuidado paradistinguir entre un razonamiento real y uno apa-
rente.

Por otra parte, Van Hiele plantea, distanciandose de Piaget, que
"la maduracion que lleva a un nivel superior _ debe considerarse,
por encima de todo, como un proceso de aprendizaje y no como
una maduracion de tipo bioldgico” (Fuys, Geddes, Tischler, 1984).
También plantea que la adquisicion de laexperienciaque lleve aun
nivel superior de razonamiento es independiente del método de
ensefianza seguido, Si bien es evidente que hay métodos que pue-
den facilitarla, gracias a su riqueza de actividades apropiadas,
mientras que otros métodos pueden bloquearla, a causa de su
pobreza de situaciones sugerentes. En coherencia con estas afirma-
ciones, d Modelo de Van Hiele tiene una componente de recomen-
dacién alos profesores de Geometria para que organicen su ense-
flanza siguiendo una determinadas pautas, que reciben el nombre
de las "fases de aprendizaj€”.

En varios textos, por ejemplo Crowley (1987), Fuys, Geddes,
Tischler (1988) y Jaime, Gutiérrez (1990), pueden encontrarse des-
cripciones detalladas de | as fases de aprendizgje. Las caracteristicas
de estasfases son las siguientes:

Fase1 (Informacion):

Es unafase de tomade contacto: El profesor debe informar alos
estudiantes sobre el campo de estudio en e que van atrabgjar: Los
conceptos que van a mangjar, los tipos de problemas interesantes
gue podran resolver, los materiales que van a utilizar, e método de
trabajo, etc.

Es también unafase de informacion para el profesor, pues sirve
para que éste averiglie los conocimientos previos de los estudiantes
sobre €l tema que se va a abordar: Puede ocurrir que |os estudiantes
hayan estudiado con anterioridad este tema, en cuyo caso € profe-
Sor debe saber qué conocimientos (correctos o incorrectos) tienen
sus alumnos Y, en particular, qué nivel de razonamiento tienen en
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ese tema concreto (ya que los niveles de Van Hiele no tienen un
caracter global en toda la Geometria, sino local en las diferentes
areas en que ésta se puede dividir). También puede ocurrir que los
estudiantes no hayan abordado con anterioridad el tema en cues-
tion, pero no es extrafio que los estudiantes tengan conocimientos
geométricos intuitivos a respecto originados en contextos extra-
escolares, que no deben despreciarse.

Fase 2 (Orientacion dirigida):

En esta fase |os estudiantes empiezan a explorar el campo de
estudio, resolviendo actividadesy problemas basadosen el material
gue les ha sido proporcionado por € profesor. Los objetivos princi-
pales de esta fase son conseguir que los estudiantes tomen contacto
con los métodosde razonamiento del nivel superior de Van Hiele al
gue se espera que accedan y que descubran, comprendan y apren-
dan los principalesconceptos, propiedades, etc. del area de la Geo-
metria que estan estudiando.

En esta fase |os estudiantes todavia no estdn en condiciones de
realizar, por si solos, un aprendizaje eficaz (en cuanto a los resulta-
dos obtenidos y a tiempo empleado), por |0 que es necesario que
las actividadesque se les propongan estén convenientementedirigi-
das hacia los conceptos, propiedades, etc. que deben estudiar: No
se trata de actividades o problemas abiertos o complejos, sino de
unos claramentedirigidos d descubrimientoy demostracion (segun
los métodos del nivel de Van Hiele correspondiente) de los diferen-
tes conceptos y propiedades.

Lamision del profesor es dirigir alos estudiantes en la linea de
la solucién cuando o necesiten, dandol es indicaciones que les ayu-
den asuperar sus dificultades, aunque evitando siempre llegar a dar
la solucion por si mismo, sin la participacion activa de sus alum-
nos.

Fase 3 (Explicitacion):

En esta fase |los estudiantes intercambian sus experiencias,
comentan |o que han observado, explican como han resuelto las
actividades, etc., todo ello dentro de un contexto de didogo en €
grupo. Es interesante que surjan puntos de vista divergentes, yaque
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el intento de cada estudiante por justificar su opinion hara que ten-
ga que analizar con cuidado sus ideas (0 las de sus comparieros),
gue ordenarlas y que expresarlas con claridad.

Estafase tiene también la mision de conseguir que los estudian-
tes terminen de aprender & nuevo vocabulario; en latercerafase se
tendra que hacer € paso del vocabulario informal creado por los
estudiantes al usual. Es frecuente, sobre todo con nifios de E. H'i-
maria, que los profesoreseviten introducir al mismo tiempo nuevos
conceptos, vocabulario y simbolos, por 1o que recurren en un pri-
mer momento al uso de nombres puestos por |os nifios y que resul-
tan significativos para ellos; entonces, en esta fase se deberia com-
pletar el paso a vocabularioestandar.

En realidad, esta tercerafase no hay que entenderla como un
periodo de didlogo después de haber completado el trabajo de la
segundafase y antesde iniciar € de la cuarta. Habria que conside-
rarla, més bien, como una actitud continua de didlogo tras cada
problemao grupo de problemasdurante las otras 4 fases.

Fase 4 (Orientacion libre):

Ahora |los estudiantes deberan aplicar y combinar |os conoci-
mientos que han adquirido en las fases anteriores para realizar nue-
vas actividades. El campo de estudio ya es en gran parte conocido
por los alumnos, pero éstos todavia deben perfeccionar su conoci-
miento del mismo (tanto en los contenidos geométricos como en
las habilidades de razonamiento). Esto se consigue mediante €l
planteamiento por € profesor de problemas que, preferiblemente,
puedan desarrollarse de diversas formas o que admitan diferentes
soluciones.

L os problemas que hay que plantear en esta fase no tienen nada
gue ver con los gercicios de "aplicacion”, tan frecuentes en nues-
tros libros de texto de E.G.B. y Ensefianza Media, para cuya solu-
cion solo hacefalta recordar algin hecho o método concreto y utili-
zarlo directamente. Por el contrario, en estos problemas deben
intervenir varios conceptos o propiedades del campo de estudio,
gue los estudiantes tendran que combinar de forma adecuada para
Ilegar a su solucién. Lamision del profesor es dar alos estudiantes
indicios sobre la via de solucion de los problemas y fomentar la
discusi6n sobre diferentes alternativas cuando | as haya.
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Fase5 (I ntegracion):

A lo largo de las fases anteriores, |0s estudiantes han aprendido
nuevos conocimientos y habilidades, pero todavia deben adquirir
unavision general de los contenidosy meétodosque tienen asu dis-
posicion, relacionando [os nuevos conoci mientos con otros campos
gue hayan estudiado anteriormente. En esta fase el profesor debe
fomentar este trabajo proporcionando comprensiones globales,
mediante una acumulacion, comparacion y combinacién de los
conocimientosque ya tienen. El trabajo que se realiza en esta fase,
y las actividades que se planteen, no deben tener como objetivo
producir conocimientos nuevos, Sino que deben ayudar a organi zar
los que ya se han aprendido.

———
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Completada esta secuencia de cinco fases de aprendizaje para
un area de la Geometria (cosa que puede llevar varios cursos en €
contexto de |la ensefianza ordinaria), los estudiantes deben haber
alcanzado un nuevo nivel de razonamiento. Ahora debe comenzar
de nuevo el proceso, empezando por una nueva primerafasey, pro-
bablemente, retomando los temas que se han estudiado en las fases
anteriores, pero dandoles otra perspectiva acorde con € nuevo
nivel superior de razonamiento que se desea alcanzar.

Por lo tanto, d Modelo de Van Hiele sugiere una ensefianza cicli-
ca, en laque unaparte dela Geometria (o, en general, delas Matem&
ticas) se retoma para completar y mejorar su comprension, utilizando
unas formas de razonamiento mas sofisticadas que cuando se estudio
con anterioridad. El diagramaintentarepresentar este proceso.

Hasta aqui, hemos descrito las lineas maestras del Modelo de
Razonamiento geométrico de Van Hiele, que ha servido como mar-
co de referencia para fundamentar e disefio de las unidades de
ensefianza y la metodologia de trabajo durante las clases. Esto no
quiere decir que la eleccion del Modelo de Van Hiele nos obligue a
un seguimiento lineal de sus pautas, pues consideramos que ningu-
na teoria de ensefianza o aprendizaje debe suponer un corse que dé
rigidez alas clases, sino que su aplicacion debe ser |o suficiente-
mente abierta como para permitir a cada profesor actuar de forma
diferente seglin las caracteristicas de sus propios alumnos. Afortu-
nadamente, no son iguales ni reaccionan de la misma manera todos
los estudiantes, cosa que quedara claramente de manifiesto en los
préximos capitul os.






CAPITULO?2

UNIDADES DE ENSENANZA DE
GEOMETRIA.

INTRODUCCION.

En este capitul o presentamos|as unidades de ensefianzacomple-
tas que proponemos como objetivo central de este proyecto de
investigacion. Pero antes, es necesario explicar, aunque sea breve-
mente, e contexto en el que se ha desarrollado |a ensefianza, pues
es una piezafundamental paraentender por qué planteamoslas uni-
dades de ensefianza en laformaque lo hacemos.

Laexperiencia se llevd a cabo simultdneamente en 5 Institutos
de Formacion Profesional de la provinciade Vaencia (en la intro-
duccion hemos hecho referencia a ellos): uno en Vaenciacapital,
dos en € cinturén de la capital y otros dos de ambito comarcal, si
bien en uno de estos ultimos (por problemas especificos de organi-
zacion del centro) no fue posible culminar € proceso. Todos ellos
participan de caracteristicas comunes desde un punto de vista
socioldgico : zonas industriales, con fuerte presenciade individuos
inmigradosy con un nivel socioecondmico medio-bajoo bao.

El nimero total de alumnos que iniciaron la experimentacion
fue de 165 chicos y chicas de edades comprendidas entre los 14 y
los 15 afios, todos ellos de primer curso de Formacion Profesional
y de primer curso de Bachillerato General (denominado definitiva-
mente en la LOGSE, 3er. Curso de Educacion Secundaria Obliga-
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alumnosy que les fuera posible completar la adquisicién del nivel
2 derazonamiento y transitar hacia el nivel 3.

L as unidades disefiadas que presentamos en |a siguiente seccion
de este capitul o corresponden a Generalidadesde Poligonos, Trian-
gulosy Cuadrilateros.

En el desarrollo de las unidades didacticas hemos pretendido la
consecucion de dos tipos de OBJETIVOS, los relacionados con las
habilidades de razonamiento y los relacionados con €l aprendizaje
de los conoci mientos geométricos.

1) Habilidades de Razonamiento. Es necesario desglosar estos
objetivos en dos partes, segln que estén orientados a la consecu-
cion de razonamiento de nivel 2 de Van Hiele o del nivel 3. Los
objetivos que planteamos a continuacion son particularizaciones de
los descriptoresrecopiladosen € capitulo 1 a contexto de las uni-
dades de ensefianzaque hemos di sefiado.

A) Objetivosrelacionadoscon laadquisiciondel Nivel 2

- Andlizar |os elementoscomponentesde un poligono
— Construir poligonosa partir de una propiedad dada.
— Agrupar poligonosatendiendoa sus caracteristicas.
— Asociar propiedadesa tipos de poligonos.

B) Objetivosrelacionados con laadquisicion del Nivel 3:

- Establecer relacionesentre propiedades.

— Establecer relacionesentre conceptos.

- Redlizar clasificaciones(inclusivas- exclusivas).

— Demostrar de un modo informal diferentes proposiciones.

— Formalizar definiciones.

— Comprender la estructura de una demostracion de varios
pasos.

- Entender la generalizacién como herramienta de razona-
miento matematico.

—Iniciar alos alumnosen & razonamientodeductivo.

2. Aprendizarie de conocimientos geométricos. En este caso se
trata de objetivos que tienen que ver con e aprendizaje escolar de
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conceptos, propiedades, algoritmos, etc. Por supuesto conocimien-
tos geométricos y niveles de razonamiento de los estudiantes no
pueden considerarse como realidades absol utas disociadas. Es
necesario pensar el progreso a través de los niveles de razonamien-
to como un proceso constructivo obligatoriamente ligado a domi-
nio de redes conceptuales cada vez mas complejas. Ahora bien,
desde & modelo de Van Hiele seria erroneo considerar que determi-
nado cuerpo de conocimientos geométricos sean asociahles -en
funcién de su menor o mayor sofisticacion o grado de complejidad-
a un cierto nivel de razonamiento. Por gjemplo, si pretendiéramos
enfrentar € aprendizajede "movimientosen € plano” o "poliedros”
deberfamos asegurar € respeto a caracter jerarquico de los niveles
y transitarlostodos en € adecuado orden ascendente.
L os objetivos que nos hemos planteado son:

— Conocer y utilizar adecuadamentelos elementosde un poli-
gono: lados, vértices, angulos interiores y exteriores, dia-
gonalesinterioresy exteriores.

— Conocer y utilizar adecuadamente |os elementos de un
triangulo: lados, vértices, angulos, alturas, medianas,
mediatricesy bisectrices.

— Conocer los diferentestipos de triangulos y cuadriléterosy
nombrarl osadecuadamente.

— Adquirir los conceptos de: poligono, poligono céncavo,
poligono convexo, poligono regular, equilétero, equiangulo
y, en particular,los relativosa cuadrilaterosy triangul os.

— Usar adecuadamenteel vocabulario geométrico béasico.

— Construir poligonos.

- Utilizar correctamente diferentes instrumentos de medida
delongitudesy angulos.

METODOLOGIA.

Desde un punto de vista tedrico e modelo de Van Hiele puede
ser aplicado con diferentes planteamientos metodol 6gicos. De
hecho la adquisicion de los niveles supone una excelente guia para
cualquier profesor, se adscriba a una opcion metodol égica u otra.
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Incluso estando aferrado a uso de técnicas expositivas del méstra-
dicional estilo, dicha descripcién puede proporcionarle pautas que
le ayuden a mejorar su actividad docente. No obstante el equipo de
profesores que ha disefiado y puesto en practicalas unidades, con-
sidera que un trabajo coherente en el marco del modelo de Van
Hiele implica tener en cuenta en "un plano de igualdad” las dos
componentes esenciales del modelo: niveles de razonamiento y
fases de aprendizgje. De una lectura atenta de la descripcion de
dichas fases hechaen el capitulo 1 se desprende una clara invite-
cién ala adopcion de metodol ogias activas, sobre todo en € nivel
escolar en el que se enmarca la investigacion. Hemos dicho antes
gue ningunateoriade ensefianza-aprendizaj edebe suponer un corsé
que dé rigidez a las clases, pero de ello no cabe deducir que "todo
vale'.

La estructura de las fases de aprendizaje y las caracteristicas
propias de cada fase se compadecen bien con |os principiosdidacti-
cos generales del aprendizaje por descubrimiento en sus formula-
ciones mas recientes.

Lafase I sirve fundamentalmente para proporcionar informa-
cion a profesor acercade las concepcioneserroneas o incompletas
sobre determinados conceptos de conocimiento. La secuencia de
tareas aredlizar en lafase 2 debe disefiarse partiendo del conoci-
miento del alumnoy con laintencién de que emerjan las ideas pre-
vias y se ocasionen conflictos cognitivos tanto personales como
grupales. Asimismo, una planificacion cuidadosa de la secuencia
tendra en cuenta la necesidad de conseguir pequefios éxitos que
estimulen su autoestimay favorezcan una actitud positiva hacia las
mateméti cas. Puesto que e modelo de Van Hiele concibe el apren-
dizaje como una construccién personal, e papel del profesor, una
vez culminada |la fase de disefio, debe ser eminentemente orienta-
dor y mediador. A él o ella correspondela generacion de un clima
de confianza en el que la consciencia de estar ocasionalmente
siguiendo caminos erréneos no signifique instalarse en el fracaso.
Debe generar un ambiente propicio paraque, sin anular la actividad
individual de los alumnos, sea posible el trabajo colectivo de
pequefio giupo en laresolucién de taress.

Los alumnos dispusieron habitualmente de reglas, semicirculo
graduado, escuadray cartabon, de manera que las construccionesy
medidas pudieran realizarse de laforma mas precisa posible. Se les
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proporcionaron diferentes materiales didécticos en funcion de las
necesidadescreadas por |as actividadeso lacomplejidad de la tarea
planteada. Asi, en las tareas de visualizar 0 construir, Se proporcio-
naron geoplanos o tramas de puntos, parael andisisde |os poligo-
nos y embal dosados, juegos de figuras planas (fichas poligonales).

Ya hemos sefiadlado que no entendemoslafase 3 intercaladarigi-
damente entre la anterior y la posterior, sino como una actitud
metodol égica, pues compartimos con Bruner (1966) que "€l len-
guaje es no sélo el medio de intercambio sino el instrumento que
puede emplear el que aprende para ordenar su entorno”. Por tanto
la comparacién de respuestas, la puesta en comin de opiniones, la
participacion activa del alumno en debates colectivos deben ser
componentes habitualesde ladinamicadel trabajo grupal.

Lafase 4 ofrece una buena oportunidad para la resolucién de
problemas o el desarrollo de investigaciones, tareas de carécter
exploratorio. ES, pues, necesario que los alumnos utilicen estrate-
gias heuristicas de caracter general asi como gque tomen conciencia
de sus propias formas de pensamiento. Esta fase debiera ser tam-
bién utilizada como mecanismo de control de la"calidad del pro-
ceso: la constatacion de eventual es fracasos indicardla convenien-
cia de retornar a la fase de orientacion dirigida. Por contra la
evidencia de un grado razonable de éxito indicara la conveniencia
de pasar, en lafase 5, aorganizar |o aprendido haciendo explicitala
nueva red conceptual construida y € conjunto de habilidades de
razonamiento adquirido.

Los profesores participantesen la investigacion han enmarcado
su trabgjo de aula en los principios generales comentados en los
parrafosanteriores. El disefio de las unidadesdidacticas, se haefec-
tuado atendiendo a una de las propuestasfundamentalesdel mode-
lo: una correcta organizacion de la instruccién que facilite a los
alumnos el paso desde un determinado nivel de razonamiento al
nivel inmediato superior requiere la propuesta secuencializada de
tareas que permitan recorrer todas y cada una de las fases de apren-
dizaje comentadas por extenso en € capitulo 1.

Con d planteamiento de una tarea pretendemos que el alumno
se enfrente a una situacion problematica cuyo proceso de resolu-
cion le revele un concejfoto, una forma geométrica 0 una proposi-
cion, de un modo significativo. En muchos casos dicho proceso
requerirade otras actividades (subtareas) dirigidasy méas concretas
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gue ayuden en la busqueda de la solucion. Es evidente que €l
numero de actividades que necesitan los estudiantes diferira de
unos a otros, dependiendo de |a instruccién recibida previamente a
la realizacion de la tarea; por ello las actividades auxiliares sugeri-
das, y que nos han servido de apoyo no constituyen una coleccién
completani cerrada.

El orden de |as tareasen |as unidadesdidéacti cas disefiadas en un
primer momento no fue el mismo en los cuatro ingtitutos, ya que
los diferentes profesores trataron de acoplarse a las caracteristicas
especificasde sus alumnos y a su evolucién tanto individual como
grupal. Asi pues, el nivel de los aumnos y dinamica de la clase
fueron elementos condicionantes en la labor diaria de cada uno de
los profesores en cuanto a la organizacion de tareas y actividades
auxiliares de manera que éstas permitieran acanzar los objetivos
conjuntamente marcadosy, obviamente, bajo € mismo modelo ted-
rico. Por o tanto, el ordeny e contenido de |as tareas que a conti-
nuacién se presentan son el resultado del trabajo realizado por el
eguipo de investigacion, después de coordinar las distintas varian-
tes que se estaban poniendo en practicay valorar el interés de las
diversastareas propuestas.

Larealizacion de los pre-tests permitio al equipo investigador
conocer con fiabilidad suficiente la situacion de los alumnos en lo
referentea su nivel de razonamientoy a susideas previas acercade
los aspectos del conocimiento geométrico que se iba a abordar.
Todo €ello indico la conveniencia de que la Fase de Informacion se
vierareducida, parad nivel 2, auna Unicatareaintroductoriaen la
unidad de Poligonos. Asimismo se estimO que no era necesaria en
las unidades de triangulos'y cuadril &teros.

El paso del nivel 2 a nivel 3 se haintentado de un modo vertical
(Treffers, 1987}, es decir, sin abandonar el dominio conceptual
objeto de estudio en cada caso. Ello ha significado en la précticaun
solapamiento de la Fase de Integracion del nivel 2 con la Fase de
Informacién del nivel 3.
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UNIDAD DE ENSENANZA : POLIGONOS
NIVEL 2
Fasede Infor macion.
Tareal,

Observa detenidamente cada una de las siguientesfiguras. Indi-
ca aguellasque no son poligonos. Justificaloen cada caso.

1>

[
@

)

A
.
1

AN
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Esta primeratarea servira pararomper € hielo entre el profesor
y los alumnos e introducirlesen el objeto a estudio: poligonos. Es
necesario conocer el grado de conocimiento que los alumnos
poseen de poligonos asi como el lenguajeque utilizan, para lo cual
sera necesario forzarles a que todos expresen sus opiniones.

Fasede Orientacién Dirigida
Tarea?2.

Analizalos siguientes poligonos y confecciona un listado con
sus propiedades.

Se presentara esta tarea a fin de que se produzca un anaisisde
propiedades. No séto con e objetivo de establecer una correspon-
dencia entre las caracteristicas de ambas clases de poligonos, sino
establecer propiedades que, independientemente de |a forma del
poligono, pertenezcan a ambos.
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Tarea 3.

Trazatodas | as diagonal es de cada uno de | os poligonos siguien-
tes.

a) Cuadl delos dos poligonostiene mésdiagona es?
b) ; De qué depende el nimero de diagona esde un poligono?.
c) Completalatablasiguiente.
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La tarea est& planteada con el objetivo de que, considerando
todas las diagonalesde |os poligonos propuestos, lleguen a concluir
gque & nuamero de diagonales de cualquier poligono depende del
namero de veértices (independientementede la forma del poligono)
y puedan establecer una correspondenciaentre d nimero de vérti-
cesy & numero total de diagonales.

Como actividad previa a esta tarea, para aguellos estudiantes
gue desconozcan el concepto de diagonal o no |o tengan suficiente-
mente asentado, podria presentarse|la siguiente actividad:

Actividad.
_Estos segmentosson Estos segmentos N0 son
: diagonalesde un poligono. diagonalesde un poligono
| Q
.y Vi
P
D
A
E A B
Los segmentosAD, MOy NQ L os segmentos
_ PQ, LMy AB
0N diagonales. No son diagonales
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Diagonalesinteriores.

Los segmentos AD, BE, MQ,
NR y OQ son diagonales

interiores

Diagonales exteriores.

Los segmentos AC, EC, LQ,
SPy MP son diagonales exte-
riores.

Taread

Mide los &ngulosinterioresde | os poligonos siguientes:
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a) Al sumar los angulos interiores, /en cua de los poligonos la
suma es mayor?
b) Completalasiguientetabla:

Una vez el alumno sepa medir angulos, se pretende un doble
objetivo: a) establecer laindependencia de la suma de los angulos
interiores del poligono, de la forma de éste, y b) completar una
tablaque relacioneel nimero de lados con la suma de los angulos.

Como actividad previa se podra presentar la siguiente:

Actividad.

1) Mide cada uno de los siguientes angul os.

2) Agripalos como tu consideresoportuno, indicandoel criterio
escogido. Si ves otraforma de agruparlos, hazlo, sin olvidar
indicar € criterio.



DISENG Y EVALUACION DE UNA PROPUESTA CURRICULAR 45
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(13
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Tareab.

a) Analiza los poligonos de cada una de las siguientes clases
anotando las propiedades comunes que poseen.

POLIGONOSREGULARES

OA
5

POLIGONOS EQUILATEROS

I\ <
S
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POLIGONOSEQUIANGULARES

b) Analizatodos los poligonos que puedas trazar sobre el geo-
plano circular de 24 puntos, de manera que tengan los lados de
igual longitud.
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El objetivo de esta tareaes analizar |os diferentes clases de poli-
gonos atendiendo alos lados y angulosinteriores.

El geoplano circular se introduce como un recurso didéactico Uil
para representar diferentes poligonos. El que aqui se propone es un
geoplano circular de 24 puntos ya que permite construir poligonos
regularescon un nimero de lados divisor de 24.

El concepto de &ngulo central de un poligono regular puede ser
estudiado con el recurso del geoplano circular.

Con laintroduccion del concepto de angulo central, es posible
dibujar poligonos regulares y completar una tabla que relacione la
medida del angulo central con el nimero de lados del poligono
regular.

Fasede Orientacion Libre.

Como el objetivo de esta fase es la consolidacion de los conoci-
mientos adquiridos, se proponen tareas abiertas, trabajos con varias
etapas, asi como posibles problemas que puedan ser abordabl es por
distintos procedimientos, aungque la estructura de éstas sea compa-
rable alas estudiadas en la fase anterior. Por ese motivo no especi-
ficamos objetivos propios de cada tarea.
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Poligonos.

Agrupar los siguientes poligonos, de diferentesformas, indican-
do la propiedad o propiedades que hayas consider ado en cada caso.

12
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Librodeespgos.

S sobre una linearecta se sitia un libro de espejos, puede verse
un poligono regular para un cierto valor del angulo & (angulo for-
mado por |0s dos espej0s).

Experimentacon el libro de espejos para determinar las relacio-
nes entre el angulo 4 y e numero de lados del poligono visualiza-
do. Completalatabla:

Angulo entre los Nﬁmero dz lados

.y
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Poligonosestrlados.

La estrella de cinco puntas, v
frecuentemente Ilamada
"pentagrama’, fue escogida ¢
como simbolo sagrado por la
sociedad Pitagorica de la
Antigua Grecia, por su espe-
cia bellezay porque aparece Y
la proporcion aurea cuando
se comparan algunos de sus
segmentos. Este simbolo lo
utilizaban sus miembros ¢
como distintivo de la Acade- 1
mia y alrededor de las cinco
puntas se situaban las letras
de la palabragriega "hygeia’
gue significasalud.

Estaestrella, d igual que e pentégono regular, puede construir-
Se con cinco puntasigua menteespaciadasen un circulo. Empezan-
do por un punto y yendo alrededor de un circulo en una direccion
determinada, se van construyendo segmentos cada dos puntos hasta
llegar d puntoinicial. Laestrellaes un poligono compuestoy sele
[lama Poligono Estrellado de cinco puntas.

Si alos puntos anteriores |os nombramos por (V, V, V., V, V),
la secuencia seguida para la construccion del poligono estrellado
seria(V, V, V; V, V,V,) y que por comodidad |a denotamos por

3]

, porgue se tratade un poligono de 5 vértices y unimossus vertices
de2en2.

Esta claro que ésta no es la Unica forma de unir cinco puntos
igualmente espaciadosen un circulo. En lafigura siguiente analiza-
remos todas | as diferentes posibilidades.
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\A 2 v, 2 v, 2
v, v, v,
v v v
4 : 4 4
Vs Vs Vs
5 puntos unidos 5puntosunidos | 5 puntosunidosen | 5 puntosunidosen
consecutivamente | altemativamente | sscuendade3(Vy | secuenciade4 (Vi
V1V V3V Vs VI)- (VI V3 VsV Vy ViVsy V5 V3 Vib. V5 Vg V3V Vl).
Vi)

Noestrelad 31 |esrdiado{3} | Noestrellado

oedrelado Estreflado | 2 relados 3

Observa que hay exactamente un pol |’gono estrellado de

cinco puntasya que representan el mismo

conjunto de puntos 'y por taJto e LI smo poligono estrellado

Realiza un estudio similar a que te hemos presentado tomando
en este caso 8, 10y 12 puntosigual mente espaciados en un circulo.

Cuerdas.

En una circunferencia, una cuerda es un segmento que une dos
puntos cualesquiera.

a) ;Cudntas cuerdas pueden trazarse desde @ punto 1?

b} (Cuantas cuerdas en total pueden trazarse utilizando exacta-
mente [os 9 puntos consideradosen la circunferencia?

Tratade hallar las respuestassin dibujarlas.

¢) ;Cuantas cuerdas se podrian trazar en total si tomasemos 50
puntos?; Y s seconsideran 100 puntos?



DISENO Y EVALUACION DE UNA PROPUESTA CURRICULAR 53

Caminos.

Considera los siguientespoligonos.

Trabaja simultaneamente en ambos poligonos. Sefidlacon Py Q
dos puntos cual esquierainterioresd poligono. Une Py Q mediante
un segmento.

¢, El segmento PQ esinterior o exterior a poligono? _

Ve variando las posicionesde Py Q, anotando tus observaciones

cada vez que constrnyas el segmento PQ, en relacion al poligono
que pertenece.

;Qué ocurresi Py Q son, ambos, vérticesde |os poligonos?
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Angulos.

¢Cudnto suman los angulosinteriores de un triangul 0?
A partir de este dato calculala medidade los angulos a, b, c, d,

e, de la siguiente figura. No puedes usar el transportador y debes
anotar todo & procedimiento seguido.

71°

Embaldosados.

Realiza un estudio sobre los tipes de poligonos que recubran €
plano.

Poligono Regular.

De un poligono regular se sabe que sus angulos miden 7.740
grados. Calcula
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a) Lamedidade cada angulo interior.
b) El nimero de diagonalesdel poligono.

Fasede Integracion.

El objetivo de esta fase es que el estudiante revise, sumarice Yy
unifique los conceptos geométricos estudiados y |os procesos de
razonamiento utilizados. Para ello se podrian plantear actividades
como laque sigue:

Actividad

Las caracteristicas o propiedades que a continuacion se relacio-
nan pertenecen a los poligonos. Asocia a cada propiedad la clase
de poligono alaque pertenece.

Propiedad o caracteristica. Clasesde poligonos.
1.Tiene diagonal esexteriores, a) Poligono concavo.
2.Tienen SOlo diagona esinteriores. b) Poligono convexo.
3.Tienen todos|oslados de igua c) Poligono regular.

longitud. Poligonoirregular.

4. Tienen todos|os éangulos interiores e) Poligono equil&ero.
de igua medida. f) No existen poligonos

5.Tienen todos los lados de igual con esa propiedad.
longitud y todoslos angulosde ) Todos tienenesa
igual medida. propiedad.

6.Tienen por |o menos, un angulo que

mide mas de 180 grados.
7.Todos sus angulosinterioresmiden

menos de 180 grados.

Un buen método para conocer si el estudiante ha superado el
nivel, consiste en plantearle cuestiones directas como:

- ¢Qué entendemos por diagonal ?
- ¢Cuantostipos de diagonal es pueden trazarse en un poligono?

- (Qué hacemos paracontarlas?
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- (Cdémo obtenemosla medida de la suma de los angulos de un
poligono? _
- ¢ Qué propiedadestiene un poligono concavo?

NIVEL 3.

Trabajada en el nivel 2 la estructura geométrica de |os poligo-
nos, €l objetivo en este nivel es introducir a los estudiantes en el
razonamiento inductivo como paso previo a razonamiento deducti-
VO.

FasedeOrientacion Dirigida.

Tareal

Antes de dar una definicion vamos a recopilar las propiedades
que sean comunes a todos|os poligonosdel mismo tipo.
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Dar una DEFINICION de un concepto significa establecer un
criterio claro y conciso para distinguir €l objeto que se esta defi-
niendo de otros que no comparten todas sus propiedades. Una bue-
na definicion debe ser formuladaen términos preci sos.

Define poligono convexo y poligono concavo.

El objetivo de esta tarea consiste en buscar propiedades mini-
mas que sean suficientes para caracterizar unaformadeterminaday
en consecuenciaestabl ecer definiciones.

El trabajo realizado en esta tarea es extensible a todos |0s poli-
gonos estudiados.

Tarea 2.

L os poligonos que acabas de definir estan relacionadosunos con
otros. Vamos a intentar descubrir cuéles estan relacionadosentre si
respondiendo a las cuestiones siguientesde laforma que se indica:

- Si larespuestaes afirmativa, justificalade algiin modo.
- Si larespuesta no es afirmativa, encuentra algin ejemplo que
contradigalaafirmaciony dibujalo.

1. Todos los poligonos concavos son irregulares.

2. Ningun poligono concavo es equiangular.

3. Todo poligono equilétero es convexo.

4. Todo poligono regular es equilatero.

5. Todo poligono convexo es equil&tero.

6. Todo poligono equiangular es equilatero.

7. Si un poligono es equilatero entonces es un poligono

equiangular.
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Esta tarea facilitarala clasificacion de los poligonos a estable-
cer relacionesentre las diferentesformas.

Tarea 3.

Completael siguiente esquemade manerague las proposiciones
sean vdidas.

POLIGONO SIMPLE
Puede
. ser
CONCAVO CONVEXO
Puede { Es P';:fe
ser

Puede Es

ser

Una proposicion sera vaida cuando los conceptos Y € nexo de
unién entre ambos den lugar a una afirmacion verdadera. Cuando
e estudiante completeel esquemaestara en disposicionde afrontar
unaclasificacion inclusivade los poligonos.
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Tarea 4.

a) Si larecta AB esparaldaaCD y QR cortaa AB y CD, com-
pletalatabla:

Angulo | Medida | A

QED AFR RFB AFE

EFB CEF FED CEQ
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Aqui tienes otro dibujo de dos rectas paralelas cortadas por una
transversal. Completalatabla:

YEN MAT MAS BAS
TAB ABY ABX NBX
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Completalas columnasterceray cuartade latablasiguiente:

3y6
4y5
Conjugados
internos

1y7

2y8
Alternos
externos

1y8
2y7
Conjugados '
externos
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b) Aqui tienes una malla triangular formada por dos coleccio-
nestransversalesde lineas paralelas:

=

- ;Cuéntos triangulos se han formado? ; Cémo son entre si esos
triangul os?

— Colorealos dngulos de modo que tengan el mismo color aque-
Ilos que tengan la mismaamplitud. ; Qué observas?

Con esta tarea se pretende que |os estudiantes prueben de un
modo informal una propiedad de | os tridngul os ya conocida.

Comienzacon el estudio de las relaciones de &ngulos entre para-
lelas, relacion que los estudiantes deben descubrir.

A continuacion, mediante el trabajo con la malla triangular
deben ser conscientes de la utilidad de las lineas auxiliares para
obtener la justificacion de que los angulos de un tridngulo suman
180 grados.

Tareab

Para encontrar el nUmero total de diagonales de un poligono,
podemos utilizar diferentes vias de célculo:

1) Trazar todas las diagonales y contarlas. En el gemplo de la
figura hay 9 diagonales.

2) Sumar todas | as diagonal es que salen de cada vértice y que no
estén ya dibujadas. En nuestro gemplo: 3+3+2+1+0+0 =9
diagonales.
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3) Obtener & nimero de diagonales que salen desde cada vérti-
ce, multiplicar por € nimero de vérticesy dividir por 2. En
el ggemplodelafigura: 3x612 = 9 diagonales.

a) ;Cudntas diagonalestienee poligono ABCDEF?.
A

D

b) ;Cuéntas diagonales tiene el poligono ABCDEFGHIJK?
Explicacémo lo has averiguado.
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UNIDAD DE ENSENANZA: TRIANGULOS.
NIVEL 2
Fasede Informacion.

Comenzado € trabajo con poligonos, creemos innecesario reali-
zar unafase inicial paradeterminar el grado de conocimiento de los
estudiantes sobre tridngulos pues es la clase de poligonos méas
conocida por ellos. En consecuencia, abordaremos directamente el
estudio de los triangulosen |afase de orientacion dirigida.

Fasede Orientacion Dirigida.

Tarea 1.

Observa detenidamente los siguientes triangulos y confecciona
unalista con las propiedadesque observes.



NGLY
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El objetivo sera analizar diferentes tridngulos con el fin de con-
feccionar un listado de propiedades. La relevancia o no de las
caracteristicas o propiedades, inicialmente, no sera lo importante.
L o verdaderamente importante seré que aporten el mayor nimero
deédllas.

Se anotara cada propiedad en una cartulina de modo que con
ellas |os estudiantes puedan establecer una ordenacion de las mis-
mas, Como Sigue:

IGUALDAD DE LADOS 2 ladosiguales

( 3ladosigudes
Ningun lado igua

( 3 angulosiguales

IGUALDAD DEANGULOS ¢ 2angulosiguales

Ningun angulo igua

p—

3 angulos agudos
AMPLITUD DEANGULO * 2 éngulos agudosy un angulo

recto
2 angulos agudosy un angulo
\ obtuso
Tarea 2.

Con tres segmentos cualesquiera, jsiempre se puede construir
un triangulo?

El trabagjo consistira en estudiar la condicion necesaria para la
construccion de triangul os. Puede que sea necesario introducir una
actividad previaen la que se pida a los estudiantes que construyan
tridnguloscon dimensiones dadas, por € emplo:

Construye €l triangulo de lados 7, 5 y 4 cm. Posteriormente
seguir con loscasos7,4y 3cm.y 7,4y 2 cm., detal modo que la
condicion necesariaaparezca como conclusion.



DISENO Y EVALUACION DE UNA PROPUESTA CURRICULAR 69

Tarea 3.

a) Considera un tridngulo cualquiera. Dibujalas tres bisectrices
del tridngulo.
- (Qué descubres al dibujar las tres bisectrices?
- Dibuja la circunferenciainscrita al triangulo, tangente a los
lados. ;Qué observas?

b) Considera un nuevo triangulo ABC. Encuentra los puntos
mediosde cada uno de losladosy [ldmalesL, M y N.

- Compara el triangulo LMN con los triangulos ALM, CLN y
BNM.

- Para cada uno de los tres triangul os que contienen un vértice
del triangulo ABC, construye los circuncentrosy |os ortocen-
tros. Une esos tres circuncentros. Deigual manera unelostres
ortocentros. ; Qué descubres?

El objetivo de estatareaes doble: por unaparte el manejo delos
instrumentos de dibujo para la construccion de triangulos, y por
otra parte, introducir los elementos notables de un tridngulo y sus
propiedades.

FasedeOrientacion Libre.

¢De quétriangulosetrata?

De las siguientes propiedades que describen un tridngulo deter-
minado, ;cudles de ellas serian suficientes para saber de qué trian-
gulo setratay como dibujarlo?

- Tiene treslados.

—Tiene dos angul os agudos.

- Sus angulos suman 180 grados.

— Esconvexo.

- Notienediagonales.

—Tiene solo dos ladosiguales.

— Sus angul os agudos suman 90 grados.
— El lado desigual mide 5 cm.
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Construccion 1.

Construye de diversas formas, diferentes triangulos, utilizando
paraello instrumentosde dibujo.

Construccion 2.

Construye de diferentes formas un triangulo con angulos de 30,
60y 90 grados. Utilizalos instrumentos de dibujo adecuados.

Calculo deangulos.

Calculala medida de los angulos exteriores &, & y 4, Sin utilizar
el transportador de dngulos. ;Cuédnto vale la suma de esos tres
angulosexteriores?

“ ' —-—-‘-‘
-

. |
@ 35° €

Fasede I ntegracion.

El trabajo en esta fase se llevara a cabo de un modo similar a
realizado en poligonos. Seincluiran actividades como la siguiente:

Actividad.

Asocia a cada tipo de tridngulo la propiedad o propiedades que
le correspondan:
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Propiedades. Tipodetriangulo.
- Tiene un angulo de 90 grados. - Tridngulo escal eno.
- Tienetresladosiguales. - Triangulo equilétero.
- Tienedos dngulos iguales. - Triangulo isésceles.
- Su baricentro, incentro, - Tridngulo acuténgulo.
ortocentroy circuncentro - Tridngulo rectangulo.
coinciden en € mismo pto. - Triangulo obtusangulo.

- Tiene un éngul o obtuso.

- Tienetres angulosiguales.

- Tienesblo dos ladosiguales.

- Unade sus alturasestafuera
del tridngulo.

- Tiene todos sus angul os
desiguales.

y cuestionescomo lasque siguen:

- ¢Podrds construir un triangulo con tres segmentos de longitu-
des 3, 3y 6 cm.? Explicalo.

- ¢ Podremos construir algun hiangulo concavo?

— ¢ Qué entendemos por un triangul o acutangulo?

- (Qué hacer paraconstruir un triangulo isoscelesde lados 3,3 y
Scm.?

NIVEL 3.
Pase de Orientacion Dirigida.

Tarea 1.

Agrupa las fichas de cartulina que contengan las propiedades
que poseed trianguloequilétero:
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(Podriamos eliminar alguna de estas fichas de manera que el
tridngulo equil &ero quedase bien caracterizado?

En esta tarea se persigue que € estudiante discrimine propieda-
des relevantes de las irrelevantes o redundantes, de modo que se
aproxime a la definicion. Para ello se estudiara las relaciones que
existen entre las propiedades de un tipo determinado de triangulo.
Por ejemplo, que tres lados iguales es equivalente a tres angulos
iguales.

Estatarea se repetiraparalos otros tipos de triangul os.

Tarea 2.

Completa el cuadro siguiente viendo qué triangulos cumplen
simultaneamentelas propiedades indicadas, y responde a las cues-
tiones:

a) ¢Los tridngulos equiléteros pueden ser acutangulos? ;Y rec-
tangulos?;Y obtusangulos?

b) (Los triangul osisosceles pueden ser acutangulos? ;Y rectan-
gulos?;Y obtusangulos?

c¢) ldem con los triangul os escalenos.
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Equilatero

Isdsceles

Escaleno

Se buscaran relaciones entre propiedades de diferentes tridngu--
los con € fin de preparar la clasificacioninclusiva de los tridngu-
los. Paraello seguiran siendo Utiles las fichas de propi edades.
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Tarea 3.

Completa e siguiente esquema de forma que las proposiciones
sean validas.

Pueden
ser
EQUILATEROSJﬂﬁl ISOSCELES | | |
Con l |
pueden
=

| B BCUTANGULOE { RECTANGULOS | | |

El objetivo de estatarea es que el estudiante obtenga una clasifi-
cacion delosiridngulos.

Tarea 4.

_ a) ;Existe alguna relacion entre los angulos sefialados en €
dibujo? Encuéntrala.

78°

129°
51°




DISENO Y EVALUACION DE UNA PROPUESTA CURRICULAR 75

b) ;Qué relacion existe entre los angulos 4, é y i del dibujo
dado? Escribela.

c) En la demostracion que sigue, escribe la propiedad que justi-
fica cada uno de los pasos que en €lla aparecen.

A
2
A A A
1 3 o
1+2+3 = 180° porque...
3+a = 180° porque. ..

Btonces: T+3+3 = 180" = 3+a

Dedonde 1+2 = a porque. ..
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Con este trabgjo se pretendera que € alumno siga los pasos de
una demostracién que le revele la estructura del razonamiento
deductivo.

Fasede OrientacionLibre.

Lineade Euler.

En un triangulo cualquiera ABC, dibuja e baricentro, ortocentro
y circuncentro. Compruebasd estan alineados.

La linea que contiene estos tres puntos se le llama "LINEA DE
EULER.

Dibujo de tridangulos.

Completa el cuadro siguiente dibujando los tridngul os apropia-
dos:

Equilatero

Isé6sceles

Escaleno
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Otraclasificaciéndetriangulos.

Completael esqguemasiguiente:

| TRIANGULO |
Puede
5er
| ACUTANGULO | FOBTUSANGULO | { RECTANGULO |
Puede Puede , Puede
ser Ser ser
| | ]| | | | | L ]

Es

L1

Fasede Integracion.

En esta fase se deberdn plantear actividades que permitan dar
una vision conjuntade la unidad de ensefianza trabgjada: Concepto
de tridngulo,los elementos del tridngulo,los diferentes tipos de
triangulosy las distintas clasificaciones.
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UNIDAD DE ENSENANZA : CUADRILATEROS.
NIVEL 2.
Fasede Informacion.

Con laexperienciaque les habraproporcionadolas unidadesde
Poligonos y triangulos, la fase' de informacion sobre cuadriléteros
sera innecesaria por 1o que se abordara directamente la fase de
orientacién dirigida.

Fasede Orientacion Dirigida.
Tareal.

Observa detenidamentela col eccion de cuadrilateros y determi-
na qué propiedades o caracteristicas poseen. Confecciona unalista
con todas ellas.

B,
1< A
AANEEN

N 74
AN
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El proceso de andlisis sera similar al realizado con los tridngu-
los. Se utilizaran las fichas de propi edades hechas con cartulina
para obtener unaordenacion de las propiedadesdel tipo:

PARALELISMO DELADOS

ANGULOSRECTOS

ANGULOSNORECTOS 1

CONGRUENCIA DE LADOS 4

DIAGONALES

Lados paralelosdos ados
Un par de lados paralelos
Sin lados paralelos.

Cuatro &ngulosrectos

Tres angulosrectosy solo tres
Dos éngulosrectosy solo dos
Un éngulo recto Yy sélo uno.

Angulosiguaesdosados
Dosigualesy dos desiguales
Cuatro dngulosiguales

Cuatro lados congruentes
Congruentesdos ados

Dos congruentesy dos no con
gruentes

Cuatro lados no congruentes.

Diagonalesdeigud longitud
Diagonaesque secortanen e
punto medio

Diagonaesde igual longitud
gue se cortan en su punto medio
Diagonaesde digtintalongitud
que se cortan

en su punto medio

Diagonales perpendiculares
Diagonaesde digtintalongitud
Diagonalesque no se cortan en
su punto medio

Diagona esque no se cortan.
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FasedeOrientacionLibre.

(De quécuadrildtero setrata?

Para cada propiedad enunciada, dibuja todos los cuadrilateros
que lacumplan.

1. Con lados paralelosdos a dos.

2. Con cuatro angul os rectos.

3. Con un sdlo par delados paralelos.

4. Con diagonalesdeigual longitud.

5. Con diagonalesque se cortan en sus puntos medios.

Embaldosados.
¢Con qué cuadrildterospodemos recubrir el plano?
Diagonales.

~ ¢Qué relacion encuentras entre las distintas longitudes de las
diagonaesy los distintos tiposde cuadril &teros?

Transformar.

Para transformar un rombo en un cuadrado, ;qué propiedades
cambian'as? ;Y un paralelogramo en un rectangulo?

Ciélculo delasmedidas.

Calculala medidade los &ngulos de un rombo si el &ngulo obtu-
so mide 108 grados.

Fasedeintegracion.

Como en fases de integracion anteriores, € trabajo tendra como
objetivo la recogida y ordenacion de propiedades. Dado que los
cuadrilateros poseen mas propiedades que los tridngulos, el listado
seramayor que en aquellos y lafase de sumarizacion mas extensa.
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Se incluiran actividades como las que siguen:

Propiedades. Tipodetriangulo.

- Tiene un par de lados paralelos. - Paralelogramo.
- Tiene tres angulos rectos y -Trapecio.

sdlo tres. -Rombo.
- Cuatro angulos iguales. -Recténgulo.
- Diagonales que se cortan en sus - Cuadrado.

puntos medios. - Cometa.
- Dos paresdelados iguales. - Cuadrilétero concavo.

- Dos paresde angulosiguales.
- Diagonaies que no se cortan.
- Ladosiguales dos a dos.

- 86lo un angulo recto.

- Las diagonaies no se cortan.

Y cuestionescomo las que siguen:

- ;Qué cuadrilateros cumplen que sus diagonal es se cortan per-
pendicularmentey en su punto medio?

— Dibuja todos los cuadriléteros que tengan sus cuatro lados
iguales.

- : Qué cuadriléterostienen dos angulos agudosy dos obtusos?

- ;Cémo le describirias verbalmente a un amigo un trapecio
isosceles?

NIVEL 3.
Fasede Orientacién Dirigida.
Tarea 1.

Agrupa las fichas de cartulina que contengan las propiedades
que poseed rectangulo.
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i Podriamos eliminar algunas de estas fichas de manera que €l
rectangulo quedase bien caracterizado?.

En esta tarea se pretende seguir el mismo procedimiento usado
en tridngulos:. el andlisis de las propiedades relevantes e irrelevan-
tes nos llevardaladefinicion de rectangulo.

Este procedimiento se repetira para cada uno de los diferentes

tipos de cuadril&teros.
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Tarea 2.

Completalas tablas siguientes dibujando cuadril&teros que veri-
figuen simultaneamentelas caracteristicasque se indican:

Pares deladosparalelos

0 1 2
0
Pares delados
iguales 1
2
Paresde ladosparalelos
0 1 2
0
Nimero de

dngulosrectos 4
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Al utilizar en esta tarea tablas de doble entrada estaremos propi-
ciando un estudio sistematizado de la relacion entre dos propieda-
des como paso previo atareas de clasificacion.

Tarea 3.

Completalas siguientes proposiciones:

— Si los cuatro-lados son iguales los |ados opuestos son

...........................................................
...........................................................
...................................................

.............................................................

Con estas proposi cionesse analizan rel acionesde implicacion.
Tarea 4.
Cadacasillaes interseccionde unafilay unacolumna. Anotaen

cada casilla las propiedades comunes alos cuadrilateros de las
correspondientesfilay columna.



DISENO Y EVALUACION DE UNA PROPUESTA CURRICULAR 85

Cuadrado =====

Rectingulo —==== | =====

Rombo ===== | ===== |=z=====

Paralelo-
gramo

Tl'apecio =x==== ===== mOoS=SR [E====|z====

Cometa ===== Ty ===== [m=2===|=z====

~ El objetivo de esta tarea es propiciar en los alumnos la realiza-
cion de clasificacionesinclusivas. En € desarrollo de lamisma nos
pareceinteresante formular explicitamente cuestionescomo:

— ¢{Un cuadrado es un rectangulo?

- ¢Un rectangulo es un cuadrado?

— L oscuadrados, ;son rombos?. ;Y viceversa?

- ¢ Un rectédngulo es un paralelogramo?

- Los paralelogramos, ;son trapecios?. ; Y viceversa?
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Tareab.

Completa las siguientes proposiciones, eligiendo y justificando
larespuestaque das:

"Lados paralelosdos ados implica...........

( Lados: a) congruentes, b) no congruentes, ¢) congruentes

dos ados.).

Busca contragjemplossi es necesario.

(Es cierto € reciproco?.

"Pares de lados paralelosdosadosimplica.......

(Angulos: a) iguales, b) desigualesdos ados, ¢) opuestos

igualesdos ados.).

Busca contragjemplossi es necesario.

(Es cierto el reciproco?

Se persigue e establecimiento de condiciones necesariasy sufi-
cientes.

Fasede Orientacion Libre.
Problema 1.
En lafigura, O es € centro de la circunferencia. El cuadrilatero

OCBA es un rectangulo, donde OA=5 y AP=1. ;Cudnto mide CA?
Razona la respuesta.
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Problema 2.

Dadas dos circunferencias de centros A y B, de distintos radios
gue se cortan en dos puntos C y D. Mostrar que € segmento AB es
perpendicular d segmento CD.

Definiciones.

Justificaque cualquierade las tres definiciones siguientes carac-
terizan a un cuadrado:
- Un cuadrado es un Paralelogramo con un angulo recto y con
diagonal es perpendicul ares.
— Un cuadrado es un rombo con diagonalesde igual longitud.
— Un cuadrado es un rectangulo con los ladosde igual longitud.
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Fasede Integracion.

En esta unidad didéctica se ha potenciado el estudio de las dife-
rentes definiciones de los distintos cuadril&teros, asi como las posi-
bles clasificaciones a realizar con éstos. Por |o tanto para cerrar
este nivel, se deberian retomar para su reflexion las proposiciones
ya estudiadas en las fases anteriores que relacionaban propiedades
y laequivalenciaentreellas.
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COMENTARIO DEL DESARROLLO DE LAS UNIDA-
DESDIDACTICAS.

Como ya se ha dicho en otra parte de esta memoria, €l equipo
investigador tomo notas de las clases que ibaimpartiendoy recogio
periddicamente trabajos de los alumnos en los que podian obser-
varse las respuestas que éstos daban a las tareas planteadas. Con
esas notas de clase y las respuestas de los alumnos, |os profesores
componentes del equipo investigador hemos dispuesto de material
suficiente pararealizar el andlisis siguiente que pretende dar una
vision globa dela evolucién del razonamiento de los estudiantes y
del aprendizajede |os conceptos geométricos previstos.

Hemos planificado de modo distinto las tareas a redlizar en €l
nivel 2 para cada una de las unidades didacticas. Mientras que fue
necesaria una mayor orientacion dirigida en el tema de poligonos,
no lo fue en cuadrilateros y tridngulos, dado que el aprendizaje en
la unidad de poligonos proporcioné €l vocabulario necesario y sir-
vi6 de fundamento paralas unidadesdidéacticas siguientes.

Por otra parte @ trabgjo en € nivel 3 no puede decirse que fuese
abordable con todos los alumnos ya que una mayona no pudieron
con tareas de razonamiento que superaran € nivel 2. El desarrollo
de las clasesindico laimposibilidad de recorrer las fases del Nivel
3 de forma sistemética. Unicamente se resolvieron tareas en ese
nivel de razonamiento como una prolongacion natural de las tareas
de nivel 2.

En tareas de reconocimiento de poligonos, inicialmente los
alumnos mostraron una gran confusion a la hora de determinar
aquellos que eran poligonosy los que no 1o eran. Sus respuestas se
basaban en referencias visuales que poseian de |os afios escolares.
El vocabulario era poco preciso, poco fluido y poco espontaneo,
quizas influenciado por el escaso conocimiento de la terminologia
propiade la geometriay de |os conceptos geométncos més el emen-
tales. Como gjemplo pueden citarse las respuestas que dieron dos
alumnos alahorade justificar la el eccion de los poligonos:

"Todos son poligonos, o que ocurre es que unos son poligonos
normalesy |os otros son poligonosraros'.

"Todos son poligonos aunque unos son poligonosregularesy los
otros son poligonosirregulares’. .

Estas dos respuestas sugieren que estos estudiantes habian visto
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antes figuras a las que se les denominaba poligonos, que conocian
términos asociados a formas geométricas. Pero estas asociaciones
se producian de forma poco coherente por cuanto siempre habian
estado ligadas a experiencias visuales y nunca a andlisis de propie-
dades.

En las tareas de orientacion dirigida, 1os estudiantes vieron que
habia argumentos por |os que se podia discriminar unas formas de
otras cuando |o que se pretendiaera buscar poligonosde una colec-
cion dada. Estos argumentos aparecieron del andlisis de las propie-
dades de los poligonos. Pronto resultaron familiares términos como
lado, vértice, angulo interior y angulo exterior, diagonal, diagonal
interior y diagonal no interior, etc que utilizaron para describir sus
poligonos. Cuando se les pidio que tratasen de definir cierta clase
de poligonos, las respuestas se encaminaban hacia la retahila de
propiedades o caracteristicas que acababan de obtener. Asi era, por
gemplo, la descripcion que de un poligono concavo hizo un estu-
diante:

"Un poligono concavo es un poligono que tiene algun angulo
mayor de 180 grados, con un vértice hacia adentro del poligono y
con diagonal o diagonalesexteriores’.

El mismo estudiante describe asi el poligono convexo:

" Un poligono convexo es un poligono gue tiene todos sus angu-
los menoresde 180 grados, no tiene vértices hacia adentro, son mas
redondeadosy sus diagonales son todas interiores’.

Puede observarse de estas dos respuestas que un alumno traba-
jando en este nivel de razonamiento confunde caracteristicas visua
les (vértice hacia adentro) con propiedades geométricas que dan
lugar a esa caracteristica visua (un angulo mayor de 180 grados).
Este tipo de respuestas es habitua en todos los alumnosque inician
su razonamientode nivel 2.

L as tareas que pretenden un nivel de andlisis mas compleo, dan
lugar a las primeras diferencias entre los alumnos de un mismo
nivel. Asi, en tareas cuyo objetivo es el establecimiento de propie-
dades de poligonos que son independientesde laforma de éstos, el
alumno que se va asentando en el nivel de razonamiento llega a
conclusiones satisfactorias. Por el contrario, los alumnos que no
tienen aln cierto grado de adquisicion de este nivel, no pueden des-
ligar una propiedad de la forma del poligono que la posee y son
incapaces de ver que, por g emplo, con independenciade su conca-
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vidad o convexidad, un pentédgonotiene 5 diagonalesy sus angulos
interiores suman 540 grados. Un gjemplo del primer caso eslacon-
clusion de una alumnaque inicialmente pensabaque la sumade los
angulos de un poligono concavo era mayor que la suma de los
angulosdel poligono convexo con e mismo nimero de lados, sien-
do larazon esgrimida el hecho de poseer un angulo de més de 180
grados, en € primer caso y no tener ninguno, en el segundo caso.
Despuésde un andlisisde diferentescasos y a partir de latriangula-
rizacion de los poligonosdice:

"Creo gue hay unaregla para esto (se refiere ala suma de los
angulos de un poligono) ya que en los tridngulos la suma total es
180°, en los poligonos de cuatro lados (ya no dice si es concavo o
convexo), lasumatotal es 36(0°, porque son dos triangul os, etc".

En la mayoria de los alumnos existia un preconcepto de poligo-
no regular. Por una parte, entendian como poligono regular € que
posee una propiedad, generalmente lados de igual longitud, o el
poligono que presenta cierta"regularidad visua". Asi, por g emplo,
un alumno, cuando analiz6 las propiedades del poligono convexo,
dijo que siempre eran regulares ( quiza audiendo a laforma redon-
deada de los convexos). Fue necesario superar ese preconcepto con
un analisis de propiedades referidas a poligonos regul ares, equilate-
ros y equiangulos. Ese mismo alumno al resolver |latarea confec-
ciono el siguientelistado de propiedadesdd poligonoregular :

"— Los poligonosregularestienen:
—Ladosdeigual longitud.
- Angulosdeigua medida.
- Angulos convexos.
—Todas sus diagonal es son interiores.
- Son poligonosconvexos.
—Siempre tienen un gje de simetria".

La experiencia acumulada en el andlisis de las propiedades de
los poligonos y la mayor riquezaen e vocabul ario geométrico, per-
miti6 abordar las tareas de andlisis en tridngulos 'y cuadrilateros de
una forma més espontanea por parte de los alumnos. El listado de
propiedades que proporcionaron fue tan extenso que requirié una
orientacion dirigidacon el objetivo de ordenarlasy agruparlas.

Asi, por ggemplo, al realizar é andlisisde las propiedadesde los
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cuadril aterospresentados, apareci 6 en muchos alumnosel siguiente
listado:

"~ Cuatrolados.
—Cuatro angulos.
—Algunostienen angulo concavo.
—Lados paralelos dos a dos.
- Sumade los angulosinteriores360°.
— Tener dos diagonales.
- Angulo central de 90°.
— Las diagonalesno siemprese cortan en d punto medio.
- Al triangularizar se obtienen dos tridngul os.
—Tener un angulo recto.
— Tener dos angulosiguaes y dosdesiguales.
- Lados no paraelos.
- Dos angulos rectos.
— Tener cuatro dngulosrectos.
— Tener un solo par delados paralelos'.

No hubo dificultad en que los estudiantes agruparan los cuadri-
| &teros seguin propi edades general estal es como:

— Paralelismo de lados.
— Angulos rectos.

- Angulos no rectos.

- Congruencia de lados.
- Diagonales.

Una vez que se consider6 cumplido el trabajo en el nivel 2 de
razonamiento, con las dificultades y limitaciones que ya se han
apuntado en la presente memoria, se plantearon extensiones de
ciertastareasa nivel 3 de razonamiento. Esas extensiones que, de
algun modo, pueden llamarse "naturales" surgieron mas como con-
secuencia de la tarea que se llevaba a cabo en € nivel inferior que
como un trabgjo sistemético que recorriese todas las fases que ini-
cialmente se habian programado. Asi, después de que los alumnos
conseguian un listado de las propiedadesde los poligonos, triangu-
los o cuadriléteros, y esa listaerarevisadaparaver lareevanciao
irrelevancia de alguna de ellas, el camino "natural” fue buscar la
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definicion de las figuras cuyo andlisis se acababan de realizar en €
nivel inferior.

La definicion, entendida como un listado de propiedades en el
nivel 2, eratratadaen € nivel siguientecomo un conjunto minimo
de propiedadesque caracterizaban una figura geométrica. Paraello,
los estudiantes tuvieron que acortar sus listados de propiedades,
pero manteniendo la figura perfectamente determinada. De nuevo
agui pueden observarse diferencia en las actuaciones de los alum-
nos que no estan asentados en un mismo nivel de razonamiento.
Mientras que el trabajo del alumno que se encontrabaen el nivel 3
se encaminaba a la busqueda de propiedades que podian ser equi-
valentesa otras dentro del listado de propiedadesde cual quier figu-
ra, el alumno que no estaba en e mencionado nivel de razonamien-
to respondia que "no" cuando se le preguntaba si la lista de
propiedades podia hacerla més corta'y respondia "porgue ya no se
tratariade lamismafigura' a cuestionar €l por qué de su negacion.
El primer alumno daba una definicion de la figura con un conjunto
minimo de propiedades, mientras que el segundo repetia €l listado
gue ya poseia.

Por otra parte, ciertos alumnos en el nivel 3 presentan dificulta-
des a la hora de establecer definiciones de formas geométricas.
Dichasdificultades se concretan en erroresdel tipo:

a) Al seleccionar propiedades minimas de un cuadrilétero, 1os
alumnos elegian un nimero insuficiente de propiedades. Por
gjemplo, un alumno definia cuadrado como: "Cuadrilétero
con cuatro ladosiguales’.

b) No eliminar en la seleccién propiedades redundantes, o que
proporcionaba una lista con un ndimero excesivo de éstas.
Por gjemplo, otro alumno definia cuadrado como: "Cuadril&
tero con cuatro lados y angulos iguales, diagonales que se
cortan en su punto medio”.

Cuando se abordan tareas de clasificacion, inicialmente los
alumnos hacen clasificaciones no inclusivas. Asi, por eiemplo, un
alumno no considerara que un cuadrado es un rectangulo, siempre
se produce la respuesta "un cuadrildtero o es un cuadrado o0 es un
rectdngulo. No puede ser dos cuadrilaterosal mismo tiempo”. Para
lograr que se produzca una clasificacién inclusiva es necesaria un
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orientacién dirigidaen ese sentido. Se han de relacionar |as propie-
dades comunes que comparten todos los cuadiléteros entre si,
comenzando con clasificacionesinclusivas entre unas pocas clases
de cuadrildteros de manera que un alumno sea capaz de entender
que, por gjemplo, un cuadrado es un rectangulo porque posee las
propiedades que definen a esta figuray por € contrario, un rectan-
gulo no es un cuadrado porque no las posee. Siguiendo este proce-
so, serealizo la clasificacion inclusiva de los paralelogramos. El
proceso se concluy6 completando la clasificacion inclusiva de los
cuadrilateros mediante diagramade arbol .

Unadificultad afiadida paralos alumnosen e momento de defi-
nir y clasificar fue el uso de los cuantificadores. Por ejemplo, s
definian un triangulo isdsceles como "el que tiene dos lados igua-
les", equil ateros e isdscel es aparecen como clases diguntas (se pro-
duce una clasificacion de tipo exclusivo). Por el contrario si €
tridngulo isdscel es se definiacomo "el que al menostiene dos lados
iguales', entonces la clasificacion era inclusiva. La misma dificul-
tad aparece derivada de las distintas definiciones que se adopten
paralos trapecios.

A lo largo de todas las tareas realizadas en esta investigacion,
los alumnos tuvieron que dar justificaciones a la mayoria de las
respuestas que daban. La calidad de las mismas, asi como su mayor
0 menor grado de precision, fue mejorando con € progreso de nivel
2 al nivel 3. Por giemplo, planteadala cuestion de: ;cudnto Suman
los éngulosinterioresde un triangul 0?, las respuestasfueron undni-
mes:";180 grados!". Cuando se pidié una justificacion de esa res-
puesta, |as opiniones no fueron tan unanimes:

"Porqgue en un tridngul o rectangul o, uno de los angulos es de 90
grados y los otros dos pueden ser de 30 y 60 grados, con lo que
juntos suman 180 grados”.

_ EIStZa respuestaes tipica en los alumnos gque se encuentran en €
nivel 2.

"Porqgue he dibujado varios tridngulos y he medido sus angulos
y en todosellosla suma me da 180 grados”.

Esta respuestague trata de justificar que esa propiedad se cum-
ple en muchos triangulos es propia de alumnos que tienen un cier-
to gradode adquisiciondel nivel 3.

Para lograr que los alumnos buscaran una justificacion no basa-
da en gjemplos o casos concretos se dibuj6 una mallatriangular en
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la que podia verse la relacion entre los angulos de los triangul os
que aparecian. Algunos alumnos fueron capaces de justificar, utili-
zando un argumento informal, por qué los angulos del triangulo
sumaban 180",






CAPITULO 3

LA EVALUACIONDE LOSESTUDIANTES.

En cualquier investigacion de disefio curricular en laque se rea-
lizan expenmentaciones en las aulas, la opinion de los profesores
gue han participado en la experimentacion es un elemento impor-
tante para la evaluacion del material disefiado, pues ellos estén en
inmejorables condiciones para poder % ¢ nar sobre qué partes ha
fi len, cudles mal, donde ha habido problemas inespera-
dos, como han reaccionado los estudiantes, etc.; en nuestro caso,
esta opinion esta reflgjadaen el capitulo 2. Sin embargo, siempre es
necesario realizar algun tipo de evaluacion externa de las unidades
de ensefianza que compense las posibles subjetividades o | rcii li-
dades de las opiniones personales. El objetivo de este capitulo =s
describir el proceso de evaluacion de los estudiantes, y por |0 tanto
de las unidades de ensefianza experimentales, que hemos llevado a
cabo. Al abordar € problema de la evaluacion en este proyecto de
investigacion, nos quedo claro que la forma mas razonable de eva
luar la validez de las unidades de ensefianza era mediante la eva-
luacion del aprendizaje de los estudiantes que participaran en la
experimentacion. En este sentido, se plantearon dos posibilidades:
Evaluar los conocimientos adauiridos gor |os estudiantes V evaluar
su capacidad de razonamiento matematico. _

Comonos ____t ____ end marcodel Modelo de Van Hielg, la
opcion por la segunda aternativa es muy clara, pues en este con-
texto el objetivo principal de la ensefianza es desarrollar |a capaci-
dad de razonamiento matemético de los estudiantes, asumiendo,
como hemos visto en el capitulo 1, que este desarrollo sélo se
pu:de conseguir si va acompafiado ¢ un determinado p
de conocimientos geométricos. Por o tanto, suponemos que uny
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mejora en el nivel de razonamiento geométrico va acompafada
necesariamente de un aprendizaje de los contenidos sobre los que
se ha trabajado, mientras que la situacion inversa (aprendizaje de
los contenidosimplicamejoraen € razonamiento) no tiene por qué
ocurrir, como lo demuestran las clases de tipo rutinario y memoris-
tico en las que | os estudiantes aprenden nuevas definiciones, enun-
ciados de propiedades, algoritmos, etc., pero realmente no las com-
prenden y no son capaces de utilizar estos conocimientos fuera de
las situacionesen las que se han entrenado.

Asi pues, la evaluacion de las unidades de ensefianza se basara
en ladeterminacion del nivel Van Hiele de razonamiento geomeétri-
co de los estudiantes en € area concreta de la Geometria que han
estudiado durante el curso. Hemos recurrido a la metodologia de
pretest y postest paracomparar ambos resultadosy obtener conclu-
siones a respecto. Esta metodol ogiade evaluacion tiene también la
ventgja de que el pretest sirve parague los profesorestengan infor-
macion sobre los conocimientosy e nivel de razonamiento de sus
alumnos antes de empezar la ensefianzadd tema experimental (una
delas componentesde lafase | de aprendizaje).

Tenemos a nuestra disposicion tres tipos de tests para medir €
nivel de Van Hiele de los estudiantes: Tests escritos de eleccion
multiple, tests escritos de respuesta libre y entrevistas clinicas.
Todos €ellos han sido utilizados con anterioridad por diversos auto-
res en susinvestigacionessobre el Modelo de Van Hiele:

Zalman Usiskin dirigié un proyecto de investigacion (Usiskin,
1982) en @ que se observo la actividad de estudiantes de Ensefian-
za Secundaria (entre 14y 17 afos) mediante diversos tests adminis-
trados antes y después de un curso de Geometria. Paraello, se dise-
fié un test escrito formado por 25 items de respuestamdiltiplecon el
gue determinar € nivel de Van Hiele de los estudiantes. El andlisis
de los resultados de este proyecto de investigacion y de otros que
han utilizado el mismo tipo de test (entre ellos uno nuestro, Gutié-
rrez, Jaime, 1987) nos han llevado a la conclusién de que los items
de respuesta multiple no son idoneos para determinar el tipo de
razonamiento de los estudiantes, pues diversos estudiantes pueden
elegir una misma respuesta por motivos diferentes. Por g emplo,
éste es uno de los items usados en nuestro trabajo citado en este
parrafo:
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¢ Cuidles de estos poligonos son rectangul 0s?

a) Solo P.
b) S6lo Py U.
c) SOloPy S.
d) SéloP, Sy U.
e) Todos son
rectangul os. P u

El profesor D. Fuys, en una comunicacién personal, criticaba la
validez de este item para determinar el nivel de Van Hiele de los
estudiantes dando la siguiente justificacion:

"Un estudiante podriaelegir larespuestad) porque:
1) T no parece un rectangulo (nivel 1).
2) T no es porgue no tiene todos |os angul os rectos (nivel 2).
3) T es un trapezoide y los trapezoides no son rectangulos
porque no tienen las propiedades necesarias de |os rectan-
gulos (nivel 3, por haber un razonamiento informal)."

Por lo tanto, optamos por no utilizar items de eleccion mdltiple
en esta investigacion.

La entrevista clinica es, reamente, el método de determinacion
de los niveles de razonamiento mésfiable y eficaz, como ha queda-
do demostrado en las investigaciones realizadas por otros autores y
también por nosotros mismos. Entre estas destaca la desarrollada
por W.F. Burger y JM. Shaughnessy (Burger, Shaughnessy, 1986),
gue disefiaron un test, en el que se planteaban cuestiones sobre
triangulos y cuadrilédteros, y o administraron mediante entrevistas
clinicas a alumnos de Ensefianzas Primaria y Secundaria. Sin
embargo, en esta investigacion desestimamos la entrevista clinica
por motivos de tipo préctico: La realizacion de una entrevista dura-
riaun minimo de 1 hora por cada estudiante y deberiamos entrevis-
tar @ més de 100 alumnos, cosa que desbordaba por completo la
capacidad del equipo investigador.

Por consiguiente, se decidi6 utilizar items escritos de respuesta
libre, pues se encuentran en una situacion intermedia entre los
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items de eleccion multiple y las entrevistas clinicas: Un item de
respuestalibre evitael inconveniente de los items de eleccion muil-
tiple, puesen él se pide a los estudiantes que expliguen con detalle
su formade trabajo y sus motivos para responder como o hacen, y
también evita el inconveniente de la entrevista clinica pues puede
ser administrado de forma simultanea a todos los alumnos de cada
clase. Por otra parte, un item de respuesta libre tiene, frente a una
entrevista, e inconveniente de que para los estudiantes siempre es
maés dificil expresarse por escrito que verbalmente, por lo que tie-
nen la tendenciaa dar respuestas escuetas; también tiene e incon-
venientede que no es posible alterar las preguntas en funcion de las
respuestas previas, como se puede hacer en las entrevistas. Sin
embargo, un disefio cuidadoso de |os textos de los items puede
reducir considerablemente algunos de los inconvenientes apunta-
dos.

Disefio delostests.

Para realizar 1a evaluacion procedimos a disefiar dos test dife-
rentes, pero equivalentes, parte de cuyos items eran comunes a
ambos. En esta seccion describiremos con detalle el proceso de
disefio de estos tests, que hemos denominado "Test 1" y "Test 2",
Se tomo |la decision de utilizar dos tests diferentes en vez de uno
solo con el fin de reducir a maximo el riesgo de errores debidos a
algun fallo imprevisto en alguno de los items. Por este mismo moti-
Vo, los profesores que experimentaron las unidades de ensefianza
con dos grupos utilizaron un test diferente en cada grupo.

Al comenzar d disefio de un tests para evaluar € nivel de razo-
namiento de Van Hiele de los estudiantes, hay que tener en cuenta
tres componentesdel test:

A) Los contenidos geométricos en los que se basaran los items.
Como el nivel de razonamiento de Van Hiele no es de carécter glo-
bal dentro de las Matemaéticas (ni siquieradentro de la Geometria),
el contenido de los items debe coincidir con el de las unidades de
ensefianza gque se van a experimentar, en nuestro caso poligonos.
Por estos motivos, se decidié que los items de |os tests plantearian
cuestiones relativas a poligonos y en particular a triangulosy cua-
drilateros.
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B) El tipo de estudiantes a los que se va a administrar el test y
sus niveles de razonamiento probables. Si un test se va a utilizar
con un tipo concreto de estudiantes, para optimizar los items debe
hacerse més incidencia en los niveles en que mas probablemente
estaran | os estudiantes. Por ¢ emplo, es absurdo administrar a nifios
de los primeros cursos de E. Primariaun item para evaluar € nivel
4. En nuestro caso, € disefio de los tests se realizo durante € pri-
mer trimestre del curso, por |o que los miembros del equipo inves-
tigador ya conociamos a los estudiantes que iban a participar en la
experimentacion. Esto nos permitié suponer que la mayoria de
ellosesanan en los niveles 1 y 2, por lo que los items se orientaron
mayoritariamente a evaluar los niveles 1, 2 y 3, aunque sin olvidar
el nive 4.

C) El tipo y la cantidad de items que formaran el test. Veiamos
en la primera seccién de este capitul o que estudiantesrazonando en
diferentes niveles de Van Hiele pueden resolver de distintasformas
un mismo problema. Por lo tanto, un principio bésico que hemos
seguido en € disefio de los tests es que la determinacion del nivel
de razonamiento de un estudiante no debe deducirse de qué cues-
tiones conteste, sino de cdmo las conteste. En |a préctica, esto sig-
nificaque si elegimos items que admitan respuestasde varios nive-
les, con pocos items podemos realizar una evaluacion completade
los estudiantes, 10 cual redunda en un muy conveniente ahorro de
tiempo en la administracion y la correccion de los tests. La experi-
mentaciones piloto realizadas nos han permitido prever qué niveles
de Van Hiele de respuestas se podrian obtener de cada item, lo cual
nos ha permitido construir los tests definitivosde formaequilibrada
y, por otra parte, hacer una determinacion méasrigurosadel nivel de
razonamiento de los estudiantes (aspecto recogido en una seccion
posterior de este capitul 0).

Aunque generamente un item de un test es una pregunta o un
problema simple, en los tests que hemos disefiado, denominamos
"item" a un conjunto de preguntas centradas en |os mismos concep-
tos y relacionadasentre si. Otros autores (por gjemplo Collis, Rom-
berg, Jurdak, 1986) denominan "superitem” a este tipo de item, para
diferenciarlosde los items ordinarios. EI motivo de disefiar este tipo
de items es, como indicabamos antes, permitir que estudiantes de
diferentesniveles puedan contestar alas MiSMas cuestiones.
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Antes de obtener la version final de los tests, se elaboraron y
experimentaron 4 versiones piloto de los mismos, siendo la quinta
la version definitiva. Las tres primeras versiones, que estaban for-
madas por un sdlo test, fueron ensayadas con grupos peguefios de
estudiantes de diversos niveles educativos (el Ciclo Superior de
E.G.B., la Escuela U. de Magisterio de Valenciay maestros recién
diplomados). Esta diversidad de sujetos es necesaria para poder
observar e comportamiento de estudiantes situados en los diferen-
tes niveles de razonamiento ante cada item: Los estudiantes de
E.G.B. estabanen los niveles 1 y 2 de Van Hiele, agunos maestros
estaban en el nivel 4 y los demés sujetos testados estaban en los
niveles2y 3.

Al elaborar la cuarta version, decidimos construir dos tests, dife-
rentes pero equivalentes, formados por 6 items cada uno, siendo 3
items comunes a ambos tests (PS5, P9 y P19) y 3 items diferentes
pero coincidiendo por pares (P8 con P6, P13 con P12 y P17 con
P20}, con el mismo tipo de preguntas, es decir con preguntas en las
gue habia contenidos matematicos parecidos y era necesario utili-
zar las mismas habilidades mental es para resolver |0s mismos tipos
de problemas. Cada test fue ensayado en enero de 1990 en un gru-
po completo de estudiantes equivalentes a los que participarian en
la experimentacion de | as unidades de ensefianza. Estas administra-
ciones piloto, ademas de para verificar laidoneidad de los items,
sirvieron como ensayo general sobre la forma de administrar los
tests definitivos y paratener una prevision del tiempo que los estu-
diantes necesitarian para contestarlos.

Una vez analizadas las respuestas a |os tests piloto, se procedio
arealizar las modificaciones necesarias y a construir los dos tests
definitivos, cuyos textos estén incluidos en el anexo 1. Estas modi-
ficaciones han sido de dos clases:

- Modificaciones en el contenido de los items. Por gjemplo, se
corrigio la redaccion de algunos items gque resultaron poco com-
prensiblesparalos alumnos de los grupos piloto. También se modi-
fico laestructura de los items para tratar de obtener respuestas mas
completas.

- Modificaciones en los niveles de razonamiento esperados en
las respuestas a los items. Aunque la experiencia previa de los
miembros del equipo y los resultados de las pruebas piloto permi-
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tieron predecir con mucha exactitud qué niveles de Van Hiele se
detectarfan en las respuestas, en algunos items hubo que modificar
esta prevision ya que aparecieron respuestas de un nivel inferior a
los esperados. En el anexo 1, la cabecerade cada item incluye, jun-
to a su nUmero clave y entre paréntesis, e rango de los nivelesde
razonamiento posiblesen las respuestas.

Para terminar esta seccion, incluimoslas tablas1 y 2, en las que
se resumen las caracteristicas de los dos tests elaborados: NUumero
de items, contenido geomeétrico de los mismos y nivelesde razona-
miento evaluados por cada item (los marcados con . en lafila del
item). Cada nivel de Van Hiele es evaluado por varios items (los
marcadoscon . en lacolumnadel nivel), siendoen losniveles2y 3
donde se ha hecho més énfasis por los motivos indicados anterior-
mente; el nivel 1 esta evaluado por 3 itemsy el nivel 4 sblo por 2,
ya que a priori sabiamos que era del todo improbable que algun

Item | :Niveles. [ 0. 0 iacll o e o
112 3.4 - . Contenido geométrico
P5 . . Clasificar poligonos
(regular, irregular, céncavo,convexo)
PSA | o o o Clasificar cuadril ateros
P8B .. (cuadrado, rectangul o, rombo
POA .. Usar definicionesde poligonos
POB . y particulaslogicas
PI3A | =« Describir poligonos
P13B LI Definir tridngulos
P17A o o o Demostrar quelos &ngulosde un
P17B " . triangulo suman 180°
P19 o o o Demostrar propiedadesde peligonos

Tabla /. Resumen delas caracteristicasdd Test 1.
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P5 . . Clasificar poligonos

(regular, irregular, c6ncavo,convexo)
POA |+ ¢ o Clasificar tridngulos (escaleno 1s6sceles,
PoB * equildtero, obtusdnguio, rectangulo, acutingulo)
PSA v, Usar definiciones de poligonos
PoB . . y particulas l6gicas
P12A [ = - Describir poligonos
P12B ¢« . Definir cuadrilateros
P19 * + « | Demostrar propiedades de poligonos
P20B . . Demostrar que los dngulos exteriores
P20A e o « | deun tridngulo suman 360°

Tabla 2. Resumen de las caracteristicasdel Test 2.

estudiante alcanzara este nivel. Se puede observar también que no
hay ningun item dirigido a evaluar un Unico nivel de razonamiento.
Desde este punto de vista, se tratade dos tests equilibrados.

Administracion delostests.

A cada grupo experimental se le administré uno de estos testsen
pretest y postest (el mismo test en ambos casos). Los estudiantes
disponian de un cuadernillo con los items que debian contestar en
esa sesion y de herramientas de dibujo (regla, escuadra, compas y
transportador) para utilizarlos cuando lo creyeran necesario. El
orden de los items en los cuadernillos no se correspondia con su
orden numérico, sino que erael orden en el que estan colocados|os
itemsen € anexo 1. Antesde empezar a contestar al test, los profe-
sores dieron algunas instrucciones general es explicando la estructu-
rafisicadel test y como Yy donde debian contestar. Posteriormente,



DISENQ Y EVALUACION DE UNA PROPUESTA CURRICULAR 105

mientras|os estudiantes contestaban a los items, | os profesores sélo
contestaban a las preguntasque no implicaran ningunainformacion
de carécter mateméticorelacionadacon las respuestas.

Los pretests se administraron durante la tres primeras semanas
del mes de marzo, pues las clases experimental es deberian comen-
zar después de las vacaciones de Semana Santa. Los postests se
administraron en los dltimos dias del curso, durante la primera
guincena de junio. Cada profesor fue e encargado de administrar
los tests a sus alumnos, durante las horas normales de clase; la
administraciéon de cada test se hizo en dos partes, pues el tiempo
estimado que necesitaban |os estudiantes era de cerca de 90 minu-
tos, por lo que los estudiantes contestaron al test en dos horas de
clase consecutivas.

Latabla 3 resume lainformacion sobre cada grupo referenteala
clave, nimero de estudiantes observados y test administrado. En
total, han participado en la evaluacion de las unidades de ensefian-
za 96 estudiantes (no contamos aqui a los 40 estudiantes que con-
testaron a los tests piloto). Este nUmero es inferior a nimero total
de estudiantes en las clases, pues han sido eliminados | os tests que
no estaban completos, correspondientes a aguellos estudiantes que
faltaron a aguna de las 4 sesiones de administracion de los tests.
Debido a que en los centros de Formacién Profesional son frecuen-
teslafataa clase de agunos estudiantesy el abandono de parte de
ellos alo largo del curso, en todos los grupos experimentales ha
habido que eliminar algunostests (entre 2 y 4 por lo general), sien-
do el caso mas llamativo & grupo JB2, en el que hubo més de un
50%de diferenciaentre los estudiantes que contestaron €l pretest y
los que contestaron €l postest.
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Centro | Grupo |Clave | Test1 |Test2
LEP. Alfafar 1°B RB2 - 14
LEP. Alfafar 1°C RCI 11 -
LEP. Cabanyal 1°C TC1 21 -
LEP. Cabanyal 1°F TF2 - 14
L.E.P. Massamagrell 1°A A1 15 -
L.F.P. Massamagrell 1°B IB2 - 7
LFP Quartde Poblet | 1°A | PAl 14 -
TOTAL 61 35

Tabla 3. Centros y grupos en los que se han experimentado las
unidades de ensefianza, con la cantidad de estudiantes que contesta-
ron d pretest y d postest.

Codificacion de los tests y determinacion de los niveles de
razonamientode los estudiantes.

La codificacion de los tests para asignar a cada estudiante una
medida de su nivel de razonamiento matemético es un proceso de
varias etapas, que vamos a describir en esta seccion. Los funda-
mentos de |a metodol ogia seguida se encuentran en unos trabajos
anteriores de los miembros del equipo encargados de |a evaluacion
(Gutiérrez, Jaime, Fortuny, 1991). L os elementos central es son:

1) En concordanciacon la idea, expresada en e primer capitulo,
de que los niveles de Van Hiele son de caracter continuo, no es
razonable asignar a los estudiantes simplemente un nimero corres-
pondiente a un nivel de Van Hiele. Mas bien, es necesario tratar de
determinar cdmo de perfecta es la adquisicion por los estudiantes
de cada nivel de razonamiento, con € fin de describir la transicion
entre dos niveles, situacion en la que se encuentrala mayoria de los
estudiantes.

2) Planteado un item a un estudiante, la forma como éste res-
ponde en conjunto a las diferentes cuestiones del item permite
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determinar el nivel de razonamiento empleado en dicharespuesta.

3) Lacalidad mateméticade las respuestas es un indicador de la
seguridad con que € estudiante ha contestado a ese item y, en con-
secuencia, un indicador de la seguridad con que ha utilizado las
destrezas propias del nivel de razonamiento empleado.

Como resumen de estas consideraciones, cada respuesta a un
item se eval lla desde una dobl e perspectiva:

a) Sedeterminael Nivel derazonamientoa que corresponde la
respuesta.

b) Se determina un Tipo de respuesta en funcién de la calidad
matematicade lamismay de |la claridad con que aparece reflejado
el nivel de razonamiento correspondiente. Estos Tipos de respuesta
son los siguientes:

Tipo O: Items sin respuestao con respuestas no codificables.

Tipo I: Respuestas que indican que d estudiante no estéa en un
determinado nivel de razonamiento pero que no pro-
porcionan ninguna informacién sobre los niveles infe-
riores.

Tipo 2 Respuestas incorrectas e incompletas en |las que se pue-
den reconocer indicios de un cierto nivel de razona-
miento. Se trata, por 1o general, de respuestas muy bre-
ves Yy pobres que, ademas, contienen errores
matematicos 0 que no contestan directamente a la pre-
gunta planteada.

Tipo 3. Respuestas correctas pero incompletas en las que se pue-
den reconocer indiciosde un cierto nivel de razonamien-
to. Se trata, por o general, de respuestas muy brevesy
pobres, aunque no contienen errores matematicos.

Tipo 4 Respuestas que reflgjan claramente caracteristicas de dos
niveles de razonamiento diferentes. Estaeslasituacion
mas tipica de los aumnos en transicion entre niveles,
pues entremezclan dos niveles de razonamiento conse-
Cutivos en sus respuestas a un item (generalmente en
funcion dela dificultad de las preguntas). Las respues-
tas pueden ser correctas o incorrectas, pero deben ser
bastante completas.
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Tipo 5: Respuestas bastante completas pero incorrectas que
reflggan claramente un nivel de razonamiento determi-
nado. La incorreccién de las respuestas puede deberse
a errores matematicos o a que siguen lineas gque no !le-
van alasolucion del problema planteado.

Ti po 6: Respuestas bastante completas y correctas que reflgjan
claramente un nivel de razonamiento determinado. Se
trata de respuestas claras y correctas pero que no estan
completas porque no llegan a resolver e problema por
completo, porque hay "saltos" en el razonamiento
deductivo seguido, porgue tienen pequefios errores,
etc.

Tipo 7: Respuestas mateméticamente correctas y completas que
reflgian claramente un nivel de razonamiento.

En los parrafos anteriores, cuando se habla de correccion
matematica, hay que entenderla siempre dentro de los parametros
propios del nivel de Van Hiele de razonamiento empleado por el
estudiante para contestar. Asi, por gemplo, si un estudiante res-
ponde a un item de demostracion segun el nivel 2, la maxima
correccion se tendra cuando plantee varios giemplos con caracte-
risticas diferentes en los que verifica que la propiedad es cierta.
Por el contrario, si un estudiante utiliza e nivel 4 en ese mismo
item, por respuesta correcta entenderemos |la que contiene un
argumento deductivo l6gico-formal sin errores que llevaalacon-
clusion pedida.

Una vez codificadastodas |as respuestas de un estudiante a test,
el proceso de evaluacion de su nivel de razonamiento se completa
observando en conjunto las respuestas a los diferentes items que
pueden ser contestados en un determinado nivel y ponderando
(entre O y 100) cada respuesta en funcién de su Tipo, segin los
vaoresdelatabla4.

Ponderacion | 5 | 0 | 20 |25 | 50 | 75 | 80 [100

Tabla 4. Ponderacionesde |os diferentes Tipos de respuesta.
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Por lo tanto, y de acuerdo con la tabla 1, para determinar la
adquisicion del nivel 1 de Van Hiele mediante el test 1, habra que
considerar los Niveles y Tipos de las respuestas dadas a los items
P5, PBA y P13A; paradeterminar la adquisicion del nivel 2 de Van
Hiele mediante el mismo test, habra que considerar los Niveles y
Tipos de las respuestas dadas a todos los items; para determinar |a
adquisicion del nivel 3 habra que considerar |as respuestas a los
items P8A, P8B, P9A, P9B, P13B, P17A, P17B y P19; por ultimo,
para determinar la adquisicion del nivel 4 habré que considerar las
respuestas a los items P17A y P19. El proceso con el test 2 es ana-
logo.

Finalmente, la media aritmética de los pesos de los diferentes
items asociados a cada nivel de Van Hiele, nos proporcionael Gra-
do de Adquisicién de ese nivel. Se trata de unos valores compren-
didos entre 0 y 100 que nos permiten tener una idea clara del
momento en que se encuentra el estudiante en € proceso de adqui-
sicion de ese nivel de Van Hiele de razonamiento. En Gutiérrez,
Jaime, Fortuny (1991) se ofrece una descripcién detallada de este
proceso con su aplicacion a la determinacion de los nivelesde Vean
Hiele en Geometria 3-dimensional.

Veamos un g emplo concreto para clarificar las ideas anteriores:
Latabla5 recoge, en las columnas delaizquierda, los Nivelesy los
Tipos asignados a las diferentes respuestas de un estudiante al test
L. Las cuatro columnas de la derecha recogen |a ponderacion de
cada respuestaen los niveles en los que se podria haber producido.
Si un item ha sido contestado en el nivel 3y puede ser también
contestado en los niveles 2 y 4, pero no en el nivel 1 (por gemplo
P19), de acuerdo con la caracteristica de secuencialidad de los
niveles de Van Hiele, asumimos que hay una adquisicion completa
del nivel 2, por lo que ponderamos con 100 dicho item en e nivel
2, y unaadquisicion nuladel nivel 4, por o que ponderamos con 0
dichoitemen el nivel 4.
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T : Pendei‘aclén de los niveles
Item Nivel | Tipo | Nivel 1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel 4
P5 2 2 100 80 - -
P8A 3 2 100 100 20 -
PSB 2 3 - 25 0 -
PY9A 3 2 - 100 20 -
P9B 3 1 - 0 0 -
P13A 1 6 80 0 - -
P13B ¢ - 0 0 -
P17A 2 3 - 25 0 0
P17B 0 - 0 0 -
P19 3 5 - 100 75 0
GRADOS 933 434 14'4 0

Tabla 5. Ejemplo de codificacion de las respuestasy determina-
cién delos gradosde adquisicionde los niveles.

El resultados de esta codificaciony ponderacion es un vector de
4 componentes, (93'3, 430, 14'4, 0), que indican el grado de adqui-
sicion delos niveles 1 a4 de Van Hiele por € estudiante. La inter-
pretacion en términos cualitativos de estos valores numéricos se
puede hacer segun lasiguientedivision del segmento 0-100:

Nula  Baga Interm. Alta Complea

AAAAAA A NNV 1 St BN I e
0 15 40 60 8 100

Es decir, que el estudiante del gemplo tiene una adquisicion
completa del nivel 1 de Van Hiele, una adquisicion intermedia del
nivel 2 y una adquisicion nula de los niveles 3y 4. En términos
docentes, este estudiante deberia recibir una ensefianza de la Geo-
metriade acuerdo con las caracteristicasdel razonamiento de nivel
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2, con un tipo de trabajo que le ayudara a completar la adquisicion
de este nivel.

Puede observarse que la descripcion hecha de los Tipos de res-
puestas no es particular del contexto de los poligonos, en el que se
encuentran |os tests que hemos administrado, sino que puede apli-
carse de modo general a cualquier contexto de la Geometria (ya
hemos indicado que, con anterioridad, se ha utilizado en Geometria
espacial). Por lo tanto, para codificar |os tests, ademas de esta des-
cripcion metodol égica general, es necesario obtener una relacion
de descriptores, |o més completa posible, de |os diferentes compor-
tamientos observables en |os estudiantes cuando trabajan en el
campo de los poligonos y en |os problemas concretos planteadosen
cada test, asi como una asignacion de esos comportamientos a los
diferentes nivelesde razonamiento y tipos de respuesta.

Este proceso se ha ido realizando y perfeccionando durante las
sucesivas pruebas piloto de los tests, hasta quedar completado tras
la administracionde los pretests. A 1o largo de las diferentes expe-
rimentaciones piloto se ha ido completando una relaciéon de res-
puestas caracteristicas de los diferentes niveles y tipos. Natural-
mente, estos gjemplos no cubren todas |as respuestasdadas por 10s
estudiantesen € pretest o  postest, ni |0 pretendemos, pero si sir-
ven de guia para evaluar también esas otras respuestas. Con €l fin
de hacer una correccion homogénea de los tests, se han utilizado
los mismos descriptoresde los nivelesy los tipos paralos pretestsy
los postests. Cuando ha habido alguna modificacion durante la
correccion de los postests (que han sido muy pocas), hemos proce-
dido a corregir de nuevo los items de los pretests que se pudieran
ver afectados por e cambio.

A continuacion presentamos una relacion de descnptores de los
niveles de Van Hiele concretados para el campo de los cuadriléte-
ros (otra relacién semejante se puede hacer para el campo de los
triangul 0s) que complementala descripcion general de los Niveles
de razonamientoque hemos hecho en el capitulo 1.
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Descriptoresde los niveles de razonamiento de Van Hiele en el
estudio de los cuadrilateros

Nivel 1:

* Los estudiantes identifican cuadrados,
rombos, trapecios, etc. por su aspecto
fisico. Consideran cada clase digunta
con las demés. También hacen clases
diferentes con algunos poligonos de A1 3\
formas muy diferenciadas como, por
gjemplo, los rectangulos de la figura
adjunta.

* Los estudiantes pueden dibujar, recortar o construir |os dife-
rentes tipos de cuadrilateros conocidos. También pueden reco-
nocer cuadril&eros en diferentes contextosy utilizar sus nom-
bres estandar.

[Sh3

Nivel 2:

* Los estudiantes definen los poligonos mediante una enumera-
cion exhaustiva de sus propiedades. Por ejemplo, identifican
un rectangulo como un poligono de 4 lados, paralelos dos a
dos, con 4 angulos rectos, con diagonaesiguales, etc. Por lo
tanto, no son capaces de dar definicionescorrectas.

= Los estudiantes no relacionan todavia los diferentes tipos de
cuadrilateros: Las siguen percibiendo como clases disjuntas.

Nivel 3:

* Los estudiantes hacen clasificaciones|égicas de las figuras en
base a sus propiedades: Ya reconocen que cualquier cuadrado
es un rombo pero que no todos los rombos son cuadrados, etc.

¢ Los estudiantes pueden deducir (de manera informal) unas
propiedades a partir de otras. Por e emplo, paralelismo —
igualdad de lados, perpendicularidad — paralelismo de lados
opuestos, etc.

* Los estudiantes ya son capaces de definir correctamente {con-
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diciones necesarias y suficientes) los diferentes tipos de cua-
driléerosque conocen.

Nivel 4:

* L os estudiantes pueden mangjar las propiedadesde los cuadri-
|&terosdentro de un contexto formal.

* Los estudiantes pueden comprender y aceptar la existenciade
diferentes definiciones de unafigura, analizarlasy relacionar-
lasentre si. Por gjemplo:

* Un rectangul o es un cuadril&tero con los dngul os rectos.
* Un rectangulo es un cuadrilétero con diagonales iguales
, gquese cortan en d punto medio.

Un rectangulo es un paralelogramo con un angulo recto.

Y, para completar la descripcion del proceso de evaluacion de
los estudiantes, incluimosen € anexo 2 la relacion de descriptores
especificos de los diferentes tipos de respuestas a cada item que
hemos utilizado. Como deciamos antes, no todas las respuestas se
gjustan a uno de estos descriptores, aungue si |0 hacen la mayoria
de ellas. Por otra parte, para casi ningun item hemos incluido los
descriptores correspondientes a los comportamientostipicos de los
diferentes niveles, que forman parte de las listas de las paginas
anterioresy del capitulo 1.

Resumen delosresultados.

En esta seccién vamos a presentar dos andlisis diferentes de los
resultados obtenidos mediante la administracion de los pretests y
los postests: Por una parte, analizaremos los resultados desde la
perspectiva de los estudiantes, dando cuenta de la distribucién de
sus grados de adquisicion de los niveles de Van Hiele; esta infor-
macién nos permitira valorar e éxito obtenido por las unidades de
ensefianza que hemos elaborado. Por otra parte, analizaremos los
resultados desde la perspectiva de los propios tests, determinando
algunos pardmetros estadisticos que nos permitan valorar lafiabili-
dad y validez de |os tests empleados.
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Resultadosr elativosa los estudiantes.

En el anexo 3 hemosincluido los resultados obtenidos por todos
los estudiantes que han sido testados, clasificados segun los grupos
y Centros a los que pertenecian. Para cada estudiante, se puede ver
una grafica en la que se representan |os grados de adquisicion de
los niveles de Van Hiele medidos por el pretest y por el postest. El
nombre de cada estudiante ha sido sustituido por un cédigo, por
gemplo "PA1 12", en el cua los 3 primeros caracteres (PA1) son
las claves, respectivamente, del Centro/profesor, € grupo de dicho
Centro y €l test contestado (véase la tabla 3) y los caracteres des-
pués del espacio (12) representan al estudiante concreto dentro del
grupo.

Observando dichas gréficas se puede ver que, en e momento
del pretest, la mayoria de |os estudiantes tenian una adquisicién
ata o completadel nivel 1, si bien hay un nimero significativo de
estudiantes (aproximadamente la tercera parte) con adquisiciones
intermedia o baja. Sin embargo, en @ postest disminuye muy sensi-
blemente este nimero de estudiantes. Por otra parte, se observa sin
ningunadificultad que los estudiantes no han tenido ningin progre-
so en € nivel 4, cosa que ya se esperaba desde € principio y que,
como hemos explicado en el capitulo 2, no entraba en |os objetivos
del equipo investigador a disefiar las unidades de ensefianza, dadas
las caracteristicas de nuestros alumnos (los dos estudiantes que han
obtenido grados de adquisicion del nivel 4 mayores que O son,
seguramente, frutos del azar, como lo prueba el hecho de que no
hay consistencia entre sus resultados de pretest y postest en dicho
nivel). No hay ninglin método de ensefianza que, en pocos meses,
sea capaz de mover a los estudiantes desde |os niveles de razona
miento 1 6 2 hastael nivel 4.

Usando solamente las gréficas del anexo 3, resulta dificil sacar
conclusiones respecto del progreso producido en los niveles2 'y 3.
Por este motivo, presentamos a continuacion unas tablas que resu-
men |os perfiles de nuestros alumnos en los momentosdel pretest y
del postest. En primer lugar, la tabla 6 muestrala cantidad absoluta
de estudiantes que han alcanzado cada uno de | os grados de adqui-
sicion de los distintos niveles (como el nimero total de alumnos es
de 96, los val ores absolutos y porcentuales son casi iguales).
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 Adquisicién

Nula Baja Interm Alta Completa
Pre Post | Pre Post | Pre Post | Pre Post | Pre Post

Nivel 1| 4 1 18 6 13 6 23 16 38 67

Nivel 2| 36 17 40 35 18 26 18 0 0
Nivel 3{ 87 74 9 2 0 0
Nivel 4] 95 % 0 0 ! 0 0

Tabla 6. Distribucion de los estudiantes segiin sus grados de
adquisicion delos nivelesde Van Hiele.

En la tabla 6 se observa una mejora generalizada en los niveles
de razonamiento 1, 2 y 3 de los estudiantes después de haber traba
jado con las unidades de ensefianza experimentales, siendo esta
mejora menos acusada cuanto més alto es el nivel de razonamiento:
La mayoria de los estudiantes que tenian una adquisicién parcia
del nivel 1 han completado su adquisicion de este nivel; ademés, la
mayoriade los estudiantes han progresado significativamenteen su
adquisicion dd nivel 2, s bien ninguno ha llegado a conseguir una
adquisicién completa de este nivel, y unos pocos han progresado
también algo en laadquisicion del nivd 3.

Estos datos se ven afianzados a considerar latabla7. En ellase
recogen las medias (u) y las desviaciones tipicas () de los grados
de adquisicion de cada nivel de razonamiento por |os estudiantes en
los pretestsy postests 1 y 2. Esta tablatambién contiene los valores
obtenidos d evauar la diferencia entre las medias de cada par pre-
test-postest mediante la t de Student, junto a sus respectivos grados
de significacion (p).
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P
Nivel 1 4 1 18 6 13 6
Nivel 2 36 17 40 35 18 26
Nivel 3 87 74 9 22 0 0
Nivel 4 95 96 0 0 1 0

- TEST:

Nivel 1 39'32 82'50 32’49 2771 4'14 0000
Nivel 2 2045 3942 1891 2073 431 0000
Nivel 3 725 867 1008 77 87 0392
Nivel 4 125 000 707 000 — —

Tabla 7. Comparacion de las medias de los grados de adquisi-
cion de los niveles de Van Hiele por los estudiantes mediante los
tests1y 2.

No hemos realizadolos célculosdelos valoresde t parad nivel
4 ya que es evidente que las diferenciasen las medias, que se deben
a dos estudiantes, carecen por completo de significacion. Con la
excepcion del nivel 3 en el test 2, para todos los valores de t se
obtiene p<0'001, luego las diferencias entre las medias de |os pre-
tests y los postests son altamente significativas, 1o cual reafirmala
conclusién de que, debido a lainstruccion recibida, los estudiantes
han experimentado un notable incremento en su razonamiento de
los niveles 1 y 2 en los temas de Geometria que han sido estudia-
dos en € curso que hemos disefiado, siendo ese incremento menor
en e nivel 3.

Por ultimo, veamos, de manera mas detallada, los perfiles de los
niveles de razonamiento de nuestros estudiantes, pues las tablas
anteriores nos permiten conocer su comportamiento global, pero no
d individual. Puesto que el método de evaluacion que hemos apli-
cado nos proporcionainformacion, para cada estudiante, sobre sus
grados de adquisicion de los cuatro niveles de Van Hiele, lamegor
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manera de observar la evolucion de nuestros alumnos es mediante
el andlisis smulténeo de su evolucion en € uso de los cuatro nive-
les de razonamiento. Las gréficas incluidas en € anexo 3, mostran-
do los grados de adquisicion de cada nivel en el pretest y el postest,
nos dan idea de que hay ciertos perfiles tipicos de los estudiantes
participantes en esta experimentacion.

La tabla 8 resume esta informacion: En las primeras columnas
se describen los perfiles, que aparecen ordenados segin su calidad,
indicando & grado de adquisicién de cada nivel que se consideraen
el perfil, y en las dos columnas de la derecha se indica la cantidad
de alumnos que corresponden a cada perfil en el pretest y en el pos-
test.

1 Compl Alta < Baja Nula 2 18
2 Compl | Intem. | <Baja Nula 10 26
3 Compl | =<Baja Nula Nula 25 23
4 Alia Interm. 707 Nula 4 0
5 Alta < Baja Nula Nula 17 16
6 Inferm. | < Baja Nula Nula 13 6
7 Baja < Baja Nula Nula 15 6
8 Nula Nula Nula Nula 1
Otros — — — — 0

Tahla 8. Diferentes perfiles de estudiantes y cantidad de alum-
nos en cada uno.

En dicha tabla se observa que ha habido un notable incremento,
basta casi el doble, en el nimero de estudiantes que han adquirido
completamente el nivel 1 de Van Hiele, pues en el pretest un 38'5%
habia adquirido completamente este nivel, frente a 698% de estu-
diantes que lo han adquirido completamente después del curso
experimental. También se observa un incremento importante en el
numero de estudiantes que han logrado usar con eficacia el nivel 2
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de Van Hiele, pues solo un 167% tenian una adquisicion interme-
diao altadeeste nivel en € pretest, mientrasque un 45'8% de ellos
tenian esos grados de adquisicién en el postest.

El incremento generalizado del nivel de razonamiento sereflegja
en latabla 8 por € hecho de que los dos Unicos perfiles para los
gque hay mayor nimero de estudiantes en €l postest que en € pre-
test son los perfiles 1y 2, que corresponden a los mayores grados
de adquisicion de los niveles de Van Hiele. Sin embargo, aunque
estos datos suponen un resultado altamente positivo para las uni-
dades de ensefianza que hemos disefiado y la metodol ogia de ense-
flanza seguida, una segunda lectura de la tabla 8, que concuerda
con la tabla 6, nos obliga a extraer también algunas conclusiones
criticas respecto de nuestro éxito en esta investigacion, principal-
mente debido a que ningun estudiante ha logrado adquirir comple-
tamente el nivel 2 de razonamiento. Los motivos de este resultado
hay que buscarlos en una combinacion de variables implicitas
(formato y organizacion de las unidades de ensefianza, caracteristi-
cas de actitud y aptitud de los estudiantes, tiempo empleado en €
curso, método de evaluacion, tests empleados, etc.) que no han
sido analizadas de forma individual en esta investigacibn. El estu-
dio detallado de estas variables es necesario para poder mejorar la
calidad de las unidades de ensefianza que hemos disefiado, pues es
necesario determinar la influenciade las variables pertenecientes a
las unidades de ensefianza o la metodologia de trabajo, pero el
equipo investigador es consciente de que dicho estudio requeriria
del disefio de otra investigacion con una metodologia diferente de
la realizada y de que esto quedaba fuera de nuestros objetivos en
este trabajo. Por lo tanto, 1o Unico que podemos hacer ahora d res-
pecto es plantear e problema y expresar nuestro interés por abor-
darlo en el futuro.

Reaultadosreativosa lostests.

La dltima parte de este capitul o la dedicamos a analizar los tests
empleados para eval uar |os resultadosde las unidades de ensefianza
experimental es. Puesto que esta evaluacion es |la componente prin-
cipal para determinar € éxito o € fracaso de dichas unidades, es
importante asegurarse de que las herramientas de evaluacion son
correctas. Para ello hemos realizado dos medicionesde |os resulta-
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dos que nos permitiran verificar 9 los tests son coherentes con la
estructurade los nivelesde Van Hiele.

En la seccion de este capitulo dedicada a describir el disefio de
los tests, hemos discutido 1os motivos por los que se decidi6 cons-
truir dos tests diferentes y hemos explicado las medidas de tipo
cualitativo que se tomaron para asegurar |a equivalencia de ambos
tests. H numero de estudiantes que han sido testados no es sufi-
cientemente alto como para utilizar los parametros estadisticos
usuales, por lo que no vamos a abordar esta cuestion desde €l punto
de vista cuantitativo.

Al elaborar un test para medir los niveles de razonamiento de
Van Hiele, es fundamental asegurarse, verificandolo de forma cui-
dadosa, de que € test es coherente con la estructura jerérquica de
los niveles de Van Hiele. Las numerosas investigaciones realizadas
con anterioridad acerca de la jerarquizacion de los niveles de Van
Hiele son unanimes d asegurar que los niveles tienen una estructu-
ra jerérquica, de manera que, como sefialdbamos en € primer capi-
tulo, no es posible alcanzar un nivel de razonamiento antes de
haber superado el nivel precedente. Asi pues, i un test produce con
frecuencia resultados segun los cuales los estudiantes han supera-
do, por giemplo, € nivel 3 pero no han superado €l nivel 1 6 el 2,
€S Seguro que ese test tiene algun defecto en su disefio.

En nuestro caso concreto, como los tests no se limitan a indicar
S un estudiante esta 0 no esta en cierto nivel de razonamiento, sino
gue of recen una graduacion en la adquisicion de los cuatro niveles,
la estructura jerérquica de los niveles hay que reformularla en los
siguientes términos: No es posibleiniciar una adquisicién significa-
tiva de un nivel de razonamiento antes de haber conseguido una
adquisicion atadel nivel precedente. Ni el Modelo de Van Hiele ni
ninguna otra teoria de ensefianzay aprendizaje pueden ser tomadas
en sentido estricto y como universales, pues siempre encontrare-
mos estudiantes que se salen del patron marcado por la teoria. Asi,
podemos ver que algunos de nuestros alumnos no han alcanzado
una adquisicion completa del nivel 1 pero ya tienen una adquisi-
cion baja o intermediadel nivel 2 (algo parecido se puede observar
a comparar losniveles2y 3); éste esel caso delosperfiles 4,6y 7
de la tabla 8. Los motivos principales de esta aparente contradic-
cion se deben generalmente al hecho de que la ensefianza actual de
la Geometriaen E.G.B. primalos mecanismos de razonamiento del
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nivel 2 sobrelos del nivel 1, del mismo modo que en |os cursos de
B.U.P. sesuele primar € razonamientode nivel 4 sobre los de nivel
2 6 3, a pesar de que los estudiantes no estén preparados para ese
salto. Esto se traduce en que a veces|os estudiantes"engafian” alos
evaluadores de |os tests, pues contestan usando procedimientos de
un nivel superior a que realmente les corresponde, gracias ala
experiencia adquirida en la memorizacién de demostraciones y
modelos de problemas. Bl propio PM. Van Hiele nos previene con-
tra este error cuando describe la "reduccién de nivel" como la apa-
rienciade estar razonando en un nivel cuando, en realidad, solo se
esta usando el vocabulario y la forma de expresarse de ese nivel
(Van Hiele, 1986).

Un test bien disefiado debe reducir d maximo este tipo de situa-
ciones, permitiendodetectar el nivel real delos estudiantesy recha-
zar su nivel aparente. Para evaluar la calidad de los tests en este
sentido, hay varios pardmetrosestadisticos que se utilizan habitual-
mente. Nosotros hemos recurrido al " Coeficiente de Escalabilidad
de Guttman" y al "Indice de Facilidad" delos tests.

El coeficiente de escalabilidad de Guttman mide la estructura
jerérquica de un test. Ha sido utilizado con anterioridad en otros
tests de niveles de Van Hiele (Gutiérrez, Jaime, 1987 y Mayberry,
1983) y también en el conocido proyecto de investigacion "Con-
ceptsin Secondary Mathematicsand Sciences' (C.S.M.S.) descrito
en Hart (1981). Para ello, deben considerarse los items ordenados,
de maneraque en primer lugar se encuentran |os items asociados a
grado inferior de laescala (en nuestro caso, € nivel 1), a continua-
cién los asociados a grado inmediato superior (en nuestro caso, el
nivel 2), y asi sucesivamente. De esta manera, se obtiene un vector
con los resultados de los diferentes items. Se dice que hay un
“error" cuando € resultado de un item es menor que el resultado de
otro item correspondientea algun grado superior; en otras palabras,
se produce un error cuando un estudiante ha contestado peor a un
item de un cierto grado que a uno o varios items de grados superio-
res. El coeficiente de escalabilidad de Guttman es:

n° de errores
Rep =1-

n° total de respuestas
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El coeficiente de escalabilidad variaentre O y 1, alcanzando el
valor Rep = 1 cuando no se ha producido ningun error. Al aplicar €
coeficiente de Guttman a nuestrostests, podemos optar por hacerlo
sobre los resultados finales (los grados de adquisicion de los 4
nivelesde Van Hiele) o sobre e conjunto de los items, consideran-
do cada item una vez por cada uno de los niveles que mide (es
decir, como s cadatest estuvieraformado por 23 items).

Latabla 9 contiene los valores del coeficiente de escalabilidad
aplicado a los grados de adquisicion de los niveles de razonamien-
to, que forman un vector con 4 componentes(g,, g,, 0,, £4). Se pro-
duce un error cuando & grado de adquisicion de un nivel es menor
gue € grado de adquisicionde otro nivel posterior, es decir, cuando
g; < g; paraalgun j>i. En este caso, laformula del coeficiente de
Guttman es:

n° de errores

Rep=1-
4 x n° de estudiantes

En esta tabla se puede ver, para cada test, el valor del coeficien-
te de Guttman en € pretest, en el postest y de manera conjunta, es
decir, considerando las 192 respuestas obtenidas en las dos admi-
nistracionesde cada test.

[ Pretest 1 | Postest 1" [Test 1 [Pretast2 | Postest 2 [Test 2./
Rep 0,996 1000 [0998 | 0953 | 1,000 [0977

Tabla 9. Vaores del Coeficiente de Escalabilidad de Guttman
paralos vectores de los grados de adquisicion de los niveles.

Para aceptar la jerarquia de un test se suele imponer la condi-
cién de Rep > 0,900 (Mayberry, 1983) o la de Rep > 0,930 (Hart,
1981). En cualquier caso, los valores obtenidos son claramente
superiores a estos minimos, por o que podemos considerar como
correctalaestructurajerarquicade | os tests que hemos creado.

Como deciamos, se puede calcular el coeficiente de escalabili-
dad paralos items, teniendo ahora vectoresde 23 componentes. En
este caso se produce un error cuando la ponderacion obtenidaen un
item de un cierto nivel esinferior ala ponderacién obtenida en
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algun item de un nivel superior. Por lo tanto, el valor del coeficien-
tees

n° de errores

Rep=1-
23 x n° de estudiantes

Latabla10 muestralos resultados de este andlisis.

Pretest1 | Postestl | Ted1 | Pretest 2 | Postest2 | Text 2
Rep 0,885 0,815 0,850 0,806 0814 0,810

Tabla 10. Vaores del Coeficiente de Escalabilidad de Guttman
paralos vectoresde |las ponderacionesde los items.

Los valores del coeficiente de Guttman en |a tabla 10 son bas-
tante inferiores alos delatabla 9, si bien siguen siendo suficiente-
mente altos como para considerar como validos, aunque mejora-
bles, los tests. Esta diferencia en los valores no debe sorprender
pues hay estudiantes que contestan mal o dejan en blanco algun
item de un nivel bajo, o contestan bien algun item de un nivel alto,
lo cual produce unoo varioserroresy sereflejaen d valor del coe-
ficiente de Guttman de los items, pero el peso de estos resultados
en el conjunto del test es pequefio y queda suavizado en los grados
de adquisicion de los niveles, por lo que no se reflgjaen el valor
del coeficiente de Guttman de los grados de adquisicion.

El andlisis fino del test que proporcionael coeficiente de Gutt-
man permite detectar algunos problemas en su disefio. Por ejemplo,
lositemsP12B y P13B producen un gran nimero de errores debido
ague cas todos los aumnos los han contestado mal. Esto significa
gue en una futura administracién de estos tests deberian eliminarse
o modificarse estositems.

El Indice de Facilidad de un test mide, como su nombre indica,
la facilidad absoluta de cada item del test. Para aplicar este coefi-
ciente, hay que considerar las respuestas a los items como correctas
o incorrectas y contar el nimero de respuestas correctas. En la lite-
ratura especializada se pueden encontrar varias formulas para cal-
cular el indice de facilidad de un item (ver, por ejemplo, Scott,
1989). Nosotros hemos utilizado la siguiente:
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n° de respuestas correctas al item
F —_

n° total de respuestasal item

El coeficiente F variaentre Oy 1, correspondiendo F =0 d caso
de minimafacilidad, pues no ha habido ninguna respuesta correcta,
y F=1 da caso de méximafacilidad, pues todas las respuestas han
sido correctas.

Como €l indice de facilidad utiliza respuestas dicotdmicas, es
necesario transformar la escala [O, 100] de pesos de nuestrositems
(tabla 4) en valores 0-1 (incorrecto-correcto). Hemos optado por
considerar una respuesta a un item como correcta cuando su peso
es mayor o igual que 50, es decir cuando su tipo de respuesta esta
entre 4 y 7, ambos inclusive, y como respuesta incorrecta en caso
contrario, es decir cuando su tipo esta entre O y 3, ambos inclusive.
Asi pues, contabilizamos incluso las respuestas en blanco, por lo
gue el nimero total de respuestas coincide con el nimero de estu-
diantes.

Igual que a calcular el coeficiente de escalabilidad, es necesario
analizar cada item una vez por cada nivel evaluado, por lo que tam-
bién ahora tenemos que analizar 23 items. Las tablas 12, 13y 14
muestran los indices de facilidad de los items asociados a los nive-
les |, 2y 3, respectivamente. Por el mismo motivo que antes, no
hemos hecho el andlisisdel nivel 4.

En estas tablas no hacemos distincion entre los items del test 1,
del test 2 o de ambos, pues hemos calculado el coeficiente de cada
item teniendo en cuenta a todos | os estudiantes que o han contesta-
do, independientemente de que ese item estuviera en uno o los dos
tests. Por |o tanto, el denominador de laférmulade cllculo de F no
essiempreel mismo.
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B . P5. | P6A, P24 | PI3A
Pretest 0.625 0, 594 0, 953 0, 656 0, 688
Postest 0, 844 0,813 0, 953 0, 844 0, 875

Test conjunto 0,734 | 0,703 0, 953 0,150 0.181

Tabla 11. Coeficiente defacilidad delositems del nivel 1.
i 5. | e A |- P8BL .| PO [ P9B | P12A

A

Pretest 0094 | 0,219 | 0,563 | 0,516 | 0,422 | 0,354 | 0,188 | 0,004
Postest 0,604 | 0,656 | 0,719 | 0,500 | 0,516 | 0,521 [ (,396 | 0,531
Test conjunto 0,349 | 0,438 | 0,641 | 0,508 | 0,469 | 0438 {0,292 | 0,313

¥

Pretest 0,156 | 0,063 | 0,063 | 0,109 | 0,678 | 0,094 | 0,125 | 0,125
Postest 0,094 | 0375 | 0,125 | 0,328 | 0,188 | 0,063 | 0,156 [ 0,156
Test conjunto 0,125 | 0,219 | 0,094 | 0,219 | 0,133 | 0,078 | 0,141 | 0,141

Tabla 12. Coeficiente de facilidad de los items del nivel 2.

D68 TOR | PA | PHB. Bk 4 OB |'PLOB | P13
Pretest 0,063 | 0,156 | 0,300 | 0,047 | 0,115 | 0,031 | 0,000 | 0,000
Postest 0,063 | 0,250 | 0,109 | 0,281 | 0,250 | 0,052 | 0,000 | 0,000

Test conjunto 0063 | 0,203 | 0,055 | 0,164 | 0,182 | 0,042 | 0,000 | 0,000

Pretest 0,031 0,031 0,021 0,063 0,063
Postest Q078 0,094 0,000 Q0,125 0,063
Test conjunto 0,055 0,063 0,010 0,004 0,063

Tabla 13. Coeficiente defacilidad delositems del nivel 3.

En realidad, el coeficiente de facilidad de un item no mide su
facilidad en términos absolutos, sino de manera relativa, al compa
rar cada item con los demés que han sido administrados a un mis-
mo estudiante. Por este motivo, es razonable que los valores sean
diferentesen el pretest y el postest.

En estas tablas podemos hacer una comparacion entre las difi-
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cultades de cada item en el pretest y €l postest: En la mayoria de
los items se ha producido un incremento claro en lafacilidad, fruto
de los mayores conocimientos geométricos y de la mejor capacidad
de razonamiento de los estudiantes después de haber estudiado las
unidades de ensefianza que hemos disefiado. Sdlo hay 4 excepcio-
nes a dicha regla (en los items P8A, P12B y P19), que correspon-
den aitems con algun defecto de disefio que, si se fueran a utilizar
otra vez en el futuro, deberian ser estudiados con detenimiento vy,
probablemente, modificados. En los casos de P12B y P19, se trata
de items con coeficientes de facilidad muy bagjos, cosa que facilita
este tipo de irregularidades.

Por otra parte, podemos hacer una comparacion de los coefi-
cientes de dificultad de un mismo item en distintos niveles de Van
Hiele o, de maneraglobal, del conjunto de coeficientesde los items
de un nivel con los coeficientes de los items del nivel siguiente.
Observamos que en todos los casos, |os coeficientes de facilidad
siguen una tendencia de decrecimiento a medida que pasamos a los
niveles de Van Hiele superiores. Este resultado es coherente con los
obtenidos anteriormente y reafirmala validez de los tests en cuanto
a su estructura jerérquica: Los items de cada nivel son més faciles
que los del nivel siguiente. Ademas, las diferencias entre los valo-
res de los niveles son |o suficientemente grandes como para asegu-
rar lacapacidad de discriminacion de los tests.

En ultimo lugar, los coeficientes de facilidad de los items son
Utiles para comparar los items que, segun el disefio de los tests,
deberian ser equivalentes. Se trata de los pares de items siguientes:
P6 y P8, P12 y P13, P17 y P20. Los resultados de estas compara-
ciones no apoyan con claridad la equivalencia de los items pues, si
bien en cada nivel hay algun par de items cuyos coeficientes son
similares, también hay varios items cuyos coeficientes de facilidad
son bastante diferentes. Por |o tanto, en algunos casos la equivalen-
ciade los items es bastante dudosa desde la Optica de su facilidad.

Realmente, no esta claro que sea posible construir dos items de
Geometria que sean completamente equivalentes, pues siempre
habra diferencias en sus contenidos matematicos que hacen que
uno de ellos resulte més dificil alos estudiantes que € otro, en fun-
cion, fundamentalmente, de la Geometria que hayan estudiado. Por
gemplo, en lositems P17 y P20 se trabaja, respectivamente, sobre
las propiedades de la suma delos angulosinteriores Y exteriores de
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los triangulos. Aunque formalmente pueden considerarse equiva-
lentes, si los estudiantes han dedicado mas tiempo a trabajar con
unade las propiedades que con la otra, esta equivalencia se rompe.

Conclusiones.

Para finalizar este ultimo capitulo, queremos plantear algunas
conclusiones globales respecto del proceso de evaluacion de la
experimentacion, de | as propias unidades de ensefianza disefiadas y
sus resultados:

- Aungue la herramienta de evaluacion que hemos utilizado es
mejorable, ha demostrado tener un alto grado de fiabilidad, por lo
gue sus resultados son validos y pueden ser utilizados como para-
metro para medir |os resultados obtenidos por |as unidades de ense-
flanza. De igual forma, estos tests se podrian utilizar para evaluar,
en términos de niveles de razonamiento de Ven Hiele, la calidad de
cualquier otra propuesta de ensefianza de la Geometria cuyos con-
tenidos coincidan con los de los tests (triangulos, cuadrilateros y
poligonosen general).

- Casi todos nuestros alumnos han logrado un notable incre-
mento en sus grados de adquisicion de los niveles 1y 2 de Van
Hiele después de haber trabajado con las unidades de ensefianza
experimentales. Ademas, algunos de ellos ha obtenido un modera-
do incremento en el grado de adquisicion del nivel 3. Todo ello nos
Ileva a la conclusion de que hemos tenido éxito en nuestro trabajo
de disefio de dichas unidades.

—Aunque se han obtenido buenos resultados con las unidades de
ensefianza, éstos no son tan buenos como pretendiamos pues, como
hemos planteado en el segundo capitulo, nuestro objetivo eraque la

n. orfa de nuestros estudiantes a ] ir e-ar completamente el
nivel 2 e iniciaran la adquisicién del nivel 3. Esto  rrol la afir-
macion de que el proceso de adquisicion de los niveles 1y 2 puede
ser rapido en estudiantes de Ensefianza Secundaria, pero el proceso
de adquisicién del nivel 3, es decir el inicio del desarrollo de la
capacidad de razonamiento |6gico formal, es lento, puede durar
varios cursos Yy debe realizarse de manera coordinada en todas las
areasdelas Mateméticas.

— L as unidades de ensefianza que hemos disefiado y experimen-
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tado son una buena base para continuar con su desarrollo y mejora
y paraformar parte de un curriculum completo de Geometria plana
alo largo de la Ensefianza Secundaria Obligatoria basado en una
metodol ogia coherente con los principiosdel Modelo de Van Hiele.
La implantacion de la nueva Ensefianza Secundaria Obligatoria,
desde los 12 alos 16 afios, abre nuevas perspectivas a disefio de
este tipo de unidades de ensefianza.

- En € contexto de la nueva ensefianza no universitaria, |os pro-
fesores de Matematicas de Ensefianza Secundaria podran iniciar la
ensefianza de la Geometria 2 afos antes de |0 que se hacia hasta
ahora en BUP o Formacion Profesiona y continuarlo durante un
periodo de 4 afios, o cual les permitira aplicar la metodologia del
Modelo de Van Hiele de una manera mas acorde con las indicacio-
nes que hemos recogido en el primer capitulo de esta memoria,
siendo la organizacion ciclica de la ensefianza una de las principa-
les. Por otra parte, este tramo de la ensefianza no universitaria
representa el puente entre la Ensefianza Primaria, con su metodolo-
giainformal y basadaen los niveles1y 2 de Van Hiele, y la Ense-
fanza Secundaria No Obligatoria, en la que se deben ensefiar unas
Matematicas formales propias del nivel 4 de Van Hiele. Asi pues,
un objetivo de la Ensefianza Secundaria Obligatoria debe ser con-
seguir que la mayor parte posible de los estudiantes adquiera, al
final de los cuatro afios, el nivel 3 de razonamiento.
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Testn® 1.
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ltem P5 (1-2)
En los siguientes poligonos pon una R dentro de los regulares,

una I dentrodelosirregulares, unaV dentro delosconcavosy una

X dentro de los convexos. Si es necesario, puedes poner varias
letrasen cadafigura.

N[>0
VA

Explicaparacadauna delasfigurasnimeros 2, 4, Sy 7 por qué
le has puesto esas letras (0 por gqué no has escrito ninguna):

Figura2

Figura4:

Figurab:

Figura?:
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ltemP8 Al (1-3)

En las siguientesfiguras,
pon una C dentro delos cuadrados,
pon una O dentro delos rombos,
pon una E dentro delos rectangul os.
Si es necesario, puedes escribir variasletrasen cadafigura

& o loz G

(En que te hasfijado para seleccionar los cuadrados?

JEn qué te has fijado para seleccionar [os rombos?

(En qué te hasfijado para seleccionar los rectéangul 0s?

¢+Es un cuadrado lafigura1? ;Por qué?

¢Es un cuadradolafigura4? ;Por qué?

(Es unrectangulo lafigura5? ;Por qué?



DISENO Y EVALUACION DE UNA PROPUESTA CURRICULAR 137

ltem P8 A.2 (1-3)

Di s los rombos son SIEMPRE, AVECES, o NUNCA cuadra-
dos. Explica con detalle tu respuestay dibuja un g emplo.

Di s los rombos son SIEMPRE, A VECES, o NUNCA rectan-
gulos. Explicacon detalle tu respuestay dibuja un g emplo.

Di s los cuadrados son SIEMPRE, A VECES, o NUNCA rom
b o ~Explicacon detalle tu respuestay dibuja un gemplo.

Di s los rombos son SIEMPRE, A VECES, o NUNCA parale-
logramos. Explicacon detalle tu respuestay dibuja un g emplo.
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[tem P& B (2-3)

Aqui tienesalgunas definiciones:

Un cuadrado es un cuadrildtero que tiene los 4 lados iguales y
los 4 angulosrectos.

Un rectdnguloes un cuadrilétero que tienelos 4 angulos rectos.

Utiliza las definicionesque te damosarriba para escribir:
unaC dentro delos cuadradosy
una R dentro de los rectangul os.
Si es necesario, puedes escribir varias|etras en cadafigura. Jus-
tificatus respuestas.

De acuerdo con las definiciones que te hemos dado arriba, di s

los cuadrados son SIEMPRE, A VECES, o NUNCA rectangulos.
Explicacon detalletu respuestay dibuja un gjemplo.

De acuerdo con las definicionesque te hemos dado arriba, di s
los rectdngulosson SIEMPRE, A VECES, o NUNCA cuadrados.
Explicacon detalletu respuestay dibuja un g emplo.
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ltem P13 A (1-2)

Aqui ves unafigura (un triangulo is6sceles). Haz unalista con
todas las propiedades de lafigura que puedas encontrar (si quieres,
puedesdibujar paraexplicar |as propiedades).

Aqui ves otrafigura. Haz unalista con todas las propiedadesde
la figura que puedas encontrar (si quieres, puedes dibujar para
explicar las propiedades).
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ltem P9 A (2-3)

Fijate en la siguientedefinicion:
Un ANLA es un poligono que tiene como méximo 7 angulos
igualesy como minimo dos lados paralel os.

En las siguientes figuras, escribe una A dentro de los poligonos
que sean ANLA:

Justificaacontinuacion tu respuesta paralas siguientesfiguras:

NUmero I:
NUmero 2:
NUmero 3:

NUmero 4:

Dibuja, si puedes, dos ANLA diferentesy que no se parezcan a
los anteriores.
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Item P9 B (2-3)

Recuerdaladefinicionde ANLA:

Un ANLA es un poligono que tiene como maximo 7 angulos
igualesy como minimo dos lados paralelos.

(Hay poligonos regulares que sean ANLA? En caso de que si
haya, ;cudles son? Justifica tu respuesta. (Recuerdaque un poligo-
no regular es e que tiene todos sus dngulosy todos sus lados igua-
les).

i Los cuadrilateros son siempre, aveces 0 nunca poligonos
ANLA? Justificatu respuesta. (Recuerdaque un cuadrilatero es un
poligono que tiene cuatro lados).
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Item P13 B (2-3)

A continuacion te presentamos varias propiedades de lostri an
gulosisbsceles:

1- Tienetreslados.

2- Tiene d menos un angulo menor de 90°.

3- Tiene al menos dos angulos menoresde 90°.

4- Tiene a menosdos angulosiguales.

5- Tienea menos dosladosiguales.

6- Tienea menos un gede simetria.

/- No tienediagonales.

8- Su éarea se puede obtener por laférmula (base x altura) /
fa ]

L.
9- Al menos una de sus dturas va desde un vertice hasta la
mitad del lado opuesto.

Acabas de ver unalista de propiedadesde los triangul os is6sce-
les. Utilizando algunas de las propiedades 1 a 9 que te damos,
,puedes hacer una lista, lo més corta posible, de manera que las
unicas figuras que cumplen esas propiedades sean |os triangulo
isbsceles? Explicatu respuesta.
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Item P17 A1 (2-4)

Trata de demostrar que la suma de los angulos de cualquier
tridngulo acutanguloes 180" .
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ltem P17 A.2 (2-4)

Propiedad: Cuando hay dos rec-

tas paralelas cortadas por

unatransversal, HM/

Los angulos alternos internos A
son iguales entre si (En la 6V B
figura, B=F; G=C).

Los angulos alternos externos FX

son iguales entre si (En la
figura, A=E; D=H). EV™D
Los angulos opuestos por el

vértice son iguales (En la

figura, A=G, B=H,C=E

y F=D). -

Teniendo en cuenta la figurade
laderecha (larectar es para-
lelaalabasedd triangulo) y
las propiedades anteriores,
demuestra que la suma de
los angulos de cualquier
triangulo acutanguloes 180°.




DISENO Y EVALUACION DE UNA PROPUESTA CURRICULAR 145

ltem P17 B (2-3)

Aqui tienes una demostracion completa de que la suma de los
angulos de cualquier triangulo acutanguloes 180°; léelay tratade
entenderla

« Lasumaque debemoscalculares RT*M + T (figural).

» Trazamos una paralela a la base del tridngulo por el vértice
opuesto R (figura 1). Prolongando uno de los lados, tenemos
dos rectas paralelascortadas por unatransversal, por loque T
=t (dnhgulosalternos internos; figura 2).

* Prolongando el otro lado, tenemos de nuevo dos lineas parale-
las cortadas por una transversal, por loque M =m (&ngulos
alternos internos; figura 3).

e Porlotanto, Rt M+ T=R+ m+*t=180° yaqueformanun
angulollano (figura4)

Acabas de ver una demostracion de que la suma de los angulos
de un trianguloacutanguloes 180".

.Es cierta la propiedad de que la suma de los angulos de un
triangulo rectangulo es 180°? Demuestra tu respuesta (puedes
seguir escribiendo por detrésde la hoja).

Di cuanto vale la suma de los angulos de un triangul o obtusén-
gulo: Exactamente 180°, mas de 180°, 0 menos de 180". Demues-
tra tu respuesta.
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Item P19 (2-4)

1) Demuestra que las dos diagonales de cualquier rectangulo
tienen lamismalongitud.

2) Lamediatriz de un segmento
es la recta perpendicular al
segmento que pasa por el

-punto medio de ese segmen-
to (en lafigura vesla media-
triz del segmento AB).

Demuestra que cuaquier punto de la mediatriz equidista (estd a
lamismadistancia) de |os dos extremos del segmento.
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Test n® 2.
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[tem PS (1-2)
En los siguientes poligonos pon una R dentro de los regulares,
una I dentrodelosirregulares, unaV dentro delos concavosy una

X dentro de los convexos. Si es necesario, puedes poner varias
letrasen cadafigura.

x> -
N

Explicaparacadauna de lasfigurasnimeros2, 4, 5y 7 por qué
le has puesto esas|etras (0 por qué no has escrito ninguna):

Figura2:

Figura4:

Figura5:

Figura?:
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ltemP6 A.1(1-3)

Escribe debajo de cada uno de los cinco tridngulos que ves
debajo todoslos nombres que se le puedan dar, seglin sus lados y
seguin sus angulos: Equilétero, 1sdsceles, Escaleno, Acutangulo,
Rectangul o, Obtusangul o.

N <= N

Contestasélo si 0 no: Este triangulo
. Es equildtero?---—-----——emmneee
{Es is6sceles? «—--mmmmmmmemeeeee
LES escaleno?--——e—eucmmemmna -

Explicaqué has hecho para saber
qué clasesdeiridnguloson los nimeros1y 2:

Tridngulo 1:

Tridngulo 2
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ltem P6 A.2 (1-3)

Di si los tridngulos escalenos son SIEMPRE, A VECES o
NUNCA triangulos isosceles. Explica con detalle tu respuesta y
dibujaun giemplo.

Di s lostridngulos isosceles son SIEMPRE, A VECES o NUN-
CA triangulos obtusangulos. Explica con detalle tu respuesta y
dibujaun giemplo.

Di si los triangulos rectangulos son SIEMPRE, A VECES o
NUNCA tridngulosequiléteros. Explica con detalle tu respuestay
dibuja un gjemplo.

Di s los triangulos rectangulos son SIEMPRE, A VECES o
NUNCA triangulos escalenos. Explica con detalle tu respuestay
dibujaun gemplo.
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ltem P6 B (2-3)
Aqui tienes a gunas definiciones:

Un trianguloequilitero es el que tienelos tresladosiguales.
Un trianguloisosceles es € que tiene d menos dos lados igua
les.

Utiliza las definiciones que te damos arriba paraescribir:
una e dentro de los tridngul osequilaterosy
unai dentro de los tridngul osisoscel es.
Si es necesario, puedesescribir varias letras en cada figura. Jus-
tificatus respuestas.

A ) ~—

De acuerdo con las definicionesque te hemos dado arriba, di s
los triangulosisbscelesson SIEMPRE, A VECES o NUNCA tri an
gulos equilater os. Explica con detalle tu respuesta y dibuja un
gjemplo.

De acuerdo con las dejiniciones que te hemos dado arriba, di s
los triangulos equilater os son SIEMPRE, A VECES o NUNCA
triangulos isosceles. Explica con detalle tu respuesta y dibuja un
gemplo.
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ltem P12 A (1-2)

Aqui ves unafigura(un rombo). Haz unalistacon todaslas pro-
piedades de lafiguragque puedas encontrar (S quieres, puedesdibu-
jar paraexplicar las propiedades).

Aqui ves otrafigura. Haz unalista con todas |as propiedadesde
la figura que puedas encontrar (si quieres, puedes dibujar para
explicar | as propiedades).
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ltem P9 A (2-3)

Fijate en la siguiente definicion:
Un ANLA es un poligono que tiene como maximo 7 angulos
igualesy como minimo dos lados paralelos.

En las siguientesfiguras, escribe una A dentro de los poligonos
que sean ANLA:

Justificaa continuacion tu respuesta para las siguientesfiguras:

NUmero 1:

NUmero 2;

NUmero 3:

NUmero 4:

Dibuja, si puedes, dos ANLA diferentesy que no se parezcan a
los anteriores.
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Item P9 B (2-3)
Recuerdaladefinicion de ANLA:

Un ANLA es un poligono que tiene como méaximo 7 angulos
iguales y como minimo dos lados paralel os.

;Hay poligonos regulares que sean ANLA? En caso de que si
haya, ;cudles son? Justificatu respuesta. (Recuerdaque un poligo-
Ino)regul ar es el que tiene todos sus angulos y todos sus lados igua-
€s).

(Los cuadrilateros son siempre, a veces 0 nunca poligonos
ANLA? Justificatu respuesta. (Recuerdaque un cuadrilatero es un
poligono que tiene cuatro lados).
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ltemP12B (2-3)

A continuacion te presentamos varias propiedades de los rom-
bo-~:

1- Tienecuatro lados.

2- Tienea menosdos lados iguales.

3- Tienea menosdos angulosiguales.
4- Tiene dos diagonales.

5- Sus diagonal esson perpendicul ares.
6- Tienelos cuatro lados iguales.

7- Suslados son paralelos dos ados.
8- Tienedos gesde simetria.

Acabas de ver unalistade propiedades de los rombos. Utilizan-
do algunas de las propiedades 1 a 8 que te damos, ;puedes hacer
una lista, lo més corta posible, de manera que las Unicas figuras
gue cumplan esas propiedades sean los rombos? Explica tu res-
puesta



156 ANGEL GUTIERREZ RODRIGUEZ
ltem P19 (2-4)

1) Demuestra que las dos diagonales de cualquier rectangulo
tienen lamismalongitud.

2) Lamediatriz de un segmento
es la recta perpendicular al seg-
mento que pasapor € punto medio
de ese segmento (en lafigura ves
lamediatriz del segmento AB).

Demuestra que cualquier punto
de la mediatriz equidista (estaa la
misma distancia) de los dos extre-
mos del segmento.




DISENO Y EVALUACION DE UNA PROPUESTA CURRICULAR 157

Item P20 A.1 (2-4)

Un angulo exterior de un
triangulo es el formado por un
lado del triangulo y la prolonga- A
cion deotro lado. En lafigura pue-
des ver los tres aneulos exteriores
de un tridngulo acutiangulo (A,By c
C).

Recuerdaque la suma de los angulosinterioresde un triangulo
es 180".

Intenta demostrar que la suma de los angulos exteriores de
cualquier tridngulo acutangulo es 360°.
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ltem P20 A2 (2-3)

Fijate en la demostracion que te proponemos de la propiedad
anterior (la suma de los angulos exteriores de cualquier tridngulo
acuténguloes 360°):

Tenemos un triangulo acu-
tangulo cualquiera. Sus angulos
interiores son a, by c. Los
angulos exterioresdel tridngulo
sonA, By C(mirala figura).

Tenemos que demostrar que B kb
A +B +C=360". ¢

C

La suma de los angulos interiores de un triangulo es 180°, es
decirque atb+c=180".

A =180" - a porque at A mide 180"

Lademostracion estaincompleta. Trata de completarlay explica
con detalletodo |0 que haces.
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ltem P20 B (2-3)

A continuacion te damos la demostraciéon completa de que la
suma de los angulos exteriores de cualquier triangulo acutangulo
es 360°:

A =180"-a, porque atA
mide 180°.

B=180"-b, porque b+ B
mide 180".

C=180°-¢, porque ctC
mide 180".

A+B+C=3x180°-a-b-c
(sumando las tresigualdades
anteriores)

A+B+C=3x180°-(a+b+c¢)

A+B+C=3x180°- 180°, yaque atb*c=180° porquela
sumade los angulosinteriores de un triangulo es 180"

A+B+C =2x 180" =360".

Unavez demostrada la propiedad de que la suma de los angulos
exteriores de cualquier tridngulo acutangulo es 360°, intenta
demostrar que la suma de los angulos exteriores de cualquier
triangulorectangulotambién es 360".

Di s la sumade los angulos exteriores de un tridngulo obtu-
sdangulo vale exactamente 360°, mas de 360" o menos de 360".
Demuestratu respuesta.






ANEXO 2.

DESCRIPTORESDE LAS
RESPUESTASA LOSTESTS.
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ITEM 5

DESCRIPTOR

Se hace una sola clasifica-
cion de las figurasy se utiliza
un solo atributo de la regulari-
dad — Nivel 2, Tipos2/3.

Se hace una sola clasifica-
cion delas figuras y se utilizan
los dos atributos de la regulari-
dad — Nivel 2, Tipos 4/5/6.

Se hacen dos clasificaciones
de las figuras y se utiliza un
solo atributo de la regularidad
— Nivel 2, Tipos4/5/6.

Se hacen dos clasificaciones
de las figuras y se utilizan los
dos atributos de la regularidad
— Nivel 2, Tipos4/5/6/7.

Lajustificacion de la conca-
vidad o convexidad se basa en
el aspecto fisico del poligono
(tiene lados, o vértices, "hacia
dentro” o "hacia fuera"). Esta

EJEMPLO

Se marcan los poligonos:. 1-I;
2-R; 3-R; 4-R; 5-V; 6-V; 7-R y
se justificaque € poligono 2 es
regular porque todos sus lados
miden o mismo.

Se marcan los poligonos: 1-T;
2-R; 3-R; 4-R; 5-1; 6-V; 7-V y
se justificaque € poligono 4 es
regular porque tiene todos los
ladosy los angulosiguales.

"Se marcan los poligonos: 1-
LX; 2-R,V; 3-R,X; 4-R.X; 5-
LX; 6-1; 7-R,V y se justifica
siempre la regularidad porque
todos suslados miden lo mismo.

Se marcan los poligonos:. 1-
I.X; 2-R,V; 3-R,X; 4-R.X; 5-
LX; 6-1,V; 7-1,V y sejudtificala
irregularidad del poligono por-
que sus angulos son diferentes,
aunque todos sus lados midan lo
mismo.

El gjemplo esta contenido en
el descnptor.
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respuesta, por si sola, podriaser
indicadora del Nivel 1 en poli-
gonos, pero se trata de una pro-
piedad especial. Por |o tanto,
hay que evaluar ésta respuesta
junto con las otras del item,
dependiendo el nivel asignado
des el resto de respuestasrefle-
janel Nivel 162.—

Se justifica la concavidad
porque el poligono tiene un
angulo fuera, refiriéndose al
angulo menor de 180" formado
por los lados en el exterior del
poligono. Se podria considerar
como respuesta de Nivel 2, pero
hay que evaluar esta respuesta
junto con las otras del item,
dependiendo €l nivel asignado
des d resto de respuestas refle-
jane Nivel 162.—

Se contesta ala 1" parte del
item (clasificacion de las figu-
ras) pero no ala 2' (justificacio-
nes) — Tipo O, pueslarespuesta
puede haberse basado en la for-
made las figuras (Nivel 1) o en
sus propiedades matematicas
(Nive 2).—

Una respuesta del tipo la
figura n® 3 es regular porque
los hexagonos son (suelen ser)
poligonos regulares demuestra
un conocimiento superficial de
los poligonos, pues las propie-

El ejemplo esté contenido en
d descnptor.

El ejemplo esta contenido en
el descnptor.

El g emplo esta contenido en
el descriptor.
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dades estan asociadasal nombre
de la familia. Por lo tanto la
vision del poligono es global —
Nivel 1.

ITEM 6A

DESCRIPTOR

Se hacen varias clasificacio-
nes de todos (algunos) triangu-
los. Clasificaciones inclusivas
— Nivel 3; el Tipo depende de
la calidad de las clasificaciones
y lasjustificaciones.+

Se hace, como maximo, una
clasificacion de cada triangulo
— Nivel 1/2, segun lasjustifica
ciones; el Tipo depende de la
calidad de las clasificaciones y
las justificaciones.+

En la1' pagina, se clasifican
los tridngul os pero no se contes-
ta alas preguntas de justifica-
cion + Tipo 0, aexpensasde lo
que se contesteen la2' pagina.

Clasificaciones inclusivas en
la2' pdgina— Nivel 3; € Tipo
dependede lacalidad de las cla-
sificaciones y las justificacio-
nes.

Clasifi_cacionesexcl usiv_a_sen
la 1* pagina (una sola clasifica

EJEMPLO

El g emplo esta contenido en
el descriptor.

El gemplo esta contenido en
el descnptor.

El gemplo esta contenido en
el descnptor.

El gjemplo esta contenido en
el descriptor.

Se marcan los triangulos: 1-
Is, Ac; 2-1s, Ac; 3-Esc, Obt; 4-
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cion de cadatriangulo o, en par-
ticular, clasificacion exclusiva
del tridngulo equilatero) y res-
uestas correctas inclusivas en
a2 pégina— Nive 3, Tipo4.

Lajustificacion de algunas
clasificacionesse basa en lafor-
ma de los poligonos y la de
otras se basa en sus propiedades
mateméaticas— Nivel 2, Tipo 4.

Rec, Is; 5-Equ, Ac y el de la
linea siguiente como Equ, noIs.

En la segunda parte, las rela-
ciones establecidas son inclusi-
vasy correctas.

Un alumno justifica su clasi-
ficacion del tridngulo 2 como
rectangulo e isdsceles (lo cual
es correcto) diciendo: Miras sus
angulosy la forma.

ITEM 6B

DESCRIPTOR

Se clasificae tridngulo equi-
ldtero como isosceles — Nivel
3; e Tipo depende de la calidad
delas respuestas.

Se hace clasificaciondigunta
de tridngul os equil &teros e isés-
celes, 0 se clasifica como equi-
|&tero o isosceles alguna figura
que no lo es; no se es capaz de
aplicar las definiciones dadas —
Nivel < 3.

El estudiante mantiene su
propia definicion usada en P6A
— Nivel 2; el Tipo depende de
lacalidad de lasjustificaciones.

Se usan definiciones que son
matematicamente completas

EJEMPLO

El giemplo est4 contenido en
el descriptor.

Seclasifica: 1-E porquetiene
los tres lados iguales ; 2-I; 3-1,
porgque ambos solo tienen dos
lados iguales.

Se considera, tanto en 6A
como en 6B, isdsceles como
tener dos lados iguales y uno
desigual y equilatero como
tener tres lados I1guales.

Se utilizan las definiciones
de triangulo isosceles como el
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pero exclusivasy se hacen clasi-
ficaciones correctas segiin esas
definiciones — Nivel 2, Tipo
5/6/7.

Se hace clasificaciondigunta
de los triangulos pero se dan
respuestas inclusivas a las pre-
guntas siguientes — Nivel 3,
Tipo 2/3/4.

Se hace clasificacion inclusi-
va de los triangul os pero se dan
respuestas exclusivas a las pre-
guntas siguientes — Nivel 3,
Tipo 2/3/4.

En particular, se justifica
correctamenteque los tridngulos
equilateros son siempre isdsce-
lesy sejustificaque los isosce-
les no son nunca equiléteros —
Nivel 3, Tipo4.

gue tiene dos lados iguales y
uno desigual y triangulo equila-
tero como el quetienetres lados
iguales.

Seasigna: 2-E; 2-1; 3-1 y des-
pués dice que los isdscelesson a
veces equilateros porque el
eyuilatero tiene tres angulos
iguales y el isdsceles puede
tener tres o dosangulos iguales.

El ggemplo esta contenido en
el descriptor.

ITEM 8A

DESCRIPTOR

Se hacen varias clasificacio-
nes de todos (algunos) cuadril&
teros. Si las clasificaciones son
inclusivas — Nivel 3; el Tipo
dependedelacalidad delascla-
sificaciones y las justificacio-
nes.

EJEMPLO

El ggemplo esta contenido en
el descriptor.
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Se hace, como maximo, una
clasificacion de cada cuadrilate-
ro — Nivel 1/2, segln las justi-
ficaciones; el Tipo depende de
la calidad de las clasificaciones
y lasjustificaciones.

En la 1* pagina, se clasifican
los cuadril &teros pero no se con:
testaa las preguntasde justifica:
cion — Tipo 0, aexpensas de lo
que se contesteen la 2" pagina.

Clasificaciones inclusivas en
la 2' pagina indican capacidad
para combinar propiedades —
Nivel 3; el Tipo depende de la
calidad de las clasificaciones y
lasjustificaciones.

Clasificacionesexclusivas en
la 1* pagina (una sola clasifica-
cién de cada cuadrilatero) y res-
puestas correctas inclusivas en
la2' pagina- Nive 3, Tipo4.

Lajustificacion de algunak
clasificacionesse basa en lafor-
ma de los poligonos y la de
otras se basa en sus propiedadet
mateméticas — Nivel 2, Tipo4.

El giemplo esta contenido en
€ descriptor.

El gjemplo esté contenido en
€l descriptor.

Se dice que los rombos son a
veces cuadrados, cuando los
rombos tengan todos sus angu-
losiguales y que los cuadrados
son siempre rombos ya que sus
diagonales se cortan perpendi-
cularmente.

En la primera pagina se dice
gue las figuras marcadas con O
son rombos porque tienen 2
dngulos agudosy 2 obtusosy en
la segunda pagina se dice que
los rombos son a veces cuadra-
dos porque hay un caso especial
en el que e rombo es un cua-
drado Yy que los cuadrados a
veces son rombos porque hay
un caso especial de cuadrado
que sf llega a ser rombo.

Se dice que, d clasificar los
poligonos, se hafijado en: Cua-
drados - mirando como estan
colocados y s los lados son
iguales ; Rombos - en la posi-
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Justificacion inconsistente,
es decir que corresponde a una
familia de poligonos diferente
de los que se han marcado (p.
€., se marcan R s0lo |os rectan-
gulosy se dice que es rectangu-
lo porque tiene dos pares de
lados iguales) — Nivel < 3. Es
probable que estas respuestas
escondan alguna propiedad
visual, es decir de Nivel 1, que
se aplicaimplicitamente.

cidn ; Rectangulos - en que
todos los lados no son iguales.

Se clasifica: 1-C; 2-0; 4-C;
6-0; 7-O; aunque se dice que al
seleccionar |os cuadrados se ha
fijado en que los 4 lados son
iguales.

Seclasifican 3, 5, 8,9, 10y
11 con E, aungue se dice que a
seleccionar los rectangulosse ha
fijado en que los 4 angulos sean
rectos.

ITEM 8B

DESCRIPTOR

Se clasifica el cuadrado
como rectangulo — Nivel 3; €l
Tipo depende de la calidad de
las respuestas.

Se hace clasificaciondigunta
de cuadrados y rectangulos, o se
clasifica como cuadrado o rec-
tangulo algunafigura que no lo
es. No se es capaz de aplicar las
definicionesdadas — Nivel < 3.

EJEMPLO

De los 4 poligonos, sélo se
marcan el 2° con Ry el 4° con
C. Después se dice que los cua
drados son siempre rectangulos
porque los cuadrados tienen 4
angulosrectos.

Se marcan con R los dos
poligonos de la izquierda por-
gue los lados son iguales dos a
dos y con C los dos de ladere-
cha porque los lados son
iguales. Después se dice que los
cuadrados no son nunca rectan-
gulos porque en un cuadrado
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El estudiante mantiene su
propia definicion usada en PRA
— Nivel 2; el Tipo depende de
lacalidad de las justificaciones.

No se reconocen correcta-
mente las propiedades de los
poligonos (perpendicularidad,
paralelismo, etc.) y se contesta
deformaincoherenteala2' par-
tedd item —+ Nivel 2, Tipo 1.

Se usan definiciones de
Nivel 2 que son matemética-
mente incompletasy seincluyen
en esas familias figuras que no
pertenecen a ellas (segun esas
definiciones) — Nivel 2, Tipo
2/3, segun que se apliquen las
definiciones de manera in/cohe-
rente.

En ocasiones hay que recu-
rrir a P8BA para ver qué defini-
cion se esta usando.

Se usan definiciones que son
matematicamente completas
pero exclusivasy se hacen clasi-
ficaciones correctas segun esas
definiciones — Nivel 2, Tipo
5617,

A vecesen lasjustificaciones
s6lo seaude aladesigualdad de
los lados; esto quiere decir que
se estadn usando implicitamente

aus lados miden todos 1o mismo
y en un rectangulo no.

En vez de la definicion dada
en esta actividad, se usa que los
rectangul os tienen los angulos
rectosy loslados desiguales.

Se marca con C el poligono
de laizquierda porgue tiene 4
angulos rectos y 4 lados igua-
les.

Se identifican como rectan-
gulos las dos figuras de la
izquierda. Esto significa que la
definicion de rectéangulo impli-
cita contiene solo la condicién
de paralelismosde los |ados.

Se dice que los cuadrados no
son nunca rectangulos porque
en e cuadrado los lados son
iguales mientras que en € rec-
tangulo la base y la altura no
son iguales.
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los angulos, pero no hace falta
tenerlos en cuentaen las justifi-
caciones.

Se hace clasificaciondigunta
de los cuadriléteros pero se dan
respuestas inclusivas a las pre-
guntas siguientes —» Nivel 3,
Tipo 2/3/4,

Se hace clasificacion inclusi-
va de los cuadrilateros pero se
dan respuestas exclusivas alas
preguntas siguientes — Nivel 3,
Tipo2/3/4.

En particular, se justifica
correctamente que los cuadra-
dos son siempre rectangulos y
se justifica que los rectangul os
no son nunca cuadrados —
Nivel 3, Tipo 4.

El gjemplo est4 contenido en
el descnptor.

El gemplo esta contenido en
el descriptor.

ITEM 9A

DESCRIPTOR

En la definicion de Anla, se
utilizan bien la conectiva "y" y
las condiciones " como maximo"
y "a menos’ — Nivel 3; & Tipo
dependede lacalidad de las jus-
tificaciones.

Algunos alumnos afiaden la
condicion de que hayad menos
2 é&ngulosiguales— Tipo £ 6.

EJEMPLO

Sedice que lafigura 1l no es
Anla porgue, aunque tiene mas
de dos lados paralelos, tiene
mas de 7 lados iguales.
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En la definicion de Anla, se
utiliza bien la conectiva "y"
pero se usan mal las condicio-
nes "como maximo" y/o "a
menos’ — Nivel 2; el Tipo
dependede lacalidad de las jus-
tificaciones.

En la definicion de Anla, se
utilizamal la conectiva"y" y se
usan bien las condiciones
"como maximo" y/o "a menos"
— Nivel 2; el Tipo depende de

lacalidad de las justificaciones.

En la definicion de Anla, se
utilizan mal la conectiva "y" y
las condiciones "como maximao"
y "a menos' — Nivel 2; el Tipo
dependedelacalidad de las jus-
tificaciones.

El alumno aplica de forma
coherente a lo largo del item
una definicion propia de Anla
en la que intervienen las dos
condiciones — Nivel 2, Tipo
5/6/7.

El alumno aplica de forma
coherente a lo largo del item
una definicion propia de Anla
en la que solo interviene una de
las dos condiciones -+ Nivel 2,
Tipo 2/3.

1 es Anla porque tiene 9
angulos iguales y mas de dos
lados paralelos.

2 no es Anla porque es un
pentagono y no llega a tener 7
angulos.

No ha habido respuestas de
esta clase entre nuestros alum-
nos.

3 es Anla porque tiene dos
lados paralelos.

4 es Anla porque tiene los
lados paralelos y sus angulos
iguales.

El alumno utiliza la expre-
sién como maximo 7 angulos y
como minimo dos lados parale-
los en su justificacion.

Se consideran como Anlas
los poligonos con 2 lados para-
lelosy se clasifican como Anla
lasfigurasl, 2, 3,4y 5.



DISERO Y EVALUACION DE UNA PROPUESTA CURRICULAR 173

ITEM 9B

DESCRIPTOR

En las justificaciones apare-
cen, usadas de forma adecuada,
las dos condiciones de la defini-
cion de Anla— Nivel 3; el Tipo
dependedelacalidad de las jus-
tificaciones.

En las justificacionesno apa-
recen las dos condiciones de la
definicion de Anla, o aparecen
usadas de forma incoherente —
Nivel < 3; e Tipo dependede la
calidad de lasjustificaciones.

En las justificaciones apare-
cen, usadas de forma adecuada,
las dos condicionesde la defini-
cion de Anla, pero se usan mal
las definiciones de poligono
regular y/o cuadrilatero —
Nivel 3, Tipo 2.

En las justificaciones se ve
claramente que el alumno no
estaen e Nive 3, pero sus res-
puestas estan en términos de
propi edades matematicas de los
Anlau otros poligonos — Nivel
2; el Tipo depende de la calidad
delasjustificaciones.

EJEMPLO

B g emplo esta contenido en
el descriptor.

No hay poligonos regulares
gue sean Anla porque un Anla
sblo puede tener como minimo
dos lados paralelos y los poli-
gonos regulares, para intentar
gue sblo tengan dos lados para-
lelos, los lados que no son para-
lelos no son de la misma longi-
tud. B Anla no es necesarioque
tenga todoslosladosiguales.

Se confunde cuadrilatero con
cuadrado: Se dibuja un cuadra-
do y se explica: Los cuadrilate-
ros son sempre Anla porquetie-
nen 4 angulos iguales y dos
lados paralelos.

Se dice que los cuadril&teros
no son nunca Anla ya que el
Anla tiene que tener 7 angulos
iguales y como minimo dos
lados paralelos. Loslados de un
cuadrilatero son paralelosdos a
dos, pero un cuadrilatero solo
tiene 4 angulos.
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En las justificaciones se ve
claramente que el alumno no
estaen el Nivel 3y en susres
puestas se limita a repetir (par-
tesde) ladefinicion de Anlay a
decir que los otros poligonos
si/no son Anla— Nivel 3, Tipo
1.

En las respuestas se limita a
enunciar algunos ejemplos de
poligonos regularesy de cuadri-
|&teros — Nivel 2.

Si ademés se confunde "cua-
drilétero” con "cuadrado" —
Tipo 2/3.

El alumno aplica de forma
coherente a lo largo del item
una definicién propia de Anla
en la que aparecen las dos con-
diciones+ Nivel 2, Tipo 5/6/7.

En ocasiones hay que recu-
rrir aP9A para ver qué defini-
CiOn se esté usando.

El alumno aplica de forma
coherente a lo largo del item
una definicion propia de Anla
en la que solo aparece una de
las dos condiciones — Nivel 2,
Tipo 2/3.

En ocasiones hay que recu-
rrir a PO9A para ver qué defini-
cion se est usando.

Se dice que no hay poligonos
regulares que sean Anla porque
[el Anla] tiene como maximo 7
angulos y como minimo dos
lados paralelos.

Se dice que son Anla el cua-
drado, pentagono, hexagono y
eptégono regulares.

Se dice que los cuadrilateros
son siempre Anla porque tienen
los cuatro angulos iguales (90")
é/tienen lados paralelos dos a

0S.

Se utiliza como definicion de
Anla Lados paralelos y mas de
7 angulosiguales.

Se indica en los dos aparta-
dos del item que si tiene dos
lados paralelos ya es un Anla.
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ITEM 12A

DESCRIPTOR

Lalistade propiedades mate-
maéticas solo se refiere a nime-
ro de lados y/o éngulos; s hay
més propiedades, se derivan de
la simple observacion de las
figuras (puede que descompo-
niéndola) y son visuales —
Nivel 1, Tipo 5/6/7.

Hay estudiantes que dicen
que el rombo tiene los angulos
iguales. Esto puede ser porque
se fijan solamente en laigual-
dad de los angulos opuestos,
que es mas visual, pero no com-
paran unos anguloscon otros. Si
ésta es € Unica propiedad inco-
rrecta— Nivel 1, Tipo 6.

Lalistade propiedades mate-
maticas es corta pero incluye
alguna propiedad importante
(igualdad, paralelismo, perpen-
dicularidad,...) — Nivel 2, Tipo
2/3.

Generalmente la lista estara
formada por € nimero de lados
y/o angulos y alguna propiedad
mas. Esto refleja el paso del
Nivel 1 d 2 El estudiante ya es
consciente de que las propieda-
des visuales no sirven, pero no
es capaz de encontrar propieda-
des matematicas.

EJEMPLO

Un alumno dice del rombo:
Tiene dos angulos de 30 y dos
de 160".Y del octogono dice:
Ninguna [propiedad].

Un alumno dice del rombo:
Tiene las diagonales perpendi-
culares, lados paralelos dos a
dos, 4 lados iguales, s lo divi-
des salen dos tridngulos. Y del
octégono dice: Tiene 8 lados,
tiene muchas diagonales que s
cortan [No traza ninguna linea
en lafiguradada].
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Lalistade propiedades mate-
maticas es completa, incluyendo
las propiedades importantes
(igualdad, paralelismo, perpen-
dicularidad,...) — Nivel 2, Tipo
5/6/7.

Un alumno dice del rombo: 4
lados, 4 vértices, 4 angulos,
irregular, equilatero, lados
paralelos dos a dos, obrusdngu-
lo, 2 diagonales, las diagonales
se cortan perpendicularmente,
area = bxa, la suma de sus
angulos es 180x2 = 360, etc. Y
parael octdgono también da una
lista amplia, con referencia al
mismo tipo de propiedades.

ITEM 12B

DESCRIPTOR

El estudiante marca varias
propiedades de la lista indican-
do que (solo) las cumplen los
rombos. No entiende qué se le
pide— Nive 3, Tipo 1.

El estudiante marca varias
propiedades de lalista 'y no da
més explicaciones. No se puede
saber qué son esas propiedades
— Tipo 0.

El estudiante dice que no es
posible hacer lalista porque los
cuadrados cumplen todas las
condiciones. Esto quiere decir
gue hace clasificacion disjunta
de estas dos familias y también
gue ha comprobado que las pro-
piedades se cumplen en los cua-
drados_ Nivel 2, Tipo 5/6/7.

EJEMPLO

El gjemplo esta contenido en
el descriptor.

El gjemplo est4 contenido en
el descriptor.

El gemplo esta contenido en
el descriptor.
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ITEM 13A

DESCRIPTOR

L alistade propiedades mate-
maéticas solo se refiere a nime-
ro de lados y/o angulos; s hay
més propiedades, se derivan de
la simple observacion de las
figuras y son visuales — Nivel
1, Tipo 51617.

La listade propiedades mate-
maticas es corta pero incluye
alguna propiedad importante
(igualdad, paralelismo, perpen-
dicularidad, ...) — Nive 2, Tipo
213.

Generalmente la lista estara4
formada por el nimero de lados
y/o angulos y alguna propiedad
mas. Esto refleja el paso del
Nivel 1 a 2: El estudiante yaes
consciente de que las propieda-
des visuales no sirven, pero no
€es capaz de encontrar propieda-
des matematicas.

L alista de propiedades mate-
maticas es completa, incluyendo
las propiedades importantes
(igualdad, paralelismo, perpen-
dicularidad, ...) — Nivel 2, Tipo
5/6/7.

EJEMPLO

Se dice que en el triangulo
isoésceles la base no tiene la
misma medida que los otros
lados y se pueden hacer tres
angulos. De la segunda figura
se dice que tiene 6 lados, 6
angulosy 6 vértices.

Sedicequeel triangulo tiene
dosladosigualesy uno desigual
y dos angulos iguales y uno
desigual. De la segunda figura
se dice que es un poligono irre-
gular porgue sus lados no son
iguales y se dan las medidas de
los lados y delos angulos.

Sedice que d tridngulo tiene
2 lados iguales y uno desigual,
todos los angulos agudos, 3 vér-
tices y no tiene diagonales. De
la segunda figurase dice que los
lados son igualesdos a dos, tie-
ne 6 angulos, 3 agudosy 3 obtu-
sos, tiene 12 diagonales.
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ITEM 13B

DESCFUPTOR

El estudiante da una lista de
propiedades que, segun €1, cum-
plen los tridngul os isdsceles. No
entiende qué se le pide — Nive
3, Tipo 1.

El estudiante da unalista de
propiedades sin mas explicacio-
nes. No se puede saber qué son
esas propiedades— Tipo 0.

El estudiante dice que no es
posible hacer la lista porque los
triangul os equiléteros cumplen
todas las condiciones. Esto
quiere decir que hace clasifica-
cion digunta de estas dos fami-
lias y también que ha compro-
bado que las propiedades se
cumplen en los triangul os equi-
|&teros— Nivel 2, Tipo 5/6/7.

ITEM

DESCFUPTOR

En P17A.1, el estudiante
dibuja un tridngulo acutangulo,
midelos &ngulosinterioresy los
suma para comprobar si suman
180"; en P17A.2 hace lo mismo
con € tridngulo dado o con uno
suyo — Nivel 2, Tipo 2/3.

EJEMPLO

Se marcan |as propiedadesn®
2,3y 4y sedice que sdlo las
cumplen los isésceles.

Se marcan (0 se escriben los
enunciados) de algunas de las
propiedades de la lista sin otro
comentario.

El ejemplo esta contenido en
el descriptor.

17A
EJEMPLO
47
47° 73
+ 60
7 o 180
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El (los) triangulo(s) que
dibuja puede(n) ser
equildtero(s).

Alguno de los tridngulos no
es acutangulo — Tipo 5.

En P17A.1, el estudiante
dibuja varios triangul os acutdn-
gulos, en cada uno mide los
angulos interiores y los suma
para comprobar s suman 180°;
en P17A.2 hacelo mismocon €
triangulo dado o con alguno
suyo — Nivel 2, Tipo 5/6/7.

Deja P17A.2 en blanco —
Tipo 5/6.

Alguno de los triangulos no
es acutangulo — Tipo 5.

En P17A.1 € estudiantedice
gue los &ngulos interiores de los
tridngulos acutangulos miden
60° (o dibuja un triangulo no
equilétero y marca los angulos
con 60"). En P17A.2 hace lo
mismo o la deja en blanco —
Nivel 2, Tipo 2.

El estudiante dibuja triangu-
los e indica los grados de cada
angulo, pero no hace mencién
explicitade lasumani daningu-
na explicacion - Nivel 2, Tipo
2.

Respuesta del tipo cada
angulo del triangulo puede
medir lo que quiera, luego la

~ Un gjlemplo similar a ante-
rior pero midiendo los angulos
de varios triangulos.

El gjemplo esta contenido en
el descriptor.

El gjemplo esta contenido en
el descnptor.

El gemplo esta contenido en
€l descriptor.
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suma de sus angulos no sera
180". El estudiante no es capaz
de relacionar unas propiedades
con otras (tamafio de un angulo
y de otro), luego no esta en el
Nivel 3. Tampoco aprovecha la
posibilidad de comprobar la
validez dibujando un ejemplo,
luego esta empezando a adquirir
el Nivel 2 — Nivel 2, Tipo 2.

En P17A.l se da una res-
puesta del nivel 2 (se miden uno
0 més triangulos) y en P17A.2
se hace una demostracion (la
sugerida u otra) — Nivel 3,
Tipo 4.

El gemplo esta contenido en
e descnptor.

ITEM 17B
DESCRIPTOR EJEMPLO
El estudiante dibuja un trian- 70
gulo rectdngulo y otro obtusdn-
gulo, mide los angulos interio-
res y los suma para comprobar
si suman 180" — Nivel 2, Tipo
2/3. 53¢
Alguno de los triangulos no 90°
es rectangulo u obtusangulo — 90°4+27°+53° = 180°
Tipo 2.
23°
127° 0

Suman 180"
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El estudiante dibuja varios
tridngulos rectangulos y obtu-
sangulos; en cada uno mide los
angulos interiores y los suma
para comprobar s suman 180°
— Nivel 2, Tipo 5/6/7.

Alguno de los triangulos no
es rectangulo u obtusangulo —
Tipo5.

El estudiante dice que los
angulos interiores de los trian-
gulos rectangulos miden 90° y
45° (o dice algo parecido para
los obtusangulos) — Nivel 2,
Tipo 2.

El estudiante dibuja un trian-
gulo rectangulo y otro obtusangu-
lo e indica los grados de cada
angulo, pero no hace mencion
explicitadela sumani daninguna
explicacion — Nive 2, Tipo 2.

El estudiante afirma que todos
los angulos de un tridngulo rec-
tangulo (obtusangulo) miden
(mas de) 90°. Conoce la propie-
dad caracteristica de esos triangu-
los pero no la aplica bien (posi-
blemente se confunde porque los
acutangulos tienen todos los
angulos menores que 90") ni con-
sidera otras propiedades, p. €.
que, al dibujar, sempre hay angu-
losagudos— Nive 2, Tipo |.

Respuesta del tipo como un
angulo ya mide (méasde) 90°, es

Un ejemplo similar a ante-
rior pero midiendo los angulos
de varios tridngul os rectangulos
y varios obtusangul os.

El ggemplo esta contenido en
el descriptor.

El gjemplo est4 contenido en
el descnptor.

Se dice que la suma de los
angulos de un triangulo obtu-
sangulo vale méas de 180° por-
gue sus angulos miden mas de
90°.,

Sedicequeen d tridngulo obtu-
sangulo vale mas de 180" por-
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facil que entre todos midan
(masde) 180". No aprovechala
posibilidad de comprobar la
validez dibujando un ejemplo,
luego estd empezando a adquirir
el segundo Nivel — Nivel 2,
Tipo 2/3.

Respuestadel tipo s aumen-
tamos el angulo obtuso hasta
gue llegue a medir casi 180°, la
suma de los tres angulos pasara
de 7/80°. No es capaz de relacio-
nar unas propiedades con otras
(aumento de un angulo y dismi-
nucion de otro) — no estaen €
Nivel 3. Tampoco aprovecha la
posibilidad de comprobar la
validez dibujando un ejemplo,
luego estéa empezando a adquirir
el Nivel 2 — Nivel 2, Tipo 2/3.

El estudiante dice, paralos
tridngulosrectangulo y obtusan-
gulo, que s demuestra igual en
todos los triangulos o que la
propiedad es cierta para todos
los tridangulos. No entiende |o
que le pide el item — Nivel 3,
Tipo 1.

Se hace lademostracion dada
parael iriangulo rectdngulo pero
no para el tridngulo obtusdngu-
lo. Esto indica que se es capaz
de generalizar a una figura con
forma parecida a la dada pero
no a una bastante diferente —
Nivel 3, Tipo 213,

gue s [la suma de los angulos
de] un rectangulo vale 18¢°, d
obtuso es mayor que 90° luego
por [6gica [la sumade sus angu-
log] tiene que ser mayor.

El gemplo esta contenido en
el descriptor.

El gjemplo esta contenido en
el descnptor.

El ejemplo esté contenido en
e descriptor.
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ITEM 19

DESCRIFTOR

El estudiante dibuja unafigu-
ra apropiada en cada caso Yy
mide paracomprobar s es cierta
la propiedad — Nivel 2, Tipo
213.

El estudiante dibuja varias
figuras apropiadas; en cada una
mide paracomprobar s escierta
la propiedad — Nivel 2, Tipo
5/6/f7.

Sejustificalaigualdad a par-
tir de alguna propiedad de la
figura, pero deforma verba —
Nivel 3; el Tipo depende de la
calidad de la respuesta.

Se contesta bien una de las
partes y se contesta mal, o se
deja en blanco, la otra — Tipo
213; &l Nivel depende de la cali-
dad de la respuesta.

| EJEMPLO

1" diagonal =4'3.
2% diagonal =4'3.

}

3'8 cm. |, 3'8 em,
A "J‘ \“ B
3em, | 3eam.

L as respuestas son analogas
al gjemplo anterior pero midien-
do varios casos diferentes.

Rectangulo: Porque si lo
partimos por las diagonales se
forman dos triangulos rectangu-
los iguales.

Se dibuja un rectangulo con
susdos diagonaesy sedice: [Son
iguales] porque S haces las dia-
gonales salen dos tridngulosigua-
lesy otros dos igualesdistintos.

El apartado de |a mediatriz |0

dejaen blanco.
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Una parte esta contestada,
por si sola, en & Nivel N, Tipo
51617 y la otra esta contestada,
por si sola, en el Nivel N+1,
Tipo 5/6/7. Evaluacion global
— Nivel N+1, Tipo 4.

Una parte esta contestada,
por si sola, en el Nivel N, Tipo
51617 y la otra esta contestada,
por si sola, en el Nivel N+1,
Tipo 2/3. Evaluacién global —
Nivel N, Tipo 5/6.

El gemplo esté contenido en
el descriptor.

El g emplo esté contenido en
el descnptor.

ITEM 20A

DESCRIPTOR

En P20A.1, el estudiante
dibuja varios triangul os acutén-
gulos (entre ellos puede estar €
dado), en cada uno mide los
angulos exteriores y los suma
para comprobar si suman 360";
en P20A.2 hacelo mismo con el
tridngulo dado o con alguno
suyo — Nivel 2, Tipo 51617.

Deja P20A.2 en blanco —
Tipo 5/6.

Alguno de los tridngulos
dibujados no es acutangulo —
Tipo5.

EJEMPLO

El gemplo esta contenido en
el descriptor.
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En P20A.1, el estudiante
dibuja un tridngulo acutangulo
(o usa el dado), mide los angu-
los exteriores y los suma para
comprobar si suman 360"; en
P20A.2 hace o mismo con €l
triangulo dado o con uno suyo
— Nivel 2, Tipo 2/3.

El (los) tridngulo(s) que
dibuja puede(n) ser
equildtero(s).

Alguno de los triangulos
dibujados no es acutangulo —
Tipo 5.

En P20A.1 el estudiante dice
que los &ngulosexteriores de los
tridngulos acutéangulos miden
120" (o dibuja un triangulo no
equilétero y marca los angulos
con 120"). En P20A.2 hace lo
mismo o la deja en blanco —
Nivel 2, Tipo 2.

El estudiante dibuja triangu-
los e indica los grados de cada
angulo, pero no hace mencién
explicitade lasumani daningu-
na explicacién — Nivel 2, Tipo
2.

130°

120°

//110° B

120°

120°

/ 120°

El giemplo esta contenido en
e descriptor.
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Respuesta del tipo cada
angulo del triangulo puede
medir lo que quiera, luego la
suma de los angulos exteriores
no sera 360°. El estudiante no
es capaz de relacionar unas pro-
piedades con otras (tamafio de
un angulo y de otro) — no esta
en e Nivel 3. Tampoco aprove-
chala posibilidad de comprobar
la validez dibujando un ejem-
plo, luego estd empezando a
adquirir el Nivel 2 — Nivel 2,
Tipo 2.

En P20A.1 se da una res-
puestadel nivel 2 (se miden uno
0 més triangulos) y en P20A.2
se hace una demostracion (la
sugerida u otra) — Nivel 3,
Tipo4.

El jemplo esta contenido en
el descriptor.

El jemplo esta contenido en
el descriptor.

ITEM 20B

DESCRIPTOR

El estudiante dibuja varios
tridngulos rectangulos y obtu-
sangulos; en cada uno mide los
angulos exteriores y los suma
para comprobar s suman 360"
~ Nive 2, Tipo 51617.

Alguno de los tridngulos no
es rectangulo u obtusangulo —
Tipo5.

EJEMPLO

El gjemplo esta contenido en
el descnptor.
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El estudiante dibuja un tridn-
gulo rectangulo y otro obtusén-
gulo, mide los angulos exterio-
resy los suma para comprobar
s suman 360° — Nivel 2, Tipo
2/3.

Alguno de los tridngulos no
es rectangulo u obtusangulo —
Tipo 2.

El estudiante dice que los
angulos interiores de los trian-
gulos rectangulos miden 90° y
45°, 0 algo parecido (o diceago
equivalente para |os obtusdngu-
los), aungue esto no correspon-
de con el dibujo — Nivel 2,
Tipo 2.

El estudiante dibuja un tridn-
gulo rectangulo y otro obtusan-
gulo e indicalos grados de cada
angulo, pero no hace mencién
explicitade lasumani daningu-
na explicacion — Nivel 2, Tipo

C
b 150°

Més de 360"
a+b+c=420°

/c

A+B+C = 360" porque A =
90°, B =135°,C= 135"
90° + 135" + 135" = 360"

El ggemplo esta contenido en
el descriptor.
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En P20A ha hecho una
demostracion, propia, de Nivel
3 y ahora adapta esa demostra-
cion a los tridngul os rectangulo
y obtusangulo. El estudiante
sabe que su demostracion es
vélida para todos |os tridngulos
y sigue usandola — Nivel 3; el
Tipo depende de lacalidad de 1a
demostracion.

El estudiante dice, para los
triangulos rectangulo y obtusan-
gulo, que se demuestraigual en
todos los tridngulos o que la
propiedad es cierta para todos
los tridngulos. No entiende 1b
que le pide el item — Nivel 3
Tipo 1.

a=90°ylasumadebyc
tiene que dar 90". Entonces, e
suman los angulos interiores y
se lerestaa 540" y da 360".

El gjemplo esta contenido en
el descriptor.



ANEXO 3.

RESULTADOSINDIVIDUALES
DE LA EVALUACION DE LOS
ESTUDIANTES
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