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EL ANÁLISIS DIDÁCTICO MATEMÁTICO COMO CONJUNTO DE 
MEDIOS PARA COMPRENDER Y ORGANIZAR LOS FENÓMENOS DE LA 

EDUCACIÓN MATEMÁTICA 
 

José Luis González Marí, Universidad de Málaga 
 

En la investigación en Educación Matemática se vienen utilizando términos, 
conceptos y procedimientos cuya utilidad es cada día mayor, pero cuyos significados y 
propósitos presentan diferencias apreciables bajo la misma terminología. Tal es el caso 
del Análisis Didáctico, que ha sido empleado por algunos autores (Freudhental, H., 
1983; Puig, L., Cerdán, F., 1988, pág. 74) para indicar “...el análisis de los contenidos 
de las matemáticas que se realiza al servicio de la organización de su enseñanza en los 
sistemas educativos…” (Puig, L., 1997, pág. 61), en el ámbito de la investigación como 
procedimiento no empírico que atiende a la complejidad de los fenómenos así como a la 
naturaleza interdisciplinar, multidisciplinar o disciplinar específica del campo de 
conocimientos (González, 1995; 1998; Gallardo y González, 2006), o como herramienta 
para el análisis curricular o de los libros de texto o para el diseño y desarrollo de los 
procesos de formación de profesores (Rico, 1997; Díaz, 2006; Gómez, 2002; 2006). 

En este Seminario se pretende revisar, organizar y sintetizar la información 
disponible, indicar los logros, las lagunas y las dificultades, y servir de soporte para la 
discusión fundada sobre el Análisis Didáctico (AD). Para ello se desarrollan tres 
enfoques: el AD como instrumento para el análisis curricular, AD como metodología de 
investigación y AD como herramienta para la formación de profesores. 

En lo que sigue nos proponemos: realizar una síntesis de los tres enfoques, situarlos 
en un esquema de conjunto abierto al debate y seleccionar algunas cuestiones e 
interrogantes que pueden servir de punto de partida para un debate sobre el tema. 

 

TRES ENFOQUES DEL ANÁLISIS DIDÁCTICO 
En el Seminario se desarrollan los siguientes enfoques del Análisis Didáctico: 

- Enfoques curriculares: a) Díaz, J. y otros, conciben el Análisis Didáctico como el 
estudio sistemático de los factores que condicionan los procesos de enseñanza y 
aprendizaje de las matemáticas mediante herramientas teóricas y metodológicas 
específicas, en particular mediante la herramienta denominada “idoneidad didáctica”, 
que los autores conciben como la articulación coherente y eficaz de las dimensiones 
epistémica, cognitiva, semiótica, mediacional, emocional y ecológica de los procesos de 
estudio; b) Gómez, P. concibe el Análisis Didáctico como un nivel del currículo de 
matemáticas. El autor presenta un conjunto de nociones teóricas articuladas como una 
metodología para el estudio sistemático del diseño, implementación y evaluación de 
programaciones curriculares de aula o unidades didácticas en el contexto de la 
formación de profesores de matemáticas basado en cuatro tipos de análisis: de 



contenido, cognitivo, de instrucción y de actuación. 

- Enfoque de investigación: Gallardo y González conciben el Análisis Didáctico 
como metodología no empírica de investigación en Educación Matemática. 

Utilidad de los enfoques 
El AD como herramienta de análisis curricular permite valorar la idoneidad de los 

procesos de enseñanza y aprendizaje de las matemáticas o facilitar la delimitación, 
organización y control de las competencias de planificación curricular del profesor. 

El AD como metodología de investigación tiene utilidad para sintetizar y organizar 
información, detectar regularidades y lagunas y perfilar el problema de investigación. 

Conjunto de medios.- En los tres casos el AD se configura como procedimiento, medio 
o instrumento para examinar y comprender los fenómenos de la Educación Matemática. 

El análisis de diferentes facetas.- En cada enfoque se atiende a una faceta de los 
fenómenos: investigación, currículo (diseño y desarrollo) y currículo (f. de profesores). 

Carácter directo e indirecto de los estudios.- En los tres enfoques se abordan dos 
tipos de estudios: directos (estudios de los fenómenos en sí), indirectos, (se analiza la 
información sobre los fenómenos. 

 

 

OTROS ENFOQUES. UN ESQUEMA DE CONJUNTO 
Las tres aproximaciones son, desde nuestro punto de vista, algunos de los numerosos 
enfoques que se pueden adoptar y que se reflejan en los esquemas siguientes. 

EDUCACIÓN MATEMÁTICA
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Profesor de Matemáticas

Formación de Profesores
de Matemáticas

Diseño curricular

Textos de Matemáticas

Investigación

Material didáctico

Organización y
administración

Mismo Fin General: comprender, organizar y actuar sobre los fenómenos
de la Educación Matemática
Distintos Fines específicos
Distintos Procedimientos
Distintos Niveles de análisis

Análisis Didáctico Matemático
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CONCLUSIONES Y CUESTIONES PARA EL DEBATE 
La lectura de las aportaciones escritas ha generado el siguiente conjunto de 

observaciones que constituyen un buen punto de partida para plantear cuestiones para el 
debate. 

 

Principales observaciones a la ponencia: Díaz Godino, J. y cols. (2006). Análisis y 
valoración de la idoneidad didáctica de procesos de estudio de las matemáticas. 

− El término “idoneidad” presenta al menos dos problemas: a) se emplea con un 
significado distinto al habitual; b) las condiciones supuestamente necesarias que 
debe cumplir lo idóneo constituyen unas referencias para valorar que no están 
determinadas, los criterios no están fijados ni cubren el problema. 

− Se establecen distintos criterios de idoneidad que están desigualmente tratados y 
delimitados: la idoneidad emocional es diferente a las demás; la idoneidad ecológica 
no se plantea al mismo nivel que las demás. 

− Vuelve a ser un problema la toma de referencias. La idoneidad didáctica se refiere a 
la adecuación de un proceso de instrucción a un proyecto de enseñanza, pero no se 
establece con precisión y con propósitos de comparación cuáles son los elementos 
fundamentales de un proyecto de este tipo. 

− No queda claro cómo se articulan las idoneidades parciales entre sí y qué relaciones 
existen entre ellas; 

− Salvo los análisis epistémico y cognitivo, los demás son muy generales; 

− El marco teórico es complejo y pretende ser potente, pero la aplicación práctica es 



escasa y débil y la supuesta potencia no se aprecia en el análisis de los datos; 

− El trabajo no se refiere en esencia al Análisis Didáctico, sino más bien a una de las 
herramientas que podrían considerarse para abordar el Análisis Didáctico; la 
cuestión surge entonces en torno a la unicidad de las herramientas. ¿Hay otras aparte 
de la idoneidad didáctica?; 

− Es necesario determinar el método para evaluar las distintas idoneidades así como el 
agente o agentes ejecutores. ¿Cuál son los procedimientos prácticos para ello?; 

− Es conveniente precisar las fronteras y los límites de los análisis de idoneidad en 
cuanto a extensión y profundidad; 

− Parece que la interpretación y valoración de la idoneidad didáctica que se deduce de 
los datos empíricos no es del todo completa. Se centra la atención en los aspectos 
negativos y no tanto en los logros alcanzados. 

 

Principales observaciones a la ponencia: Gómez, P. (2006). Análisis Didáctico y 
Formación Inicial de Profesores de Matemáticas de Secundaria 

− Las tres dimensiones del significado de un concepto matemático (estructura 
conceptual, sistemas de representación y fenomenología (situaciones-problemas)) 
constituye una propuesta similar a la de Vergnaud, y bastante más limitada que el 
modelo de los “significados institucionales y personales” de Godino y cols. 

− El “análisis didáctico” no tiene por qué tener una naturaleza curricular. La 
metodología que se describe es un “análisis didáctico”, pero no “el” análisis 
didáctico. Se trata de analizar hechos y fenómenos didácticos (relativos a la 
enseñanza y aprendizaje) con herramientas teóricas especificas. Como tales 
herramientas pueden ser diversas, los tipos de análisis didácticos pueden ser 
diferentes. 

− Para la formación inicial de profesores de matemáticas sería preferible buscar 
“problemas didácticos” asequibles que permitan contextualizar las herramientas 
analíticas cuya apropiación se pretende. Por ejemplo, el análisis didáctico de una 
lección de un libro de texto o de sesiones de clase videogradas o de unidades 
didácticas realizadas por profesores expertos. Se evitaría partir siempre de cero. 

 

Principales observaciones a la ponencia: Gallardo, J.; González, J. L. (2006). El 
Análisis Didáctico como metodología de investigación e Educación Matemática 

• El Análisis Didáctico que se describe no abarca todos los aspectos de “una 
metodología” de investigación educativa, sino sólo una de las etapas del proceso de 
investigación: la revisión de los antecedentes o estado de la cuestión. 

• Se hace un uso “atípico” de la expresión “análisis didáctico”, ya que no se aplica 
directamente a hechos y fenómenos de enseñanza y aprendizaje de la matemática, 
sino a la literatura donde tales hechos y fenómenos se describen. 

• No se ve que el AD que se describe sea específico de la Didáctica de la Matemática. 

• El análisis exhaustivo de las publicaciones no proporciona una “imagen” consistente 
de la “problemática” educativa correspondiente. El AD no aporta criterios para 
identificar posibles incompatibilidades, concordancias, complementariedades. 



• Los problemas de investigación suelen plantearse de manera más “productiva” y 
coherente dentro de un marco teórico previo y racionalmente asumido. Una vez 
seleccionado un paradigma de investigación (cognitivista; antropológico,) y un 
modelo teórico (teoría de situaciones, momentos didácticos, niveles de van Hiele, 
enfoque ontosemiótico, etc.) se tiene una orientación sobre el planteamiento 
coherente de los problemas y criterios de selección de los antecedentes. 
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ANÁLISIS DIDÁCTICO EN LA FORMACIÓN INICIAL DE PROFESORES DE 
MATEMÁTICAS DE SECUNDARIA 

Pedro Gómez, Universidad de Granada 

 

Resumen 

En este documento, describo algunos aspectos del significado con el que 
usamos la expresión “análisis didáctico” en la asignatura Didáctica de la 
Matemática en el Bachillerato de la Universidad de Granada. En particular, 
introduzco el análisis didáctico como un nivel del currículo y establezco su 
papel en la identificación, organización y selección de los múltiples 
significados de un concepto matemático para efectos de diseñar, llevar a la 
práctica y evaluar unidades didácticas. Estas consideraciones dan lugar a 
algunas reflexiones sobre el papel del análisis didáctico en el diseño de planes 
de formación inicial de profesores de matemáticas de secundaria, en la 
identificación de las capacidades que califican la competencia de 
planificación del futuro profesor de matemáticas y en la caracterización de su 
conocimiento teórico, técnico y práctico. 

Abstract 

In this paper, I describe some aspects of the meaning with which we use the 
expression “didactical analysis” in a preservice secondary mathematics 
teacher training methods course. In particular, I introduce didactical analysis 
as a level of curriculum and I establish its role in identifying, organizing and 
selecting the multiple meanings of a mathematical concept for the purpose of 
designing, implementing and assessing didactical units. I show the role that 
this notion can play in the design of teacher training programs, in identifying 
the capacities that qualify the preservice teacher’s planning competence, and 
in characterizing his theoretical, technical and practical knowledge. 

 

Aunque la expresión “análisis didáctico” ha sido una noción importante en la asignatura 
Didáctica de la Matemática en el Bachillerato de la Universidad de Granada desde hace 
tiempo, en los últimos cinco años hemos precisado su significado y le hemos asignado 
un papel central en su diseño y desarrollo1. ¿Con qué significado utilizamos esta 
expresión2? ¿Qué papel puede jugar en la formación inicial de profesores de 
matemáticas de secundaria? En este documento abordo estas cuestiones. 

Organizo este trabajo en dos partes. En la primera, describo el análisis didáctico 
como un nivel del currículo de matemáticas de secundaria; profundizo en la noción de 
significado en las matemáticas escolares; destaco la multiplicidad de significados de un 
concepto matemático; y describo, de manera general, el ciclo de análisis didáctico como 
un procedimiento para diseñar, llevar a la práctica y evaluar unidades didácticas. En la 

                                                 
1 En lo que sigue, me tomo la libertad de redactar en primera persona del singular aunque, en muchas 
ocasiones, describo el producto del trabajo de una línea de investigación y desarrollo en la que, bajo la 
tutela de Luis Rico, han trabajado y trabajan varios investigadores. Entre aquellos con quienes he 
trabajado, debo mencionar a Isidoro Segovia, Evelio Bedoya, José Ortiz, José Luis Lupiáñez y Antonio 
Marín. 
2 La expresión “análisis didáctico" se utiliza con múltiples significados. Por ejemplo, de nuestro grupo de 
investigación, Gallardo y González (2006, en este volumen) la utilizan para referirse a una metodología 
de investigación en educación matemática. 



segunda, muestro, en el contexto de la asignatura Didáctica de la Matemática en el 
Bachillerato de la Universidad de Granada3, el papel que el análisis didáctico puede 
jugar en el diseño de la formación inicial de profesores de matemáticas de secundaria y 
en la especificación de las capacidades que caracterizan la competencia de planificación 
del profesor. Finalmente, exploro una caracterización del conocimiento teórico, técnico 
y práctico del profesor de matemáticas en términos del proceso en virtud del cual él 
transforma las nociones del análisis didáctico en instrumentos útiles para realizar su 
labor docente. 

1. PLANIFICACIÓN DE CLASE Y CURRÍCULO 
Si esperamos que los profesores de matemáticas aborden su trabajo diario de manera 
sistemática y reflexiva, basándose en un conocimiento profesional, entonces ellos deben 
conocer y utilizar principios, procedimientos, herramientas y técnicas que, 
fundamentados en la didáctica de la matemática, les permitan diseñar, evaluar y 
comparar las tareas y actividades de enseñanza y aprendizaje que pueden conformar su 
planificación de clase. Por lo tanto, hay que diferenciar entre los problemas de diseño 
curricular global (para la totalidad de una asignatura, por ejemplo) y los problemas de 
diseño curricular local (para una unidad didáctica o una hora de clase sobre una 
estructura matemática específica o uno o más aspectos de ella). El análisis didáctico, 
introducido por Rico (1992, § III.2.1; , 1997, p. 55) y que hemos venido desarrollando 
recientemente (Gómez, 2002) es una conceptualización del nivel local de la 
planificación; se constituye en un nuevo nivel del currículo (p. 256); aborda la 
problemática de la brecha entre el diseño curricular global y local (Rico, 1997; Segovia 
y Rico, 2001); y se enmarca en una visión funcional del currículo de matemáticas (Rico, 
Castro, Castro, Coriat y Segovia, 1997, p. 284). 

La planificación es una de las actividades más importantes en el trabajo del 
profesor (Ball y Bass, 2003, p. 3; Van Der Valk y Broekman, 1999) y es una de sus 
competencias (Kilpatrick, Swafford y Findell, 2001, p. 380). Esta competencia reviste 
especial importancia en los planes de formación inicial de profesores y se incluye en los 
diferentes estándares profesionales de los profesores (e.g., Department of Education, 
2001; Department of Education and Training, 2004). La situación es similar en el marco 
del trabajo y la formación del profesor de matemáticas: la planificación se reconoce 
como una de las competencias indispensables (ver, por ejemplo, Niss, 2003; Recio, 
2004; Rico, 2004). El profesor debe abordar diferentes tipos de planificación. Cuando la 
planificación es local, el foco de atención del profesor es un tema matemático 
específico. En este nivel, la planificación del profesor debe tener en cuenta la 
complejidad del contenido matemático desde diversos puntos de vista: “cuando las 
matemáticas se enseñan desde una perspectiva pluralista, entonces se pueden ver desde 
múltiples perspectivas —perspectivas que motivan a los profesores a considerar no 
solamente los diferentes significados de las matemáticas, sino también su diversidad en 
su enseñanza” (Cooney, 2004, p. 511). De hecho, la negociación y construcción de esta 
multiplicidad de significados debe ser uno de los propósitos centrales de la interacción 
en el aula. Ésta es la posición que, desde comienzos de la década de los noventa, Rico y 
sus colaboradores han propuesto como aproximación a la planificación de unidades 
didácticas en España (e.g., Rico, 1992; Rico, 1998; Rico, Castro, Castro, Coriat, Marín, 
Puig et al., 1997). Esta propuesta se centra en la idea de que la planificación de una 
unidad didáctica o de una hora de clase se debe fundamentar en la exploración y 

                                                 
3 Me refiero principalmente a características de esta asignatura en el periodo 2000-2006. 



estructuración de los diversos significados de la estructura matemática objeto de esa 
planificación. 

Los “organizadores del currículo” propuestos por Rico (1997, p. 44) son 
herramientas conceptuales y metodológicas que le permiten al profesor recabar, 
organizar y seleccionar información sobre estos múltiples significados. Un organizador 
del currículo (por ejemplo, los sistemas de representación) es una noción, con un 
significado teórico proveniente de la didáctica de la matemática, para la que hemos 
desarrollado un significado técnico. Este significado técnico recoge los usos que un 
profesor puede hacer de ella cuando diseña, implementa y evalúa unidades didácticas. 
En lo que sigue, utilizaré el término “noción” para referirme tanto al organizador del 
currículo (es decir, a su significado técnico), como a sus significados teórico y práctico. 
Para efectos de abordar la descripción del análisis didáctico y su relación con los 
organizadores del currículo, considero a continuación la interpretación que hacemos de 
la noción de significado de un concepto en las matemáticas escolares. 

 

2. PLANIFICACIÓN DE CLASE Y SIGNIFICADO 
La extensión y profundidad de los significados que construyen los escolares en el aula 
(y, por consiguiente, la calidad de su aprendizaje) se realiza atendiendo los distintos 
modos de expresión y de uso con que se manejen los conceptos, a la capacidad para 
conectar diversas estructuras y utilizar diferentes procedimientos, a la diversidad de los 
problemas que pueden interpretarse, abordarse y resolverse, en definitiva, considerando 
la riqueza de conexiones —de significados— que se establecen para una determinada 
noción o conjunto de nociones matemáticas. Parte relevante del aprendizaje matemático 
de los escolares se lleva a cabo en el aula, cuando ellos negocian y construyen 
significados con motivo de las actividades propuestas por el profesor (Biehler, 2005, pp. 
61-62; Bromme y Steinbring, 1994, p. 218). ¿Cuáles son los significados de un 
concepto matemático que pueden ser objeto de la interacción en el aula? ¿Cuáles son los 
significados que se considera relevante desarrollar? En este apartado, abordo estas 
preguntas y asumo una posición con respecto a ellas. Mi propósito es mostrar la utilidad 
de abordar la noción de significado en las matemáticas escolares desde una perspectiva 
amplia en virtud de la cual un concepto matemático puede ser estudiado desde una 
variedad de significados. 

Frege (1998a; , 1998b; , 1998c) introdujo la idea de un triángulo semántico para 
abordar el significado de un término (ver Figura 1). 

Sentido

Signo Referencia

Expresa Determina

Designa  
Figura 1. Triángulo semántico (término)4

Al igual que la referencia de un nombre propio es el objeto que designa, un término 
conceptual se refiere a un concepto. En la noción de Frege para significado de un 
                                                 
4 Frege no dio ningún nombre para la relación entre sentido y referencia. La denomino “determina” 
siguiendo a Oldager (2004, p. 21). 



término conceptual, el triángulo semántico viene dado por el signo o término con el que 
se expresa, por su referencia o concepto propiamente tal, y por su sentido o modo en 
que vienen dados los objetos que caen bajo el concepto (Ver Figura 2). 

Signo Concepto

Objeto

 
Figura 2. Triángulo semántico (concepto) 

El triángulo semántico propuesto por Frege identifica los elementos constitutivos del 
significado de un término conceptual desde una perspectiva estrictamente lógica y 
formal. Dado que nuestro interés por el significado de los conceptos matemáticos está 
centrado en el ámbito de la matemática escolar, adaptamos las ideas de Frege para 
considerar un sistema de relaciones más amplio5. 

Mi propuesta interpreta las ideas de Frege al enfatizar el hecho de que los sentidos 
en los que se usa un término conceptual matemático implican, por un lado, los modos en 
los que se establecen relaciones con otros términos conceptuales matemáticos, y, por el 
otro, las diferentes formas en las que el término conceptual y estas relaciones se pueden 
representar. Adicionalmente, y siendo coherente con nuestra posición con respecto al 
currículo de matemáticas, adopto un punto de vista funcional, en virtud del cual el 
sentido en el que se usa un término conceptual matemático también incluye los 
fenómenos que sustentan el concepto. En la matemática escolar, los fenómenos se 
presentan mediante un contexto o situación en que el concepto toma sentido, o también 
mediante un problema que se aborda y da sentido al concepto. Mi propuesta aborda el 
significado de un concepto matemático atendiendo a tres dimensiones que denomino 
estructura conceptual, sistemas de representación y fenomenología (Ver Figura 3)6: 

♦ En la estructura conceptual incluyo las relaciones del concepto con otros 
conceptos, atendiendo tanto a la estructura matemática de la que el concepto 
forma parte, como a la estructura matemática que dicho concepto configura. 

♦ En los sistemas de representación incluyo las diferentes maneras en las que se 
puede representar el concepto y sus relaciones con otros conceptos. 

♦ En la fenomenología incluyo aquellos fenómenos (contextos, situaciones o 
problemas) que pueden dar sentido al concepto. 

Estructura conceptual

Fenomenolog’aSistemas de
representaci—n  

Figura 3. Las tres dimensiones del significado de un concepto en la matemática escolar 
                                                 
5 Debo a Luis Rico la aclaración de que, para efectos del análisis de contenido —que describiré más 
adelante—, no es necesaria una aproximación social a la noción de significado. Basta con una extensión 
de las ideas originales de Frege. 
6 Diveros autores se han aproximado a la problemática de los siginificados de un concepto en las 
matemáticas escolares. Biehler (2005, pp. 62-66) resume algunas de estos trabajos. Mi propuesta, en sus 
tres dimensiones, comparte muchos aspectos con la de  Steinbring  (1999). 



Estas tres dimensiones del significado de un concepto en la matemática escolar ponen 
en evidencia y organizan una de las cuestiones centrales de la problemática de la 
planificación de clase: la multiplicidad de significados de un concepto en las 
matemáticas escolares7. 

Esta multiplicidad de significados implica que, para efectos de planificar una hora 
de clase o una unidad didáctica, sería deseable que el profesor: 

1. conociera las tres dimensiones que caracterizan el significado de un concepto en la 
matemática escolar 

y fuera capaz de: 

2. recabar la información necesaria que le permita identificar dichos significados y 
organizar esta información de tal forma que sea útil para la planificación; 

3. seleccionar, a partir de esta información, aquellos significados que él considera 
relevantes para la instrucción; y 

4. utilizar la información que surge de los diversos significados del concepto para el 
diseño de unidades didácticas. 

El contexto impone unos condicionantes a los últimos tres pasos. Por ejemplo, el 
contenido propuesto por la programación a comienzo de curso delimita los significados 
que se consideran relevantes a nivel institucional. Por otro lado, el profesor debe atender 
al desarrollo de la asignatura en el momento de la planificación. Para ello, él debe tener 
en cuenta su percepción sobre las capacidades que los escolares ya han desarrollado y su 
previsión sobre cómo los escolares pueden, al abordar las tareas objeto de la instrucción, 
desarrollar las capacidades involucradas en los objetivos de aprendizaje. A 
continuación, describo el análisis didáctico como un procedimiento que aborda y 
organiza esta complejidad. 

 

3. ANÁLISIS DIDÁCTICO: UN PROCEDIMIENTO PARA ORGANIZAR LA 
ENSEÑANZA DE LAS MATEMÁTICAS 

En el contexto concreto de la planificación de una hora de clase o una unidad didáctica, 
el profesor puede organizar la enseñanza basándose en cuatro análisis (Gómez, 2002): 

1. el análisis de contenido, como procedimiento en virtud del cual el profesor 
identifica y organiza la multiplicidad de significados de un concepto; 

2. el análisis cognitivo, en el que el profesor describe sus hipótesis acerca de cómo los 
escolares pueden progresar en la construcción de su conocimiento sobre la 
estructura matemática cuando se enfrenten a las tareas que compondrán las 
actividades de enseñanza y aprendizaje; 

3. el análisis de instrucción, en el que el profesor diseña, analiza y selecciona las tareas 
que constituirán las actividades de enseñanza y aprendizaje objeto de la instrucción; 
y 

4. el análisis de actuación, en el que el profesor determina las capacidades que los 
escolares han desarrollado y las dificultades que pueden haber manifestado hasta ese 
momento. 

                                                 
7 En este trabajo me centro en el análisis de un concepto y de las estructuras matemáticas relacionadas 
con él. Los temas de la educación secundaria no son solamente conceptos. Incluyen, por ejemplo, 
operaciones entre conceptos, propiedades de conceptos, resultados, procedimientos o sistemas de 
representación. Todos estos temas se enmarcan dentro de una estructura matemática y, por lo tanto, 
pueden ser abordados con las herramientas del análisis didáctico. 



Denomino análisis didáctico a un procedimiento cíclico que incluye estos cuatro 
análisis, atiende a los condicionantes del contexto e identifica las actividades que 
idealmente un profesor debería realizar para organizar la enseñanza de un contenido 
matemático concreto. La descripción de un ciclo del análisis didáctico sigue la 
secuencia propuesta en la Figura 4. 

Determinaci—n de:
Comprensi—n de los estudiantes
Contenidos
Objetivos

Conocimiento
did‡ctico

An‡lisis de
actuaci—n

1

2

5

6

Contextos:
Social
Educativo
Institucional

Metas

Creencias

c

d

a

Dise–o curricular
globalb

An‡lisis de
contenido

An‡lisis 
cognitivo

An‡lisis de
instrucci—n

Dise–o de
actividades 3

Puesta  en pr‡ctica
de actividades 4

 
Figura 4. Ciclo de análisis didáctico y sus condicionantes 

El ciclo del análisis didáctico se inicia con la determinación del contenido que se va a 
tratar y de los objetivos de aprendizaje que se quieren lograr, a partir de la percepción 
que el profesor tiene de la comprensión de los escolares con motivo de los resultados 
del análisis de actuación del ciclo anterior y teniendo en cuenta los contextos social, 
educativo e institucional en los que se enmarca la instrucción (cuadro 1 de la Figura 4). 
A partir de esta información, el profesor inicia la planificación con el análisis de 
contenido. La información que surge del análisis de contenido sustenta el análisis 
cognitivo, al identificar y organizar los múltiples significados del concepto objeto de la 
instrucción. A su vez, la realización del análisis cognitivo puede dar lugar a la revisión 
del análisis de contenido. Esta relación entre los análisis también se establece con el 
análisis de instrucción. Su formulación depende y debe ser compatible con los 
resultados de los análisis de contenido y cognitivo, pero, a su vez, su realización puede 
generar la necesidad de corregir las versiones previas de estos análisis (cuadro 2). En el 
análisis cognitivo, el profesor selecciona unos significados de referencia y, con base en 
ellos y en los objetivos de aprendizaje que se ha impuesto, identifica las capacidades 
que pretende desarrollar en los escolares. También formula conjeturas sobre los posibles 
caminos por los que se puede desarrollar su aprendizaje cuando ellos aborden las tareas 
que conforman la instrucción. El profesor utiliza esta información para diseñar, evaluar 
y seleccionar estas tareas. Por consiguiente, la selección de tareas que componen las 
actividades debe ser coherente con los resultados de los tres análisis y la evaluación de 
esas tareas a la luz de los análisis puede llevar al profesor a realizar un nuevo ciclo de 
análisis, antes de seleccionar definitivamente las tareas que componen las actividades de 
enseñanza y aprendizaje (relación entre cuadros 2 y 3). El profesor pone en práctica 
estas actividades (cuadro 4) y, al hacerlo, analiza las actuaciones de los escolares para 
obtener información que sirve como punto de inicio de un nuevo ciclo (cuadro 5). El 



conocimiento didáctico (cuadro 6) es el conocimiento que el profesor pone en juego 
durante este proceso. 

Cada uno de los análisis se articula alrededor de unas nociones. Los organizadores 
del currículo son la expresión del significado técnico de esas nociones. Por ejemplo, el 
análisis de contenido incluye las nociones de sistema de representación, estructura 
conceptual y fenomenología, que corresponden a las tres dimensiones del significado de 
un concepto en el contexto de las matemáticas escolares. Por su parte, para cada noción, 
adoptamos un significado teórico, un significado técnico y un significado práctico. Por 
ejemplo, en el caso de los sistemas de representación podemos seleccionar, como 
significado teórico, la propuesta de Kaput (1992), en virtud de la cual, un sistema de 
representación es “un sistema de reglas para (i) identificar o crear signos, (ii) operar 
sobre y con ellos y (iii) determinar relaciones entre ellos (especialmente relaciones de 
equivalencia)” (p. 523). El significado técnico de la noción abarca los usos que 
idealmente el profesor hace de ella cuando analiza un concepto matemático. Su 
significado práctico abarca las técnicas (razonamientos y procedimientos, Artigue, 
2002) que el profesor desarrolla y pone en juego cuando utiliza la información que 
surge del análisis del concepto para efectos de diseñar, implementar y evaluar una 
unidad didáctica (por ejemplo, las técnicas para utilizar la información que surge del 
análisis de contenido a efectos de identificar las capacidades y errores de los escolares). 

A continuación, apoyándome en un ejemplo, presento algunos aspectos del 
significado técnico de las nociones estructura conceptual y sistemas de representación, 
con el propósito de dar cuenta de la complejidad del análisis de contenido, en particular, 
y del análisis didáctico, en general8. 

Utilizo la expresión “estructura conceptual” para referirme a tres aspectos de todo 
concepto matemático del currículo escolar: 

1. Estructuras matemáticas involucradas. Todo concepto matemático está relacionado 
con al menos dos estructuras matemáticas: (a) la estructura matemática que el 
concepto configura y (b) las estructuras matemáticas de las que él forma parte. Por 
ejemplo, el concepto función cuadrática configura una estructura matemática en la 
que se establecen relaciones estructurales entre conceptos como ecuación cuadrática, 
parámetro, foco y vértice (ver Figura 5). Adicionalmente, el concepto función 
cuadrática forma parte, por ejemplo, de la estructura matemática correspondiente al 
concepto función. 

2. Relaciones conceptuales. Resalto las relaciones que se establecen entre el concepto 
y (a) los conceptos de la estructura matemática que dicho concepto configura (e.g., 
la relación entre la función cuadrática y la ecuación cuadrática), (b) los objetos que 
son casos particulares de dicho concepto (en términos de Frege, los objetos que 
saturan el predicado; e.g., f (x) = 3x 2 − 4  como caso particular de las funciones 
cuadráticas de la forma f (x) = ax 2 + c ), y (c) los conceptos que pertenecen a la 
estructura matemática de la que el concepto forma parte (e.g., la relación entre la 
función cuadrática y las funciones continuas). 

3. Relaciones de representaciones. La exploración de los significados de un concepto 
requiere de los sistemas de representación, puesto que con ellos es posible 
identificar los modos en que el concepto se presenta. Al tener en cuenta los sistemas 
de representación, se pueden destacar varias relaciones (ver Figura 5): (a) la relación 

                                                 
8 La descripción detallada de los cuatro análisis del análisis didáctico y de su papel en la formación inicial 
de profesores de matemáticas de secundaria es un trabajo en curso en nuestro grupo de investigación (ver, 
por ejemplo, Lupiáñez y Rico, 2006; Marín, 2005). 



entre dos signos que designan el mismo objeto o concepto, dentro de un mismo 
sistema de representación (transformaciones sintácticas invariantes —e.g., como 
consecuencia de completar cuadrados), (b) la relación entre dos signos que designan 
el mismo objeto o concepto pertenecientes a sistemas de representación diferentes 
(traducción entre sistemas de representación —e.g., la relación entre parámetros de 
una forma simbólica y elementos de la representación gráfica) y (c) la relación entre 
dos signos que designan dos objetos o conceptos diferentes dentro de un mismo 
sistema de representación (transformaciones sintácticas variantes —e.g., como 
consecuencia de aplicar una traslación a la gráfica). 

 

f (x) = (x - 4)2 - 2

f (x) = (x - 2) (x - 6)f (x) = x2 - 8x + 14
Factorizaci n

Expansi n

Traslaci n horizontal

f (x) = x2

 
Figura 5. Conceptos y procedimientos 

 

Por lo tanto, cuando exploramos los significados de un concepto en las matemáticas 
escolares, debemos tener en cuenta tres tipos de “elementos” y dos grupos de relaciones 
entre esos elementos. 

Podemos clasificar los elementos en: 

♦ los objetos, como casos particulares de un concepto y que conforman la 
extensión del concepto, 

♦ los conceptos, como predicados que son saturados por los objetos y, a su vez, 
conforman estructuras matemáticas, y 

♦ las estructuras matemáticas, que están conformadas por conceptos. 

Por otro lado, las relaciones descritas en los puntos 2 y 3 anteriores se pueden agrupar 
en dos categorías que denomino relaciones verticales y relaciones horizontales. Las 
relaciones verticales se refieren a las relaciones entre los tres tipos de elementos: Objeto 
↔ Concepto ↔ Estructura matemática. Por otra parte, las relaciones horizontales se 
refieren a las relaciones entre los signos en sus diferentes sistemas de representación 
(relaciones entre representaciones). 



Abordar los significados de un concepto desde la perspectiva de su estructura 
conceptual y sus representaciones, implica identificar y organizar los elementos 
(objetos, conceptos y estructuras matemáticas) y las relaciones (horizontales y 
verticales) correspondientes a ese concepto. Éste es un trabajo matemático en el 
contexto del contenido matemático escolar. Godino, Bencomo, Font y Wilhelmi (2006, 
en este volumen) lo hacen a través de lo que ellos denominan configuraciones 
epistémicas asociadas a un concepto. Por su parte, Biehler (2004, pp. 69-71) se 
aproxima a este tipo de procedimiento cuando, en un esquema y en una tabla, presenta 
lo que él denomina “el paisaje semántico” del concepto. 

4. ANÁLISIS DIDÁCTICO EN LA FORMACIÓN INICIAL DE PROFESORES 
DE MATEMÁTICAS DE SECUNDARIA 

Si el análisis didáctico es una noción curricular, ¿qué papel juega en la formación inicial 
de profesores de matemáticas de secundaria? A continuación, muestro las 
contribuciones de esta noción en tres aspectos de esta actividad: (a) el diseño de una 
asignatura de formación inicial, (b) la identificación de las capacidades que califican la 
competencia de planificación del profesor de matemáticas y (c) la caracterización de su 
conocimiento teórico, técnico y práctico. 
 

Análisis Didáctico y Diseño de una Asignatura de Formación de Profesores de 
Matemáticas 

En la Figura 6, resumo el papel que el análisis didáctico ha jugado en el diseño de la 
asignatura Didáctica de la Matemática en el Bachillerato de la Universidad de Granada. 
Este diseño se soporta en dos pilares: una posición con respecto al aprendizaje de los 
futuros profesores9 y una conceptualización de las actividades del profesor. Mostraré en 
la siguiente sección que es posible identificar y caracterizar la competencia de 
planificación del profesor a partir del análisis didáctico, como conceptualización de las 
actividades del profesor a la hora de diseñar, llevar a la práctica y evaluar unidades 
didácticas. 

Conceptualizaci—n de�
las actividades del profesor

Competencias�
del profesor

Aprendizaje de los�
futuros profesores 

Dise–o del plan de formaci—n

An‡lisis did‡ctico  
Figura 6. Conceptualización y diseño de un plan de formación 

 

                                                 
9 En este documento no profundizo en este aspecto de la fundamentación del diseño de planes y 
asignaturas de formación inicial de profesores de matemáticas de secundaria. Para más detalle a este 
respecto ver, por ejemplo, Gómez y Rico (2005). 



De las diferentes “tareas profesionales” del profesor (Llinares, 2005) y sus 
correspondientes competencias (Rico, 2004), nosotros hemos centrado nuestra atención 
en la planificación. Es decir, nos preocupamos por las competencias y capacidades 
necesarias para el diseño de unidades didácticas. El esquema metodológico para 
desarrollar estas competencias y capacidades se basa en un proceso de simulación (Van 
Der Valk y Broekman, 1999), en virtud del cual los grupos de futuros profesores deben 
producir, al final de la asignatura, el diseño de una unidad didáctica sobre un tema 
concreto. Para ello, los futuros profesores, con la guía y el apoyo de los formadores, 
ejecutan los diversos procedimientos implicados en cada uno de los análisis del análisis 
didáctico. Éste es, por lo tanto, un segundo papel del análisis didáctico en la formación 
inicial de profesores de matemáticas de secundaria: es una de las bases que guían la 
secuencia de actividades que realizamos dentro de la asignatura. 

 

Análisis Didáctico y Capacidades del Profesor de Matemáticas 
En esta sección sugiero cómo la noción de análisis didáctico puede apoyar la 
identificación de las capacidades que contribuyen al desarrollo de la competencia de 
planificación del profesor de matemáticas. Enumeraré y organizaré estas capacidades de 
acuerdo con los cuatro análisis que conforman el análisis didáctico. A continuación, 
presento únicamente un primer nivel de las capacidades correspondientes a cada 
análisis. Cada una de estas capacidades se puede desarrollar en descripciones más 
detalladas que corresponden a los procedimientos que configuran cada uno de los 
análisis del análisis didáctico. 

Análisis de Contenido 

Para las tres dimensiones del significado de un concepto, el profesor debe ser capaz de: 

♦ recabar la información necesaria que le permita identificar los significados del 
concepto; 

♦ organizar esta información de tal forma que sea útil para la planificación; 

♦ seleccionar, a partir de esta información, aquellos significados que él considera 
relevantes para la instrucción, al tener en cuenta las condiciones de los contextos 
sociales, educativos e institucionales; y 

♦ seleccionar los significados relevantes para la instrucción al tener en cuenta las 
condiciones del contexto del aula (que surgen de la información que se obtiene 
del análisis cognitivo). 

Análisis Cognitivo 

A partir de la información que surge del análisis de contenido, el profesor debe ser 
capaz de establecer: 

♦ las competencias que se quieren desarrollar, 

♦ los focos de interés que se han de tratar, 

♦ las capacidades que los escolares tienen antes de la instrucción, 

♦ las capacidades que se espera que los escolares desarrollen con motivo de la 
instrucción (que contribuyen a las competencias previamente identificadas y que 
delimitan los significados a tratar), 

♦ las tareas que conforman la instrucción (cuyo establecimiento involucra las 
capacidades que se enumeran en el análisis de instrucción), 



♦ las dificultades que los escolares pueden encontrar al abordar esas tareas, y 

♦ las hipótesis sobre los caminos por los que se puede desarrollar el aprendizaje. 

Análisis de Instrucción 

Para efectos de analizar y seleccionar las tareas que conforman la instrucción, el 
profesor ha de ser capaz de analizar una tarea con el propósito de: 

♦ identificar las capacidades que se pueden poner en juego cuando los escolares la 
aborden, 

♦ identificar las competencias a las que esas capacidades, con la tarea en cuestión, 
pueden contribuir, 

♦ establecer los posibles caminos de aprendizaje que los escolares pueden recorrer 
cuando aborden la tarea, y 

♦ evaluar la pertinencia de la tarea a partir de esta información. 

Análisis de Actuación 

Una vez que se ha realizado la instrucción y que el profesor ha observado y registrado lo 
que sucedió en su interacción con los estudiantes, él ha de ser capaz de: 

♦ comparar las previsiones que se hicieron en la planificación con lo que sucedió 
cuando esa planificación se puso en práctica en el aula, 

♦ establecer los logros y deficiencias de la planificación (actividades y tareas) en 
su puesta en práctica en el aula, 

♦ caracterizar el aprendizaje de los escolares con motivo de la puesta en práctica 
de las actividades, y 

♦ producir información relevante para una nueva planificación. 

Si se tienen en cuenta los procedimientos que configuran el análisis didáctico, entonces 
es posible desarrollar en detalle las capacidades que he enumerado en la sección 
anterior. Por ejemplo, las dos primeras capacidades del análisis de contenido se refieren 
a la identificación y organización de los significados de un concepto matemático. Si 
consideramos las dimensiones de sistemas de representación y estructura conceptual de 
estos significados, entonces, para realizar estos procedimientos, el profesor debe ser 
capaz, para el concepto correspondiente, de: 

1. identificar sus elementos (objetos, conceptos y estructuras matemáticas), 

2. determinar las diferentes representaciones de esos elementos y 

3. establecer las relaciones entre los elementos y entre sus representaciones. 

Si profundizamos en el detalle de la capacidad 3, observamos que, de acuerdo con lo 
que presenté anteriormente, esta capacidad implica que el profesor debe ser capaz de 
establecer las relaciones: 

♦ entre el concepto y los conceptos de la estructura matemática que dicho 
concepto configura, 

♦ entre el concepto y los objetos que son casos particulares de dicho concepto, 

♦ entre el concepto y los conceptos que pertenecen a la estructura matemática de la 
que el concepto forma parte, 



♦ entre pares de signos que designan el mismo objeto o concepto, dentro de un 
mismo sistema de representación (transformaciones sintácticas invariantes), 

♦ entre pares de signos que designan el mismo objeto o concepto pertenecientes a 
sistemas de representación diferentes (traducción entre sistemas de 
representación) y 

♦ entre pares de signos que designan dos objetos o conceptos diferentes dentro de 
un mismo sistema de representación (transformaciones sintácticas variantes). 

En el ejemplo que acabo de presentar se aprecia la complejidad de las capacidades que 
contribuyen a la competencia de planificación del profesor de matemáticas (ver Figura 
7). He identificado unas capacidades que contribuyen a esta competencia y las he 
descrito detalladamente de acuerdo con los análisis que conforman el análisis didáctico. 
En el caso del análisis de contenido, dos de estas capacidades se refieren a la 
identificación y organización de los significados del concepto en términos de los 
sistemas de representación y la estructura conceptual. Estas capacidades implican, entre 
otras cosas, establecer diversos tipos de relaciones entre los elementos con los que el 
profesor organiza los significados del concepto en cuestión. 
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Figura 7. Competencia de planificación y complejidad de las capacidades asociadas 

 

Análisis Didáctico y Conocimiento del Profesor 
En el contexto de la asignatura de formación inicial de profesores de matemáticas de 
secundaria a nuestro cargo, nosotros esperamos que, para cada una de las nociones del 
análisis didáctico y para un concepto matemático concreto, el futuro profesor: 

1. conozca el significado de la noción; 



2. recabe y organice información sobre los significados del concepto en términos de la 
noción; 

3. use la información obtenida para realizar los otros análisis del análisis didáctico; y 

4. use la información de todos los análisis para el diseño de la unidad didáctica. 

Estas actividades del profesor corresponden a los significados teórico (1), técnico (2) y 
práctico (3 y 4) de las nociones que conforman el análisis didáctico que introduje 
anteriormente y configuran, a su vez, tres tipos de conocimientos del futuro profesor. En 
este contexto, el conocimiento teórico es declarativo e implica la capacidad para 
describir, en abstracto, la noción. Por ejemplo, para declarar la definición de sistema de 
representación, enumerar sus características o su relación con otras nociones (como la 
estructura conceptual o la fenomenología). Denomino como técnico al conocimiento y a 
las capacidades para analizar un concepto matemático en términos de una noción dada. 
Por ejemplo, la identificación de las diferentes representaciones de un concepto forma 
parte del conocimiento técnico. Finalmente, en este contexto, el conocimiento práctico 
involucra las capacidades necesarias para usar, de manera orquestada, una información 
técnica con un propósito práctico (e.g., la planificación de unidad didáctica). 

La relación entre las actividades que se espera que realice el futuro profesor, los 
significados de las nociones del análisis didáctico y los tipos de conocimientos que 
están implicados pone de manifiesto la complejidad del conocimiento didáctico y de la 
formación inicial de profesores de matemáticas de secundaria. El conocimiento 
didáctico, como el conocimiento que se pone en juego y se desarrolla al realizar el 
análisis didáctico, es un conocimiento para la acción, tal y como lo caractericé al 
describirlo en términos de competencias en la sección anterior. El desarrollo de este 
conocimiento requiere que los futuros profesores puedan transformar las nociones que 
conforman el análisis didáctico en instrumentos10. El desarrollo del conocimiento 
didáctico de los futuros profesores se fundamenta en un juego entre teoría y práctica, 
que se puede caracterizar con una adaptación de la teoría de la génesis instrumental 
(Rabardel, 2003; Rabardel y Bourmaud, 2003; Vérillon, 2000): es a través del uso de la 
noción (el instrumento), como mediador entre los futuros profesores y el concepto sobre 
el que se trabaja, que ellos construyen y desarrollan significados tanto acerca de la 
noción, como del concepto. La idea de génesis instrumental surge al constatar que un 
artefacto11 se convierte en un instrumento en la medida que tienen lugar tres procesos: 

1. La instrumentalización12, como proceso en el que el sujeto transforma y adapta el 
artefacto a sus necesidades y circunstancias (Rabardel y Bourmaud, 2003, p. 673). 

2. La instrumentación, como el proceso en el que se generan esquemas de acción (p. 
673). Éstas son habilidades de aplicación de la herramienta para realizar tareas 
significativas (Kaptelinin, 2003, p. 834) que se transforman en técnicas (Artigue, 
2002, p. 250). Una técnica es una amalgama de razonamiento y procedimientos 
rutinarios que permiten resolver una tarea (p. 248). 

3. La integración orquestada, en virtud de la cual la herramienta se integra a otros 
artefactos (Kaptelinin, 2003, p. 834). 

                                                 
10 Este aspecto de la formación inicial de profesores de matemáticas de secundaria ha sido ya resaltado 
por Llinares (2005). 
11 Lo que propongo es una adaptación de la teoría de la génesis instrumental dado que, en este caso, el 
instrumento no se refiere a un artefacto material concreto, sino a una “herramienta analítica” (Kaptelinin, 
2003, p. 834). 
12 Soy consciente de que este término no existe en castellano, pero lo introduzco como traducción del 
término “instrumentalization” en inglés, y, así, diferenciar este primer proceso del segundo. 



De hecho, estos tres procesos corresponden, al menos parcialmente, a las tres categorías 
en las que también he clasificado las actividades del futuro profesor, los significados de 
las nociones del análisis didáctico y los tipos de conocimientos que esperamos que él 
desarrolle a lo largo de su formación (ver Tabla 1). 

    

Actividad Significado Conocimiento Proceso 

Conocer la noción Teórico Teórico Instrumentalización 

Recabar información Técnico Técnico Instrumentación 

Usar información Práctico Práctico Integración orquestada 

Tabla 1. Actividades, significados, conocimientos y procesos 
 
 

5. DISCUSIÓN 
En este trabajo he descrito el significado con el que, en el contexto de la formación 
inicial de profesores de matemáticas de secundaria, utilizo la expresión “análisis 
didáctico”. Le doy especificidad a este significado al caracterizarlo como un 
procedimiento para organizar la enseñanza de un concepto matemático y concretar: 

♦ el contexto en que se usa (una asignatura de formación inicial de profesores de 
matemáticas de secundaria), 

♦ el propósito de su implementación (la fundamentación del diseño de la 
asignatura), 

♦ el sujeto que lo utiliza (el futuro profesor) y 

♦ las nociones que lo conforman (los organizadores del currículo). 

He mostrado el papel que esta noción puede jugar en el diseño de planes de formación, 
en la identificación de las capacidades que califican la competencia de planificación del 
profesor de matemáticas y en la caracterización de su conocimiento teórico, técnico y 
práctico. 

La caracterización de los procedimientos que conforman el análisis didáctico y de 
los significados teóricos, técnicos y prácticos de las nociones implicadas en sus 
procedimientos me permite identificar y organizar las capacidades necesarias para la 
competencia de planificación del profesor de matemáticas de secundaria. De esta 
manera doy concreción al conocimiento didáctico que esperamos que los futuros 
profesores desarrollen dentro de la asignatura. La implementación del Espacio Europeo 
de Educación Superior implica la determinación de un conjunto de competencias 
(genéricas y específicas) para el perfil profesional del profesor de matemáticas de 
secundaria. Diversas instituciones españolas han colaborado para producir una lista de 
competencias específicas (Recio, 2004), conocida como las competencias ITERMAT. 
Pero, no es suficiente con enumerar estas competencias. Es necesario precisar su 
significado, caracterizarlas en términos de capacidades, relacionarlas con las actividades 
que se espera que el profesor realice en su labor docente y diseñar los currículos que 
pueden promover su desarrollo en los planes de formación inicial. He mostrado que el 
análisis didáctico puede ser una noción valiosa en esta reflexión. 

La adaptación de la teoría de la génesis instrumental a una visión funcional de la 
formación inicial de profesores de matemáticas de secundaria resalta un aspecto central 



del desarrollo del conocimiento didáctico de los futuros profesores que, en muchas 
ocasiones, se mantiene en segundo plano: los futuros profesores deben desarrollar 
técnicas (razonamientos y procedimientos) para resolver las tareas que configuran su 
actividad docente. La formación inicial de profesores de matemáticas de secundaria no 
puede centrarse exclusivamente en el desarrollo de un conocimiento teórico o en la 
reflexión sobre un conocimiento práctico. Tampoco puede ver sencillamente estos dos 
conocimientos como complementarios. La integración entre teoría y práctica en la 
formación de profesores debe, en primera instancia, reconocer la importancia de 
promover el conocimiento técnico de los futuros profesores. Este conocimiento técnico 
es el vínculo entre teoría y práctica: su construcción implica el desarrollo de las 
capacidades del futuro profesor para transformar las nociones teóricas en instrumentos 
útiles para la práctica. Pero, el esfuerzo de formación no se debe restringir 
exclusivamente al conocimiento (técnico) de cómo se deberían idealmente analizar las 
múltiples facetas del significado de un concepto. También debe incluir, en segunda 
instancia, los razonamientos y procedimientos (las técnicas) en virtud de los cuales los 
futuros profesores pueden, a partir del significado técnico de las nociones teóricas, 
recabar, organizar y seleccionar la información relevante sobre un concepto concreto y 
usar esa información con propósitos didácticos. En la asignatura a nuestro cargo hemos 
profundizado en algunos aspectos de este conocimiento práctico. Lo hacemos, por 
ejemplo, cuando describimos en detalle la multiplicidad y complejidad de las relaciones 
involucradas en la descripción de los significados de un concepto (relacionando así los 
significados técnicos de la estructura conceptual y los sistemas de representación); o 
cuando establecemos esquemas para definir los objetivos de aprendizaje a partir del 
análisis de las capacidades que se pretenden lograr y de las competencias a las que estas 
capacidades contribuyen (relacionando un aspecto del análisis didáctico —el análisis 
cognitivo— con un aspecto del diseño curricular a nivel global). Sin embargo, otras 
permanecen, por el momento, opacas y las sugerimos tan sólo a través de ejemplos. Es 
el caso, por ejemplo, de los procedimientos en virtud de los cuales se pueden identificar 
y organizar las capacidades y errores de los escolares a partir de la información que 
surge del análisis de contenido; de los esquemas para evaluar y seleccionar tareas con 
base en la información que surge de los análisis de contenido y cognitivo; o de los 
procedimientos mediante los cuales se pueden analizar las propuestas de los libros de 
texto a partir de la información del análisis didáctico. 

Estos son tan sólo unos primeros intentos en nuestro propósito de comprender 
cómo aprende un futuro profesor en un plan de formación y de desarrollar estrategias 
para promover ese aprendizaje. Nos queda mucho espacio aún por recorrer. 
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Resumen 
Presentamos un sistema de nociones teóricas para describir los procesos de 
enseñanza y aprendizaje de las matemáticas y valorar la idoneidad didáctica de 
tales procesos desde una perspectiva global. Dicha idoneidad se concibe como la 
articulación coherente y eficaz de las distintas dimensiones implicadas en los 
procesos de estudio matemático: epistémica, cognitiva, interaccional, mediacional, 
emocional y ecológica. El “enfoque ontosemiótico” de la cognición e instrucción 
matemática aporta una categorización de los elementos intervinientes en cada una 
de dichas dimensiones, estructurándolos en configuraciones de procesos, objetos y 
relaciones. Esta categorización y estructuración permiten explicar algunos 
fenómenos didácticos en términos de la complejidad ontosemiótica implicada. Las 
nociones teóricas introducidas se aplican al análisis del proceso de estudio 
realizado en una experiencia de enseñanza de la noción de función con estudiantes 
universitarios. 
Palabras clave:  
instrucción matemática; metodología de análisis; enfoque ontosemiótico; 
significados; conflictos semióticos; enseñanza de funciones 
 
Abstract 
We propose a system of theoretical notions to describe teaching and learning 
mathematics processes and to assess the didactical suitability of these processes 
from a global perspective. The didactical suitability is conceived as the coherent 
and efficient articulation of the different dimensions involved in teaching and 
learning mathematics: epistemic, cognitive, interactive, mediational, emotional and 
ecological dimensions. The “onto-semiotic approach” to mathematical cognition 
and instruction provides a categorization of elements composing each dimension, 
structuring these elements into epistemic cognitive and didactical configurations. 
This categorization and structuring allow explaining some didactical phenomena in 
terms of the onto-semiotic complexity involved. The set of theoretical notions are 
applied to analyze a teaching experience on the function notion with university 
students. 

 

                                                 
13 Ponencia invitada en el X Simposio de la SEIEM, Huesca (España), 7-9 Septiembre 2006. Una versión 
ampliada de este trabajo está disponible en, http://www.ugr.es/local/jgodino  

http://www.ugr.es/local/jgodino


 

1. INTRODUCCIÓN 
Con frecuencia la investigación didáctica se ha centrado, y continúa centrada en gran 
medida, en estudios descriptivos sobre aspectos cognitivos del aprendizaje, pensamiento 
del profesor, etc., y en ciertos casos proporcionando explicaciones de las dificultades y 
factores condicionantes de los procesos de enseñanza y aprendizaje. Sin embargo, 
consideramos necesario abordar de manera sistemática la cuestión tecnológica del 
diseño, desarrollo y evaluación de propuestas de intervención en el aula. La Didáctica 
de la Matemática debería aportar conocimientos para el análisis de: 

- La adaptación y pertinencia de los contenidos matemáticos a un determinado 
proyecto educativo.  

- Los medios tecnológicos y temporales adecuados para la puesta en marcha de un 
proceso de estudio matemático. 

- El tipo de interacción entre profesor y alumnos que permita identificar y resolver 
las dificultades y conflictos en los procesos de estudio matemático. 

- La adaptación entre los objetivos formativos y las capacidades y competencias 
previas de los alumnos, así como a sus intereses, afectividad y motivaciones. 

- La pertinencia de los significados pretendidos (e implementados), de los medios 
usados y de los patrones de interacción al proyecto educativo de la escuela y el 
contexto social en que se desarrolla el proceso de estudio. 

El objetivo de mejorar los procesos de enseñanza y aprendizaje de las matemáticas está 
en la base de cualquier esfuerzo de investigación e innovación; pero la complejidad de 
tales procesos nos lleva a ser extremadamente precavidos en la proposición de normas y 
reglas para la intervención en los sistemas didácticos. Si preguntamos actualmente a 
cualquier investigador en educación matemática sobre, qué matemáticas enseñar y cómo 
en un contexto específico, posiblemente, nos dirá “no lo sabemos”, o algo parecido. 
¿Significa esto que todos los esfuerzos de investigación realizados hasta la fecha han 
sido baldíos?  

Ciertamente no disponemos de recetas de cómo enseñar, pero esto no significa que no 
tengamos ciertos conocimientos que nos permiten tomar algunas decisiones locales 
preferentes. Aceptamos la siguiente hipótesis metodológica: Fijadas unas circunstancias 
(sujetos, recursos, restricciones, …), un “experto” en didáctica de las matemática puede 
razonar (apoyándose en resultados teóricos contrastados empíricamente) que ciertas 
tareas y modos de interacción en el aula son preferibles a otras diferentes. 

Nos parece necesario indagar sobre los criterios que ayuden a determinar en qué medida 
un proceso de estudio o instrucción matemática14 reúne ciertas características que 
permitan calificarlo como “idóneo” para los fines pretendidos y adaptado a las 
circunstancias e instrumentos disponibles. En este sentido, Sfard (2002) hace un análisis 
de las características educativas de los estándares curriculares (NCTM, 1989)15 teniendo 
en cuenta diez “necesidades” de los estudiantes en relación con el aprendizaje de las 
matemáticas. Para Sfard, la necesidad central es la de dotar de significado a las 
manipulaciones simbólicas: 

                                                 
14 Designamos como « instrucción matemática » - o proceso de estudio matemático -  a los procesos de 
enseñanza y aprendizaje de contenidos matemáticos especificos, organizados en el seno de sistemas 
didácticos. 
15 Análisis similares pueden ser realizados sobre los estándares currículares propuestos más recientemente 
(NCTM, 2000) 



“La necesidad de significado, culturalmente matizada, pero universal, y la necesidad 
de comprendernos a nosotros mismos y al mundo que nos rodea, es ampliamente 
reconocida como la fuerza básica tras todas nuestras actividades intelectuales” 
(Sfard, 1998, p. 5).  

El resto de necesidades que describe Sfard hacen referencia a aspectos epistémicos 
(naturaleza relacional de las matemáticas; las matemáticas como actividad humana; las 
matemáticas como proceso, antes que como producto), cognitivos (adaptación 
consistente de los nuevos conocimientos a los previamente establecidos; interacción 
social y comunicación como motores del aprendizaje; complejidad del aprendizaje) o 
emocionales (el aprendizaje como proceso de participación e integración en una 
comunidad, para la aceptación en la misma).  
Estas diez “necesidades” del aprendiz de matemáticas deben ser tenidas en cuenta en el 
diseño e implementación de los procesos de estudio. Además de estas necesidades 
nosotros consideramos que es necesario tener en cuenta necesidades docentes, en 
particular las que denominamos mediacionales (disponibilidad de recursos materiales y 
temporales) y ecológicas (relativas a la institución de referencia, al contexto social, a las 
directrices en política educativa, a las limitaciones económicas, etc.). 

En diversos trabajos, Godino y colaboradores16 (Godino y Batanero, 1994; Godino, 
2002; Contreras, Font, Luque y Ordóñez, 2005; Font y Ramos, 2005; Godino, Contreras 
y Font, 2006; Godino, Font y Wilhelmi, 2006) han elaborado un sistema de nociones 
teóricas sobre la naturaleza, origen y significado de los objetos matemáticos desde una 
perspectiva educativa, tratando de articular de manera coherente las dimensiones 
epistémica (significados institucionales o socioculturales) y cognitiva (significados 
personales, psicológicos o individuales). Estas nociones constituyen un primer paso 
para abordar los problemas de enseñanza y aprendizaje de las matemáticas, ya que se 
centran en modelizar los propios conocimientos matemáticos a enseñar y los 
aprendizajes logrados por los estudiantes. Sin embargo, las cuestiones de diseño, 
implementación y evaluación de intervenciones didácticas efectivas requiere la 
adopción (o el desarrollo) de teorías instruccionales, esto es, herramientas que ayuden a 
describir las interacciones en el aula, explicar por qué ocurren ciertos hechos y 
fenómenos (Wilhelmi et al., 2005) y, a ser posible, orientar posibles acciones de mejora. 

Godino, Contreras y Font (2006) han desarrollo algunas nociones teóricas para el 
análisis de  la instrucción matemática, modelizándola, de manera metafórica, como 
procesos estocásticos compuestos de seis subprocesos y sus correspondientes 
trayectorias muestrales: 

1. Trayectoria epistémica, que es la distribución a lo largo del tiempo de la 
enseñanza de los componentes del significado17 institucional implementado. 
Estos componentes (problemas, lenguaje, definiciones, propiedades, 
procedimientos, argumentos) se van sucediendo en un cierto orden en el proceso 
de instrucción.  

2. Trayectoria docente: distribución de las tareas/acciones docentes a lo largo del 
proceso de instrucción. 

3. Trayectorias discentes: distribución de las acciones desempeñadas por los 
estudiantes. 

                                                 
16 Estos trabajos están disponibles en Internet, http://www.ugr.es/local/jgodino . En Godino, Batanero y 
Font (2006) se presenta una síntesis actualizada del « enfoque ontosemiótico » para la Didáctica de las 
Matemáticas. 
17 Significado pragmático: sistema de prácticas operativas y discursivas.  

http://www.ugr.es/local/jgodino


4. Trayectoria mediacional: distribución de los recursos tecnológicos utilizados 
(libros, apuntes, manipulativos, software, etc.), y del tiempo asignado al estudio. 

5. Trayectorias cognitivas: cronogénesis y evolución de los significados personales 
de los estudiantes. 

6. Trayectorias emocionales: distribución temporal de los estados emocionales 
(motivaciones, actitudes, valores, afectos, …) de cada alumno con relación a los 
objetos matemáticos y al proceso de estudio seguido. 

Godino, Contreras y Font introducen la noción de idoneidad (pertinencia, adecuación, 
…) de un proceso de estudio matemático como herramienta para establecer un puente 
entre una didáctica descriptiva y una didáctica normativa o técnica18. En este trabajo 
vamos a desarrollar la noción de idoneidad didáctica de un proceso de estudio 
matemático, teniendo en cuenta las distintas dimensiones implicadas, así como el 
modelo epistemológico y cognitivo propuesto por el enfoque ontosemiótico de la 
cognición matemática (EOS). Con el fin de ejemplificar el uso del sistema de nociones 
teóricas del EOS en el análisis didáctico19 vamos a aplicarlas a una experiencia de 
enseñanza de la noción de función a estudiantes de un primer curso de matemáticas en 
una escuela de ingeniería (Godino, Wilhelmi y Bencomo, 2005). 

 

2. LA NOCIÓN DE IDONEIDAD DIDÁCTICA, SUS DIMENSIONES Y 
COMPONENTES 

En Godino, Contreras y Font (2006) se introducen cinco criterios a tener en cuenta para 
valorar la idoneidad de los procesos de enseñanza y aprendizaje matemático, usando en 
su formulación nociones teóricas del EOS. A continuación describimos estos criterios 
con algunas precisiones respecto de la versión inicialmente formulada: 

1. Idoneidad epistémica, se refiere al grado de representatividad de los significados 
institucionales implementados (o previstos), respecto de un significado de 
referencia.  

2. Idoneidad cognitiva, expresa el grado en que  los significados 
pretendidos/implementados estén en la zona de desarrollo potencial de los 
alumnos, así como la proximidad de los significados personales logrados a los 
significados pretendidos/implementados. 

3. Idoneidad interaccional, grado en que las configuraciones y trayectorias 
didácticas permiten, por una parte, identificar conflictos semióticos20 potenciales 

                                                 
18 La noción de idoneidad busca valorar las diferentes trayectorias en procesos de estudio efectivos por 
contraste con procesos de estudio potenciales. En este sentido, supone una reformulación en términos 
ontosemióticos de los instrumentos de contraste del análisis a priori y el análisis a posteriori propuestos 
en la metodología de la ingeniería didáctica (Artigue, 1989). 
19 Consideramos como « análisis didáctico » el estudio sistemático de los factores que condicionan los 
procesos de enseñanza y aprendizaje de un contenido curricular – o de aspectos parciales del mismo –  
con unas herramientas teóricas y metodológicas específicas. Gallardo y González (2006) describen dicho 
análisis como una metodología de investigación educativa (búsqueda de fuentes y tipos de información de 
las distintas áreas de conocimiento implicadas, meta-análisis de las investigaciones previas, delimitación 
de cuestiones abiertas y formulación de conjeturas). Por su parte, Gómez (2002) llama “análisis 
didáctico” a una metodología de diseño, implementación y evaluación de programaciones curriculares de 
aula en el contexto de la formación de profesores de matemáticas. 
20 Un conflicto semiótico es cualquier disparidad o discordancia entre los significados atribuidos a una expresión por 
dos sujetos (personas o instituciones). Si la disparidad se produce entre significados institucionales hablamos de 
conflictos semióticos de tipo epistémico, mientras que si la disparidad se produce entre prácticas que forman el 



(que se puedan detectar a priori), y, por otra parte, resolver los conflictos que se 
producen durante el proceso de instrucción mediante la negociación de 
significados.  

4. Idoneidad mediacional, grado de disponibilidad y adecuación de los recursos 
materiales y temporales necesarios para el desarrollo del proceso de enseñanza-
aprendizaje. 

5. Idoneidad emocional, grado de implicación (interés, motivación) del alumnado 
en el proceso de estudio.  

6. Idoneidad ecológica, grado de adaptación del proceso de estudio al proyecto 
educativo del centro21, las directrices curriculares, las condiciones del entorno 
social, etc. 

Estas idoneidades deben ser integradas teniendo en cuenta las interacciones entre las 
mismas, lo cual requiere hablar de la idoneidad didáctica como criterio sistémico de 
pertinencia (adecuación al proyecto de enseñanza) de un proceso de instrucción, cuyo 
principal indicador empírico puede ser la adaptación entre los significados personales 
logrados por los estudiantes y los significados institucionales pretendidos/ 
implementados (Godino, Wilhelmi y Bencomo, 2005).  

En la figura 1 sintetizamos los componentes de la noción idoneidad didáctica de un 
proceso de estudio matemático. La idoneidad didáctica supone la articulación coherente 
y armónica de las siguientes idoneidades parciales: epistémica, cognitiva, mediacional, 
emocional, interaccional y ecológica. Representamos mediante un hexágono regular la 
idoneidad correspondiente a un proceso de estudio pretendido o programado, donde a 
priori se supone un grado máximo de las idoneidades parciales. El hexágono irregular 
interno correspondería a las idoneidades efectivamente logradas en la realización de un 
proceso de estudio implementado. 

Situamos en la base las idoneidades epistémica y cognitiva al considerar que el proceso 
de estudio gira alrededor del desarrollo de unos conocimientos específicos. En el EOS, 
cuando se habla de conocimiento se incluye comprensión y competencia. La dimensión 
epistémica se refiere a los conocimientos institucionales (o sea, compartidos en el seno 
de instituciones o comunidades de prácticas) mientras que la dimensión cognitiva se 
refiere a los conocimientos personales (o del sujeto individual). El aprendizaje tiene 
lugar mediante la participación del sujeto en las comunidades de prácticas, el 
acoplamiento progresivo de los significados personales a los institucionales y la 
apropiación de los significados institucionales por los estudiantes. 

                                                                                                                                               
significado personal de un mismo sujeto los designamos como conflictos semióticos de tipo cognitivo. Cuando la 
disparidad se produce entre las prácticas (discursivas y operativas) de dos sujetos diferentes en interacción 
comunicativa (por ejemplo, alumno-alumno o alumno-profesor) hablaremos de conflictos (semióticos) 
interaccionales. 
21 Parece deseable suponer que el « proyecto educativo » asume unos principios educativos en 
concordancia, por ejemplo, con los descritos por el NCTM (2000) (equidad, uso de tecnología, etc.), pero 
la noción de idoneidad es independiente de los fines y principios asumidos. 
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Figura 1: Componentes de la idoneidad didáctica 

Tal y como hemos definido con anterioridad, tanto la idoneidad epistémica 
(representatividad de los significados implementados y pretendidos) como la 
idononeidad cognitiva (adaptación de los significados implementados/ pretendidos con 
respecto a los significados personales iniciales y finales de los estudiantes) están 
definidas sobre la noción de significado. En el EOS, el significado se concibe en 
términos de “sistemas de prácticas operativas y discursivas (institucionales y 
personales)”. Tales sistemas de prácticas se hacen operativos mediante las 
correspondientes configuraciones (epistémicas o cognitivas). 

Todas estas nociones se han revelado útiles para el análisis de proyectos y experiencias 
de enseñanza (Contreras et al., 2005; Godino et al., 2005; Godino et al., 2006). Los 
distintos elementos pueden interactuar entre sí, lo que sugiere la extraordinaria 
complejidad de los procesos de enseñanza y aprendizaje. El logro de una idoneidad alta 
en una de las dimensiones, por ejemplo, la epistémica, puede requerir unas capacidades 
cognitivas que no posean los estudiantes a los que se dirige la enseñanza. Una vez 
logrado un cierto equilibrio entre las dimensiones epistémica y cognitiva es necesario 
que la trayectoria didáctica optimice la identificación y solución de conflictos 
semióticos. Los recursos técnicos y el tiempo disponible también interaccionan con las 
situaciones-problemas, el lenguaje, etc. 

“El aprendizaje individual es una criatura compleja con muchas necesidades las 
cuales tienen que satisfacerse para que el aprendizaje tenga éxito. El principio de 
una “dieta equilibrada” es por tanto aplicable tanto para nuestras mentes como 
para nuestros cuerpos” (Sfard, 2002, p. 30). 

Las herramientas descritas se pueden aplicar al análisis de un proceso de estudio puntual 
implementado en una sesión de clase, a la planificación o el desarrollo de una unidad 



didáctica, o de manera más global, al desarrollo de un curso o una propuesta curricular. 
También pueden ser útiles para analizar aspectos parciales de un proceso de estudio, 
como un material didáctico, un manual escolar, respuestas de estudiantes a tareas 
específicas, o “incidentes didácticos” puntuales.  

 

3. DESCRIPCIÓN DE UN PROCESO DE ESTUDIO OBSERVADO 
En esta sección describimos una experiencia de enseñanza de la noción de función con 
estudiantes de primer curso de una escuela de ingeniería, que utilizaremos para 
ejemplificar algunos aspectos de la noción de idoneidad didáctica y sus componentes. 
Somos conscientes del reto metodológico que plantea la evaluación de las distintas 
dimensiones del constructo teórico “idoneidad didáctica”, de la cantidad y tipo de datos 
que se han de recoger y de la complejidad del análisis de los datos. Ahora bien, puesto 
que en el ejemplo que vamos a utilizar como contexto de reflexión sólo disponemos de 
información de las actividades realizadas y de las interacciones profesor – estudiantes 
observadas mediante grabaciones audio-visuales, ejemplificaremos con más detalle sólo 
algunas de las idoneidades. 

3.1. Descripción del proceso de estudio observado 

El objetivo de la enseñanza observada consiste en que los estudiantes recuerden, 
interpreten, consoliden  y formalicen las definiciones de correspondencia, función, 
rango, dominio y tipos de funciones, aplicándolas en una situación que pone en juego 
conocimientos de  física: el lanzamiento vertical hacia arriba de una pelota con una 
velocidad inicial. Los alumnos han estudiado previamente las definiciones de dichas 
nociones y el profesor propone una tarea matemática que es un “problema 
contextualizado evocado de aplicación” (Ramos y Font, en prensa). El profesor 
presupone que los estudiantes son capaces de aplicar estas definiciones junto a otros 
conocimientos previos necesarios (graficación de la parábola, velocidad, etc.). Las 
consignas dadas a los alumnos se incluyen en la tabla 1. 

 
Tabla 1: Cuestiones propuestas a los estudiantes 

Se arroja una pelota directamente hacia arriba con una velocidad Vo por lo que su altura t 
segundos después, es  metros, donde g es la aceleración de la gravedad. Si se 
lanza la pelota con una velocidad de 32  y 

2
0( ) / 2y t v t g t= ⋅ − ⋅

/m s 210 /g m s=  (aprox.): 

1. Determinen la altura máxima que alcanza la pelota, construyendo la grafica de . ( )y t

2. ¿Es  una relación o una función?  Si es una función, ¿cuál es su dominio, codominio y 
rango? 

( )y t

3. ¿Es  una función inyectiva, sobreyectiva, biyectiva? ( )y t

4. Si   es la velocidad de desintegración de la pelota, ¿a qué altura llegará, ahora, 
al cabo de tres (3) segundos? Calcule la función compuesta . 

( ) 10 2w t t= −
( )(3)y wo

5. Al cabo de cuanto tiempo regresará la pelota al lanzarla con una velocidad de 32 ? /m s

6. ¿Qué velocidad hay que dar a la pelota para que alcance una altura máxima de 100 m. 

7. ¿Qué altura alcanzará la pelota y qué velocidad hay que imprimirle para que regrese a los 
seis segundos? 

 



El profesor organizó el proceso de estudio dividiendo la clase en equipos de cuatro 
alumnos, asignando a cada uno de ellos una parte de la tarea. Un alumno de cada grupo 
explicó al resto de la clase la solución encontrada en el seno del grupo. El profesor 
completaba o corregía la explicación del alumno. La trayectoria didáctica 
implementada, es decir, la secuencia de modos de gestión de los significados 
implementados a propósito de un objeto matemático específico, incluye, por tanto, 
configuraciones de tipo cooperativo, dialógico y magistral (Godino, Contreras y Font, 
2006). Para trabajar las cuestiones propuestas se dedicaron cuatro clases de 45 minutos.  

El análisis del proceso instruccional descrito es consustancial a la teoría didáctica, como 
en general lo es todo hecho o fenómeno didáctico. Los criterios de idoneidad se apoyan 
en la noción de significado y en los tipos de significado identificados (institucionales y 
personales). 

Para poder valorar la idoneidad epistémica de un proceso de instrucción realmente 
implementado (significado implementado) o bien de un proceso de instrucción 
planificado en un libro de texto (significado pretendido) es necesario establecer primero 
el significado de referencia que sirva de comparación.

 

3.2. Significado de referencia del objeto función 
El concepto de función es un buen ejemplo para mostrar la diversidad de sistemas de 
prácticas y contextos de uso, progresivamente más amplios, en los cuales podemos 
mostrar la pluralidad de significados parciales (Biehler, 2005) (entendidos en el EOS 
como subsistema de prácticas). La reconstrucción de los “significados de la función” es 
un primer paso necesario para poder comprender los procesos de enseñanza 
efectivamente implementados y elaborar criterios para su mejora. Diversos autores se 
han interesado por dicha reconstrucción desde un punto de vista histórico y 
epistemológico (Youschkevitch, 1976; Sierpinska, 1992). En concreto, Ruiz (1998) 
hace un estudio sistemático y caracteriza siete “concepciones epistemológicas” del 
objeto función, las cuales describe usando la tripleta conceptual de Vergnaud (1990) 
(situaciones, invariantes y representaciones). Nosotros preferimos interpretar tales 
“concepciones” en términos de subsistemas de prácticas institucionales ligadas a 
contextos de uso particulares, y de objetos emergentes (tipos de problemas, lenguaje, 
definiciones, proposiciones, procedimientos y argumentos); cada una de estas 
configuraciones epistémicas y sus prácticas asociadas  modeliza aspectos parciales del 
holo-significado (Wilhelmi, Godino y Lacasta, 2004) del objeto función, el cual 
desempeñará el papel de significado “global” del objeto función y que constituye el 
referente en una investigación específica.  

En la figura 2 sintetizamos algunos elementos intervinientes en la configuración 
global22 de la noción de función que vamos a utilizar como significado institucional de 
referencia para analizar el proceso de estudio observado. En la práctica escolar actual 
(significados pretendidos e implementados) las configuraciones parciales que aquí 
llamamos tabular, gráfica y analítica suelen presentarse simultáneamente y centradas en 
su aplicación a la solución de problemas de modelización de problemas 
extramatemáticos. Se obtiene de este modo una configuración epistémica que podemos 
considerar como “informal/empírica” que contrasta con la configuración conjuntista, la 

                                                 
22 En una institución de enseñanza concreta el significado de referencia será una parte del significado 
holístico del objeto matemático. La determinación de dicho significado global requiere realizar un estudio 
histórico – epistemológico sobre el origen y evolución del objeto en cuestión, así como tener en cuenta la 
diversidad de contextos de uso donde se pone en juego dicho objeto. 



cual, dada su generalidad y carácter intramatemático podemos describir como “formal” 
(Ramos y Font, en prensa; Font y Godino, en prensa). 

En la siguiente sección desarrollamos y ejemplificamos la noción de idoneidad didáctica 
aplicándola al proceso de estudio descrito. Las cuestiones que nos planteamos son: 

- ¿En qué medida es idóneo el proceso de instrucción observado?  

- ¿Qué cambios se podrían introducir en el proceso para incrementar la idoneidad?  

- ¿Qué información es necesario recoger para poder evaluar los distintos aspectos 
de la idoneidad didáctica? 
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Figura 2: Configuraciones epistémicas asociadas al concepto de función. 

 

4. PAUTA DE EVALUACIÓN DE LA IDONEIDAD DIDÁCTICA 
En esta sección presentamos algunos criterios o indicadores de las distintas idoneidades 
parciales y los aplicamos al proceso de enseñanza descrito en la sección 3, centrándonos 
principalmente en las dimensiones epistémica, cognitiva e interaccional. 

 

4.1. Idoneidad epistémica 
El análisis de la idoneidad epistémica precisa de la definición previa de un significado 
de referencia para el proceso de estudio matemático (efectivo o potencial). que se desea 
analizar. De las categorías de objetos primarios introducidas en el EOS, fijaremos 
nuestra atención en las situaciones-problemas, las cuales deben, por un lado, ser 
representativas de las incluidas en el significado de referencia y, por otro lado, permitir 
contextualizar los conocimientos pretendidos, ejercitarlos y aplicarlos a situaciones 



relacionadas. Más aún, desde el punto de vista de los procesos, una idoneidad alta estará 
asociada a la presencia de momentos de “generación del problema” (problematización), 
de modo que los propios alumnos tengan ocasión de formular o reformular los 
problemas y plantear cuestiones relacionadas, en definitiva, de asumir los problemas 
como propios. 

Los lenguajes utilizados deben ser una muestra representativa de los identificados en el 
significado de referencia; también se tienen en cuenta las transformaciones, 
traducciones y conversiones entre los mismos. Se descartan notaciones innecesarias o 
inconsistentes. Los estudiantes tienen ocasión de expresar y comunicar sus conjeturas, 
procedimientos operatorios, argumentaciones, en general, sus conocimientos. 

Las definiciones, proposiciones y procedimientos son representativos de los 
identificados en el significado de referencia y adaptados al nivel, capacidades y recursos 
disponibles en el marco institucional correspondiente. El proceso incluye momentos en 
los que se generan y negocian las reglas mejor adaptadas a las circunstancias, existiendo 
momentos en que operan como herramientas implícitas. Tales reglas conceptuales, 
proposicionales y procedimentales son explicadas y justificadas mediante argumentos 
representativos y adaptados. 

El juicio positivo sobre la idoneidad epistémica del proceso de estudio debe tener en 
cuenta las conexiones e interacciones entre los elementos mencionados23. Los elementos 
conceptuales, proposicionales y procedimentales deben haber sido contextualizados 
mediante las situaciones, explicados y justificados con argumentos pertinentes y todos 
estos elementos soportados mediante recursos expresivos eficaces. 

Idoneidad epistémica de la enseñanza observada 
La observación del proceso de estudio descrito en la Sección 3.1 nos permite 
caracterizar el sistema de prácticas operativas y discursivas efectivamente 
implementadas, relativas al objeto matemático “función”. La comparación de estas 
prácticas con el significado de referencia de dicho objeto nos permite identificar 
diversos desajustes y formular hipótesis sobre la idoneidad del proceso de estudio, en 
cuanto a su faceta epistémica.  

El primer aspecto que hay que destacar es el que el profesor presenta una situación 
problema que pretende ser representativa de las dos configuraciones epistémicas en las 
que se puede subdividir el significado de referencia (la empírica y la formal o 
conjuntista). De hecho, se puede considerar que la tarea es una mezcla de dos problemas 
diferentes (las cuestiones 1,5, 6 y 7 por una parte y las cuestiones 2, 3 y 4 por otra).  

En el EOS (Ramos y Font, en prensa) se consideran dos usos del término contexto. Uno 
consiste en considerar el contexto como un ejemplo particular de un objeto matemático, 
mientras que el otro consiste en considerar el entorno. En el primer caso se trata de ver 
que la situación problema cae dentro del campo de aplicación de un objeto matemático. 
En el segundo caso, se trata de un “uso” que vamos a llamar, metafóricamente, 
“ecológico” (se trataría de responder a preguntas del tipo: ¿En qué “lugar” se halla? 
¿Qué tiene a su alrededor? ¿Dónde “vive”? ¿Con qué otros objetos matemáticos se 
relaciona?, ¿En qué institución se utiliza?, etc. Si consideramos el primer uso vemos 
que el problema que nos ocupa pretende ser una caso particular del objeto función. El 
contexto (entendido en términos ecológicos) de las cuestiones 2, 3 y 4  es una 

                                                 
23 La necesidad de estructura que plantea Sfard  (2002) para los conocimientos matemáticos : « While 
seeing structure is helpful in any domain of knowledge, in mathematics it may be the very essence of 
learning » (p. 8) 



configuración epistémica de tipo formalista mientras que las cuestiones 1, 5, 6 y 7 
tendrían por contexto una configuración empirista. 

Lo que en principio podría ser positivo: “la mayor representatividad posible del 
significado implementado” puede resultar contraproducente si no se consigue 
armonizar, de manera coherente, las dos configuraciones epistémicas (la empírica y la 
formal). Esta falta de armonización puede ser la causa de conflictos semióticos (de tipo 
epistémico). A continuación comentamos dos de dichos conflictos.  

 

Conflicto 1 
El primer conflicto semiótico de tipo epistémico que encontramos es la ruptura brusca 
entre la primera cuestión propuesta en la tarea y las dos que le siguen. La cuestión 1 
plantea un problema de modelización de un problema físico (previsión del espacio 
conocido el tiempo) mediante una función dada mediante una fórmula algebraica. Las 
cuestiones que siguen piden determinar si la correspondencia definida por la fórmula es 
o no una función, su dominio, codominio, rango y tipo de función (inyectiva, 
sobreyectiva, biyectiva).  

Estas cuestiones se refieren a una problemática de naturaleza formal que es ajena al 
problema de modelización. La “razón de ser” del sistema de objetos puestos en juego 
por el modelo “conjuntista” es la descripción, generalización y estructuración de 
conocimientos matemáticos, ajenos a la práctica de modelización funcional. 

Conflicto 2  

El segundo conflicto lo podemos observar en la siguiente explicación del profesor: 
P: Entonces, fíjense esta función d, me relaciona  un conjunto de números reales positivos; se 

tiene que usar incluyendo el cero, y dónde va a parar ese conjunto; ¿en qué conjunto numérico 
va a parar? Enteros otra vez, los enteros y el veintisiete y medio ¿positivos o negativos? ¿Y el 
cero, lo van a dejar afuera? Ahí tienen entonces esta función, la función altura relaciona al 
conjunto de los números reales más el cero con el conjunto de los números reales con el cero. 

El problema físico que se modeliza con la fórmula algebraica pone en juego dos 
intervalos de números reales que pueden tomarse como “conjuntos iniciales, o dominios 
de definición de la función”, [0; 3,2] (tiempo hasta que la pelota alcanza la altura 
máxima), o [0; 6,4] (tiempo hasta que vuelve al suelo); el conjunto imagen es el 
intervalo [0; 51,2] en ambos casos. La naturaleza de la variable independiente, tiempo, 
hace que los valores que puede tomar sean números reales positivos, pero la fórmula 
algebraica que establece el criterio de correspondencia es válida para todo número real. 
El conjunto final (codominio) de la función  queda completamente 
indefinido, y por tanto, carece de sentido preguntar si “la” función (¿cuál?) es o no 
sobreyectiva. 

2
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4.2. Idoneidad cognitiva 

El juicio positivo sobre la idoneidad cognitiva de un proceso de estudio se basará en: a) 
la existencia de una evaluación inicial de los significados personales de los estudiantes, 
a fin de comprobar que los significados pretendidos suponen un reto manejable; b) la 
existencia de adaptaciones curriculares que tengan en cuenta las diferencias 
individuales; y, finalmente, c) que los aprendizajes logrados estén lo más próximos 
posible a los significados institucionales pretendidos/ implementados. 



 

Idoneidad cognitiva de la enseñanza observada  

Para evaluar la idoneidad cognitiva del proceso de instrucción en términos de 
proximidad de la zona de desarrollo potencial del alumno es necesario hacer un 
seguimiento detallado de los alumnos (test, entrevistas, evaluaciones orales y escritas, 
etc.) para conocer sus significados previos y determinar si las explicaciones dadas por el 
profesor fueron efectivas.  

Con relación a los significados personales previos de los alumnos (representación 
gráfica de la parábola, velocidad, etc.), necesarios para resolver la tarea propuesta, sólo 
sabemos que el profesor los considera de manera implícita como “logrados”. 

Para determinar si las explicaciones dadas por el profesor fueron efectivas disponemos 
únicamente de las grabaciones de las sesiones. De esta forma, únicamente es posible 
obtener algunos indicadores para valorar la idoneidad cognitiva del proceso basados en 
secuencias concretas.  

A título de ejemplo, en el siguiente segmento instruccional se observa claramente que 
las explicaciones dadas por el profesor no fueron efectivas: el significado personal del 
objeto codominio del alumno A2 se aleja del pretendido por el profesor.   
 

P: .. ¿Cuál es el codominio? 

[A2 señaló el eje equis de la gráfica] 

P: ¡Co-co-codomio! 

A2: Si el rango vendría siendo el conjunto “y” , de llegada, el co-dominio tendría que ser 
el reflejo de ambos conjuntos, o sea, … 

P: ¿Qué, el codominio y rango son los mismos? 

A2: No, no, tendría que ser el recorrido que hace la pelota, desde que parte hasta que 
llega. 

4.3. Idoneidad interaccional 
Diremos que un proceso de estudio tiene una idoneidad interaccional24 alta en la medida 
en que las configuraciones didácticas posibilitan que el profesor y los alumnos 
identifiquen conflictos semióticos potenciales (a priori), efectivos (durante el proceso 
de instrucción) y residuales (a posteriori) y resolver dichos conflictos mediante la 
negociación de significados. 

Los formatos de interacción de tipo dialógico y de trabajo cooperativo tendrán 
potencialmente mayor idoneidad interaccional que las de tipo magistral y de trabajo 
individual, puesto que los estudiantes muestran su relación con los objetos matemáticos 
y, por lo tanto, el profesor tiene indicadores explícitos de dicha relación. Estos 
indicadores pueden permitir al profesor valorar la relación de los estudiantes con los 
objetos matemáticos y, eventualmente, determinar la intervención más adecuada (según 
las restricciones matemático-didácticas asociadas a la situación). 

                                                 
24 En Godino, Contreras y Font (en prensa) designamos esta dimensión como « idoneidad semiótica ». 
Preferimos ahora designarla como mediacional ya que el componente semiótico está presente también en 
la definición de las idoneidades epistémica y cognitiva. En Godino, Wilhelmi y Bencomo (2005) se 
agrupa esta dimensión con la mediacional y se designan conjuntamente como « idoneidad instruccional ». 



 

Idoneidad interaccional de la enseñanza observada  
Si nos fijamos en el modo de interacción entre el profesor y los estudiantes observamos 
algunos hechos importantes relacionados con la idoneidad interaccional. 

Un problema pedagógico general 
El profesor asigna cada uno de los siete apartados de la tarea a un grupo de alumnos 
diferente, de modo que cada grupo, formado por 5 estudiantes, se responsabiliza de 
resolver una de tales cuestiones y de presentarla al resto de la clase. Esta manera de 
organizar el trabajo en el aula implica que los estudiantes que no han trabajado alguna 
de las cuestiones tendrán dificultades para seguir las explicaciones del resto de los 
compañeros. El resultado es que las presentaciones de los estudiantes se convierten en 
explicaciones magistrales para la mayor parte de los estudiantes. Una trayectoria 
didáctica pretendida inicialmente por el profesor con un cierto grado dialógico y 
adidáctico resulta finalmente en varias configuraciones magistrales, pero en este caso, 
conducidas por “profesores inexpertos” (los representantes de los distintos equipos). 

Configuración didáctica pretendida e implementada 
A partir de un estudio personal previo el profesor plantea un diálogo contextualizado 
cuyo fin es el desarrollo de la noción de función (configuración didáctica dialógica.). El 
papel que el profesor atribuye a los alumnos en la construcción y comunicación del 
conocimiento es central: supone que los estudiantes serán capaces de identificar los 
objetos pretendidos en la situación modelizada y descontextualizarlos para la 
construcción del significado de función pretendido. Con otras palabras, el profesor 
intenta gestionar un aprendizaje de tipo constructivista: los estudiantes, por intermedio 
de la situación y en interacción con el profesor, deberán ser capaces de hacer 
evolucionar el significado personal atribuido a la noción de función (producto del 
proceso de estudio personal) y obtener una adaptación fiel al significado institucional 
pretendido. 

Sin embargo, la configuración didáctica efectiva no puede considerarse como dialógica. 
La mayor parte de los estudiantes no ha realizado el estudio personal anterior a la sesión 
de aprendizaje. El profesor es consciente de ello, empero no modifica el diseño del 
proceso instruccional pretendido. Poco a poco, el carácter dialógico de la configuración 
didáctica implementada se diluye en una “mayéutica ficticia” en la que el profesor toma 
a su cargo la formulación y la validación. De esta forma, detrás del diálogo efectivo, la 
sesión de aprendizaje esconde una configuración didáctica magistral, irreflexivamente 
asumida por el profesor.  

Evidentemente, esta distorsión entre las configuraciones didácticas pretendida y 
efectiva es origen de conflictos. En concreto, un problema didáctico prototípico se da 
cuando el profesor no es consciente, en el curso del proceso efectivo de enseñanza, de 
dichas discrepancias y tiene la ilusión de que el proceso se desarrolla en los términos 
que él había establecido a priori. 

 

4.4. Indoneidad mediacional 

En Godino, Contreras y Font (2006) se define la idoneidad mediacional como el grado 
de disponibilidad y adecuación de los recursos materiales y temporales necesarios para 
el desarrollo del proceso de enseñanza-aprendizaje. Si el profesor y los alumnos 



tuvieran a su disposición medios informáticos pertinentes al estudio del tema en 
cuestión (Cabri, p.e., para la geometría plana), el proceso de estudio que se apoye en 
estos recursos tendría mayor idoneidad mediacional que otro tradicional basado 
exclusivamente en la pizarra, lápiz y papel. Asimismo, un ejemplo de un proceso de 
enseñanza-aprendizaje con un alto grado de idoneidad mediacional con relación a los 
medios temporales sería una clase magistral, donde el profesor reproduce de manera 
íntegra y sin interacción con los estudiantes el significado pretendido.  

Los recursos materiales pueden ser manipulativos, utilidades informáticas de 
graficación y cálculo, libros de texto, … Estos medios interaccionan con los distintos 
elementos de las configuraciones epistémicas y cognitivas (tipos de problemas 
abordables, representaciones, definiciones, proposiciones y argumentaciones). La 
idoneidad del proceso de estudio se verá afectada positivamente si el profesor y los 
estudiantes tienen a su alcance los medios materiales mejor adaptados a los significados 
pretendidos. 

En cuanto al tiempo didáctico interesa tener en cuenta no sólo el tiempo presencial 
colectivo (donde básicamente tiene lugar la enseñanza), sino también el tiempo no 
presencial, de trabajo individual. La planificación y el desarrollo del proceso de estudio 
se valorará positivamente si la cantidad y gestión del tiempo dedicado al estudio es 
adecuado a los objetivos de aprendizaje.  

En la enseñanza observada, el profesor podría haber utilizado diversos medios o 
recursos como dispositivos de ayuda al estudio: por ejemplo, medios de presentación de 
la información (retroproyector, etc.) o dispositivos de cálculo y graficación 
(calculadoras, ordenadores). Este hecho,  junto a la gran cantidad de tiempo invertido en 
esta actividad (4 sesiones de 45 minutos), es un indicador de una baja idoneidad 
mediacional, Una mejor planificación y diseño de la actividad habría economizado el 
tiempo invertido. 

 

4.5. Idoneidad emocional 

Diremos que un proceso de estudio tiene idoneidad emocional alta en la medida en que 
las configuraciones didácticas motiven a la acción y participación a los alumnos;  esto 
supone la creación de un ambiente de trabajo que tiene en cuenta los intereses, afectos y 
emociones de los alumnos hacia las matemáticas.  

La selección de las situaciones – problemas de iniciación o contextualización que 
pertenezcan al campo de intereses de los alumnos será un factor a tener en cuenta en 
esta dimensión. La creación de un “clima” de respeto mutuo y de trabajo cooperativo 
será un factor positivo para el aprendizaje. 

En el ejemplo de enseñanza observada, sin duda la elección de la situación de 
modelización de espacio recorrido por la pelota lanzada verticalmente hacia arriba 
aporta significación y relevancia al estudio del tema de las funciones, de donde 
podemos inferir que los estudiantes podrían adoptar una actitud positiva hacia la tarea y 
el estudio. Sin embargo, la interferencia de la configuración conjuntista  con la 
empirista introduce una problemática esencialmente dispar respecto del uso genuino de 
la función como herramienta de previsión. Los estudiantes pueden preguntarse 
legítimamente, ¿esto para qué sirve?; y ante la ausencia de una respuesta convincente se 
pueden sentir desmotivados. Por otra parte, se debe valorar positivamente en esta 



dimensión la fase de trabajo en equipo y la presentación de las soluciones por los 
propios estudiantes. 

 

4.6. Idoneidad ecológica 
En la sección 2 hemos definido la idoneidad ecológica como el grado de adaptación del 
proceso de estudio al proyecto educativo del centro, las directrices curriculares, las 
condiciones del entorno social-profesional, etc.,  en que se implementa. También se 
tendrán en cuenta las conexiones que se establezcan con otros contenidos (significados) 
intradisciplinares (otros temas de matemáticas) e interdisciplianres (otras materias del 
programa de estudios. 

Puesto que la institución investigada tiene por objetivo la formación inicial de 
ingenieros, debe  asegurar su competencia para su futuro ejercicio profesional. Por este 
motivo, se considera que un primer criterio (de tipo ecológico) útil para la selección de 
objetivos y contenidos, que tiene en cuenta tanto los intereses de estudiantes como de la 
sociedad en su conjunto, es la contextualización sociocultural de la práctica profesional. 
Un segundo criterio es que los objetos matemáticos estudiados por estos profesionales 
sean, a ser posible, los nucleares en la disciplina.  

En el ejemplo considerado (la enseñanza de las funciones) se cumplen estos dos 
criterios. La noción de función desempeña un papel esencial dentro de la matemática y 
en sus aplicaciones prácticas, por ser una herramienta de previsión de los valores de una 
variable conocidos los valores de otra, u otras variables. Queda, por tanto, plenamente 
justificada su inclusión en los programas de formación de ingenieros. Sin embargo, una 
visión más profunda del objeto función revela diversos tipos de prácticas discursivas y 
operativas, algunas de las cuales, como es el caso de la configuración que hemos 
descrito como conjuntista, podría no ser imprescindible, dada su generalidad y 
formalidad. El tiempo requerido para el aprendizaje de las sutilezas que distinguen las 
correspondencias de las aplicaciones, las definiciones de dominio, rango, codominio, 
tipos de funciones, etc, no debería ocultar la verdadera utilidad de las funciones como 
herramientas de modelización y previsión en situaciones tanto externas como internas a 
las matemáticas. 

 

5. REFLEXIONES FINALES 

En este trabajo hemos descrito la noción de idoneidad didáctica, aplicable a las 
configuraciones y trayectorias de enseñanza y aprendizaje de contenidos matemáticos 
específicos. Se trata de un constructo muldimensional, compuesto de seis facetas o 
dimensiones (epistémica, cognitiva, mediacional, emocional, interaccional y ecológica) 
mediante las cuales se pretende abordar de manera integral la complejidad de factores 
que intervienen en el diseño, desarrollo y evaluación de cualquier proceso de estudio 
matemático. El Enfoque Ontosemiótico de la cognición e instrucción matemática (EOS) 
proporciona un sistema de supuestos y categorías para hacer operativas las diversas 
idoneidades parciales, particularmente las correspondientes a las dimensiones 
epistémica y cognitiva. 

 La idoneidad didáctica es una herramienta para el análisis y la síntesis didáctica que 
puede ser útil para la formación de profesores. Como afirman Hiebert, Morris y Glass 
(2003), un problema persistente en educación matemática es cómo diseñar programas de 
formación que influyan sobre la naturaleza y calidad de la práctica de los profesores. La 
ausencia de efectos significativos de los programas de formación de profesores en dicha 



práctica se puede explicar, en parte, por la falta de un conocimiento base ampliamente 
compartido sobre la enseñanza y la formación de profesores.  

“La preparación de programas de formación puede ser más efectiva centrándola 
en ayudar a los estudiantes a que adquieran las herramientas que necesitarán 
para aprender a enseñar, en lugar de competencias acabadas sobre una enseñanza 
efectiva” (Hiebert, Morris y Glass, 2003, p. 202).  

Pensamos que entre estas herramientas deben figurar los criterios para analizar la propia 
práctica docente, las lecciones de los textos escolares como fuente próxima para el 
diseño de unidades didácticas, o experiencias de enseñanza observadas. Consideramos 
importante introducir en la formación (inicial y continua) de profesores de matemáticas 
criterios para valorar la idoneidad de los procesos de estudio matemático, tanto si son 
basados en el uso de libros de texto, como si se trata de procesos apoyados en el uso de 
materiales y documentos de trabajo elaborados por el propio profesor. 

El análisis epistemológico de los objetos matemáticos, realizado con un enfoque y 
herramientas conceptuales apropiadas, debe ser un objetivo esencial en la formación del 
profesor de matemáticas. Hemos visto cómo un objeto matemático tan elemental y 
“aparentemente conocido”, como la función, ha planteado grandes complicaciones tanto 
al profesor como a los estudiantes. Algunas de las complicaciones observadas se 
derivan, probablemente, de una falta de reflexión del profesor sobre la ruptura brusca 
que se produce entre las configuraciones informal/ empírica y conjuntistas de las 
funciones. 

Es necesario que los profesores planifiquen la enseñanza teniendo en cuenta los 
significados institucionales que se pretenden estudiar, adoptando para los mismos una 
visión amplia, no reducida a los aspectos discursivos (idoneidad epistémica). Asimismo, 
es necesario diseñar e implementar una trayectoria didáctica que tenga en cuenta los 
conocimientos iniciales de los estudiantes (idoneidad cognitiva), identificar y resolver 
los conflictos semióticos que aparecen en todo proceso de estudio, empleando los 
recursos materiales y temporales necesarios (idoneidad interaccional y mediacional). 
Estas idoneidades deben ser integradas teniendo en cuenta las interacciones entre las 
mismas, lo cual requiere hablar de la idoneidad didáctica como criterio sistémico de 
pertinencia (adecuación al proyecto de enseñanza) de un proceso de instrucción, uno de 
cuyos indicadores empíricos puede ser la adaptación entre los significados personales 
logrados por los estudiantes y los significados institucionales pretendidos/ 
implementados (idoneidad cognitiva). 

 

Reconocimiento: 

Trabajo realizado en el marco del proyecto MCYT – FEDER: SEJ2004-00789, 
Ministerio de Ciencia y Tecnología, Plan Nacional de Investigación Científica, 
Desarrollo e Innovación Tecnológica. Madrid. 
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Resumen 

En este trabajo se expone una visión actualizada del Análisis Didáctico como 
instrumento metodológico específico para la investigación en Educación Matemática. 
La potencialidad práctica del método se ilustra con la descripción de su aplicación en 
un estudio desarrollado recientemente sobre la comprensión del conocimiento 
matemático (Gallardo, 2004). En base a esta experiencia se destacan además las 
principales limitaciones e interrogantes metodológicos generados por el Análisis 
Didáctico junto con algunas posibilidades de mejora futura. 

Abstract 

In this work a vision of Didactical Analysis is exposed as specific methodological 
instrument for research in Mathematics Education.  The practical potentiality of the 
method is illustrated with the description of its application in a study developed 
recently on the understanding in mathematics (Gallardo, 2004).  With this reference 
the main methodological limitations and questions generated by the Didactical 
Analysis are emphasized as well as some possibilities of future improvement.   

 

 

INTRODUCCIÓN 

La investigación en Educación Matemática suele contemplarse como un proceso 
complejo que transcurre por diversas fases específicas en las que se realizan prácticas de 
distinta naturaleza y se emplean instrumentos metodológicos con propósitos diferentes. 
En lo que respecta a sus inicios, la investigación exige por lo general el desarrollo de un 
estudio de carácter teórico para la determinación del problema a investigar, lo que 
supone realizar, entre otras tareas, un trabajo previo de revisión de antecedentes y de 
exploración del estado actual de la cuestión. Pero dicho trabajo previo va más allá, 
como veremos, de la mera revisión y análisis usual de antecedentes, práctica común a 
cualquier investigación científica. Su necesidad no sólo está justificada por tratarse de 
una de las prácticas centrales en las que resulta preciso la planificación detallada y la 
aplicación minuciosa de procedimientos eficaces de recopilación de información así 
como de una labor de revisión y análisis de esa información igualmente explícita y 
metódica, sino que se dan aquí circunstancias específicas del área que aconsejan una 
atención especial. Nos referimos, por un lado, a la naturaleza compleja de los 
fenómenos, incluidas la multi-/inter-disciplinariedad del campo y la situación incipiente 
de numerosos conocimientos, y, por otro, a las características de la información y las 
fuentes disponibles, cuya dispersión y amplitud son notables y aconsejan un tratamiento 
meta-analítico que no se puede limitar a la mera revisión tradicional (González, 1998a). 
Es evidente que los requerimientos característicos del trabajo científico disciplinado no 
siempre llegan a manifestarse con la suficiente evidencia en las investigaciones en 
Educación Matemática, lo que supone una limitación metodológica cada vez más 
reconocida en el área (Boaler, Ball y Even, 2003). En nuestra opinión, este hecho 
justifica la conveniencia de incrementar los esfuerzos destinados a especificar y 
evidenciar aún más el método implícito en los instrumentos actuales empleados para el 
tratamiento de la información, con objeto de lograr un mayor alcance y profundidad en 



los análisis y garantizar un nivel más elevado de sistematización y concreción en los 
procedimientos.  

Como contribución en este sentido, se presenta en este trabajo un método específico, al 
que denominamos Análisis Didáctico, que proporciona referencias precisas, específicas 
y operativas para afrontar con eficacia la fase de selección y tratamiento de los 
antecedentes en la investigación en Educación Matemática. Se trata de un 
procedimiento metodológico consolidado cuyas bases fundamentales fueron definidas 
en la tesis doctoral de González (1995) y que viene empleándose desde entonces con 
regularidad en las investigaciones desarrolladas en el área de Didáctica de la 
Matemática de la Universidad de Málaga.  

La exposición se inicia con una síntesis actualizada de las componentes y aspectos 
fundamentales caracterizadores del Análisis Didáctico como metodología de 
investigación específica en Educación Matemática. A continuación, se pone de 
manifiesto su carácter operativo y potencialidad práctica a través de la descripción 
genérica de su empleo en una investigación específica en torno a la comprensión del 
conocimiento matemático en la que se incluye algunos resultados concretos obtenidos 
en la fase de revisión de antecedentes. La exposición concluye con la enumeración de 
algunas de las cuestiones abiertas y  propuestas de mejora asociadas que delimitan en la 
actualidad las fronteras de la aplicación del Análisis Didáctico en el contexto que aquí 
se presenta.  

 

FUNDAMENTOS DEL ANÁLISIS DIDÁCTICO  

En este apartado se describe de forma resumida la configuración que el Análisis 
Didáctico presenta en la actualidad. El contenido expuesto sirve de actualización de la 
explicación del método desarrollada por González (1998b) en el Primer Simposio de la 
SEIEM con motivo del seminario dedicado a la estructuración de las tareas presentes en 
un campo conceptual, permitiéndonos de este modo contrastar su evolución durante la 
última década.   

Referentes teóricos 

En el contexto de la investigación en Educación Matemática identificamos el Análisis 
Didáctico con el procedimiento metodológico no-empírico que analiza, relaciona e 
integra, a través de un proceso secuenciado y de acuerdo con los criterios del meta-
análisis cualitativo, información procedente de diversas áreas de investigación 
interrelacionadas por su objeto de estudio (González, 1998a, 1998c). El Análisis 
Didáctico es aplicable tanto a campos conceptuales y conocimientos matemáticos 
concretos, como los números naturales relativos (González, 1998c), la secuencia 
numérica (Fernández, 2001) o la integral de línea (Padilla, 2003), como a aquellos otros 
fenómenos y nociones de naturaleza compleja cuyo estudio resulta de interés para el 
campo de la Educación Matemática, como es el caso de la inducción matemática (Ortiz, 
1997), la comprensión del conocimiento matemático (Gallardo, 2004) o la atención a la 
diversidad sordo-oyente (Larrubia, 2006). Cuando se emplea con un conocimiento 
matemático, son cuatro las áreas básicas referenciales a considerar como fuentes de 
información científica: Historia y Epistemología de la Matemática, Aprendizaje y 
Cognición, Fenomenología y Enseñanza y estudios curriculares en relación con el 
conocimiento matemático en estudio. En caso de realizarse sobre un fenómeno o noción 
compleja, se identifican dos bloques básicos de información: la proporcionada por los 
antecedentes relacionados, procedentes de áreas de conocimiento afines a la Educación 
Matemática que comparten o tienen una incidencia especial sobre el objeto de estudio; y 



la información propia del área configurada por los antecedentes específicos. En ambos 
casos, la aplicación del Análisis Didáctico proporciona una síntesis estructurada que 
permite detectar dificultades, potencialidades y relaciones en trabajos previos así como 
organizar y delimitar con precisión el desarrollo posterior de la investigación propia 
(González, 1999).   

El proceso consta de dos fases fundamentales: 

- una revisión primaria de la información en cada una de las áreas de investigación 
consideradas, que incluye la obtención de datos, resultados y conclusiones relevantes 
organizados por cuestiones y contenidos relacionados con el área problemática y 
tratados de forma neutra. El dominio de las fuentes de información más relevantes es 
contemplado en esta fase como un requisito inicial del método. 

- un análisis de las relaciones existentes en la información ya recopilada. En esta fase 
de revisión secundaria se extraen nuevos resultados y conclusiones generales y se 
identifican cuestiones, conjeturas y prioridades para la investigación, conformando de 
este modo la información elaborada característica del Análisis Didáctico. 

El procedimiento proporciona tres tipos de resultados genéricos: 

(a) Resultados Primarios (RP) o conclusiones del análisis primario en términos de 
proposiciones contrastadas o asumidas por grupos de autores relevantes. Estos datos 
pueden ser comunes a una serie de autores o líneas de estudio y también singulares, en 
la medida en que sean importantes y merezca la pena destacarlos. Se incluyen además 
las informaciones que sintetizan los resultados de una serie de trabajos o posiciones y 
las lagunas o carencias detectadas, consideradas como información explícita por 
defecto.  

(b) Resultados Secundarios (RS). Son conclusiones obtenidas de la reflexión realizada 
sobre los resultados primarios. No se trata de información directa presente en los 
trabajos revisados sino que se hace explícita a través de los análisis de las relaciones 
entre los resultados puntuales y primarios. Los resultados secundarios pueden ser, entre 
otros: opiniones, valoraciones y posiciones personales fundadas en datos objetivos 
(puntuales o primarios); conjeturas plausibles en virtud de la información que las 
sustenta; interpretaciones avaladas y/o sólidas en base a argumentaciones coherentes y 
fundadas; lagunas o carencias implícitamente detectadas o requisitos y necesidades 
obligadas por las situaciones, contextos o la mera realidad, a tenor de las circunstancias 
que rodeen los estudios revisados. 

(c) Consecuencias para la investigación (C). De los propios resultados secundarios se 
pueden elaborar conclusiones que no estén exactamente entre ellos, sino que procedan 
del análisis de los mismos. Estas consecuencias pueden ser, entre otras: conjeturas para 
la investigación; recomendaciones para la realización de estudios teóricos o empíricos 
previos; componentes de modelos teóricos a utilizar y contrastar en el estudio u 
orientaciones generales. Este tipo de conclusiones habrá que entenderlas, en general, 
como supuestos iniciales e ideas emergentes, reconocidos pero también necesitados de 
un mayor desarrollo y vertebración posterior para la consolidación de posibles 
propuestas teóricas más consistentes. 

La naturaleza matemática del objeto considerado, las particularidades de las fuentes de 
información contempladas o los rasgos distintivos de los resultados obtenidos en la 
aplicación del Análisis Didáctico son algunos de los aspectos que justifican su 
especificidad como método para la revisión de antecedentes en el campo de la 
Educación Matemática. De hecho, tal especificidad justifica la posibilidad de 



reconsiderar el término para hablar en realidad de un Análisis Didáctico-Matemático 
para el tratamiento de la información en la investigación en Educación Matemática. 

Concreciones metodológicas  
Para la aplicación efectiva del Análisis Didáctico conviene tener presente, además de 
los criterios que configuran el meta-análisis cualitativo, ciertas especificaciones respecto 
al método así como determinadas pautas metodológicas operativas en cada una de las 
fases del proceso. A continuación, subrayamos como referencia algunas de las 
puntualizaciones significativas que concretan el procedimiento cuyas principales 
componentes aparecen relacionadas en el esquema de la figura 1: 

� El dominio de las fuentes y tipos de información más relevantes demanda una 
actualización permanente, no exenta de problemas, en lo referente a las vías de acceso y 
al formato de difusión del conocimiento actual. Los trabajos que vienen realizándose 
con regularidad en Educación Matemática con el propósito general de describir y 
caracterizar los principales recursos bibliográficos existentes así como sus modos de 
acceso (Gutiérrez y Maz, 2001; Ruiz, Castro y Godino, 2001; Gallardo, 2006) 
constituyen para el Análisis Didáctico un referente concreto de utilidad para garantizar, 
entre otros aspectos, el control sobre las principales fuentes documentales, la 
sistematización del proceso de búsqueda de información y la validez externa de los 
resultados obtenidos.  

� La consideración de información no específica proveniente de otras áreas de 
conocimiento consolidadas y de mayor tradición está justificada en el Análisis 
Didáctico, en parte, por la necesidad de controlar la complejidad asociada al fenómeno 
estudiado y de eliminar posibles inconsistencias derivadas de una falta de precisión en 
la terminología empleada, siendo éste un propósito compartido con otros métodos como 
el Análisis Conceptual (Rico, 2001). Pero además de ello, esta información resulta útil 
para situar y relacionar entre sí los antecedentes específicos, que se suelen apoyar, a 
veces de forma implícita, en ideas y supuestos genéricos procedentes de dichos campos. 
Asimismo, se trata de antecedentes que proporcionan solidez y coherencia a la revisión 
global y favorecen el carácter integrador pretendido por el Análisis Didáctico1.  

� La primera fase del Análisis Didáctico exige la configuración y el empleo de 
procedimientos sistemáticos de revisión de la información recopilada previamente, no 
sólo para aportar consistencia a la estructura resultante de conocimientos primarios sino 
también para posibilitar un desarrollo productivo en la segunda fase de análisis de 
relaciones. Uno de los esquemas básicos de revisión de documentos admitidos por el 
Análisis Didáctico, que tiene en cuenta recomendaciones como la sugerida por Hitt 
(1999) en relación con los tipos de documentación existente y las posibles formas de 
analizar la información que contienen y que ha dado muestras de ser efectivo, es el 
constituido por las dos partes diferenciadas siguientes:  

- Resumen neutro del contenido del documento. En él se destacan, entre otros aspectos y 
según sea el caso, las principales ideas relativas a los supuestos teóricos adoptados, la 
metodología de investigación empleada, los resultados y conclusiones obtenidos o las 
propuestas didácticas y recomendaciones curriculares sugeridas. Es decir, se destaca lo 
más relevante de cada tipo de documento según su contenido.  

- Análisis crítico de la información revisada en cada referencia, centrado principalmente 
en las características de los resultados obtenidos, en las potencialidades y limitaciones 
manifestadas, en las analogías y divergencias surgidas con los planteamientos 
particulares del estudio y en las cuestiones relevantes para los propósitos de la 
investigación.  



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Figura 1. Componentes fundamentales del Análisis Didáctico  



 

� Algunos de los resultados obtenidos tras la revisión suelen venir enunciados en 
forma de proposiciones complejas o combinadas que son de difícil categorización 
cuando se adoptan los tipos proporcionados por el Análisis Didáctico. Esta dificultad, 
no obstante, puede salvarse en parte optando por situar cada uno de dichos resultados en 
la categoría a la que corresponde la proposición que creemos de mayor peso dentro del 
enunciado o, en su defecto, a la que corresponden la mayoría de las proposiciones que 
contiene. 

� La estructura organizativa de la información obtenida en cada una de las fases 
influye notablemente en la integración del conocimiento revisado y en la coherencia 
final del estudio de antecedentes. En este sentido, el Análisis Didáctico contempla para 
su primera fase la organización de los resultados primarios por los temas tratados y en 
función de su especificidad, fecha de publicación o repercusión sobre el problema de 
investigación, entre otros aspectos. Asimismo, la estructura correspondiente a la 
segunda fase refleja la conexión entre resultados primarios, secundarios y consecuencias 
así como la concreción hacia el problema de investigación del análisis desarrollado. 
Todo ello hace que tales estructuras puedan considerarse en sí mismas como resultados 
secundarios del Análisis Didáctico.   

� El Análisis Didáctico manifiesta un carácter doblemente cíclico producto de su 
naturaleza dialéctica. De una parte, su aplicación incluye una fase inicial, caracterizada 
por su extensión y profundidad, en la que se obtiene gran parte de la información 
empleada en la investigación. Esta base de referencias suele completarse posteriormente 
con sucesivas búsquedas puntuales llevadas a cabo con regularidad a lo largo de la 
investigación. De otra parte, el Análisis Didáctico contempla la posibilidad de que los 
resultados secundarios y consecuencias obtenidos de su aplicación en un estudio 
específico pasen a ser considerados resultados primarios en posteriores investigaciones 
relacionadas, reconociéndose también una relatividad en los resultados derivada de la 
aplicación recursiva del método.  

 

APORTES DEL ANÁLISIS DIDÁCTICO EN LA INVESTIGACIÓN SOBRE 
COMPRENSIÓN DEL CONOCIMIENTO MATEMÁTICO  

Una vez expuestos los referentes teóricos y metodológicos caracterizadores del Análisis 
Didáctico como instrumento para el tratamiento de la información, en el presente 
apartado se muestra su operatividad a través de la descripción de su empleo en una 
investigación reciente realizada en la Universidad de Málaga en torno a la comprensión 
del conocimiento matemático (Gallardo, 2004). Con objeto de concretar en lo posible 
los pormenores de dicha aplicación presentamos inicialmente como referencia un 
resumen de este estudio.  

La investigación 

Se trata de un trabajo centrado en el estudio de la comprensión del conocimiento 
matemático a través de su diagnóstico y evaluación. Encuentra su justificación en las 
cuestiones abiertas generadas por la comprensión, como fenómeno cognitivo y como 
objeto de estudio y en los problemas didácticos y cognitivos existentes en el campo del 
Cálculo Aritmético Elemental. El marco general en el que se sitúa el problema de 
investigación se articula en torno al diagnóstico y la evaluación de la comprensión del 
conocimiento matemático (González y Ortiz, 2000; González, 2001) y a las bases 
conceptuales adoptadas por el grupo de investigación Pensamiento Numérico (Castro, 
Rico y Romero, 1997). El propósito central del estudio consiste en sentar las bases 



teóricas y metodológicas de una aproximación integradora y operativa al fenómeno de 
la comprensión del conocimiento matemático fundada en el diagnóstico y la evaluación 
de los comportamientos observables en los sujetos. La potencialidad práctica de dicha 
propuesta se pone de manifiesto con su aplicación al caso concreto del algoritmo 
estándar escrito para la multiplicación de números naturales.  

En la primera parte de la investigación se extrae la base de resultados y consecuencias 
necesaria para justificar y sustentar la Aproximación pretendida, que puede entenderse 
como un estudio teórico fundamental en el que se configura un marco que permite 
organizar, integrar y ampliar con interpretaciones plausibles los modelos y 
planteamientos sobre comprensión identificados en Educación Matemática así como un 
procedimiento metodológico con el que afrontar el problema del diagnóstico y la 
evaluación de la comprensión del conocimiento matemático desde lo observable. El 
método reconoce la especificidad del conocimiento matemático en estudio; exige la 
realización previa de un análisis fenómeno-epistemológico de este conocimiento, a fin 
de organizar el conjunto situacional que le da sentido; se realiza en términos de 
capacidad de enfrentar con éxito situaciones pertenecientes a las distintas categorías 
surgidas del cruce de las estructuras epistemológica y fenomenológica resultantes de los 
análisis previos y requiere la identificación de aquellos elementos fenómeno-
epistemológicos influyentes a nivel cognitivo, que son los responsables, entre otros 
aspectos, de la caracterización de los sujetos en términos de comprensión. 

A partir de aquí, la investigación se dirige a la aplicación del marco metodológico 
establecido al caso concreto del algoritmo estándar escrito para la multiplicación de 
números naturales. La primera etapa de aplicación consiste en el estudio fenómeno-
epistemológico del algoritmo, de donde se constituyen las estructuras que permiten 
establecer una ordenación situacional teórica depurada con tres categorías 
epistemológicas (Técnica, Analítica y Formal) y dos fenomenológicas (situaciones 
Exclusivas y No-Exclusivas) y una batería inicial de posibles situaciones idóneas para 
ser empleadas en tareas de diagnóstico y evaluación de la comprensión. 

Esta fase es completada con dos estudios empíricos exploratorios, uno cuantitativo y 
otro cualitativo, dirigidos a contrastar la extensión a nivel cognitivo de la organización 
situacional establecida. De ellos se obtienen las referencias precisas, en cuanto a 
instrumentos, respuestas y comportamientos tipo e interpretaciones en términos de 
comprensión, para el desarrollo de un nuevo estudio empírico cualitativo, en el que 
utilizando la entrevista semiestructurada sobre cuestionario escrito, se llega a: 
caracterizar, de forma detallada, los estados y perfiles de comprensión del algoritmo 
asociados a la muestra participante de 24 alumnos; aportar nueva información sobre las 
particularidades de la comprensión del algoritmo a partir de los matices y relaciones 
identificados y extraer conclusiones genéricas referentes a la comprensión del 
conocimiento matemático en general. 

Con la investigación se pone de manifiesto, entre otros aspectos, cómo los análisis 
epistemológicos y fenomenológicos asociados a un conocimiento matemático específico 
proporcionan criterios objetivos para la organización de su conjunto situacional y para 
la selección de tareas y situaciones con las que valorar la comprensión en los sujetos. 
Así sucede en el caso del algoritmo estándar escrito para la multiplicación de números 
naturales, donde se llegan a identificar distintas facetas de comprensión, de origen 
epistemológico (técnica, analítica y formal) y fenomenológico (fundamental y 
extendida), que permiten la descripción de diferentes estados y perfiles de comprensión 
entre los sujetos. Finalmente, el estudio realizado constituye un ejemplo de cómo 
abordar los problemas relativos a los distintos aspectos vinculados con la comprensión 
de conocimientos matemáticos específicos, incluso los de naturaleza interna, mediante 



la elaboración y aplicación de aproximaciones, como la presentada, de carácter teórico-
metodológico centradas en el estudio de lo observable. 

La investigación se desarrolla según el esquema de la figura 2, en el que se muestran los 
estudios realizados en cada etapa del trabajo, las relaciones entre ellos, los principales 
resultados obtenidos en cada caso y las cuestiones pendientes para las siguientes fases. 

Aplicación del Análisis Didáctico 
En la investigación contemplada hemos adoptado el Análisis Didáctico como referente 
metodológico para la selección y el tratamiento de los antecedentes (figura 2). 

Fase 1: revisión primaria 
En lo referente a la estructura, organización y exposición de la información, se ha 
seguido un proceso de concreción acorde con la delimitación del área problemática en el 
que la información tratada llega a organizarse en dos bloques temáticos. El primero de 
ellos se centra en: 

(a) la comprensión en general (antecedentes relacionados). Se lleva a cabo una revisión 
y análisis de referencias no exhaustivo de la información en torno al fenómeno de la 
comprensión en los campos de la Filosofía, Sociología, Epistemología y Psicología. La 
información revisada proviene, en su mayoría, de obras de primer nivel, complementada 
con algunas referencias de segundo nivel. En este caso, las aportaciones presentadas no 
son exhaustivas ni definitivas sino que constituyen una primera aproximación parcial al 
conocimiento existente. No obstante, los análisis realizados en este ámbito, aunque 
limitados, manifiestan un alcance suficiente para los propósitos de la investigación.  

(b) la comprensión del conocimiento matemático, su diagnóstico y evaluación 
(antecedentes específicos). Se expone una revisión lo suficientemente representativa 
como para configurar un panorama preciso del estado actual en el que se encuentra la 
investigación en este ámbito. La exposición se inicia con unos preliminares sobre la 
importancia de la comprensión en Educación Matemática, la evolución de los trabajos 
realizados en los últimos años y una clasificación genérica de los tipos de estudios 
existentes. A continuación se realiza una exposición detallada de las aproximaciones 
más relevantes y se incluyen algunas aportaciones centradas en las relaciones de la 
comprensión del conocimiento matemático con otras nociones vinculadas de similar 
complejidad. Las cuestiones referentes a la valoración de la comprensión aparecen de 
forma recurrente en la mayoría de los estudios revisados de forma que en este bloque 
también se dedica una especial atención al análisis de los procesos de diagnóstico y 
evaluación de la comprensión del conocimiento matemático, cuyo desarrollo efectivo 
constituye el núcleo y, a la vez, el principal reto de la investigación realizada. 

Como segundo bloque temático, al dirigirse la atención hacia un conocimiento 
matemático específico como es el algoritmo estándar escrito para la multiplicación de 
números naturales, la revisión contempla también algunos problemas de interés propios 
del campo del cálculo aritmético elemental, estableciéndose una segunda delimitación 
para el área de estudio. A diferencia de lo realizado en el primer bloque, esta revisión se 
extiende lo preciso para garantizar un primer acercamiento a la naturaleza de los 
algoritmos y procedimientos algorítmicos, una descripción de la problemática vigente 
en Educación Matemática acerca de la enseñanza de los algoritmos estándar escritos 
para las cuatro operaciones aritméticas elementales así como del cálculo aritmético 
elemental en sus distintas manifestaciones y un examen de las diferentes posiciones y 
líneas de actuación propuestas para la enseñanza de la aritmética elemental. Igualmente, 
se tratan diversos temas relacionados con el aprendizaje y la comprensión de los 
algoritmos y el cálculo aritmético. En concreto, se reúne, se organiza y sintetiza parte de 



la información existente sobre razonamiento y pensamiento algorítmico, sobre 
aportaciones recientes al cálculo aritmético desde la perspectiva del estudio de errores, 
sobre aritmética cognitiva, tareas y situaciones matemáticas y sobre los factores y 
condicionantes que intervienen en el aprendizaje del cálculo aritmético elemental, entre 
otros aspectos. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

- Análisis fenómeno-epistemológico; 
ordenación del campo situacional; 
categorías provisionales.  
Pendiente: contrastación empírica de las 
categorías y situaciones.                  (***)

Interrogantes y cuestiones abiertas sobre
comprensión del conocimiento matemático
y su diagnóstico y evaluación. 

- Interés interdisciplinar por el fenómeno de  la
comprensión.  
- Distintas aproximaciones en Educación Matemática.
-Situación ‘atomista’ con estudios centrados en
aspectos concretos de la comprensión. 
- Dificultades y limitaciones en la valoración de la
comprensión.                                                            (*)

Revisión Primaria de Antecedentes (I)  

- Polémicas en las propuestas de
enseñanza. 
- Diversidad en los supuestos de
aprendizaje. 
-Limitaciones en las tareas y situaciones. 
                                                            (*)

Revisión Primaria de Antecedentes (II)  

-Logros parciales; objetivos específicos no-comunes; discrepancias importantes; limitaciones en las 
propuestas para la valoración; cuestiones abiertas en comprensión del cálculo aritmético elemental.  
- Conveniencia de desarrollar aproximaciones a la comprensión integradoras y operativas.     (*)-(**) 

Análisis de Relaciones  

Interrogantes y cuestiones abiertas sobre
enseñanza y aprendizaje de los algoritmos
y el cálculo aritmético elementales. 

- Bases conceptuales y referencias teóricas. Propuesta para el diagnóstico y la evaluación de la  
comprensión del conocimiento matemático.  
Pendiente: Aplicación de la propuesta sobre el algoritmo estándar escrito del producto.              (**)  

Aproximación a la comprensión del conocimiento matemático   

Aplicación de la Aproximación  

- Ajuste de categorías y análisis de situaciones. 
- respuestas tipo provisionales y primeras 
interpretaciones.  
Pendiente: Extensión al plano cognitivo. Uso de 
estas referencias en el  diagnóstico y evaluación de 
la comprensión.                                                (***)

Estudios exploratorios   

-  Identificación de estados y perfiles de comprensión. 
- Información sobre aspectos específicos de la comprensión del conocimiento matemático en estudio.
- Consecuencias generales sobre el fenómeno de la comprensión.                                                 (***)

Segunda experiencia empírica 

Aplicación del Análisis Didáctico en el tratamiento 
de la información. (*) Justificación; (**) Desarrollo; (***) Aplicación

Figura 2. Esquema-resumen del proceso seguido en la investigación 



PRIMERA FASE 

Antecedentes Relacionados Antecedentes Específicos 

COMPRENSIÓN DEL CONOCIMIENTO MATEMÁTICO COMPRENSIÓN 

5.Consideraciones preliminares 1.Comprensión en Filosofía y
Sociología del conocimiento 

La comprensión como objetivo
fundamental en Ed. Matemática;
evolución histórica de los
estudios sobre comprensión;
tipos de investigaciones 

Dimensiones metodológica e
histórico-ontológica;  
aportaciones de Wittgenstein 

2.Perspectiva epistemológica 

3.Perspectiva psicológica 

4.Otros enfoques y aportaciones  

6.Aproximaciones al fenómeno de
la comprensión del conocimiento
matemático 

7.Nociones vinculadas a la
comprensión en Ed. Matemática 

OTRAS ÁREAS DE CONOCIMIENTO  
[Filosofía,  Sociología,  

Epistemología, Psicología] 
DIAGNÓSTICO Y EVALUACIÓN DE LA 

COMPRENSIÓN DEL CONOCIMIENTO MATEMÁTICO 

8.Modos y términos en los que
valorar la comprensión 

9.Métodos, técnicas e instrumentos 

10.Dificultades y limitaciones 
Diagnóstico y evaluación 
de la comprensión del 

algoritmo estándar escrito
para la multiplicación de 

números naturales 

Naturaleza relativa de la
evaluación; el problema de la
interpretación; complejidad y
otras limitaciones 

ALGORITMOS Y CÁLCULO ARITMÉTICO ELEMENTALES 

1.Algoritmos y procesos algorítmicos 

2.Enseñanza de los algoritmos y  el cálculo aritmético elementales 

Polémicas curriculares; enseñanza de algoritmos estándar; enfoques de
enseñanza no tradicionales (algoritmos escritos alternativos, invención
de algoritmos propios); aproximaciones integradoras 

3.Aprendizaje y comprensión de los algoritmos y el cálculo aritmético
elementales 

Razonamiento y pensamiento algorítmico; errores en cálculo aritmético;
aritmética cognitiva; tareas y situaciones matemáticas, factores y
condicionantes  

SEGUNDA FASE 

A.Complejidad y especificidad

B. Estudios y modelos 

 

Naturaleza; clasificación;
discusión y crítica 

I. COMPRENSIÓN DEL 

CONOCIMIENTO MATEMÁTICO 
II. DIAGNÓSTICO Y  EVALUACIÓN DE LA 

COMPRENSIÓN DEL CONOCIMIENTO MATEMÁTICO 

C. Observación y recogida de datos 

D. Estudios y modelos 

Manifestaciones externas; 
complementariedad actuar-expresar 

E. Interpretación y valoración de
acciones 

Limitaciones; relatividad de la
valoración; valoración y
representación; valoración y
desarrollo 

F. Fundamentación del diagnóstico 

Elección de situaciones; necesidad de
una fundamentación fenómeno-
epistemológica 

I. Comprensión del conocimiento
matemático 

II. Diagnóstico y evaluación de
la comprensión del conocimiento
matemático 

III. Diagnóstico y evaluación
de la comprensión del algoritmo
estándar escrito para la
multiplicación de números
naturales 
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IV. CONSECUENCIAS PARA LA INVESTIGACIÓN 

      III. COMPRENSIÓN Y CÁLCULO ARITMÉTICO ELEMENTAL 

A
N

T
E

C
E

D
E

N
T

E
S

 (
II

) 

Figura 3. Estructura general de antecedentes



 

Los contenidos analizados se distribuyen según la estructura esquemática de la figura 3 
(primera fase), que refleja, el proceso de concreción seguido en el estudio. Tras esta fase 
se alcanza una síntesis estructurada y comentada de la información puntual recopilada 
en torno a los aspectos más relevantes del área problemática.  

Fase 2: análisis de relaciones 

A continuación se procede con la revisión crítica de la información recopilada y el 
estudio de las relaciones más destacadas entre los distintos campos revisados con objeto 
de extraer conclusiones operativas y prioridades para la investigación. De este modo, se 
hacen explícitos los principales resultados obtenidos del cruce de planteamientos entre 
autores y de la propia reflexión crítica realizada sobre sus principales supuestos.  

En consecuencia, la revisión primaria de información se emplea en esta segunda fase en 
función de su utilidad para la reflexión en torno a los temas centrales de la 
investigación, como son los relacionados con la complejidad del fenómeno de la 
comprensión, las características de los enfoques, aproximaciones y modelos sobre 
comprensión en Educación Matemática, el diagnóstico y evaluación de la comprensión, 
la influencia determinante del conocimiento matemático o la comprensión y su 
valoración en el ámbito específico de los algoritmos y el cálculo aritmético elementales, 
entre otros (figura 3, segunda fase). El resto de la información recogida, sobre la que no 
se realiza una discusión abierta, resulta secundaria para los objetivos de la investigación, 
si bien sirve para contextualizar y completar el ámbito de estudio en el que nos 
situamos.   

Por otra parte, en la investigación se consideró necesario realizar esfuerzos por 
establecer una base de conocimientos referencial y contrastada en torno a la 
comprensión del conocimiento matemático con objeto de evitar cualquier posición 
escéptica en lo que concierne a la posibilidad de alcanzar algún entendimiento sobre 
dicho fenómeno. En esta cuestión en particular, el Análisis Didáctico dio muestras de 
resultar especialmente eficaz como método para identificar aquellos nuevos 
conocimientos incorporables a esa base consensuada de conocimientos además de para 
presentar y caracterizar nuevas cuestiones problemáticas susceptibles de estudio.  

A modo de ejemplo, presentamos algunos de los resultados de distinto tipo obtenidos 
tras la aplicación del Análisis Didáctico en el contexto de la comprensión del 
conocimiento matemático. Sus diferencias pueden apreciarse con facilidad por los 
términos en los que se enuncian, quedando igualmente patente la articulación existente 
entre ellos: 

� Resultado primario referente a los enfoques elaborados en Educación Matemática: 

[RP] En Educación Matemática se identifican múltiples aproximaciones a la 
comprensión del conocimiento matemático, como la posición representacionalista 
(Hiebert y Carpenter, 1992; Davis, 1992; Castro et al., 1997; Romero, 2000), la 
aproximación histórico-empírica de Sierpinska (1990, 1994), la teoría del 
crecimiento de la comprensión matemática de Pirie y Kieren (Pirie y Kieren, 
1989, 1994; Kieren, Pirie y Gordon, 1999), los modelos de comprensión, de 
categorías y cognitivos (Nakahara, 1994; English y Halford, 1995; Ainley y 
Lowe, 1999) o los trabajos desarrollados con fines valorativos (Duffin y Simpson, 
1997; Godino, 2000, 2002) o curriculares (Hiebert et al., 1997; Fennema y 
Romberg, 1999).  

 



 

� Resultado secundario derivado del análisis de relaciones entre las distintas 
aproximaciones identificadas: 

[RS] En la investigación sobre comprensión del conocimiento matemático se 
suelen adoptar perspectivas diferentes, abordar cuestiones parciales y plantear 
objetivos no comunes a corto plazo. Los trabajos más recientes podrían situarse en 
alguno de los siguientes enfoques genéricos: 

(a) Enfoque directo (“principios” de la comprensión), donde se contempla la 
comprensión del conocimiento matemático desde una perspectiva amplia y 
profunda, centrándose el interés en el estudio de aspectos como su naturaleza, 
funcionamiento, evolución o valoración.  

(b) Enfoque indirecto (“consecuencias” de la comprensión), en el que se sitúan 
aquellos trabajos preocupados por el desarrollo de la comprensión matemática y 
por la gestión externa de los efectos que produce.  

En términos generales, podría afirmarse que el panorama actual sobre la 
comprensión en Didáctica de la Matemática muestra un carácter atomista, con un 
bajo nivel de cohesión entre los estudios del primer enfoque, un leve predominio 
de la aproximación representacionalista sobre el resto de orientaciones y una 
limitada articulación entre los estudios posicionados en los enfoques directo e 
indirecto.   

� Consecuencias con repercusiones directas para la investigación propia: 

[C1] Los procesos de comprensión se pueden estudiar desde puntos de vista 
diferentes, aunque las diferencias que surgen entre las distintas aproximaciones no 
implican necesariamente que algunas de ellas deban ser falsas. Los desacuerdos 
puntuales los entendemos más bien como necesarios para ir progresando en la 
línea de lograr un mayor entendimiento, el mayor  posible,  sobre el fenómeno de 
la comprensión. 

Ahora bien, al mismo tiempo: 

[C2] Somos partidarios de realizar esfuerzos en busca de teorías unificadoras que 
reúnan, vertebren y articulen los distintos planteamientos existentes en torno a la 
comprensión del conocimiento matemático. De hecho, admitimos tal posibilidad, 
de modo que apostamos por aproximaciones integradoras a la comprensión en 
matemáticas.  

 

El Análisis Didáctico como método para el estudio del conocimiento matemático 

El procedimiento metodológico derivado de la Aproximación a la comprensión 
desarrollada en el estudio tomado como ejemplo aborda el problema de la 
determinación y selección de situaciones adecuadas para ser empleadas en labores de 
diagnóstico y evaluación de la comprensión de conocimientos matemáticos particulares. 
Para llevar a cabo esta labor se ha contado de nuevo con el apoyo del Análisis 
Didáctico, orientado en esta ocasión al estudio de la epistemología y fenomenología del 
conocimiento matemático: 

-  De una parte, interesa analizar aquellos conocimientos que lo conforman o sustentan 
dado que su comprensión depende en gran medida de ellos. Además, conviene 
relacionar el conocimiento matemático en estudio con aquellos otros más próximos, en 



cuanto a su epistemología se refiere. En definitiva, como paso previo es necesario 
estudiar la naturaleza del conocimiento matemático seleccionado. 

-  De otra, también resulta esencial considerar la relación del conocimiento matemático 
con los fenómenos y situaciones que lo hacen significativo. Para ello, es preciso analizar 
previamente cuáles son estas situaciones y fundamentar todos los estudios de esta clase 
en el análisis fenomenológico2 del conocimiento matemático (Puig, 1997).  

La aportación del Análisis Didáctico en la configuración del método de valoración 
propuesto se concreta del siguiente modo:  

Primera fase 
 Se procede con el análisis de la información disponible en torno al conocimiento 
matemático, para lo que se realiza una revisión de una muestra representativa de libros 
de texto de matemáticas, una consulta específica de antecedentes de investigación 
centrada exclusivamente en aquellos aspectos fenómeno-epistemológicos relacionados 
con el conocimiento matemático en estudio y una revisión de obras de matemáticas y de 
formación didáctica donde esté presente dicho conocimiento.  

De este primer acercamiento, se extrae como resultados primarios (a) una batería inicial 
de situaciones y (b) unos primeros elementos caracterizadores de la epistemología y 
fenomenología del conocimiento.  

Segunda fase 

A partir de la reflexión realizada sobre el material recopilado en la fase anterior se lleva 
a cabo un primer intento de ordenación del conjunto situacional asociado al 
conocimiento, con una propuesta inicial de clasificación que es puesta a prueba a través 
de una consulta a expertos en Educación Matemática. De la consulta interesa considerar, 
sobre todo, las sugerencias de modificación y las posibilidades de ampliación tanto del 
campo de situaciones como de las propias categorías. 

A partir de aquí, el método prosigue con la caracterización de las estructuras 
epistemológica y fenomenológica asociadas al conocimiento matemático a partir de los 
resultados obtenidos en las etapas previas desarrolladas con la mediación del Análisis 
Didáctico. En Gallardo y González (2006) puede encontrarse una caracterización 
detallada de cada una de las categorías situacionales establecidas así como algunos 
resultados sobre la comprensión del algoritmo expuestos a través de ejemplos de 
situaciones resueltas por los alumnos.     

 

FRONTERAS DEL ANÁLISIS DIDÁCTICO 

En el transcurso de la aplicación del Análisis Didáctico surgen diversas limitaciones y 
dificultades que generan cuestiones específicas y dejan abiertas posibles vías de 
continuación y mejora del método para futuros estudios. Resumimos a continuación las 
que nos parecen más significativas. 

1. El control sobre las fuentes y tipos de información más relevantes plantea problemas 
de distinta índole. Como ejemplo, el acceso efectivo a la documentación a texto 
completo o el carácter versátil de los formatos empleados en la difusión del 
conocimiento son algunas de las dificultades destacables que influyen directamente 
sobre los resultados proporcionados por el método. Estas cuestiones, a las que no son 
ajenos otros procedimientos de revisión de antecedentes, fomentan la discusión en torno 
a cuáles son las posibilidades, y dónde habrían de establecerse los límites exigibles para 



la investigación, de adquisición efectiva de información y de representatividad del 
material bibliográfico recopilado. 

2. En este orden de reflexión, la información primaria proporcionada por el Análisis 
Didáctico, al igual que por cualquier otro método de revisión documental, debe 
considerarse necesariamente incompleta y provisional puesto que siempre cabe la 
posibilidad de una exploración de mayor alcance que integre los trabajos más recientes 
y contemple nueva información proveniente de otros campos diferentes a los 
considerados. Esta circunstancia genera cuestiones abiertas sobre la suficiencia de la 
revisión realizada y la justificación de su extensión en base a los propósitos de la 
investigación. No obstante, a pesar de tal limitación, entendemos que la revisión 
primaria sugerida por el Análisis Didáctico, dado que favorece la saturación3 en la 
información obtenida durante el proceso de recopilación, garantiza que las aportaciones 
sean representativas del conocimiento existente o al menos manifiesten un alcance 
considerable apto para los objetivos de la investigación a realizar.  

3. El Análisis Didáctico aspira a alcanzar una articulación sólida entre resultados 
primarios, resultados secundarios y consecuencias, lo que ha de entenderse, en lo que a 
especificación se refiere, como uno de los avances más significativos respecto a otros 
métodos de análisis de antecedentes. Pero al mismo tiempo ha de reconocerse que la red 
de relaciones entre tipos de resultados puede llegar a ser compleja y difícil de establecer 
si el campo de estudio es extenso y la profundidad pretendida en el análisis es elevada. 
Ante tal dificultad consideramos que son los propios propósitos de la investigación los 
que proporcionan en este caso las referencias precisas para delimitar las fronteras de la 
reflexión característica de la segunda fase del Análisis Didáctico.   

4. Respecto al uso del método como procedimiento para la identificación y ordenación 
de situaciones vinculadas a conocimientos matemáticos concretos, debemos aceptar, por 
una parte, el hecho de que es imposible mostrar la totalidad de situaciones en las que 
tiene sentido el empleo de un conocimiento matemático debido a su complejidad. Por 
otra parte, aunque admitamos como Puig (1998) que no es deseable en la investigación 
elaborar caracterizaciones exhaustivas y minuciosas para los conjuntos situacionales, sí 
recomendamos, con vistas a identificar en la práctica los límites de la aplicabilidad de 
los análisis fenómeno-epistemológicos, futuras reflexiones dirigidas a establecer unas 
pautas procedimentales precisas con las que poder desarrollar análisis certeros de forma 
sistemática con independencia de la complejidad del conocimiento matemático 
considerado. 

5. El Análisis Didáctico viene siendo empleado en el seno de la SEIEM en contextos 
distintos y con sentidos y propósitos diferentes. Como ejemplo, cabe destacar su uso en 
el ámbito de la formación de profesores como instrumento conceptual y metodológico 
para la planificación curricular y la organización a nivel local de la enseñanza de las 
matemáticas escolares (Gómez, 2002, 2006) y también bajo el enfoque ontosemiótico 
de la cognición e instrucción matemática en el terreno del análisis de tareas matemáticas 
particulares y de las actividades generadas en torno a ellas durante su resolución 
(Godino et al., 2003). En el empleo del Análisis Didáctico en estas perspectivas, al igual 
que en la variante descrita en este trabajo para el estudio del conocimiento matemático, 
puede reconocerse con facilidad un interés común por profundizar en la complejidad del 
conocimiento matemático y por establecer dimensiones, categorías o componentes con 
las que controlar dicha complejidad de forma efectiva y operativa. Al mismo tiempo, 
son evidentes también las diferencias entre las distintas configuraciones reseñadas, 
mostrándose en aspectos tan concretos como las dimensiones o componentes 
constitutivos del método en cada caso, los fines perseguidos en su aplicación o el agente 
propuesto para su ejecución efectiva. En nuestra opinión, esta situación reclama el 



desarrollo de nuevas reflexiones y actuaciones integradoras orientadas 
fundamentalmente a delimitar con mayor precisión las divergencias actuales y vincular 
en lo posible las distintas perspectivas existentes.  

 

COMENTARIOS FINALES 

La metodología de investigación en Educación Matemática es considerada uno de los 
temas prioritarios de discusión actual más determinantes para el desarrollo del área en 
las próximas décadas (English, 2002). Como contribución a esta línea de reflexión, en el 
presente trabajo se han expuesto los aspectos generales que configuran al Análisis 
Didáctico como procedimiento metodológico para la investigación en Educación 
Matemática, ilustrándose su operatividad mediante su aplicación en un estudio concreto 
desarrollado en el ámbito de la comprensión del conocimiento matemático.  

A nuestro entender, la potencialidad del método radica esencialmente en su capacidad 
para garantizar un nivel elevado de especificación y concreción para la fase de revisión 
de antecedentes, manifestando al mismo tiempo una alta disponibilidad para ser 
empleado en una amplia variedad de investigaciones. De igual forma, por su 
configuración entendemos que el Análisis Didáctico proporciona concreciones precisas 
que pueden resultar de interés en ámbitos tan relevantes como los relacionados con la 
calidad de la investigación (Simon, 2004) o la formación de investigadores en 
Educación Matemática.  

 

NOTAS 

1. En general, la aproximación a estas otras áreas con instrumentos metodológicos como 
el Análisis Didáctico nos permite apreciar de una mejor forma la contribución que el 
conocimiento generado en ellas realiza sobre los problemas de investigación específicos 
tratados en Educación Matemática. Tanto es así que parte de los resultados 
proporcionados por el Análisis Didáctico podrían contemplarse como indicadores de la 
influencia que otros campos de investigación ejerce sobre las cuestiones particulares 
estudiadas en Educación Matemática.  

2. Empleado aquí con un propósito diferente al de Freudenthal (1983) o Assude (1996); 
el objetivo principal no es la organización de la enseñanza de las matemáticas, sino el 
diagnóstico y la evaluación de la comprensión de un conocimiento matemático. 

3. Nos referimos al fenómeno que acontece cuando la fase de revisión primaria está 
avanzada y la incorporación de nuevas referencias y contenidos no resulta significativa 
para el conjunto de conocimientos previamente recopilados y estructurados, bien porque 
aportan información marginal o porque ya aparecen reflejados en él. Esta saturación 
puede contemplarse como un indicador de primer orden para constatar la amplitud y 
profundidad de la revisión realizada. 
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María Francisca Moreno Carretero, Universidad de Almería 

 

El término competencia está incorporado a nuestro quehacer habitual. Forma parte de 
del proceso de convergencia al Espacio Europeo de Educación Superior. Sorbona 98, 
Bolonia 99, Praga 01, Berlín 03,  Bergen 05, constituyen etapas de un proceso donde el 
aseguramiento de la calidad y la acreditación de las titulaciones son, entre otras, piezas 
clave para adoptar en Europa un sistema común de grados y oportunidades de trabajo. 
Existen redes para la garantía de la calidad y la acreditación ENQA1 (European 
Association for Quality Assurance), ECA (European Consortium for Accreditation,… a 
las que es fácil acceder a través de los enlaces a Convergencia Europea que ofrecen las 
universidades o las agencias de evaluación de la calidad, nacional o autonómicas. 

El nuevo enfoque de la formación universitaria en Europa exige el planteamiento por 
competencias, asociadas a cada perfil profesional, que constituyen la expresión de los 
requerimientos del entorno para los graduados universitarios de una determinada 
titulación y, en su caso, de una determinada especialidad. Las expectativas sociales 
genéricas, de carácter sistémico e instrumental, sobre aquello que un graduado ha de 
conocer, comprender o hacer tras recibir una formación universitaria se consideran 
recogidas en el listado de competencias enunciadas para el marco del Espacio Europeo 
de Educación Superior en el Proyecto Tuning (González & Wagenaar, 2003, pp.61-98).  

En lo que se refiere en nuestro país y al Grado en Matemáticas, el libro Blanco para ese 
grado promovido por ANECA recoge las competencias genéricas y específicas para el 
matemático y el profesor de matemáticas. Tenemos disponibles listados de 
competencias específicas para el futuro profesor de matemáticas de secundaria 
elaborados por grupos académicos españoles, sociedades de profesores de matemáticas, 
matemáticos y especialistas en Didáctica de la Matemática. Las denominadas 
competencias ITERMAT (Recio, 2004) expresan los requerimientos académicos, 
profesionales e institucionales respecto a la formación inicial de profesores de 
matemáticas en secundaria. También se ha abordado la caracterización de la calidad de 
los planes de formación de profesores de matemáticas en España (Rico et al., 2003; 
González-López et al., 2004). 

                                                 
1 Se adoptan los estándares y directrices propuestos por ENQA Standards and 
Guidelines for Quality Assurance in the European Higher Education Area 
http://www.bologna-bergen2005.no 
 



La presencia de las competencias y capacidades que involucran no sólo están presentes 
en el ámbito de la Convergencia Europea. PISA (Programme for International Student 
Assessment) identifica las competencias matemáticas de los estudiantes como elemento 
clave para organizar el área de conocimiento (matemáticas). Señala las siguientes 
competencias matemáticas: Pensar y razonar; Argumentar; Comunicar; Modelizar; 
 Plantear y resolver problemas; Representar; Utilizar el lenguaje simbólico, formal y 
técnico y sus operaciones. Niss (2003), partícipe en el proyecto PISA, presenta la 
noción de competencia como la habilidad para comprender, juzgar, hacer y usar las 
matemáticas en las situaciones en las que ellas pueden jugar un papel. Actualmente se 
están desarrollando líneas de trabajo enfocadas a caracterizar las competencias que debe 
tener el profesor de matemáticas de secundaria para ser capaz de promover la 
competencia matemática en sus estudiantes (Rico, 2005). 

Regresando a un marco más general, constatamos la presencia de términos asociados a 
la calidad, la acreditación, los análisis DAFO (debilidades, amenazas, fortalezas, 
oportunidades), la misión, la visión, etc. que están siendo integrados en nuestra 
actividad universitaria. Estos enfoques no son nuevos, pero si lo es la generalización de 
su utilización en contextos diferentes a los que fueron generados. Es necesario realizar 
un esfuerzo para clarificar su significado en nuestro ámbito docente e investigador. En 
concreto, el término competencia esta plagado de significados, tiene problemas de 
conceptualización, presenta dificultades en la taxonomización y es utilizado con sesgos 
en su interpretación. 

La finalidad del seminario de competencias es proporcionar un foro de discusión en el 
ámbito delimitado por la intersección de las competencias, especialmente matemáticas, 
y la investigación en Educación Matemática. 

El Dr. Poblete Ruíz de la universidad de Deusto, nos ofrece en su ponencia una visión 
general sobre las competencias. Describe la evolución del concepto de competencia 
desde su inicial utilización en el medio económico, industrial y laboral hasta la 
actualidad, donde constituye un factor clave del Espacio Europeo de Educación 
Superior. Señala la adquisición de competencias como clave para el nuevo paradigma 
educativo, facilitando una transferencia de las mismas al ámbito profesional y a la 
sociedad en general. Destaca la conveniencia de tener una concepción unívoca de las 
competencias, organizar los recursos para su desarrollo y evaluarlas. 

La aportación a este seminario del Dr. Puig Espinosa, de la universidad de Valencia, nos 
acerca a la investigación en Educación Matemática. El marco teórico y metodológico 
para la investigación en matemática educativa que Filloy denomina ‘de los Modelos 
Teóricos Locales’ incluye, como uno de sus componentes, la descripción de la 
competencia en el dominio cuya enseñanza y aprendizaje va a ser investigado. Analiza 
el sentido en que, en ese marco, se usa el término "competencia" y cómo está 
relacionado con los componentes de actuación y de enseñanza del modelo. Aporta 
ejemplos de la elaboración de modelos de competencia en investigaciones realizadas. 
Esto le conduce a examinar la relación entre la competencia en un dominio matemático 
y el análisis fenomenológico. 

La ponencia de la Dra. Burgués Flamarich, de la universidad de Barcelona, describe una 
investigación realizada en el ámbito de la formación inicial del futuro docente de 
Primaria. Organiza un desarrollo competencial de la actividad de formación profesional 
en matemáticas con un grupo de estudiantes para profesor de Primaria y analiza, como 
estudio de caso, a un grupo de tres profesores a lo largo de 11 actividades de un curso 
de 15 créditos, en el primer año del título de Maestro de Primaria. Propone un esquema 



para analizar el desarrollo de la práctica e identifica trayectorias de aprendizaje. 
Caracteriza los tipos de futuro docente entendiendo las matemáticas como práctica 
social. El hecho de otorgar una estructura competencial a los objetivos de formación, y 
reconocer competencialmente los distintos tipos de tareas formativas observadas, 
permite asociar a dichos niveles de implicación, las atribuciones competenciales 
matemáticas correspondientes. El diseño metodológico permite “evaluar” en cierto 
sentido al alumnado en función de dichas competencias. 

Sin ánimo de condicionar el desarrollo del debate y priorizando las preguntas o asuntos 
a discutir que puedan proponer los ponentes o los asistentes al seminario, señalamos:   

¿Qué significado le otorgamos a la competencia en matemáticas de los estudiantes? 
¿Qué capacidades involucra? ¿Cómo se evalúa el dominio de las competencias? 

¿Cómo formar a los profesores de matemáticas para que sean competentes en promover 
la alfabetización matemática de los estudiantes?  

¿Qué aporta la investigación en Educación Matemática a los procesos de aprendizaje 
enseñanza orientados por la perspectiva del desarrollo de las competencias 
matemáticas? 
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COMPARACIÓN DE PROBABILIDADES EN MAESTROS EN FORMACIÓN 
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Rodríguez 

Universidad de Granada 
Resumen 

En este trabajo presentamos un estudio sobre la capacidad de comparación de probabilidades y 
estrategias empleadas por maestros en formación. Contemplamos los distintos niveles de dificultad de 
comparación de fracciones identificados por Noelting, aunque en algunos ítems se incorporan elementos 
de tipo subjetivo. Los resultados son algo mejores que los de las investigaciones realizadas con alumnos 
de 10 a 14 años, aunque no en todos los ítems y muestran una gran dificultad de los participantes al 
resolver estas tareas. Finalizamos con algunas implicaciones para la formación de profesores en el 
campo de la probabilidad. 

Abstract 

In this paper we present a research on future primary school teachers’ capacity and strategies in 
comparing probabilities. We take into account the different levels of difficulty in comparing fractions 
identified by Noelting as well as subjective elements that are included in some items. Results were better 
than those in research carried out with 10-14 year-olds children, but not in all the items and suggest 
great difficulty of participants in solving these tasks. We conclude with some implications for training 
teachers in probability. 

 

INTRODUCCION 
En los últimos años se ha producido una reforma de la enseñanza obligatoria, que 
concede un mayor peso al estudio de la Probabilidad. Los currículos de la Ley Orgánica 
de Ordenación General del Sistema Educativo (L.O.G.S.E, 1990) así como los decretos 
que la desarrollan (M.E.C., 1991, 2001), los estándares del National Council of 
Teachers of Matematics (2000) y otros documentos curriculares enfatizan la necesidad 
de iniciar lo antes posible el estudio de los fenómenos aleatorios y de cambiar la 
metodología de enseñanza para hacerla más activa y exploratoria. Un punto 
fundamental es la formación de los profesores que han de llevar a cabo la enseñanza 
(Stohl, 2005).  

El hecho de que muchos maestros en formación provengan del Bachillerato de 
Humanidades, nos  motivó a plantearnos la pregunta de si efectivamente estos futuros 
maestros tienen suficientes conocimientos de probabilidad para enseñar el tema. Para 
obtener una primera aproximación a la respuesta, en este trabajo presentamos un estudio 
de evaluación inicial de la capacidad de los futuros profesores de educación primaria 
para resolver problemas elementales de comparación de probabilidades. Para ello 
analizamos las respuestas de 102 estudiantes de magisterio al cuestionario construido 
por Cañizares (1997) para evaluar esta misma capacidad en los alumnos de 10 a 14 
años. 

Pretendemos después analizar las semejanzas o diferencias con los resultados de los 
alumnos que participaron en la investigación de Cañizares (1997). A continuación 
describimos la investigación previa, el cuestionario y los resultados obtenidos. 
Comparación de probabilidades en los niños y adolescentes 
La investigación sobre la capacidad de los niños y adolescentes en la comparación de 
probabilidades, comienza con Piaget e Inhelder (1951), quienes describen diferentes 
niveles, en función de las estrategias y respuestas correctas, utilizando como dispositivo 
experimental bolas en urnas, fichas y otros materiales. Otros autores como Yost y cols. 



(1962), Goldberg (1966), Davies (1965), Hoeman y Ross (1971), Falk y cols. (1980), 
Green (1983), Truran (1994), O’Connell, (1999).  continúan este trabajo. Fischbein y 
cols. (1970), compararon el razonamiento de niños con y sin instrucción, confirmando 
la mejora del razonamiento después de la misma y la conveniencia de enseñar 
probabilidad a partir de los 10 años. En estos trabajos se tiene también en cuenta que un 
problema de comparación de probabilidades entraña la comparación de dos fracciones, 
por lo que un requisito es el nivel de desarrollo de razonamiento proporcional. Por ello 
las tareas empleadas se organizan en función de los estadios descritos  en este tema 
Noelting (1980 a y b). Un resumen de estos y otros trabajos se incluye en Cañizares 
(1997). 

 

Investigaciones relacionadas con la formación en probabilidad de futuros profesores 
El gran esfuerzo de investigación sobre formación de profesores en la pasada década 
apenas se refleja para el caso de la probabilidad, como se pone de manifiesto en el 
reciente  ICMI Study 15, donde sólo se presentó un trabajo (entre unos 150) sobre el 
tema. También se observa al analizar los contenidos de la revista Journal of 
Mathematics Teacher Education, o en el survey de Stohl (2005). A pesar de ello 
progresivamente se está formando un cuerpo de conocimientos que señala la existencia 
de concepciones erróneas y dificultades en relación a la probabilidad en este colectivo 
(ver por ejemplo, las investigaciones de Azcárate (1995) o Cardeñoso (2001) y trabajos 
posteriores de los mismos autores. También se inician algunas experiencias  (por 
ejemplo, López, 2006 y trabajos anteriores de la misma autora) que analizan la forma en 
que los profesores diseñan y llevan a cabo unidades didácticas para la enseñanza de la 
probabilidad, sobre todo en la escuela primaria, que muestran la gran dificultad de estos 
profesores al enfrentarse a conceptos nuevos para ellos. En otros casos (por ejemplo, 
Batanero, Godino  y Cañizares, 2005) se describe el efecto de experiencias de 
enseñanza basadas en simulación sobre la superación de algunos sesgos en el 
razonamiento. 

En este trabajo queremos contribuir a esta problemática, con objeto de mejorar nuestra 
acción didáctica de formación de profesores en el campo de la probabilidad.  

 

MÉTODO 
La muestra de la cual se tomaron los datos estuvo formada por 102 maestros en 
formación de la Facultad de Educación y Humanidades de Melilla, de los tres cursos y 
de todas las especialidades salvo Audición y Lenguaje, con una media aritmética de 
edad de 21 años. Estos estudiantes, en general, tienen escasa formación matemática, y 
en particular probabilística. 

El cuestionario estuvo compuesto de 7 ítems  en los que se pide decidir cuál, entre dos 
cajas con fichas blancas y negras da mayor probabilidad de un cierto color. Se pide 
argumentar la respuesta. Los ítem 2, 3, 6 y 7, tomados de Green (1983)  son similares al 
1, presentado a continuación, variando la composición de las urnas y el orden de los 
distractores. 
Item 1.- En la caja A se han metido 3 fichas negras y 1 ficha blanca. En la caja B se han metido 2 fichas 
negras y 1 ficha blanca. (Se proporcionaba a los niños y a los maestros en formación un dibujo mostrando 
la composición de las urnas) 

Si tienes que sacar una ficha negra para ganar un premio, sin mirar dentro de la caja, ¿Cuál elegirías para 
hacerla extracción? Señala la respuesta correcta: 



A. La caja A da mayores posibilidades de obtener una ficha negra___  

B. La caja B da mayores posibilidades de obtener una ficha negra ___  

C. Las dos cajas dan la misma posibilidad......................................___  

D. No lo se...................................................................................___ 

¿Por qué? ............................................................................................................. 

 

Los ítems 4 y 5, tomados del cuestionario de Fischbein y Gazit (1984), introducen 
algunos factores subjetivos que en la investigación de Cañizares (1997) tuvieron una 
influencia, tanto en los resultados como en las estrategias empleadas. 
Item 4.- Pilar tiene 10 años. En su caja hay 40 bolas blancas y 20 negras. Rosa tiene 8 años. En su caja 
hay 30 bolas blancas y 15 negras. Cada una saca una bola de su propia caja sin mirar. Rosa opina que 
Pilar tiene mayor posibilidad de extraer una bola blanca porque ella es mayor, y por tanto es la más 
inteligente de las dos. ¿Cuál es tu opinión? 

Item 5.- Eduardo tiene en su caja 10 bolas blancas y 20 negras. Luis tiene en su caja 30 bolas blancas y 
60 negras. Juegan una partida de azar. El ganador es el niño que saque primero una bola blanca. Si ambos 
sacan simultáneamente una bola blanca o una bola negra, ninguno gana, devuelven las bolas a las cajas y 
la partida continúa. Eduardo afirma que el juego no es justo porque en la caja de Luis hay más bolas 
blancas que en la suya. ¿Cuál es tu opinión ? 

 

Tabla 1. Clasificación de los ítems según los niveles descritos por Noelting 

Item Composición (favorables, 
desfavorables) cada caja 

Tipo 
(Noelting) 

Estrategia posible Otros 

1 (3,1); (2,1) Ia Comparar casos 
favorables 

  

2 (5,2); (5,3) Ib; Comparar casos 
desfavorables 

  

3 (2,2); (4,4) IIa; Correspondencia   

4 (40,20); (30.15) IIb; Correspondencia Factores subjetivos

5 (10,20); (30.60) IIb; Correspondencia Factores subjetivos

6 (12,4); (20,10) IIIa; Correspondencia   

7 (7,5); (5,3) IIIb; Reducir común 
denominador 

  

Puesto que, en los items puede aplicarse el principio de indiferencia, nos encontramos 
ante un ejemplo en que la asignación de probabilidades debe hacerse aplicando la regla 
de Laplace. Para resolver el problema es necesario, por tanto, comparar dos fracciones 
dadas. Además de ello, se debe movilizar la concepción sobre el experimento aleatorio, 
diferenciar los posibles sucesos en este experimento (espacio muestral), asociar el 
número de casos favorables al suceso dado, el número de casos desfavorables al suceso 
contrario y considerar el número total de bolas como conjunto de posibilidades.  En la 
Tabla 1 se clasifican los ítems de acuerdo al nivel requerido de razonamiento 
proporcional en la categoría de Noelting (1980 a y b). 

 



RESULTADOS Y DISCUSION 
En la Tabla 2 presentamos los porcentajes de respuestas correctas a los ítems propuestos 
en cada grupo de edad de los alumnos que participaron en la investigación de Cañizares 
(1997) que muestra una mejora general con la edad, en los tres primeros, habiendo 
mayor dificultad en los que involucran mayor nivel de razonamiento proporcional o 
elementos subjetivos. 

En nuestro caso, se observa una mejora respecto a la media global de resultados de los 
niños en todos excepto el primero. Por otro lado resultó el más difícil el ítem 7, en que 
la falta de proporcionalidad entre las cuatro cifras presentadas obliga al sujeto a un 
cálculo de proporciones  (75 % errores en  los futuros maestros). Le sigue el ítem 4, 
donde se produce la inversión del orden de dificultad, respecto al previsto en la 
clasificación de Noelting, posiblemente debido a los distractores de tipo subjetivo (70 % 
de errores en maestros). Otro ítem difícil es el 5  con 57% de errores, también con 
elementos subjetivos. Los tres primeros ítems muestran un resultado algo mejor en los 
maestros y alrededor del 30% de errores y el 4 un 40% de errores. 

 

Tabla 2 : Porcentaje de respuestas correctas en los ítems 

 Alumnos  Maestros 

Item 10-11 
(n=36) 

11-12 
(n=37)

12-13 
(n=38)

13-14 
(n=32)

Total 
(n=143)

Total 
(102) 

1 75.0 70.3 86.8 87.5 79.7 79.4 

2 52.8 67.6 65.8 56.2 60.8 68.6 

3 47.2 54.1 81.6 73.6 63.6 72.5 

4 6.0 27.0 23.6 23.8 20.0 29.4 

5 13.9 32.4 39.5 43.7 32.5 43.1 

6 30.6 27.0 34.2 21.9 28.7 59.8 

7 19.4 5.41 5.3 6.2 9.1 25.5 

 

Estos resultados son preocupantes, dado la sencillez de los problemas (comparación de 
probabilidades simples) y el alto número de errores, tanto en los que involucran 
comparación de fracciones como en los que incluyen elementos subjetivos. 

 

Estrategias de los futuros profesores en la comparación de probabilidades 
Un segundo punto de estudio fue el análisis de las estrategias empleadas, pues los 
alumnos pueden haber elegido una respuesta correcta siguiendo un razonamiento 
incorrecto. A continuación analizamos estas estrategias, usando la misma clasificación 
que Cañizares (1997) empleó con los alumnos de 10 a 14 años, que son las siguientes: 



A1) Comparación  del número de casos posibles: Consiste en elegir la caja que 
contenga mayor número de bolas. Esta estrategia, aunque puede generar una respuesta 
correcta al ítem 1, carece de base lógica  

A2) Comparación del número de casos favorables: Es la estrategia más simple, ya que 
de los cuatro datos proporcionados en el problema, sólo se comparan dos. Esta 
estrategia la hemos considerado pertinente en el ítem 1, y aplicada a cualquier otro 
genera respuestas incorrectas.  

A3) Comparación del número de casos desfavorables: Cuando, una vez intentada la 
anterior, existe igualdad de casos favorables, los sujetos centran su atención sobre el 
número de casos desfavorables. El único ítem en el que la justificación mediante esta 
estrategia daría lugar a una respuesta correcta es el 2,  

A4) Estrategias aditivas: Los alumnos que utilizan esta estrategia tienen en cuenta los 
casos favorables, los desfavorables y los posibles, simultáneamente, pero gestionan los 
datos por medio de alguna operación aditiva para poder establecer la comparación. En 
general, estas estrategias no se consideran pertinentes.  

A5) Estrategia de correspondencia: Consiste en establecer un criterio de 
proporcionalidad en una fracción y aplicarlo a la otra. Piaget e Inhelder (1951) afirman 
que, a falta de un cálculo de fracciones, el sujeto determina las dobles relaciones por un 
sistema de correspondencias cuando las proporciones o desproporciones no aparecen 
como inmediatas. Nosotros hemos considerado este razonamiento pertinente para 
resolver correctamente los ítems 3, 4, 5 y 6.  

A6) Estrategias multiplicativas: Esta estrategia, desarrollada, según Piaget e Inhelder 
(1951) en el período de las operaciones formales, es sin duda, la más elaborada y 
requiere del dominio del cálculo con fracciones.  Esta estrategia resuelve con éxito 
todos los ítems.  

A7) Otros tipos: por ejemplo, hacer referencia a la suerte, fijarse en la posición de las 
bolas en el dibujo o utilizar cualquier otro procedimiento. 

 

En la tabla 3, donde se han sombreado las estrategias correctas para cada ítem, 
observamos que  para algunos ítems (7, 6, 2) hay menor porcentaje de estrategias 
correctas que de respuestas correctas, lo que implica que la dificultad de los problemas 
es todavía mayor que la que aparece en la tabla anterior, puesto que algunos alumnos 
obtuvieron en estos ítems respuestas correctas con un razonamiento inadecuado.  Por el 
contrario, en el ítem 5  algunos estudiantes que usan estrategias adecuadas, no llegan a 
la solución, influidos por los elementos subjetivos del ítem. En el resto, los porcentajes 
de estrategias y respuestas correctas se corresponden. 

Tabla 3: Porcentaje de estrategias según ítem 

 Item 1 Item 2 Item 3 Item 4 Item 5 Item 6 Item 7 

Casos posibles 4  (2)  (2)  (2)  (2)  (0)  (2) 

Casos favorables (56.8) (28.4)  (9.8) (28.4)  11.8) 20.6) (10.8) 

Casos desfavorables  (2.9) (31.4) (0) (0) (2) (8.8)  (4.9) 



Aditivas  (5.9) (13.7)  (6.9)  (1)  (1) (24.5) (36.3) 

Correspondencia  (2)  (2.9)  (50) (15.7) (43.1) (15.7) (18.6) 

Multiplicativa (17.6) (12.7) (20.6) (13.7) (14.7) (15.7) (13.7) 

No responde o incompleta  (9.8)  (7.8)  (9.8)  (30)  (12.8)  (13.7)  (11.8)

 

Respecto a la investigación de Cañizares (1997) los futuros maestros hacen mayor uso 
de estrategias correctas y, en general multiplicativas y correspondencias, lo cual 
corresponde a mayor razonamiento proporcional, aunque todavía hay un grupo 
importante que usa estrategias aditivas. 

 

CONCLUSIONES 
Nuestros resultados apuntan la necesidad de reforzar la formación probabilística 
elemental, de los futuros profesores  de educación primaria que difícilmente podrán 
enseñar un tema en que muestran dificultades tan notables. Además de la falta de 
razonamiento proporcional en algunos problemas, se ha observado la influencia de 
factores del problema que inducen la asignación de probabilidades subjetivas, 
especialmente en los dos ítems tomados del cuestionario de Fischbein y Gazit. Como 
consecuencia, el formador de profesores debe tenerlos en cuenta, además del 
razonamiento proporcional, al abordar la enseñanza de la probabilidad  en las 
Facultades de Educación.  

Creemos que un medio de enfrentar a los alumnos con estas concepciones y ayudarles a 
superarlas es ponerle en contacto con situaciones experimentales sobre probabilidad, 
como las recomendadas en los diseños curriculares de educación primaria. Pensamos 
que se debe  prestar más atención al tema en los programas de formación de profesores 
de educación primaria (Vacc, 1995). Ello permitirá también preparar a los profesores en 
la componente didáctica, mostrándoles situaciones de uso en el aula, metodología 
didáctica y los aspectos cognitivos.  
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LAS COMPETENCIAS, INSTRUMENTO PARA UN CAMBIO DE 

PARADIGMA 
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Resumen 

El concepto de competencia surgió en la década de los setenta, como 
respuesta a un cambio en el ámbito económico, industrial y laboral. Existía 
la necesidad de reconvertir la mano de obra en función del nuevo mapa 
profesional-laboral. 

Fue, pues, adoptado en el contexto de la capacitación profesional, pasando 
a ser, en la actualidad, un factor clave del cambio en el Espacio Europeo de 
Educación Superior(EEES). Para ello el concepto mismo de competencia ha 
evolucionado a través de diversos modelos y planteamientos, convirtiéndose 
en uno de los dos puntos clave para el logro de la Convergencia Europea, 
que son los créditos en ECTS y las propias Competencias. 

La Competencia viene a ser un concepto integrador, cuya aplicación supone 
un cambio coperniquiano en la docencia. Se marcan de nuevo los territorios 
y se redefinen los roles. Hay que pasar de una Enseñanza administrada de 
manera asimétrica a una Enseñanza-Aprendizaje, que logre hacer al 
estudiante responsable de su aprendizaje y del profesor, un facilitador del 
mismo. 

La adquisición de competencias es clave en el nuevo paradigma educativo, 
con el fin de lograr una transferencia de las mismas al ámbito profesional y 
a la sociedad en general. Para ello conviene tener una concepción unívoca 
sobre las competencias, organizar los recursos para su desarrollo y 
evaluarlas. 

 
 
INTRODUCCIÓN    
Cuando hace unos años comencé a trabajar en el equipo de Innovación de la 
Universidad y se me encomendó la Coordinación del Proyecto de Competencias, me 
planteaba la realidad de las competencias como un nuevo paradigma, ya que suponía 
para mí una nueva terminología, una forma de pensar diferente y unas nuevas normas de 
actuación (Poblete, 2004). Hoy creo que las competencias son una herramienta para 
llegar al nuevo paradigma, que es la educación planteada desde el estudiante y no desde 
el profesor.  

Diseñar un programa de enseñanza desde el profesor, con el convencimiento de que la 
ciencia (los datos, la información, el conocimiento, la sabiduría) (Pressman, 1995) 
estaban en su poder. Organizar la administración de datos y saberes de cara a los 
alumnos con el fin de que éstos los captasen, entendiesen y “devolviesen” en su 
momento para ser calificados. Este era el paradigma. La planificación, la gestión en el 
aula, la evaluación, obedecían a unas normas muy estandarizadas. 

Realizar un programa contando con que el estudiante tiene datos, que él puede lograr 
informaciones y es capaz de, ayudado, elaborar conocimientos, que, compartidos 
formarán parte de una nueva cultura, que se convertirá en sabiduría.  



Hacer al estudiante responsable de su aprendizaje, ayudarle a prepararse para que se 
inserte en la sociedad no como un profesional gran conocedor de lo suyo, sino como un 
profesional ciudadano capaz de resolver problemas en un área determinada, exige unos 
comportamientos distintos a los de nuestra práctica docente.      

Me impresiona y, al mismo tiempo, me estimula, estar en este X Simposio del SEIEM 
ante un colectivo de profesores centrados en una de las especialidades científicas más 
antigua, si no la que más; básica para otras (es posible que para todas) disciplinas 
científicas y profesionales y avanzadilla junto a las innovaciones tecnológicas de última 
generación. 

También para vosotros, como docentes, suponen un cambio de paradigma los 
comportamientos que se nos exigen en el marco de la Convergencia Europea para una 
ajustada integración en el  Espacio Europeo de Educación Superior (EEES, cuya 
apertura oficial tenemos a cuatro años vista. 

 

CONTEXTUALIZACIÓN 
La realidad es compleja y resumir en unos pocos tópicos el momento en que se da el 
actual proceso de cambio es difícil y puede resultar simplista. Nos limitaremos a 
apuntar los que consideramos más importantes y evidentes en relación con el tema que 
nos proponemos desarrollar. 

Los cambios habidos en los distintos ámbitos estas tres últimas décadas han introducido 
variables muy potentes que han transformado la sociedad y, en concreto, la conexión 
entre el ámbito universitario y la empleabilidad de los titulados que salen de él. Una de 
las principales consecuencias ha sido el elevado nivel de exigencia profesional. El 
centro de gravedad de la empleabilidad se ha desplazado desde la institución al 
individuo. La seguridad de empleo no debe buscarse en la empresa, institución, 
administración publica, sino que debe radicar en la valía de cada uno.    

 

Desarrollo de las nuevas tecnologías. 
De la mano de las TICs aplicadas a ámbitos del trabajo, de la investigación y del estudio 
se ha producido un cambio acelerado.  

Los continuos avances científicos en astrofísica, biotecnología y genética no son más 
que una muestra del grado en que una herramienta potente puede favorecer el logro de 
importantes objetivos, impensables hace tan solo unas pocas décadas. La aplicación de 
la tecnología a campos muy diversos forman parte del núcleo duro del cambio. 

 

Predominio de la gestión del cambio sobre el cambio mismo. 
La fuerza generada por la cadena de causalidad hace que, una vez iniciado el cambio, el 
pararse sea sinónimo de fracaso. La única manera de evitar el fracaso es aplicar un 
enfoque sistémico, riguroso y gradual a la organización en desarrollo (Poblete, 2000) y 
entrar en procesos de innovación y mejora permanente. Y por necesidad, a la persona, 
elemento básico e imprescindible de la propia organización. 

Se ha hecho necesario sustituir el concepto de cambio episódico por el de cambio 
continuo (Weck y Quinn, 1999), a la hora de intervenir sobre el cambio.  
 



Transformaciones profundas en el ámbito laboral-profesional. 
Tanto las innovaciones técnicas y tecnológicas, como la globalización han llevado a 
considerar el trabajo como centro del empleo y no a la inversa. Con ello se ha 
flexibilizado enormemente el empleo y se ha diversificado la forma de trabajar. Se ha 
pasado en poco más de una generación de hacer unos estudios profesionales o 
universitarios para encontrar un empleo, a prepararse a conciencia para desarrollar un 
trabajo, sea éste por cuenta propia, por cuenta ajena, presencialmente, a distancia, 
virtualmente, teletrabajo (Caspar, 1994), a tiempo parcial, por proyectos, etc.  

Nuestros padres nos decían: “Estudia para conseguir un buen empleo (para ser 
empleado de una  

gran empresa o institución, si es de la Administración Pública, mejor)” Hoy el mensaje 
que emitimos los padres a nuestros hijos es: “Estudia algo que te guste y trata de 
encontrar un trabajo en que desarrolles lo que has estudiado (el trabajo no tiene por qué 
ser necesariamente de empleado)”. 

En este contexto la Universidad debe dar una respuesta adecuada.  

 

LA FUERZA DE LOS PARADIGMAS 
Según el diccionario científico, paradigma es el conjunto de hábitos, técnicas, normas 
metodológicas, ideas filosóficas que, junto con determinadas teorías científicas, 
dominan en el seno de una comunidad científica (Espasa Calpe, 2003). 

Sobre la base de paradigmas se organiza y evoluciona la ciencia. Para Thomas Kühn 
(1962), epistemólogo y filósofo de la ciencia, un paradigma es un logro de gran 
importancia, que cambia la manera de hacer ciencia de los que practican las disciplinas 
afectadas.  

Los planteamientos de Copérnico cambiaron, no sólo la concepción científica del 
Universo, sino también otros aspectos vinculados a la vida y a la ciencia, como en aquel 
tiempo era la religión. La concepción de la mecánica de Newton, que une Astronomía y 
Mecánica terrestre constituyéndose en una macrociencia o la que se ha venido a llamar 
Física Moderna, fue un nuevo paradigma. En esta misma línea, en el reciente siglo 
pasado Einstein y Plank introdujeron un nuevo paradigma, que “relativiza” las teorías 
newtonianas. 

En estas tres situaciones puestas como ejemplo y referencia, observamos que los 
paradigmas hacen avanzar la ciencia. Podemos afirmar que contribuyeron 
definitivamente a desarrollar el conocimiento de la realidad en una dirección y que, al 
mismo tiempo, significaron la superación de otros paradigmas, que ejercieron tanta o 
mayor fuerza de resistencia antes de imponerse los nuevos paradigmas. 

Los nuevos paradigmas suelen partir de hallazgos parciales, a veces fortuitos (por 
“serendipity”), pero llegan a constituirse de forma radical y, en el proceso de cambio, 
ejercen un gran poder mediante la asociación innovación-resistencia que debe dar lugar 
a una alternativa que siempre será diferente a la del punto de partida. 

En el pasado, el choque de paradigmas ha llegado a producir hasta ejecuciones en la 
hoguera y no siempre en sentido figurado. También es cierto que hablamos de 
paradigmas que han logrado imponerse. Sin embargo, no pasan a la historia otros, por 
no haber sido lo suficientemente fuertes para vencer la resistencia de viejos paradigmas. 



Si aplicamos el concepto de paradigma a nuestro campo profesional, hay paradigmas 
que proporcionan métodos de éxito, útiles para entender bien una ejecutoria profesional, 
para identificar problemas, para establecer límites, para interpretar la realidad, para 
generalizar. Todos ellos tienen un efecto positivo, aportando seguridad desde el punto 
de vista intelectual y desde el punto de vista práctico. También tienen todos ellos un 
aspecto limitativo de constituirse en manera única de interpretar la actualidad y, por 
tanto, de actuar. 
 

SUPUESTOS DEL  ANTERIOR 
PARADIGMA DE LA ENSEÑANZA 

UNIVERSITARIA 

SIN EMBARGO,  
LA REALIDAD ES QUE... 

El profesor lo sabe todo. 
 

El profesor sabe mucho (no todo) 
acerca de la materia que imparte. Debe 
estar en continuo proceso de 
aprendizaje. Hay aspectos de la 
realidad en que el estudiante sabe más 
que el profesor. 

El profesor es responsable de la  
enseñanza. 

El profesor es corresponsable del 
proceso enseñanza-aprendizaje. La 
responsabilidad del aprendizaje es del 
estudiante. 

El alumno es una “tabla rasa”, no sabe 
nada sobre la materia que se imparte en 
clase. 

El estudiante sabe muchas cosas con 
las que hay que conectar las nuevas 
enseñanzas. Algunas cosas de las que 
sabe están relacionadas con el 
contenido de la asignatura. 

La clase homogeneiza las 
individualidades de los alumnos. La 
enseñanza se adapta a la “producción en 
serie”, emblema de cualquier proceso 
productivo. 

Los estudiantes son “diversos”. Cada 
uno tiene sus conocimientos, sus 
previos y sus intereses. 

La información, la ciencia, la sabiduría, 
la aplicación proceden exclusivamente 
del profesor. 
 

Hay estudiantes capaces, al menos, de 
manejar medios técnicos con gran 
destreza y saben buscar informaciones 
de otras fuentes. 

La presentación de la información 
corresponde con el proceso de 
aprendizaje del estudiante. 
 

Cada estudiante tiene su propio estilo y 
ritmo de aprendizaje. 

El profesor mediante el examen cierra el 
circuito de la transmisión de 
información. El profesor comprueba la 
información devuelta por el estudiante, 
lee y califica, cerrando el circuito.  

El profesor debe evaluar no sólo el 
resultado del proceso de aprendizaje, 
sino su desarrollo (de la misma manera 
que la calidad del producto no se 
controla y evalúa al final del proceso, 
sino que “se hace” durante todo el 
proceso). 

 
Cuadro 1: Supuestos y realidades (I) 



 
 

SUPUESTOS DEL  ANTERIOR 
PARADIGMA DE LA ENSEÑANZA 

UNIVERSITARIA 

SIN EMBARGO,  
LA REALIDAD ES QUE... 

El registro memorístico del estudiante 
en un examen se corresponde con la 
calidad de su proceso de aprendizaje. 
 

La memoria es una aptitud importante 
en los procesos de aprendizaje y forma 
parte de algunas competencias. Ni es lo 
esencial del aprendizaje, ni constituye 
una competencia.  

El contexto es independiente del 
proceso de aprendizaje. 

El estudiante, como agente responsable 
de su aprendizaje y como persona que 
es no puede abstraerse del contexto en 
que vive, ni de las metodologías 
didácticas que se empleen.  

 
Cuadro 2: Supuestos y realidades (II) 

 
 

Estos tópicos nos llevan a representar gráficamente un primer paradigma de la siguiente 
manera:  
 

MODELO TRADICIONAL DEL 
PROCESO DE FORMACIÓN

TRASMITE INFORMACIÓN ELABORA Y TRANSMITE
CONOCIMIENTOS

EVALÚA

PROFESOR

ALUMNO

DECIDE SOBRE FORMA DE EXPOSICIÓN, RECURSOS A 
UTILIZAR, PRÁCTICAS DENTRO Y FUERA DE CLASE, 

PARTICIPACIÓN DEL ALUMNO, ETC.

 
 

Gráfico 1: Modelo tradicional de enseñanza. 
 
 
Un segundo modelo, que responda mejor a la realidad actual en que el receptor de la 
enseñanza y su contexto ha cambiado sustancialmente puede ser:  



 

MODELO ALTERNATIVO DEL 
PROCESO DE FORMACIÓN

DIRIGE ACTIVIDADES Y TAREAS

SELECCIONA
INFORMACIÓN

PROFESOR ESTUDIANTE

COMPARTE DECISIONES
CON OTROS PROFESORES

DISEÑA PROGRAMAS Y 
GESTIONA RECURSOS

ELABORA CONTENIDOS

INCORPORA PENSAMIENTOS,
CONVENCIMIENTOS

PARTICIPA EN UNA
NUEVA CULTURA

 
 

Gráfico 2: Modelo alternativo de enseñanza. 
 

Ante la entrada en el EEES hay países que lo tienen más fácil que otros. El modelo 
anglosajón de enseñanza superior está más en consonancia con los nuevos 
requerimientos de la Convergencia Europea que el modelo napoleónico de universidad 
que ha sido nuestro paradigma. Paradójicamente, éste supuso una ruptura con una 
tradición de universidad europea en que era más frecuente que ahora estudiar en la 
Sorbona, completar estudios en Salamanca, ser lector en Tübinga y profesor en 
Coimbra, “ En aquellos tiempos los estudiantes y los académicos solían circular 
libremente y difundían sus conocimientos por todo el Continente” (Declaración de la 
Sorbona, 1998). 

Einstein decía que es más fácil desintegrar un átomo que un prejuicio. Sin elevar el 
prejuicio a la categoría de paradigma, hemos de reconocer que ambos tienen en común 
una gran fuerza de fijación y de resistencia al cambio. 

Toda la grandeza y todas las restricciones que presenta un  paradigma podemos 
aplicarlas a la forma de organizar una parte de la realidad humana en el medio laboral-
profesional como son las competencias. 

Desde mediados de la pasada década se habla con fuerza de las competencias 
profesionales. Parecen alumbrarse en torno a este concepto nuevos modelos y enfoques. 
El enfoque de las competencias ha surgido en el mundo del trabajo, más concretamente 
en el ámbito del empleo. Desde un enfoque funcional de adaptación del individuo al 
perfil del puesto de trabajo.  

Se ha comprobado que el enfoque de competencias aporta soluciones (así ha sucedido 
en el dominio de la formación profesional), no sólo a la hora de encajar persona/puesto 
de trabajo, sino que también se ha tenido en cuenta el saber estar y la integridad de la 
persona en diversas y cambiantes situaciones, se ha deducido que no es solamente una 
cuestión de formación complementaria para la adaptación, sino un planteamiento que va 
más allá de la formación en una especialidad laboral. 



 

Se ha creado la necesidad de rediseñar en parámetros de competencias la educación de 
la persona con proyección, no sólo en el mundo laboral, sino en la vida toda. La 
Universidad, los Colegios y Escuelas en países más desarrollados incluyen en sus 
proyectos curriculares la educación en competencias. Es más diseñan los programas de 
enseñanza por competencias.  

Es la posibilidad de que profundicemos en que el Homo Competens es una realidad que 
puede hacer evolucionar la consideración y actuación de la persona en la sociedad y 
puede representar una etapa de cambio y consolidación de un mejor estar y ser de la 
persona en la vida. 

  

EJEMPLO DE LO DICHO 
En 1999 la Revista de Management de los Ingenieros USA publicó el resultado de un 
estudio sobre competencias demandadas por las empresas a los Ingenieros que forman 
parte de sus plantillas. Según los criterios aprobados por el Comité de Acreditación para 
Ingeniería y Tecnología (ABET), organismo acreditador de los programas de Ingeniería 
de las Universidades USA. Dichos programas deben demostrar que sus titulados tienen 
24 competencias básicas, según el listado que se presenta más abajo. 

Se realizaron entrevistas a unos sesenta supervisores de ingenieros, preguntándoles qué 
importancia atribuyen a dichas competencias en el trabajo diario de sus subordinados. 
El resultado queda reflejado en el siguiente cuadro: 
 

II SIMPOSIO DE PSICOLOGIA ORGANIZACIONAL DEL TEC DE MONTERREY

7CONOCIMIENTOS PROFUNDOS DE INGENIERIA24

8COSTES Y CONTABILIDAD23

10ESTRATEGIA DE NEGOCIOS Y GESTION 22

12COMPRENSION DE LA ECONOMIA MUNDIAL21

15ANALISIS ECONOMICO20

17AMPLIOS CONOCIMIENTOS DE INGENIERIA19

18COMPRENSION BASICA DE LA CIENCIA18

30GESTION DE PROYECTOS17

36COMPRENSION BASICA DE LAS MATEMATICAS16

40COMUNICACIÓN ESCRITA15

42TRABAJO EN AMBIENTE INTERCULTURAL14

45APERTURA MENTAL Y ACTITUD POSITIVA13

46MANEJO Y SOLUCION DE PROBLEMAS COMPLEJOS12

48COMUNICACIÓN ORAL11

52CAPACIDAD DE APLICAR LO APRENDIDO10

54EFICACIA EN LA TOMA DE DECISIONES9

57TRABAJO EN EQUIPO8

58SABER ESCUCHAR7

63APLICACIÓN DE NUEVAS TECNOLOGIAS6

70INNOVACION5

72ALTO NIVEL ETICO Y PROFESIONAL4

72ESFUERZO Y LUCHA PARA ALCANZAR OBJETIVOS3

73USO DE COMPUTADORAS2

73EFICACIA EN LA RESOLUCION DE PROBLEMAS1

% EXTREMADAMENTE
IMPORTANTECOMPETENCIAORDEN

 
Cuadro 3: Selección de competencias para Ingenieros. 

 
En la parte derecha de la tabla se ha incorporado el porcentaje de entrevistados que 
consideran extremadamente importante la competencia. 
 
 



Llama poderosamente la atención que las diecisiete primeras competencias apuntadas 
son competencias genéricas, es decir, como describiremos más adelante, competencias 
aplicables también en otras profesiones y circunstancias. En decimoctavo y posteriores 
lugares aparecen competencias específicas o de carga estrictamente técnico-profesional, 
elegidas como extremadamente importantes por menos del 20% de los evaluadores, 
responsables en activo de los ingenieros sujetos a consideración. 

En Europa esta evidencia se traduce en que “para poder existir y sobrevivir en una 
sociedad cada vez más compleja y dinámica, las personas no sólo precisan 
cualificaciones técnicas, sino también aquellas competencias, que les posibiliten 
afrontar situaciones en proceso de cambio y requisitos impredecibles” (CEDEFOP, 
1999). 

En la vida diaria se ofrecen puestos de trabajo, a través de prensa, en que se exigen 
como requisitos imprescindible que los candidatos, además de la titulación, sepan 
trabajar por objetivos, sean creativos, innovadores, estén capacitados para realizar 
presentaciones en público, se comuniquen bien, sean capaces de trabajar en equipo y, a 
veces, de crear y dirigir equipos de trabajo, etc. Y lo más llamativo es que las 
entrevistas de selección de personal dedican más tiempo a comprobar que se tienen esas 
“competencias” a que se conocen algoritmos, teoremas, leyes, programas, modelos, 
teorías, autores, etc. que demuestren el dominio de la especialidad. Simplemente o se 
suponen o son susceptible de más fácil aprendizaje que las consideradas competencias 
genéricas.  

 

EVOLUCIÓN DEL CONCEPTO DE COMPETENCIA 
La crisis mundial de los años 70 propició un desarrollo y difusión del enfoque sobre lo 
que hoy llamamos competencias. La situación caótica desde el punto de vista laboral en 
que se había sumido la sociedad hizo replantearse el concepto de “especialización” 
hasta entonces clave de la formación profesional. La formación de especialistas fue una 
respuesta a la demanda de mano de obra que generó la Revolución industrial y 
posteriores planteamientos de la Organización científica del trabajo, como la producción 
en serie (Taylor, 1911).   

 

Nacimiento de la nueva acepción de competencia. 
A partir de los hallazgos de McClelland (1973) que llegó a demostrar que la inteligencia 
evaluada mediante el rendimiento académico no es un factor que correlacione con el 
éxito en la vida, con el desarrrollo de las sociedades, se elaboró el concepto de 
competencia como conjunto de características que subyacen en la personalidad con una 
relación causal con resultados superiores de actuación. 

McClelland (1973), cambió los análisis tradicionales centrados en aspectos del trabajo, 
como cronometraje de tiempos, posturas, etc. hacia el análisis de las competencias que 
el trabajador desempeñaba en él. Sustituyó el análisis de aptitudes y capacidades por el 
análisis de los desempeños profesionales. McClelland criticó la insuficiencia del análisis 
de los conocimientos, aptitudes y actitudes como predictores del desempeño laboral. 
Subrayó la necesidad de prestar más atención a los desempeños de éxito, como punto de 
partida de un análisis que permitiera considerar otras variables. Centró la definición del 
puesto de trabajo en función de las características y conductas de las personas con un 
desempeño de éxito en el trabajo. 



 

Para ello, McCleland (1968) utilizó muestras representativas de trabajadores con 
rendimientos superiores y trabajadores con rendimientos medios, a fin de determinar las 
características personales asociadas al éxito.  

A partir de la técnica de entrevista sobre incidentes críticos (Behavioural Event 
Interview, BEI)2, analizó temáticamente las transcripciones literales de las BEI de 
ambos grupos y describió las conductas que mostraban los encuestados de actuación 
superior.  

Estas conductas  estaban ausentes en los trabajadores de actuación media. Las 
diferencias temáticas observadas podían traducirse en definiciones codificables y podían 
ser interpretadas de forma fiable por  observadores entrenados. 

De Hamel & Prahalad (1995), procede el concepto de core competencies, que son las 
competencias centrales, no periféricas, que tienen altísima correlación con el éxito en el 
desempeño profesional. 

El aprendizaje es el único recurso infinitamente renovable. Nadie es capaz de comprar o 
copiar la capacidad de aprender de una persona o de un colectivo (Senge 1999). 

En esta misma dirección trabajó Levy-Leboyer (1997) definiendo las competencias 
como comportamientos que algunas personas dominan mejor que otras y las hacen más 
eficaces en unas determinadas situaciones. 

El concepto de competencia está condicionado por el enfoque y modelo que cada autor 
va adoptando, con una tendencia más funcional, más conductual o más constructivista. 
Así en un primer momento predominaron los enfoques conductuales, fijándose en los 
comportamientos que tenían los profesionales más aptos, más competentes en el puesto 
de trabajo (McLelland, 1968).  

Más adelante, queriendo gestionar, desde las empresas, dichas competencias se 
produjeron los enfoques funcionales o comportamientos que podían responder a las 
demandas de los perfiles profesionales de los puestos de trabajo.  

Desde el ámbito de la enseñanza el enfoque de las competencias no puede ser el mismo 
y surgieron los planteamientos constructivistas refiriéndose a los comportamientos que 
resolvían eficazmente, con competencia, los problemas en el entorno cambiante en que 
se daban. 
 

                                                 
2 El BEI combina el método de incidencias de Flanagan (1954) y el Test de 
Apercepción Temática (Thematic Apperception Test, TAT). 
 



Podemos ver reflejados los tres enfoques en el siguiente cuadro sinóptico: 
 

COMPARACIÓN DE LOS ENFOQUES SOBRE COMPETENCIAS*COMPARACIÓN DE LOS ENFOQUES SOBRE COMPETENCIAS*

Competencias contextualesCompetencias blandasCompetencias durasPRODUCTO

En función de rendimiento logrado 
en el trabajo

En función del rendimiento 
superior definido en la 
investigación 

En función de conveniencia de la 
Organización

ESPECIFICACIONES

De aprendizajeEducacionalCompetencia ocupacionalPROCESO

Derivados de respuestas en el 
aprendizaje

Orientados a resultadosBasados en resultadosCRITERIOS DE 
EVALUACIÓN

En función de Investigación sobre 
procesos de aprendizaje ante 
disfunciones

En función de investigación 
realizada sobre los mejores 
ejecutores 

En función de niveles de 
rendimiento a desarrollar 
convenidos por la Organización

DEFINICIONES

ANÁLISIS 
CONSTRUCTIVISTA

ANÁLISIS 
CONDUCTISTA

ANÁLISIS FUNCIONAL

*HETCHER (1992)
 

Cuadro 4: Comparación de los diferentes enfoques sobre competencias. 
 
 

 
En esta línea la Universidad de Deusto ha adoptado la siguiente definición de 
competencia  (2002). Cuando los integrantes de la Comunidad Universitaria hablamos 
sobre competencia entendemos, de manera unívoca lo siguiente: 
 
“Competencia es la capacidad de un buen desempeño en contextos complejos y 
auténticos. Se basa en la integración y activación de conocimientos, habilidades y 
destrezas, actitudes y valores”.   
 
Esta definición no se limita a un enfoque conductual y, por tanto, centrado en el 
rendimiento, sino que trata de implicar las variables de la personalidad que intervienen 
en su desarrollo, tanto conocimientos, habilidades y destrezas, como motivaciones, 
actitudes, intereses y valores (Boyatzis, 2002). Así queda reflejado en el gráfico 
siguiente.  
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Gráfico 2: Concepto integrado de competencia (Poblete, 2003). 
 
 

Los valores, actitudes e intereses constituyen el “núcleo duro” de las competencias, dan 
sentido a las mismas. Los valores no son fáciles de detectar y medir. Si alguna 
posibilidad existe de ello es relacionándolos con las competencias de manera coherente, 
explicitando el recorrido que existe desde las competencias hasta los valores específicos 
(Boyatzis, 2002). 

Así como no se puede acreditar que existe competencia, si no se puede evaluar, es decir, 
si no existen evidencias de su existencia a través de su puesta en práctica en la realidad 
laboral o académica (aproximando ambas realidades), la actuación en la práctica 
profesional, estudiantil o social está influida por el entorno, del que no es ajeno el cómo 
se desempeña competencia.  

La competencia es un constructo complejo, pero comprensible y diferenciable de los 
elementos implicados en ella. Falta todavía desarrollar investigación en torno a las 
competencias. Será muy útil para consolidar el paradigma sobre el que estamos 
reflexionando realizar investigaciones que vayan consolidando un cuerpo disciplinar 
con rigor. 

 

Características de las competencias.     
Aceptando la definición dada de competencia o la que asuma cada comunidad 
universitaria conviene tener en cuenta los requisitos que debe reunir el concepto (y la 
realidad) de competencia: 

Ledford (1995), propone una lista de características de las competencias    

• Son transferibles de un puesto a otro, de una actividad a otra.  

• Son una consecuencia de la experiencia. 

• Deben ser demostrables mediante evidencias de buenas prácticas.  

Para Levy-Leboyer (1997) las características de las competencias son:  



• Están ligadas a una tarea o actividad determinada.  

• Son una consecuencia de la experiencia.  

• Constituyen conocimientos articulados y automatizados.  

• Las competencias indican el nivel de potencial que tiene la persona para el 
desempeño.  

Montebello (2001) muestra un enfoque similar al de Ledford estableciendo que una 
competencia:  

• Requiere conocimientos, aptitudes y/o habilidades que afectan al desempeño.  

• Esta correlacionada con el desempeño.  

• Puede ser evaluada con medidas estándar.  

• Puede ser mejorada.   

Como se verá, existe cierta convergencia en las características mencionadas por los 
diferentes autores. Aceptado esto, que ayudará a seleccionar la definición de 
competencia que mayor significancia y consenso procure, se ha llegado a realizar unas 
diferencias, según el tipo de competencia.     

 

Clasificación de las Competencias 
Mertens (1997) clasificó las competencias en tres tipos:  

• Genéricas, relacionadas con los comportamientos y actitudes profesionales 
propios de diferentes ámbitos.  

• Específicas, relacionadas con los aspectos técnicos directamente relacionados 
con una ocupación  específica y no son tan fácilmente transferibles a otros 
contextos profesionales. 

• Básicas, que se adquieren en la formación básica y que permiten el acceso a un 
determinado puesto de trabajo. 

El Proyecto Tuning (2000) en el que se integran unas 150 universidades europeas, con 
el fin de orientar el acceso al Espacio Europeo de Educación Superior, adopta la 
nomenclatura de Mertens y clasifica las competencias en específicas y genéricas. 
Prescinde de las básicas.  

Las competencias específicas se relacionan con los conocimientos y prácticas concretos 
de cada área temática, titulación o carrera  (utilización de aplicaciones informáticas de 
análisis estadístico, realización de planos, programación en Cobol, extirpación 
quirúrgica del apéndice, etc.) y aquéllas que pueden considerarse genéricas o 
transversales. Se requieren en el ejercicio cualquier titulación o carrera y se consideran 
importantes por ciertos grupos sociales (comunicación verbal y escrita, pensamiento 
analítico y sistémico, resolución de problemas, creatividad, etc.). 

Las competencias genéricas se clasifican, a su vez, en tres tipos de competencias: 

• Instrumentales que se definen como competencias que tienen una función 
instrumental. Entre ellas se incluyen las cognitivas, las metodológicas, las 
tecnológicas y las lingüísticas. 

• Interpersonales que se definen como competencias sociales relacionadas con las 



habilidades interpersonales, la capacidad de trabajar en equipo o la expresión de 
compromiso ético/social. Estas competencias tienden a facilitar los procesos de 
interacción social y la cooperación.  

• Competencias sistémicas: son las que conciernen a los sistemas como totalidad. 
Las competencias sistémicas o integradoras requieren como base la adquisición 
previa de competencias instrumentales e interpersonales.  

Las competencias que posee cada persona están en diferentes niveles de dominio. Sin 
embargo, independientemente del nivel de dominio que la persona tenga de la 
competencia tendrá que demostrarla “en base a lo que hace” en la práctica. Se hace 
necesario incluir el concepto de evaluación de las competencias y lo que ello implica. 

 

Listado de competencias 
Fueron importantes los esfuerzos realizados por McClelland, que con McVer (1979) 
propuso un primer listado de competencias genéricas o transversales: 

• Pensamiento crítico, 

• Planificación, 

• Relaciones Interpersonales, 

• Iniciativa, 

• Creatividad, 

• Perseverancia/Tenacidad, 

• Liderazgo, 

• Confianza en sí mismo, 

• Liderazgo, 

• Persuasión/Influencia, 

• Autocontrol. 

McClelland se limita a las competencias genéricas, porque supone que las competencias 
específicas están definidas e implícitas en cada perfil profesional y es muy difícil 
recoger un listado exhaustivo de todas las competencias, a no ser que se haga profesión 
por profesión como se realiza en los libros blancos sobre las titulaciones de la ANECA. 

Por otra parte, abundan los listados de competencias originados bien por especialistas en 
el tema de las competencias: Boyatzis (1981), McCauley (1989), bien por 
organizaciones empresariales como el Club Europeo de la Calidad o la Fundación 
Universidad-Empresa (1999), bien por Universidades, como Sheffiel-Hallam (2000), 
Luton (2000), Deusto (2002), etc. 

Los libros blancos de las titulaciones elaborados en España durante estos últimos años 
toman en cuenta el listado de competencias del Proyecto Tuning como material base de 
trabajo. El cuadro de Competencias genéricas, adaptado por  Villa y Poblete  (2001) es 
el siguiente: 



 
CUADRO DE COMPETENCIAS GENÉRICAS 

COGNITIVAS PENSAMIENTO: REFLEXIVO, LÓGICO, 
ANALÓGICO, ANALÍTICO, SISTÉMICO, 
CRÍTICO, CREATIVO, PRÁCTICO, 
DELIBERATIVO Y COLEGIADO. 
GESTIÓN DEL TIEMPO 
RESOLUCIÓN DE PROBLEMAS 
TOMA DE DECISIONES 
ORIENTACIÓN AL APRENDIZAJE (EN EL 
MARCO PEDAGÓGICO, ESTRATEGIAS DE 
APRENDIZAJE) 

METODOLÓGICAS 

PLANIFICACIÓN 
PC, COMO HERRAMIENTA DE TRABAJO TECNOLÓGICAS 
UTILIZACIÓN DE BASES DE DATOS 
COMUNICACIÓN VERBAL 
COMUNICACIÓN ESCRITA 

INSTRUMENTALES 

LINGÜÍSTICAS 

MANEJO DE IDIOMA EXTRANJERO 
AUTOMOTIVACIÓN 
DIVERSIDAD E INTERCULTURALIDAD 
RESISTENCIA Y ADAPTACIÓN AL 
ENTORNO 

INDIVIDUALES 

SENTIDO ÉTICO 
COMUNICACIÓN INTERPERSONAL 
TRABAJO EN EQUIPO 

INTERPERSONALES 

SOCIALES 

TRATAMIENTO DE CONFLICTOS Y 
NEGOCIACIÓN 

GESTIÓN POR OBJETIVOS  
GESTIÓN DE PROYECTOS  

ORGANIZACIÓN  

ORIENTACIÓN A LA CALIDAD  
CREATIVIDAD 
ESPÍRITU EMPRENDEDOR 

CAPACIDAD 
EMPRENDEDORA 

INNOVACIÓN 
ORIENTACIÓN AL LOGRO  

SISTÉMICAS 

LIDERAZGO 
LIDERAZGO 

 
Cuadro 5: Organización de las Competencias. 

 
Evaluación de las Competencias 
La evaluación de competencias es un proceso para valorar formalmente la conducta que 
demuestra el dominio de la competencia en cuestión y proporcionar una 
retroalimentación al estudiante, con el fin de que pueda hacer ajustes en la misma 
(Grados, Beutelspacher y Castro, 1997). 

Según Levy-Leboyer (2000) la evaluación del desempeño de la competencia permite 
identificar las brechas existentes en el desempeño de las competencias, así como las 
conductas que se requieren para poder alcanzar las metas propuestas.  Por otra parte, 
ofrece la oportunidad de adquirir nuevas competencias.  



Para evitar o minimizar los errores de las evaluaciones Grados,  Beutelspacher y Castro 
(1997) proponen un programa formación para la evaluación, donde se debe entrenar a 
los evaluadores/profesores, enseñándoles técnicas diversas, con los objetivos y 
limitaciones correspondientes. Dicha capacitación deberá abarcar aspectos tales, como 
comunicación, motivación y adaptación a la diversidad, que pueden trabajarse en 
dinámicas de grupo y con herramientas diseñadas “ad hoc”. 

En este sentido las competencias se presentan como un instrumento potente para el 
cambio del paradigma que supone la educación de la persona en toda su integridad.  

La formación, tanto universitaria como profesional, debe tener en cuenta para su 
organización  tres conceptos derivados de la realidad actual: flexibilidad, movilidad y 
trasferibilidad (Nishoh y Strenmer, 1998). 

Este planteamiento debe llevar a las Instituciones docentes a tener en cuenta a la hora de 
programar sus actuaciones los mencionados conceptos, que harán pasar la actual 
prioridad de impartir conocimientos a un lugar dado por “supuesto”, necesario, pero 
secundario.  

Por otra parte, deberá pasarse del concepto social de Instituciones docentes a espacios 
docentes, ya que la transferibilidad no se realiza solamente desde la Institución a la 
Organización a través de la persona. La Escuela, la Universidad no son los únicos 
centros de aprendizaje. La persona puede aprender en y de todos los ámbitos en que 
vive y debe estar en un proceso continuo de aprendizaje, desaprendizaje y reaprendizaje 
vertical y horizontal. 
 
KEY SKILLS Y CORE COMPETENCIES 
Hamel y Prahalad (1995) defendieron y trataron de demostrar durante la década de los 
años 90, que un número reducido de competencias (para ellos Core Competencies) eran 
la explicación del éxito de las organizaciones.   

Se basaron en tres criterios para identificarlas: 

• Proporcionan acceso a una gran variedad de mercados. 

• Prestan una contribución significativa a lo que el cliente final percibe como 
beneficio. 

• Son difíciles de imitar para los competidores. 

Estos trabajos a nivel de management y gestión empresarial han tenido, en paralelo, un 
análisis y aplicación en el ámbito de la enseñanza. 

Muchas universidades anglosajonas, han desarrollado el concepto de “key skills” o 
competencias clave para el desarrollo de la persona y del futuro profesional con éxito en 
su vida.  

Las condiciones para que las competencias sean seleccionadas como key skills son las 
siguientes. Que sean competencias,  

• Multifuncionales: ayuden a satisfacer diferentes demandas que a la persona se le 
presentan a diario de tipo personal y social. Se necesitan para lograr metas 
importantes y para resolver problemas en diversos contextos. 

• Transversales: Sean válidas y utilizadas en diferentes ámbitos de la existencia 
(personales, familiares, sociales, laborales, políticos). 



• Con alto nivel de complejidad mental: Que supongan autonomía de 
pensamiento,  capacidad para reflexionar y distanciarse de los procesos de 
socialización y de las propias conveniencias, con el fin de generar una forma de 
pensar propia. 

• Multidimensionales: Contengan un estilo o forma de hacer las cosas, un sentido 
analítico y crítico, habilidades comunicativas y sentido común.     

Entre ellas se incluyen: 

• El pensamiento crítico y reflexivo. 

• La utilización de las TICs. 

• El trabajo en grupos heterogéneos. (OECD, 2000) 

Otros expertos añaden: 

• La orientación al aprendizaje. 

• La comunicación. 

• La aplicación del pensamiento matemático. 

• La resolución de problemas. 

Estas vienen a ser las key skills, cuyo desarrollo incluyen buen número de curriculums 
universitarios anglosajones (University College London, Middle Tenesse State 
University, University of Central Lancashire, Toronto University, etc.). 

Como puede comprobarse, todas ellas están incluidas en el listado en que se ha basado 
tanto el Proyecto Tuning como los libros blancos de la ANECA. Sin embargo, aún no se 
ha producido en nuestro país la oferta de estas competencias clave, diferenciada de las 
carreras universitarias. Parece ser que nuestra universidad prefiere incorporar las 
competencias al currículo de cada titulación, en función del perfil o perfiles académico-
profesionales que se identifiquen.  

Al ser las Competencias una pieza clave para la Convergencia Europea (junto a la 
implantación del ECTS, estrechamente ligado al desarrollo y evaluación de las propias 
Competencias) subrayaremos, a continuación, las principales dificultades con que nos 
estamos encontrando, al introducir en los curricula académicos las competencias 
genéricas. 

 

PRINCIPALES DIFICULTADES DEL PROCESO DE CONVERGENCIA 
La apuesta por la Convergencia Europea a nivel de país y a nivel de Universidad  es 
clara. Sin embargo, existen serias dificultades en el camino. 

 

El bajo reconocimiento de la labor docente. 
Incorporar las competencias al currículo exige una revisión a fondo de las materias a 
impartir en la docencia. Existe una gran contradicción entre el esfuerzo docente que 
reclama el proyecto y el reconocimiento de la docencia. La adaptación al nuevo 
paradigma requiere formación y  dedicación al rediseño de la actividad docente. El 
respaldo dado por la Ley de Ordenación Universitaria (2001)  a la actividad docente ha 



disminuido notablemente. Este  fenómeno queda reflejado en el cuadro preparado por 
Valcárcel (2005). 
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Gráfico 3: Valoración de las actividades del profesor. 
 
 
Supone una contradicción pedir un gran esfuerzo al profesor por algo que va a tener un 
reconocimiento mínimo. 

Como en tantas ocasiones en que se ha logrado una mejora en la educación, en cualquier 
ciclo de enseñanza se ha realizado, como explicita Esteve (2000) a costa del 
profesorado. Las dotaciones presupuestarias o no se han tenido en cuenta o han sido 
escasas. Esperemos que en esta ocasión, al ser iniciativa comunitaria se dote al sistema 
de recursos técnicos y económicos suficientes. Entre ellos deben estimarse los recursos 
necesarios para motivar y reconocer a “los voluntariosos”, a “los de siempre”, que por 
vocación o por responsabilidad realizan la inversión de tiempo y esfuerzo a sus 
expensas. De una vez hay que reconocer y hacer cundir su ejemplo para bien de todo el 
sistema. 

 

La falta de dotación para formar al profesorado. 
Estrechamente relacionado con el punto anterior. Lo que se ha indicado acerca del 
sistema en general, puede predicarse en un ámbito más reducido en el ámbito local. La 
autonomía universitaria posibilita la asignación de sus escasos recursos. El ICE, 
tradicional elemento responsable de la formación del profesorado ha ido perdiendo 
importancia y, en algunos casos, ha sido puesta en cuestión su supervivencia. 

En el momento actual se necesita un elemento dinamizador del cambio exigido en torno 
a la convergencia. El profesorado necesita formación y apoyo, a nivel de información y 
sensibilización, de capacitación en nuevas metodologías para el cambio de estrategias 
docentes y diversas técnicas de evaluación y tutoría.     

Si la docencia, en la ley, ha perdido importancia, si no es reconocida de una manera 
notoria, invertir recursos y energías tiene poco sentido. Si no se mejora el nivel de la 



docencia y no se elevan los niveles de aprendizaje de los estudiantes. Si se apoya casi 
exclusivamente la investigación del profesorado actual, los futuros profesionales, 
estudiantes en la actualidad no tendrán mayor nivel como investigadores del futuro, ya 
que no habrán recibido mayor bagaje para ser buenos investigadores, por la deficiente 
atención de sus actuales docentes. Con ello  entraremos en un círculo vicioso: Mucha 
investigación hoy  en detrimento de la docencia = Pobre investigación mañana por 
deficiencia en el aprendizaje. 

 

La resistencia al cambio. 
El cambio es propio del desarrollo de la naturaleza humana. Pero lo es también aferrarse 
a sus “seguridades” y sus hábitos. Existen resistencias a todas las instancias. También a 
nivel de profesorado. Hay profesores que ponen como pretexto la resistencia de los 
alumnos. Todos sabemos que cuando existe seguridad en sí mismo, cuando es fiable, el 
profesor ejerce gran influencia en el estudiante. El convencimiento personal y la 
capacidad de contagio por parte del profesor vence cualquier resistencia. 

De decir “La Universidad o el Ministerio o Bruselas dice que...(cosa que a mí también 
me fastidia)” a plantear “En nuestra sociedad tenemos un reto y, a pesar de las 
dificultades, vale la pena enfrentarlo, porque vamos a salir ganado todos...”, varía 
poderosamente el nivel de influencia que se puede ejercer en el estudiante. 

Muchas veces el cambio se pretende impulsar con el “ En Europa han decidido. El 
Ministerio ha sacado una ley. La Universidad nos obliga. No hay más remedio que...”. 
Sin tener en cuenta un mínimo rigor que exigimos a cualquier trabajo universitario 
serio, es decir, el contextualizar con cierto rigor. Se transmiten sensaciones, juicios de 
valor, opiniones poco contrastadas. 

Espero que este Simposio, entre otros objetivos consiga aportar ideas a lo largo de su 
desarrollo para superar esta deficiencia. 

 

La cultura eminentemente individualista del profesor universitario. 
La expresión más representativa de esto es la “la libertad de cátedra”. También ese 
principio, clave en el paradigma vigente debe revisarse y adaptarse, manteniendo todo 
lo positivo que tiene y librándolo de lo que genera disculpas para resistirse al cambio. 

La formación superior por competencias supone la realización de un trabajo colegiado. 
Si se parte de un o unos perfiles académico-profesionales  a los que todos los profesores 
de una carrera o titulación debemos contribuir, hay tener muy en cuenta la parte que nos 
corresponde en el desarrollo del mapa de competencias, que hay que elaborar 
colegiadamente. Se trata más que de coordinar, de colaborar.  

Un defectuoso trabajo de los profesores puede sobrecargar al estudiante más allá de los 
60 créditos anuales que le son exigibles (1.500 horas mínimas de trabajo en su 
aprendizaje) o a primar unas asignaturas en detrimento de otras o a solapar y duplicar 
trabajo en unas competencias o a realizar arbitrariedades en la evaluación, en el caso de 
que cada profesor decida por su cuenta criterios y técnicas de evaluación o exista poca o 
desigual claridad informativa, etc. 
 
La falta de recursos. 



Puede ser la falta de medios o la inadecuación en la adaptación de espacios para la 
práctica de nuevas metodologías. La falta de reconocimiento de la dedicación extra del 
profesorado a la gestión del cambio y a su presencia en un nuevo escenario en que se 
plantea que el estudiante debe duplicar (por lo menos) su tiempo de trabajo dedicado al 
aprendizaje. Y este trabajo debe hacerlo previa planificación y bajo el seguimiento y la 
supervisión del profesor. Esto supone bastante más que una tutoría para resolver dudas. 

 

La ausencia de un auténtico liderazgo del cambio. 
Sin pretender caer en generalizaciones, el perfil de los responsables en el ámbito 
universitario es eminentemente académico, con un estilo burocrático-administrativo. 
Están en esos puestos de responsabilidad por haber investigado, por haber ejercido la 
docencia y por haber ocupado puestos de gestión. De una gestión, con carga 
eminentemente administrativa,  

• con poca dosis de influencia,  

• con escasa participación (ascendente y descendente) en la toma de decisiones, 

• con un trabajo en equipo muy sesgado (reducido a su entorno próximo), 

• con tendencia a evitar la crítica de sus colaboradores, 

• con tendencia a evitar el tratamiento de los conflictos, 

• con un sistema de comunicación “formal”, 

• sin conciencia de que los profesores son recursos humanos que hay que cuidar, 
escuchar, motivar, etc. 

Es decir, sin el estilo de liderazgo que demandan las organizaciones cuyo principal (y 
casi exclusivo) capital son los recursos humanos: el personal docente y no docente. 

 

ELEMENTOS A FAVOR DEL CAMBIO 
Sin embargo,  

• Buena parte de los estamentos de la Universidad española han asumido que el 
cambio es inevitable e irreversible, a pesar de la mayor o menor confianza que 
provoque y todos somos conscientes de que nos jugamos mucho en él. 

• La mayor parte de las Universidades se han dotado de aparatos formales para 
abordar el cambio: Vicerrectores, Vicedecanos de Innovación y Calidad, 
Coordinadores Pedagógicos, Comisiones de Seguimiento son nuevas figuras que 
han ido surgiendo en los últimos años. A nivel de  organigrama.  

• Más allá de esto muchas universidades están asumiendo cambios estructurales, 
creando aulas no convencionales, dotadas de TICs, desarrollando plataformas 
pedagógicas para la implementación de programas y la incorporación de 
materiales educativos diversos, dotando al profesorado de hardware y software, 
abriendo espacios WIFI en los Campus, etc. 

• Para muchos profesores es ya familiar un nuevo lenguaje que comparten con los 
jóvenes estudiantes con naturalidad: búsquedas por internet, consultas virtuales 
al profesor y hasta seguimiento de su trabajo de aprendizaje a distancia mediante 
diferentes formas de tutoría o a través del portafolios electrónico. 



• Sobre todo, nuestras universidades cuentan con profesores vocacionales. 
Constituyen en el ámbito universitario aquellas “minorías activas” de Moscovici 
(1985), capaces de introducir nuevas ideas, nuevos modos de pensar y actuar. 
Que en sintonía con este nuevo paradigma modifican actitudes, antiguos modos 
de pensar y que son competentes. La clave de su eficacia radica en el propio 
convencimiento, en su perseverancia y en su unión (Doms y Moscovici, 1985).  

 

La universidad no puede permitirse el lujo de desaprovechar ese activo. El poder de 
influencia lo da no solamente la autoridad formal o el número, sino que también se 
ejerce desde la convicción que transmiten las  minorías debido a su gran coincidencia en 
valores. Son capaces de implantar nuevos paradigmas y crear cultura que puede acabar 
predominando (Poblete, 2000). 

Si se acierta en hacer coincidir la voluntad de cambio y el convencimiento desde la 
autoridad formal con el empuje de dichas minorías pueden lograrse avances 
importantes. No puedo dejar de mencionar como caso ejemplar el de una de nuestras 
universidades, la de Alicante. Con la creación de las “Redes de Investigación en la 
Docencia Universitaria” ha logrado implicar en el cambio a 750 profesores en diferentes 
prácticas de innovación docente (Carrasco, 2006).     

 

Hace cinco siglos las principales Universidades del mundo estaban en Europa, las 
últimas estadísticas difundidas recientemente en un programa de TV informaban 
de que entre las veinte principales Universidades del mundo, hay dos europeas: 
Cambridge y Oxford. Algo tendremos que hacer por estar entre esas veinte.  

Confiemos en que, como en otros aspectos de la realidad (infraestructuras, 
moneda, fronteras, nivel de vida, normalidad democrática, etc.), la Convergencia 
con Europa nos lleve a estar con otras universidades europeas entre las más 
importantes del mundo. 
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Resumen 

El marco teórico y metodológico para la investigación en matemática 
educativa que Filloy denominó hace años “de los Modelos Teóricos 
Locales” tiene como uno de sus componentes la descripción de la 
competencia en el dominio cuya enseñanza y aprendizaje va a ser 
investigado. Expondremos en este trabajo cuál es el sentido en que se usa 
en él el término “competencia” y cómo está relacionado con los 
componentes de actuación y de enseñanza del modelo, y analizaremos 
ejemplos de la elaboración de modelos de competencia en investigaciones 
realizadas por nuestro grupo. Esto nos conducirá al examen de la relación 
entre la competencia en un dominio matemático y el análisis 
fenomenológico. 

Abstract 

One of the components of the methodological and theoretical framework 
that Filloy named “Local Theoretical Models” is the description of the 
competence in the domain the teaching and learning of which is going to be 
researched. In this paper we will show in which sense is used the term 
“competence” in this framework, and the relation among the component of 
competence and the components of performance and teaching of the model. 
We will analyze some examples of the construction of competence models in 
some investigations made by our research group. This will lead us to 
examine the relationship between the competence in a mathematical domain 
and the phenomenological analysis of this mathematical domain. 

 

INTRODUCCIÓN 
En los últimos años, como consecuencia de iniciativas desarrolladas en el marco 
político europeo para el establecimiento de un programa de trabajo para la Unión 
Europea en el ámbito de la educación o como consecuencia de las evaluaciones 
desarrolladas en el marco del programa PISA, el término “competencia”, que aparece 
como una característica esencial tanto de esas iniciativas educativas europeas, como de 
PISA, es motivo de múltiples seminarios, artículos y manifiestos, uno de cuyos 
ejemplos es el seminario al que dirijo esta comunicación. En ella, voy a hablar del 
sentido en el que venimos usando ese término desde hace ya años en los trabajos de 
investigación en que participo, y sólo en contraste con esto de la actualidad del término 
y sus implicaciones para la investigación en didáctica de las matemáticas o de las 
consecuencias de su adopción en la organización del currículo de matemáticas. 

El sentido en que lo usamos lo hemos heredado de Eugenio Filloy y lo hemos perfilado 
junto a él. Eugenio Filloy comenzó a desarrollar, en la década de los ochenta del siglo 
pasado, un marco teórico y metodológico para la investigación en Matemática 



Educativa, que está ya presente implícitamente en los trabajos centrados en torno a la 
tesis doctoral de Teresa Rojano (Filloy and Rojano, 1984; Rojano, 1985), que se 
formula explícitamente por primera vez en el manuscrito inédito Filloy (1988), que se 
presenta en español en la revista Enseñanza de las Ciencias en la parte escrita por Filloy 
de Kieran y Filloy (1989) y en inglés ante la comunidad PME en Filloy (1990), y del 
que la presentación más detallada publicada es Filloy y cols. (1999). 

En ese marco teórico y metodológico desempeña un papel central la idea de que lo que 
se elabora tanto para organizar una investigación, como para organizar los resultados de 
una investigación, es un Modelo Teórico Local (MTL). El carácter local viene dado por 
el hecho de que el modelo se elabora para dar cuenta de los fenómenos que se producen 
en los procesos de enseñanza y aprendizaje de unos contenidos matemáticos concretos a 
unos alumnos concretos y sólo se pretende que el modelo sea adecuado para los 
fenómenos observados. El carácter de modelo viene dado, entre otras cosas, por el 
hecho de que no se hace la afirmación fuerte de que las cosas son tal y como las 
caracteriza el modelo, sino sólo que, si las cosas fueran como las caracteriza el modelo, 
los fenómenos se producirían como se han descrito. El modelo tiene pues carácter 
descriptivo, explicativo y predictivo, pero no excluye que los mismos fenómenos 
puedan describirse, explicarse y predecirse de otra manera (mediante otro modelo). En 
esto se diferencia la pretensión de la elaboración del modelo de la que suele acompañar 
la elaboración de una teoría, que implica la exclusión de cualquier otra teoría que se 
avance para explicar los mismos hechos, a la que se combatirá como errónea. 

Los MTL los elaboramos para dar cuenta pues de fenómenos que se producen en 
situaciones de enseñanza y aprendizaje, pero además concebimos las situaciones de 
enseñanza y aprendizaje como situaciones de comunicación y de producción de sentido. 
Este punto de vista semiótico, así como el hecho de que en toda situación de enseñanza 
y aprendizaje de matemáticas sea preciso tener presente, como sus tres personajes 
fundamentales, al profesor, el alumno y las matemáticas, conduce a considerar cuatro 
componentes de los MTL: un componente de competencia, un componente de actuación 
(o de los procesos cognitivos), un componente de enseñanza y un componente de 
comunicación. En nuestros trabajos, a esos cuatro componentes de los MTL, para no 
llamarlos con la expresión larga “el componente de competencia del modelo teórico 
local”, por ejemplo, los llamamos el modelo de competencia, el modelo de actuación (o 
de los procesos cognitivos), el modelo de enseñanza y el modelo de comunicación. En 
lo que sigue expondré pues el sentido en que usamos el término “competencia” en 
nuestra expresión “modelo de competencia”, así como algunos ejemplos de la 
elaboración y el uso de tales “modelos de competencia”. 

 

“COMPETENCIA” EN EL PAR COMPETENCIA / ACTUACIÓN 
Si, como ya hemos dicho, consideramos los procesos de enseñanza y aprendizaje como 
procesos de comunicación y producción de sentido, no resultará extraño que traigamos a 
colación el uso que al término “competencia” (“competence”, en inglés) se le ha dado 
en estudios lingüísticos y semióticos. En su libro de 1965 Aspects of the Theory of 
Syntax, Noam Chomsky puso el énfasis en que, si se quiere caracterizar la estructura de 
la lengua o, incluso, lo que un hablante sabe de la lengua, su competencia lingüística, no 
sirve el estudio de cualquier colección de producciones verbales y escritas de los 
hablantes, que será pobre como fuente de datos, en la medida en que las producciones 
de los hablantes están siempre afectadas por circunstancias gramaticalmente 



irrelevantes, como las limitaciones de la memoria a corto plazo, las distracciones, o el 
hecho de si se han consumido o no substancias estupefacientes, por ejemplo. 

La competencia, lingüística en este caso, se presenta así en oposición a las actuaciones 
(“performances”, en inglés) concretas en que esa competencia se actualiza, y Chomsky 
afirma con contundencia que la “teoría lingüística se interesa principalmente por un 
hablante-oyente ideal […] que conoce su lengua perfectamente […] y que no se ve 
afectado por condiciones gramaticalmente irrelevantes […] al aplicar su conocimiento 
de esta lengua en actuaciones concretas” (Chomsky, 1965, p. 3). En ese sentido, la 
competencia es lo que explica y predice la conducta del sujeto ideal. Si en vez de 
referirnos a la competencia lingüística, queremos referirnos a la competencia 
matemática, la competencia explica y predice la conducta del sujeto epistémico, el 
sujeto ideal que conoce el conjunto de las matemáticas socialmente establecidas en un 
momento histórico determinado. 

La competencia en Chomsky es por tanto una capacidad ideal, que describe la 
potencialidad de una lengua, y Chomsky propone describirla mediante la elaboración de 
una gramática, que él llama “generativa”. Una gramática generativa tiene que 
proporcionar un conjunto de reglas estructurales que permitan determinar la forma y el 
significado del conjunto potencialmente infinito de todas las expresiones posibles que 
puede generar el hablante ideal. Así, una gramática generativa es para Chomsky una 
teoría de la competencia lingüística en la medida en que, al describir la competencia del 
hablante ideal, permite dar cuenta de todas sus actuaciones posibles, y, por tanto, 
predecirlas. Ahora bien, como las actuaciones de los hablantes reales están 
condicionadas por otras circunstancias que no son gramaticalmente relevantes, 
Chomsky propone elaborar también teorías de la actuación (lingüística) de los hablantes 
reales. La relación entre unas y otras teorías ha de tomar en consideración, según 
Chomsky, que la “información sobre la competencia del hablante-oyente […] no está 
presente para la observación directa ni se puede extraer de los datos por procedimientos 
inductivos” (Chomsky, 1965, p. 18). Sin embargo, sí que puede obtenerse mediante el 
procedimiento que Peirce llamó “abducción”, es decir, la inferencia de que se da un 
caso al suponer una regla para la que lo observado resulta de ese caso, dirección en la 
que el mismo Chomsky llama a investigar en su libro de 1968 Language and Mind. 

El mecanismo de la abducción, al que Peirce en otras ocasiones llama “retroducción” o 
incluso “hipótesis”, es el centro de la lógica de la invención de Peirce y se opone tanto a 
la inducción como a la deducción. Además, está ligado a una cierta manera de concebir 
qué es el aprendizaje, en el sentido de que sólo puede hablarse de auténtico aprendizaje 
cuando media un proceso de abducción. En palabras del propio Peirce “La abducción es 
el proceso de formar una hipótesis explicativa. Es la única operación lógica que 
introduce alguna idea nueva, ya que la inducción no hace más que determinar un valor y 
la deducción se limita a desarrollar las consecuencias necesarias de una pura hipótesis. 
[…] si hemos de llegar a aprender algo alguna vez o hemos de entender acaso los 
fenómenos, ha de ser mediante la abducción como esto se consiga” (Peirce, C. P. 
5.171). Esa noción de lo aprendido como el resultado de un proceso de abducción 
implica que el que aprende ha tenido que formular una regla para dar cuenta de lo 
observado, ha tenido que hacer una hipótesis que concierne a la gramática. 

Umberto Eco, en su texto “Cuernos, cascos, zapatos: Algunas hipótesis sobre tres tipos 
de abducción” (Eco, 1989), es más minucioso y distingue entre tres tipos de abducción 
y aún introduce un cuarto tipo al que llama meta-abducción. En el primero, la abducción 
hipercodificada, la regla se presenta de forma automática, y, por tanto, el aprendizaje no 
implica más que el reconocimiento de que lo observado responde a una regla que 



pertenece a un código que se conoce; en el segundo, la abducción hipocodificada, “la 
regla debe seleccionarse entre una serie de reglas equiprobables puestas a nuestra 
disposición por el conocimiento corriente del mundo (o enciclopedia semiótica)” (Eco, 
1989, p. 276); en el tercero, la abducción creativa, la regla ha de ser inventada de la 
nada. Esta última conlleva, para Eco, un cambio de paradigma. En el terreno del 
aprendizaje de las matemáticas, en el que está implicado a menudo el aprendizaje de 
nuevos sistemas de signos, de los que el que aprende desconoce incluso el código, esta 
abducción creativa se hace necesaria precisamente porque el aprendizaje implica 
aprendizaje de código, y lo que implica es un cambio en la gramática. 

Conviene tener presente, por otro lado, que, en el momento en que Chomsky escribe 
Aspects of the Theory of Syntax, la psicología dominante era la conductista para la que 
cualquier cosa que no fuera las conductas observables era inexistente, de forma que 
postular una teoría de la competencia suponía situarse fuera del paradigma conductista 
dominante. Así, en su libro de 1968 Language and Mind, Chomsky subraya que la 
psicología conductista “no tiene concepto alguno que se corresponda al de competencia, 
en el sentido en el que la competencia está caracterizada por una gramática generativa. 
La teoría del aprendizaje [conductista] se ha limitado a sí misma a un concepto limitado 
y ciertamente inadecuado de lo que es aprendido […] Lo que es necesario […] es un 
concepto de lo que es aprendido –una noción de competencia– que está más allá de los 
límites de la teoría psicológica conductista” (Chomsky, 1968, p. 22). Chomsky, como 
Piaget en la psicología o Lévi-Strauss en la antropología, pone el énfasis en la 
determinación de las estructuras que subyacen a las actuaciones reales, lo que en el caso 
de Chomsky se realiza mediante la elaboración de una gramática, concebida como una 
teoría de la competencia. 

No voy a entrar aquí en la discusión detallada de los debates que las ideas de Chomsky 
han producido en el mundo de la lingüística y la semiótica, porque lo pertinente para lo 
que nos ocupa en este momento es tomar el uso de Chomsky del término competencia 
en el par competencia / actuación como un antecedente de nuestro uso. Indicaré, sin 
embargo, al menos que, como señala Eco, ha habido “un debate entre (i) una teoría de 
los códigos y de la competencia enciclopédica, según la cual una lengua (sistema de 
códigos interconectados), en un determinado nivel ideal de institucionalización, permite 
(o debería permitir) prever todas sus posibles actualizaciones discursivas, todos sus usos 
posibles en contextos específicos, y (ii) una teoría de las reglas de generación e 
interpretación de las actualizaciones discursivas” (Eco, 1981, p. 24), y que las que Eco 
llama “teorías de la segunda generación” recurren a la vez al estudio de la lengua como 
sistema y como estructura no actualizada, y al estudio del discurso, es decir, el estudio 
de los textos producidos en actualizaciones de esa lengua. Entonces, la hipótesis de 
trabajo sobre la que se apoya cualquier investigación semiótica, a saber, que cualquier 
“forma de comunicación funciona como emisión de un mensaje basado en un código 
subyacente. Es decir, que todo acto de performance comunicativa se apoya en una 
competence preexistente1” (Eco, 1975, p. 11), conduce a trasladar los términos 
competencia y actuación del terreno de la lingüística al de la semiótica. En particular, 
nos permite usarlos para tratar la forma en que un lector se enfrenta a un texto y hablar 
de la competencia del lector (ideal) como el conjunto de las capacidades que le permiten 
prever todas las actualizaciones discursivas posibles. 

Ahora bien, los procesos de comunicación que a nosotros nos interesan son los procesos 
de enseñanza y aprendizaje. Como he indicado en Puig (2003a), el intercambio de 
mensajes entre profesor y alumnos “se produce gracias a la lectura / transformación de 
esa secuencia de textos que llamamos Modelo de Enseñanza. Como consecuencia de esa 



lectura / transformación se producen conceptos nuevos a través de la producción de 
nuevos sentidos y el establecimiento de nuevos significados para el SMS [sistema 
matemático de signos] (o los SMS) en que se describe y se produce lo enseñado, que 
incluso conllevan la elaboración de nuevos SMS” (Puig, 2003a, p. 184). Por tanto, a 
nosotros no nos basta con las teorías que Eco llama de primera generación, ya que no 
nos interesa sólo el lector ideal que construye o prevé el texto, sino también esos 
lectores que son los alumnos enfrentados a una situación de enseñanza y aprendizaje, en 
la que, a menudo, emisor (profesor) y receptor (alumno) no comparten el código en su 
totalidad, incluso porque es precisamente código lo que se está enseñando y 
aprendiendo. La caracterización de la competencia, es decir, de las capacidades del 
lector ideal ha de hacerse mediante una gramática que dé cuenta de sintaxis, semántica y 
pragmática, pero también ha de tener en cuenta una de las observaciones de 
Wittgenstein que he glosado en Puig (2003a). 

En efecto, Wittgenstein escribió en sus Observaciones sobre los fundamentos de la 
matemática (parte III, 31, pág. 136 de la traducción castellana) que “la demostración 
cambia la gramática de nuestro lenguaje, cambia nuestros conceptos. Produce nuevas 
conexiones y crea el concepto de esas conexiones. (No establece que están ahí, sino que 
no están ahí mientras ella no las produzca.)”. Esta observación de Wittgenstein sobre el 
efecto de la demostración en la gramática de nuestro lenguaje y en nuestros conceptos, 
aunque él la hiciera a propósito del trabajo de los matemáticos, se puede parafrasear a 
propósito de los procesos de enseñanza y aprendizaje escolares, y apunta entonces que 
el que aprende, como consecuencia de su trabajo con ese conjunto de textos que es un 
modelo de enseñanza, modifica la gramática de los sistemas matemáticos de signos que 
conoce y que está poniendo en juego, y eso a pesar de que no esté inventando nuevos 
conceptos sino re-inventándolos (por usar la expresión de Freudenthal), ya que ese 
proceso de re-invención tiene un componente gramatical (con respecto a la gramática de 
los sistemas matemáticos de signos en que se maneja el aprendiz). 

La noción de competencia de Chomsky conduce a la elaboración de teorías de la 
competencia formales, que en su caso adoptan la forma de gramáticas generativas. Las 
observaciones que hemos introducido sobre las teorías de segunda generación y la 
complejidad de las situaciones de enseñanza y aprendizaje de las matemáticas conducen 
a la elaboración de modelos (que no teorías) de competencia (para la investigación de 
procesos de enseñanza y aprendizaje de matemáticas) que precisan que se consideren 
elementos difícilmente describibles formalmente, aunque puedan contener aspectos que 
sí se traten de esa manera. En cualquier caso, el concepto de competencia (matemática) 
está vinculado al concepto de actuación (matemática). 

Ya hemos indicado que, considerada en el ámbito más general, el del conjunto de las 
matemáticas, la competencia proporciona una descripción de la conducta del sujeto 
epistémico de las matemáticas, es decir, ha de explicar y predecir el conjunto 
potencialmente infinito de todas sus actuaciones. Pero también podemos hablar, y esto 
es lo más habitual en nuestros trabajos, de la competencia en un dominio más o menos 
concreto de las matemáticas –ya sea la resolución heurística de problemas, la resolución 
heurística de problemas de construcción con regla y compás, la resolución algebraica de 
problemas, la resolución (algebraica) de problemas en el entorno de la hoja de cálculo, o 
las estructuras conceptuales de razón, proporción y proporcionalidad, casos que 
trataremos someramente más adelante–, entonces el modelo de competencia ha de 
proporcionar una descripción de la conducta del sujeto ideal en ese dominio, y, por 
tanto, ha de explicar y predecir su conjunto de actuaciones posibles en ese dominio. 



Las fuentes para la elaboración de tales modelos de competencia, a la manera de las 
teorías semióticas de segunda generación, podrán encontrarse tanto en el análisis del 
dominio matemático en cuestión, como en las actuaciones concretas de los sujetos 
reales en ese dominio, que, por su contraposición con las actuaciones del sujeto ideal 
predichas por el modelo de competencia, pueden proporcionar nuevos elementos de la 
competencia, quizá no incorporados al modelo en el análisis del dominio matemático. 

Por otro lado, las actuaciones de los sujetos reales también se explican mediante la 
elaboración de modelos de actuación, que dan cuenta de actuaciones, competentes o no, 
en el dominio matemático en cuestión, en los que las conductas observadas se describen 
con respecto a las predichas por el modelo de competencia. 

Cuando se trata de un alumno concreto, lo que sería su modelo de actuación local, es 
decir, el que da cuenta de sus actuaciones observadas, no puede considerarse que da 
cuenta de su competencia en el dominio en cuestión, ya que sólo da cuenta de lo 
observado en las circunstancias en que se hayan tomado los datos. Sin embargo, 
abusando del lenguaje, se habla en ocasiones del “nivel de competencia” de un alumno, 
comparando sus actuaciones observadas con las actuaciones que predice el modelo de 
competencia. En la versión castellana del informe PISA 2003 (OCDE, 2005) también se 
habla de “nivel de competencia”, pero ahí más que de un abuso de lenguaje lo que hay 
es el colapso de dos conceptos al traducir dos palabras inglesas, “competence” y 
“procifiency”, por una sola castellana, “competencia”. En el apartado siguiente le 
dedicaremos un apunte al carácter borroso del término “competencia” en las versiones 
castellanas de los documentos de PISA 2003. 

 

 “COMPETENCIA”, “COMPETENCE” Y OTROS TÉRMINOS ASOCIADOS 
EN PISA 2003 

Rico encuentra “cuatro significados distintos sobre la noción de competencia en el 
informe PISA” y señala que “ponen de manifiesto la riqueza y diversidad de matices 
con que se trabaja” (Rico, 2005, p. 38), aunque también avisa de que “diferenciar entre 
los distintos significados de la noción de competencia es importante a la hora de realizar 
la lectura e interpretación del Informe PISA 2003” (Rico, 2005, p. 39). A mi entender, 
conviene efectivamente diferenciar unas cosas y otras, pero no porque sean significados 
distintos de una misma noción, sino porque son conceptos distintos que se han 
designado con un mismo término de forma equívoca. En efecto, los cuatro significados 
que encuentra Rico (2005, pp. 38-39) comienzan por la “competencia como dominio de 
estudio […] equivalente a alfabetización matemática”. En segundo lugar, 
“competencias” aparece en plural “como conjunto de procesos generales que deben 
ponerse en práctica al resolver problemas matemáticos”. En tercer lugar, al detallar esas 
competencias, cuya formulación inicial es general, con respecto a “la manera en que 
distintas competencias se invocan en respuesta a distintos tipos y niveles de demandas 
cognitivas impuestas por distintos problemas matemáticos” (OECD, 2004b, p. 40), lo 
que resulta en una gran variedad de competencias, éstas se agrupan en tres niveles de 
complejidad, con el fin de caracterizar las tareas, agrupaciones que se denominan “de 
reproducción”, “de conexiones” y “de reflexión” (reproduction cluster, connections 
cluster y reflection cluster, en la versión inglesa del informe). Finalmente, el informe 
habla de “nivel de competencia” de los alumnos, “que se determina empíricamente y se 
expresa en una escala” (Rico, 2005, p. 39), indicando para cada nivel las competencias 
generales (en el segundo sentido del término) que los alumnos habrían de tener y las 
tareas específicas que deberían ser capaces de realizar. 



Ahora bien, si leemos la versión inglesa del informe PISA, en vez de su traducción 
castellana, nos encontramos con que las cosas no son así, no hay en la versión inglesa 
un uso equivalente de “competence” con esos cuatro significados. Examinaremos 
primero los casos en que sí se usa “competence”, que son los casos segundo y tercero de 
la lista de Rico, para ocuparnos después de los casos último y primero, en los que la 
versión inglesa no usa “competence”, sino “proficiency” y “literacy”, respectivamente. 

En el segundo caso, el término “competencias” (“competencies” en inglés) aparece en el 
contexto en que se explica que “la evaluación de las matemáticas que hace PISA exige a 
los alumnos que se enfrenten con problemas matemáticos que están basados en algún 
contexto del mundo real”, para lo cual los alumnos tendrán que, entre otras cosas, 
“activar las competencias matemáticas pertinentes para resolver el problema” y 
embarcarse en un “proceso de matematización” (OECD, 2004b, p. 40). 

El informe detalla a continuación cuáles son esas competencias matemáticas propias del 
proceso de matematización, tal y como este proceso se concibe en la tradición de la 
escuela holandesa freudenthaliana2, a saber, “pensar y razonar; argumentar, comunicar, 
modelizar, plantear y resolver problemas, representación; y usar el lenguaje y las 
operaciones simbólicos, formales y técnicos” (OECD, 2004b, p. 40). Esta lista de 
procesos puede calificarse, sin entrar en contradicción con lo que hemos expuesto en el 
apartado anterior, como elementos de la competencia matemática o competencias 
matemáticas, ya que son propios del sujeto epistémico, a condición de que se precisen 
convenientemente, ya que su formulación es excesivamente general. “Pensar” puede no 
tener nada que ver con la competencia matemática dependiendo de qué tipo de pensar 
sea, y lo mismo puede decirse, incluso con mayor motivo de “argumentar” o “plantear y 
resolver problemas”. Además de precisar esa lista, también en necesario no olvidar que 
es obviamente parcial, es decir, que no agota el conjunto de competencias que 
constituyen la competencia matemática, porque sólo se refiere a aquello que es 
específico del proceso de matematización. Ahora bien, como una lista que agote ese 
conjunto de competencias es excesiva en número a todos los efectos, en PISA se opta 
por dividir el conjunto en tres partes, como ya hemos visto: ése es el tercer sentido que 
señala Rico, para el que la versión inglesa usa también el término “competencies”. 

El caso cuarto es de otra naturaleza. En los documentos en inglés del informe PISA, el 
término “competence” no se usa cuando se habla de lo que se evalúa, ni cuando se habla 
de los niveles en que se clasifican a los alumnos en función de sus respuestas. Lo que se 
evalúa es la “performance”, y los niveles que se establecen son de “performance” o de 
“proficiency”. Así, el capítulo segundo del informe completo de PISA 2003 (OECD, 
2004b) se titula “A Profile of Student Performance in Mathematics”, y en él se habla de 
que “The PISA mathematics assessment sets out to compare levels of student 
performance in […] four content areas” (OECD, 2004b, p. 39), y luego, en los apartados 
dedicados a cada una de las áreas, que también llevan en el título el término 
“performance” (“Student performance on the mathematics / quantity scale”, etc.), se 
habla de niveles de “proficiency”, y estos niveles de “proficiency” se describen en 
función de las “general competencies” que los estudiantes han de tener en cada nivel y 
las tareas específicas que han de ser capaces de hacer. Sin embargo, en la traducción 
castellana, los niveles de “proficiency” se convierten en “niveles de competencia”. 

Es bien cierto que la palabra inglesa “proficiency”, si se consulta un diccionario inglés-
español, admite la traducción “competencia”, pero el texto inglés del informe PISA se 
ha tomado el buen cuidado de distinguir conceptualmente entre “competence” y 
“proficiency”, y está por tanto pidiendo a quien lo traduzca a otro idioma que busque la 
manera de distinguir entre ambos conceptos usando también palabras distintas. En 



efecto, cuando se introducen los niveles de “proficiency”, se dice que se han establecido 
“levels of proficiency on each performance scale” (OECD, 2004b, p. 28) y se explica lo 
que significan por referencia a las competencias subyacentes: “The grouping into 
proficiency levels was undertaken on the basis of substantive considerations relating to 
the nature of the underlying competencies. Proficiency at each of these levels can be 
understood in relation to descriptions of the kind of mathematical competency that a 
student needs to attain them” (OECD, 2004b, pp. 44-45). Aquí también la competencia 
matemática o las competencias matemáticas son potencialidades que se actualizan en las 
actuaciones de los alumnos y, en la escala que ordena esas actuaciones vistas desde el 
modelo de competencia, se establecen niveles en esas actuaciones. Si adoptamos la 
palabra castellana “pericia” para traducir “proficiency”, podemos conservar esa 
diferencia conceptual entre “competence” y “proficiency”, y decir, como en el texto 
inglés, que la agrupación de las actuaciones (performances) en niveles de pericia 
(proficiency) se hizo sobre la base de las competencias (competencies) subyacentes, o 
que la competencia (competence) se actualiza en un conjunto de actuaciones 
(performances), que se evalúan y permiten establecer niveles de pericia (proficiency) en 
las actuaciones (performances). 

Usar palabras distintas (o signos distintos, o expresiones distintas) para conceptos 
distintos es una característica del lenguaje o de los sistemas de signos propios de 
cualquier disciplina científica o académica, pero lo que importa en este caso no es tanto 
el uso de una u otra palabra como la diferencia conceptual. Las palabras distintas 
subrayan la diferencia conceptual, lo que he querido subrayar con estos comentarios es 
que el uso de la palabra “competencia” en la expresión “nivel de competencia” borra la 
diferencia. Ahora bien, este borrar la diferencia conceptual no es una singularidad de la 
versión castellana del informe PISA. Las versiones francesa (OCDE, 2004a) y alemana 
(OECD, 2004c) usan también un mismo término en lugar de los dos ingleses 
“competence” y “proficiency”: “proficiency level” aparece en la versión francesa como 
“échelle de compétence” y en la versión alemana como “Kompetenzstufe”. 

En cuanto al primero de los casos de la lista de Rico, ahí sí que la versión castellana es 
absolutamente singular. Lo que la versión castellana denomina “la competencia 
matemática” en el original inglés se llama “mathematical literacy”. Es bien cierto que el 
término inglés “literacy”, literalmente la capacidad de leer y escribir, pero usado en el 
sentido más amplio de la capacidad que da los conocimientos socialmente requeridos, 
no tiene equivalente directo en español. Para el que tiene la capacidad de leer y escribir, 
existe el adjetivo “alfabetizado”, que en realidad es un participio pasado y, por tanto, 
connota que se ha sido sujeto pasivo de una acción, y, en el sentido más general de 
“literacy”, el adjetivo “letrado”, que suele usarse con connotaciones irónicas, o el 
adjetivo “cultivado”. En un primer momento, se optó por traducir “mathematical 
literacy” por “alfabetización matemática”, que es una acción en vez de una capacidad, 
pero, como indica Rico, “En los sucesivos documentos se produce un deslizamiento de 
términos, desde los primeros a los últimos informes, que comienzan por destacar la 
Alfabetización y concluyen con un mayor uso del término Competencia Matemática” 
(Rico, 2006, p. 282). “Competencia” tiene efectivamente la ventaja sobre 
“alfabetización” de no ser una acción, pero la opción de usar de nuevo el término 
“competencia” para otro término inglés distinto de “competence”, en este caso 
“literacy”, borra de nuevo diferencias conceptuales en el texto castellano. 

“Mathematical literacy” no se refiere a la competencia matemática, en el sentido de lo 
que sabe el sujeto epistémico. De hecho, el texto inglés dice que se trata de “un cierto 
concepto de mathematical literacy que tiene que ver con la capacidad de los estudiantes 



para analizar, razonar y comunicar efectivamente, al plantear, resolver e interpretar 
problemas matemáticos en una variedad de situaciones, que implican conceptos 
cuantitativos, espaciales, probabilísticos u otros conceptos matemáticos” (OECD, 
2004b, p. 37). En este caso, los textos francés y alemán no han coincidido con el 
castellano en usar también los equivalentes a “competencia”, sino que han optado por 
“culture mathématique” y “mathematische Grundbildung”, “cultura matemática”, en 
ambos casos (“fundamental”, en el caso alemán). A mi entender, esta opción por 
“cultura matemática” recoge bien la idea de una cierta “mathematical literacy” del texto 
inglés, la propia de las personas “cultivadas” en matemáticas en el sentido indicado por 
PISA, y hubiera evitado acumular más significados en el término “competencia”. 

Por otro lado, conviene señalar también que el término “performance”, que he 
presentado como pareja de “competence” en la terminología lingüística y semiótica, en 
la versión castellana del informe PISA aparece traducido como “rendimiento3” y no 
como “actuación”. No se habla, por tanto, de las “actuaciones de los alumnos”, sino del 
“rendimiento de los alumnos”. Esta traducción no es inusual en la bibliografía 
pedagógica y psicológica (como tampoco lo es la traducción “desempeño” en el español 
mexicano), pero no resulta adecuada para “performance” en el par “competence / 
performance”, ni tampoco cuando con “performance” nos estamos refiriendo a una 
actuación concreta de un alumno, a un conjunto de actuaciones de uno o más alumnos, o 
incluso a un modelo de actuación. “Rendimiento” implica que las actuaciones 
(“performances”) se evalúan de alguna manera. En la versión francesa del informe PISA 
(OCDE, 2004a), el término usado es “performance”, ya que “performance” es también 
una palabra francesa, y en la versión alemana (OECD, 2004c), es “Leistung”, también 
usado para traducir “performance” en la lingüística y la semiótica. 

 

COMPONENTES DE COMPETENCIA DE MODELOS TEÓRICOS LOCALES 
Examinado someramente el concepto de competencia desde el punto de vista lingüístico 
y semiótico, así como en el marco teórico de los modelos teóricos locales, y contrastado 
con la aparición del término “competencia” en las distintas versiones del informe PISA, 
mencionaremos en lo que sigue características particulares de algunos de los modelos de 
competencia que hemos elaborado para su uso en nuestras investigaciones. 

Nuestras investigaciones han versado siempre sobre procesos de enseñanza y 
aprendizaje en dominios concretos de las matemáticas y hemos procurado tener presente 
lo que en dichos procesos es característico de que lo que se está enseñando y 
aprendiendo sea precisamente matemáticas y no otra cosa. En nuestros modelos de 
competencia no pueden aparecer, por tanto, competencias con enunciados tan generales 
como los que hemos encontrado en el informe PISA. Así, “plantear y resolver 
problemas” no ha sido nunca una competencia en ninguno de nuestros trabajos, 
precisamente porque varios de ellos han versado sobre la enseñanza y el aprendizaje de 
aspectos de algunos de los mundos4 de la resolución de problemas de matemáticas en 
los sistemas escolares, de modo que nuestro trabajo consistía, entre otras cosas, en 
determinar en qué consiste la competencia en resolver problemas, es decir, cuáles son 
los elementos que la componen. Lo que hemos hecho en todos los casos para elaborar el 
modelo de competencia, una vez delimitado el mundo de la resolución de problemas 
que íbamos a estudiar, y la clase de problemas, si era el caso, ha sido describir qué ha de 
poner en juego un resolutor ideal para resolver los problemas. 

Así, en Puig (1996), cuyo capítulo 3 se titula precisamente “El modelo de 
competencia”, exponemos los resultados de una investigación sobre lo que en ella 



llamamos el “estilo heurístico de resolución de problemas”. Para caracterizar la 
competencia correspondiente a ese estilo heurístico, usamos dos fuentes, que, en cierta 
manera, tienen que ver con las que Eco señala a propósito de las teorías semióticas de 
segunda generación. Por un lado, interpretamos el modelo de fases de Polya, sus 
sugerencias para guiar la resolución y algunas de las entradas de su diccionario de 
heurística (Polya, 1945) como una descripción de la conducta del resolutor ideal, y, por 
tanto, elementos del modelo de competencia. Por otro lado, interpretamos los 
“componentes del conocimiento y la conducta” introducidos por Schoenfeld (1985) para 
dar cuenta de las conductas observadas en resolutores reales, y en particular las 
conductas que conducen al fracaso en la resolución, como elementos de un modelo de 
actuación, e invertimos el sentido de los componentes que en el modelo de Schoenfeld 
servían para explicar los fracasos, postulándolos como otros elementos de la 
competencia, que no estaban presentes en los análisis de Polya. 

La lista de elementos del modelo de competencia, que en ese libro subrayamos como los 
centrales del estilo heurístico está formada por destrezas con potencial heurístico, 
sugerencias heurísticas, herramientas heurísticas, métodos de resolución con contenido 
heurístico, patrones plausibles, el gestor instruido, y una concepción de la naturaleza de 
la tarea de resolver problemas según la cual ésta se realiza con fines epistémicos (Puig, 
1996, p. 44). 

De esa lista, los dos últimos elementos corresponden a lo incorporado por Schoenfeld a 
lo que nosotros llamamos su modelo de actuación. En ese modelo lo que en realidad se 
atestigua es cómo la falta de gestión del proceso o la mala gestión del proceso permite 
explicar la conducta que conduce a resolutores con un buen dominio de otros de los 
elementos de la competencia a no tener éxito en la resolución. Nuestro “gestor 
instruido” es la versión competente de esa carencia establecida por Schoenfeld como 
elemento de explicación de conducta no competente. 

Los elementos de nuestro modelo de competencia provienen pues de dos fuentes: una 
que examina al sujeto ideal y otra a los sujetos reales. El resultado es un conjunto de lo 
que sabe, sabe hacer, sabe que sabe, sabe que sabe hacer, sabe que ha de hacer, etc. el 
resolutor ideal, es decir, un conjunto de competencias que tienen que ver con aspectos 
que en otros trabajos se separan como cognitivos, metacognitivos y creencias, y que 
nosotros tratamos conjuntamente. 

No entraremos en más detalles de la descripción de esos elementos, que, en parte, 
pueden encontrarse en Puig (1996), sólo señalaré que es necesario, para que el modelo 
de competencia sea operativo, no limitarse a enumerar una lista como la anterior, sino 
entrar en los detalles. Así, por ejemplo, la competencia en el uso de herramientas 
heurísticas consiste en términos generales en saber que su uso transforma el problema, 
cuál es la relación entre el problema original y el transformado, qué puede usarse de la 
resolución del transformado para resolver el original y cómo se transforma el problema 
original como consecuencia de lo que se use de la resolución del transformado. Además, 
todo eso que está enunciado en términos generales tiene una concreción específica para 
cada herramienta heurística, y variantes en función de si el problema que se ha de 
resolver es un problema de encontrar o un problema de demostrar. Por otro lado, el 
conjunto de características del uso de cada herramienta heurística, los espacios de 
problemas que generan y las relaciones entre ellos determinan de forma explícita cuáles 
son las tareas en que ha de estar instruido el gestor para ser de pleno derecho un 
elemento del modelo de competencia. De modo que los elementos de la competencia no 
son simplemente una lista, sino que están combinados formando una estructura (éste es 



uno de los sentidos que tiene nuestro uso del término “modelo”: un conjunto con 
estructura). 

El modelo de competencia es uno de los componentes del modelo teórico local que se 
elabora para la investigación y está, por tanto, relacionado con los otros componentes 
del modelo, en particular con los componentes de actuación y enseñanza. Ya hemos 
visto que elementos del modelo de actuación pueden ser la fuente de elaboración de 
elementos del modelo de competencia, pero además las actuaciones de los alumnos en 
la investigación las analizamos con respecto a la conducta competente y las describimos 
con las categorías que proporcionan los elementos del modelo de competencia. 

El modelo de enseñanza, por su parte, lo elaboramos en la investigación con el fin de 
que los alumnos acaben siendo competentes en el sentido que define la competencia el 
modelo de competencia, y lo ponemos a prueba en la investigación examinando las 
actuaciones de los alumnos tras ser enseñados con tal modelo de enseñanza con respecto 
al modelo de competencia. Además, en su elaboración tomamos también en 
consideración lo que nos dice el modelo de actuación sobre cómo se comportan los 
alumnos. 

En Puig (1996) el modelo de competencia corresponde al estilo heurístico de resolución 
de problemas, cuando no se toma en consideración el contenido concreto de los 
problemas que se están resolviendo, pero ya en ese trabajo se apunta que hay clases de 
problemas para las que alguno de los elementos desempeñan un papel crucial en la 
determinación de la competencia. Es el caso de las clases de problemas para las cuales 
hay métodos de resolución (con contenido heurístico) establecidos. Entonces puede 
postularse como resolutor ideal aquél cuya competencia es la que da el método y cuya 
conducta está por tanto predicha, explicada y descrita por los pasos del método. 

En Siñeriz y Puig (2006) está descrito un modelo de competencia de este estilo para la 
resolución de problemas de construcción con regla y compás. Los elementos del modelo 
de competencia recién examinado son pertinentes también para este caso, pero 
desempeña aquí un papel central uno de esos elementos, a saber, el que se refiere a los 
métodos de resolución con contenido heurístico. En concreto, las competencias 
centrales son las que dictan cuatro métodos de resolución: tres que son propios de esa 
clase de problemas (el método de los dos lugares, el método de la figura auxiliar y el 
método de la figura semejante) y uno que es de índole más universal, el método de 
análisis y síntesis, que adopta en esta clase de problemas una versión específica que 
sirve para organizar el uso de los otros tres métodos. El examen detallado de esos 
métodos desde el punto de vista de las competencias implicadas en su uso es, en este 
trabajo, la fuente de elaboración de los elementos cruciales del modelo de competencia. 

Por otro lado, para la familia de los problemas aritmético-algebraicos de enunciado 
verbal, el método de resolución con contenido heurístico que es pertinente analizar para 
determinar elementos del modelo de competencia es el método cartesiano, que ya 
habíamos analizado con otros fines en Puig y Cerdán (1989) y habíamos usado para el 
análisis de la conducta de los resolutores en Puig (1996). Con el fin de perfilar un tal 
modelo de competencia hemos realizado un análisis histórico del método (Puig, 2003b; 
Puig and Rojano, 2004), que nos ha conducido a fijar una descripción de sus pasos, que 
constituyen otros tantos elementos de competencia. Ahora bien, en este caso, el asunto 
es más complejo por varios motivos. En primer lugar, el método cartesiano determina lo 
que hay que llamar competencia algebraica (en la resolución de esa clase de problemas) 
y a la naturaleza algebraica del método hemos dedicado una parte importante de 
nuestros estudios. Esto tiene dos consecuencias: por un lado, introduce la variante, que 



hasta ahora no hemos contemplado, de la posibilidad de determinar la competencia en 
un dominio de más de una manera, porque también se puede hablar de una competencia 
aritmética en la resolución de esa clase de problemas, que estaría modelada por el 
método de análisis y síntesis, como puede verse en nuestros análisis ya clásicos, que 
aparecen en Puig y Cerdán (1989, 1990). Lo que se espera del sujeto epistémico de las 
matemáticas actuales es que despliegue su competencia algebraica para resolver esos 
problemas, pero no se esperaría eso para el sujeto epistémico de las matemáticas en 
otros momentos históricos o en otras culturas. Por otro lado, ese modelo de competencia 
aritmética será pertinente también por la posición relativa de la aritmética y el álgebra, y 
sus sistemas de signos, a lo largo del currículo escolar, ya que el uso del método 
cartesiano está ligado al uso del sistema de signos del álgebra, que ha de ser aprendido 
en un determinado momento del currículo escolar. 

Esta característica del método cartesiano nos lleva al segundo motivo de complejidad 
del asunto: la competencia que define el método cartesiano presupone la competencia en 
el sistema de signos del álgebra. Es decir, necesitamos también incorporar al modelo de 
competencia de lo que llamaremos la resolución algebraica de problemas (de esa 
familia), además de lo que determinan los pasos del método, la competencia en el 
sistema de signos del álgebra. 

En este caso, es posible ser chomskiano y recurrir a la elaboración de una gramática 
generativa del lenguaje del álgebra, como hizo Kirshner en su tesis doctoral 
(Kirshner,1987), en algún sentido continuó Drouhard en la suya (Drouhard, 1992), y 
han extendido Solares (2002) y Arnau (2004) en los trabajos preparatorios de sus 
doctorados respectivos en ejecución. En el caso de Arnau, como su trabajo doctoral en 
curso trata sobre la resolución (algebraica) de problemas con el apoyo como entorno de 
trabajo de la hoja de cálculo, el modelo de competencia ha de contener elementos más 
variados. 

En efecto, la gramática del sistema de signos del álgebra ha de acompañarse de una 
descripción del sistema de signos de la hoja de cálculo, que sólo en parte puede hacerse 
como una gramática generativa por la multiplicidad de formas de escribir las 
expresiones en la hoja de cálculo. Por otro lado, el método cartesiano define un modelo 
de competencia que es el que quiere la enseñanza, pero el modelo de enseñanza que se 
pone en juego en la investigación conlleva la competencia definida por otro método de 
resolución que utiliza la hoja de cálculo y que se plantea como intermediario en el 
aprendizaje del método cartesiano. Ese otro método que llamamos “método de la hoja 
electrónica de cálculo” (MHEC) define un sujeto competente propio del modelo de 
enseñanza, cuyas competencias tienen el carácter de provisionalidad que les confiere el 
hecho de que habrán de abandonarse en favor de las competencias propiamente 
algebraicas, pero que localmente funciona como sujeto ideal. 

Todos estos ejemplos de variantes en la forma de elaborar el modelo de competencia 
provienen de investigaciones en el campo de la resolución de problemas, en el que las 
competencias que hemos considerado son las que tienen que ver con los procesos y con 
los sistemas de signos implicados. No hemos considerado en estos casos competencias 
ligadas a conceptos o estructuras conceptuales. En Fernández Lajusticia y Puig (2002) 
exponemos la elaboración de elementos de un modelo de competencia de la razón, la 
proporción y la proporcionalidad, derivado de los análisis de Freudenthal (1983), 
presentados de manera formal. 

Lo que hicimos en ese trabajo, que se usó en la tesis doctoral de Alejandro Fernández 
Lajusticia, tiene que ver con la concepción de la naturaleza de las matemáticas que 



exponemos en Puig (1997) interpretando a nuestra manera ideas de Freudenthal (1983). 
En efecto, si los conceptos matemáticos se conciben como medios de organización de 
fenómenos del mundo de nuestra experiencia (entendiendo que el mundo de nuestra 
experiencia incluye también, por ejemplo, los mundos posibles que crean las propias 
matemáticas), entonces el sujeto epistémico de las matemáticas tiene las competencias 
que le permiten organizar los fenómenos de la manera como los conceptos matemáticos 
los organizan. La elaboración del modelo de competencia de un concepto o estructura 
conceptual, es decir, la descripción de los poderes del sujeto epistémico, ha de tener por 
tanto como un componente fundamental el análisis fenomenológico. 

Rico (2004) ya señaló hace dos años en un simposio de nuestra sociedad que la 
concepción de la naturaleza de las matemáticas que subyace al proyecto PISA es de raíz 
freudenthaliana, y, en particular, que los conceptos y estructuras matemáticas se 
conciben en él como medios de organización de fenómenos del mundo de nuestra 
experiencia. En el apartado siguiente apuntamos, para concluir, algunas implicaciones 
curriculares de esta concepción, que no es de hoy, y su expresión actual en términos de 
competencias. 

 

“COMPETENCIAS” VS “CONTENIDOS” EN EL DISEÑO Y DESARROLLO 
DEL CURRÍCULO 

En mi texto sobre análisis fenomenológico (Puig, 1997) ya señalé que Freudenthal no 
desarrolló sus ideas sobre la naturaleza de las matemáticas con él ánimo de elaborar una 
filosofía de las matemáticas, sino con la intención de ofrecer un fundamento teórico a la 
investigación y el desarrollo curricular que lideraba, en lo que hoy en día se llama en su 
honor Instituto Freudenthal. Indiqué allí que “Freudenthal adopta una toma de partido 
didáctica: el objetivo de la acción educativa en el sistema escolar ha de ser básicamente 
la constitución de objetos mentales y sólo en segundo lugar la adquisición de conceptos 
—en segundo lugar tanto temporalmente como en orden de importancia” (Puig, 1997, p. 
75). Ahora bien, los objetos mentales buenos que el currículo se propone que los 
alumnos constituyan como consecuencia de la enseñanza se caracterizan porque 
organizan fenómenos que los conceptos correspondientes organizan y lo hacen de forma 
similar (aunque no estén perfilados como conceptos), de manera que son la base sobre 
la cual los conceptos pueden adquirirse por los alumnos, de forma que éstos aparezcan 
para ellos íntimamente ligados a la organización de fenómenos del mundo. 

Traigo esta cuestión a colación porque desde mi punto de vista la oposición entre 
contenidos conceptuales y competencias en el terreno curricular es una falacia. Lo que 
es crucial es la concepción de la naturaleza de las matemáticas subyacente y las 
consecuencias que de ella se derivan. Si se sostiene una concepción como la expuesta en 
Puig (1997), que es de la misma familia de raíz freudenthaliana que la que se describe 
en el marco teórico de PISA (OECD, 2003), lo que el currículo de matemáticas ha de 
establecer es que se trata de enseñar a organizar campos de fenómenos. Ahora bien, las 
competencias que permiten organizar los fenómenos no pueden obtenerse de un análisis 
de los fenómenos, sino de un análisis fenomenológico de los conceptos que los 
organizan. Lo que el currículo pretende no es enseñar los fenómenos, sino enseñar a 
organizar los fenómenos; pero además no pretende enseñar a organizar los fenómenos 
de cualquier manera, sino mediante los medios de organización histórica, social y 
culturalmente establecidos para organizar esos fenómenos, es decir, mediante los 
conceptos matemáticos. El currículo no pretende enseñar “espacio y forma”, sino 
geometría. Eso sí, geometría como conjunto de medios de organización de los 



fenómenos del espacio y la forma; y no geometría como conjunto de verdades 
inmutables sobre objetos ideales. 

Oponer competencias a contenidos conceptuales es, en este sentido, una falacia. Ahora 
bien, para que realmente sea una falacia es necesario que los contenidos matemáticos se 
conciban como medios de organización de fenómenos. Otras concepciones de la 
naturaleza de las matemáticas y los correspondientes currículos y prácticas escolares 
basados en ellas justifican que se plantee tal oposición. 

 

REFERENCIAS  BIBLIOGRÁFICAS 
Arnau, D. (2004). El método de la hoja electrónica de cálculo para la resolución de 

problemas verbales aritmético-algebraicos. Un estudio con alumnos de primer 
curso de secundaria Trabajo de investigación del programa de doctorado del 
departamento de Didáctica de la Matemática de la Universitat de València 

Chomsky, N. (1965). Aspects of the Theory of Syntax. Cambridge, MA: MIT Press. 

Chomsky, N. (1968). Language and Mind. New York: Harcourt Brace & World, Inc. 

de Lange, Jan. (1987). Mathematics, Insight and Meaning. Utrecht: OW & OC. 

Drouhard, J.-Ph. (1992). Les écritures symboliques de l’Algèbre elémentaire. Thèse 
doctoral, Université Paris 7. 

Eco, U. (1975). La estructura ausente. Introducción a la semiótica. Traducción 
castellana de Francisco Serra Cantarell. Barcelona: Lumen. 

Eco, U. (1981). Lector in fabula. La cooperación interpretativa en el texto narrativo. 
Traducción castellana de Ricardo Pochtar. Barcelona: Lumen. 

Eco, U. (1989). Cuernos, cascos, zapatos: Algunas hipótesis sobre tres tipos de 
abducción. En Eco, U. y Sebeok, T. A. (Eds.) El signo de los tres. Dupin, Holmes, 
Peirce. Traducción castellana de E. Busquets (pp. 265-294). Barcelona: Lumen. 

Fernández Lajusticia, A. (2001). Precursores del razonamiento proporcional: Un 
estudio con alumnos de primaria. Tesis doctoral. Universitat de València. 

Fernández Lajusticia, A. y Puig, L. (2002). Análisis fenomenológico de los conceptos 
de razón, proporción y proporcionalidad. La Gaceta de la Real Sociedad 
Matemática Española, 5(2), pp. 397-416. 

Filloy, E. (1988). Theoretical Aspects of PME Algebra Research. Manuscript. Institute 
of Education. University of London. 

Filloy, E. (1990). PME Algebra Research. A working perspective. In G. Booker et al. 
(Eds.), Proceedings of the Fourteenth Annual Conference for the Psychology of 
Mathematics Education (Vol. 1, pp. PII 1-PII 33). Oaxtepec, Morelos, México. 

Filloy, E. y cols. (1999). Aspectos teóricos del álgebra educativa. México, D. F.: Grupo 
Editorial Iberoamérica. 

Filloy, E. y Rojano, T. (1984). From an Arithmetical to an Algebraic Thought (A 
clinical study with 12-13 year olds). In J. Moser (Ed.) Proceedings of the Sixth 
Annual Meeting for the Psychology of Mathematics Education, North American 
Chapter (pp. 51-56). Madison, WI. 



Freudenthal, H. (1983). Didactical Phenomenology of Mathematical Structures. 
Dordrecht: Reidel. 

Kieran, C. y Filloy, E. (1989). El aprendizaje del álgebra escolar desde una perspectiva 
psicológica, Enseñanza de las Ciencias, (7) 229-240. 

Kirshner, D. (1987). The grammar of symbolic elementary algebra. Unpublished 
doctoral dissertation, University of British Columbia, Vancouver. 

OECD (2003). The PISA 2003 Assessment Framework. Mathematics, Reading, Science 
and Problem Solving Knowledge and Skills. París: OECD.  

OCDE (2004a). Apprendre aujourd’hui, réussir démain. Premiers résultats de PISA 
2003. Paris: OCDE. 

OECD (2004a). First Results from PISA 2003. Executive Summary. Paris: OECD. 
[Traducción castellana de Encarna Belmonte, OCDE (2004b). Aprender para el 
mundo de mañana. Resumen de resultados PISA 2003. Madrid: MEC / INECSE.] 

OECD (2004b). Learning for Tomorrow’s World: First Results from PISA 2003. Paris: 
OECD. [Traducción castellana de María Luisa Rodríguez Tapia, Victoria Gordo del 
Rey y Javier García Prieto, OCDE (2005). Informe PISA 2003. Aprender para el 
mundo del mañana. Madrid: Santillana.] 

OECD (2004c). Lernen für die Welt von Morgen. Erste Ergebnisse von PISA 2003. 
Paris: OECD. 

Peirce, C. S. (1931-58). Collected Papers of Charles Sanders Peirce. Edited by Charles 
Hartshorne and Paul Weiss (vols. 1-6) and by Arthur Burks (vols. 7-8). Cambridge, 
MA: The Belknap Press of Harvard University Press. 

Polya, G. (1945). How to Solve It. Princeton, NJ: Princeton University Press. 
[Traducción castellana de Julián Zugazagoitia, Cómo plantear y resolver problemas. 
(México: Trillas, 1965.] 

Puig, L. (1996). Elementos de resolución de problemas. Granada: Comares, col. 
Mathema. 

Puig, L. (1997). Análisis fenomenológico. En Rico, L. (Coord.) La educación 
matemática en la enseñanza secundaria (pp. 61-94). Barcelona: Horsori / ICE. 

Puig, L. (2003a). Signos, textos y sistemas matemáticos de signos. En Filloy, E. (Ed.) 
Matemática Educativa: aspectos de la investigación actual (pp. 174-186). México, 
DF: Fondo de Cultura Económica / CINVESTAV. 

Puig, L. (2003b). Historia de las ideas algebraicas: componentes y preguntas de 
investigación desde el punto de vista de la matemática educativa. En Castro, E.; 
Flores, P.; Ortega, T.; Rico, L. y Vallecillos, A. (Eds.) Investigación en Educación 
Matemática. Actas del Séptimo Simposio de la Sociedad Española de Investigación 
en Educación Matemática (pp. 97-108). Granada: Universidad de Granada. 

Puig, L. and Rojano, T. (2004). The history of algebra in mathematics education. In K. 
Stacey, H. Chick, & M. Kendal (Eds.), The future of the teaching and learning of 
algebra: The 12th ICMI study (pp. 189-224). Norwood, MA: Kluwer Academic 
Publishers. 

Puig, L. y Cerdán, F. (1989). Problemas aritméticos escolares. Madrid: Ed. Síntesis. 

Puig, L. y Cerdán, F. (1990). Acerca del carácter aritmético o algebraico de los 



problemas verbales. En Filloy, E. y Rojano, T. (Eds.) Memorias del Segundo 
Simposio Internacional sobre Investigación en Educación Matemática (pp. 35-48.) 
Cuernavaca, Morelos: PNFAPM. 

Rico, L. (2004). Evaluación de competencias matemáticas : proyecto PISA/OCDE. En 
Castro, E. y de la Torre, E. (Eds.) Investigación en educación matemática. Octavo 
Simposio de la Sociedad Española de Investigación en Educación Matemática (pp. 
89-102) A Coruña: Universidade da Coruña. 

Rico, L. (2005). La competencia matemática en PISA. En VI Seminario de Primavera. 
La enseñanza de las Matemáticas y el Informe PISA. Madrid: Fundación Santillana. 

Rico, L. (2006). Marco teórico de evaluación en PISA sobre matemáticas y resolución 
de problemas. Revista de Educación, núm. extraordinario, pp. 275-294. 

Rojano, T. (1985). De la aritmética al álgebra (un estudio clínico con niños de 12 a 13 
años de edad). Tesis doctoral. Centro de Investigación y Estudios Avanzados del 
Instituto Politécnico Nacional, México. 

Schoenfeld, A. H. (1985). Mathematical Problem Solving. Orlando, FL: Academic 
Press. 

Siñeriz, L. y Puig, L. (2006). Un modelo de competencia para la resolución de 
problemas de construcción con regla y compás. En Aymerich, José V. y Macario, 
Sergio (Eds.) Matemáticas para el siglo XXI (pp. 323-331) Castellón: Publicacions 
de la Universitat Jaume I. 

Solares, A. (2002). La sustitución algebraica. Extensión de significados y 
transformaciones. Memoria para el examen pre-doctoral. Centro de Investigación y 
Estudios Avanzados del Instituto Politécnico Nacional de México. 

Treffers, A. (1987) Three Dimensions (a Model of Goal and Theory Description in 
Mathematics Instruction – the Wiskobas Project). Dordrecht: Reidel. 

Wittgenstein, L. (1956). Remarks on the Foundations of Mathematics. Edited by G. H. 
von Wright, R. Rhees, and G. E. M. Anscombe. Oxford: Basil Blackwell. (Trad. 
española de Isidoro Reguera, Observaciones sobre los fundamentos de la 
matemática. Madrid: Alianza, 1987.) 

 

 

NOTAS 
1 En esta cita, Eco y su traductor castellano han dejado los términos “competence” y “performance” en 
inglés. Yo he usado siempre “actuación” como traducción castellana de “performance” cuando hace 
pareja con “competence”, y así lo estoy haciendo también en este texto. Sobre otras traducciones al 
español del término “performance”, ver más adelante. 
2 Es decir, con los dos componentes “matematización horizontal” y “matematización vertical”, que 
describieron hace ya años Treffers (1987) y de Lange (1987), este último el actual co-presidente del grupo 
de expertos de matemáticas de PISA. 
3 “Rendimiento” se usa para traducir “performance” en las traducciones castellanas de los informes PISA, 
pero no sólo para traducir ese término. En el Executive Summary de los resultados de PISA 2003 (OECD, 
2004a), el apartado “How PISA measured student performance in mathematics”, contiene una figura 
titulada “Student proficiency in mathematics” en la que se describen “six levels of proficiency in 
mathematics”. La versión castellana del Executive Summary traduce “Cómo ha medido PISA 2003 el 
rendimiento de los alumnos en matemáticas”, “Rendimiento de los alumnos en matemáticas” y “seis 
niveles de competencia en matemáticas”, respectivamente (OCDE, 2004b), con lo que “rendimiento” 



sirve para traducir tanto “performance” como “proficiency”, y “proficiency” aparece traducido tanto por 
“rendimiento” como por “competencia”. 
4 En Puig (1996) se indica que la noción de “mundo de la resolución de problemas en los sistemas 
escolares” la introducimos para poder dar cuenta de la diversidad de funciones que la resolución de 
problemas puede adoptar en el currículo de matemáticas y determinar cuál de esas funciones es la que se 
va a estudiar en la investigación (o cuáles, si es el caso). Mundos de la resolución de problemas son el de 
la pura resolución de problemas (cuando la función de los problemas es la enseñanza de la heurística, es 
decir, de aquello que en la resolución de problemas es independiente del contenido), el de la resolución de 
problemas en la que está implicado un proceso de matematización horizontal y vertical (cuya función es 
precisamente la enseñanza de ese proceso), el de las clases de problemas que se plantean y resuelven con 
el fin de enseñar conceptos o estructuras conceptuales, y otros (ver Puig, 1996, pp. 13-14). 
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Resumen 

Nuestro objetivo en este artículo es estudiar cómo los estudiantes de 
magisterio de Primaria contemplan el conocimiento matemático, cómo 
declaran sus apreciaciones y que valores consideran esenciales. También 
analizamos cómo ven las relaciones de poder deduciendo de ello sus 
posicionamientos pedagógicos. A partir de ahí, intentamos reconocer los 
diferentes niveles de competencias matemáticas profesionales de estos 
estudiantes respecto a las matemáticas y sus procesos de aprendizaje y 
enseñanza. Identificamos tres tipos de estudiantes y caracterizamos sus 
visiones de las matemáticas como práctica social así como sus actuaciones 
pedagógicas futuras previsibles.  

Abstract 

Our aim in this paper is to study how students, that want to become Primary 
School’s   teachers, see mathematical knowledge, how they explain their 
views and which values they consider essential. We analyze how they 
contemplate the different power relations deducing from that their 
pedagogical position. In doing this we try to recognise the different levels of 
professional mathematical competencies, of these students, with respect to 
mathematics and its learning and teaching processes. We identify these 
types of students and we characterize their insights of mathematics as a 
social practice as well as their expected future pedagogical practices. 

 

La formación de maestros de Primaria que puedan actuar como educadores matemáticos 
es una necesidad urgente en nuestro país. La valoración de las matemáticas en nuestra 
sociedad, la situación de su enseñanza y su aprendizaje han sido y son preocupantes.  
Por una parte existe la percepción de  que las matemáticas son una materia pura, una 
ciencia fundamental e incuestionable en el currículo y, tal vez,  una ciencia aplicable a 
otras ciencias y presente de una manera “misteriosa” en la tecnología. Por la otra, 
estudios internacionales (TIMSS, PISA) muestran como los estudiantes no adquieren el 
conocimiento matemático solicitado por la sociedad. El repetido fracaso escolar en esta 
materia hace que, tanto la sociedad como las administraciones educativas, 
responsabilicen del mismo a los alumnos por falta de esfuerzo, a los maestros por su 
poca preparación  e incluso a las familias por falta de implicación en la formación de 
sus hijos.   

En una situación como esta tiene sentido preguntarse  qué contenidos y competencias 
debe poseer un maestro de Primaria que le permita afrontar con ciertas garantías la 
enseñanza de las matemáticas y cómo puede llegar a obtenerlos. Y, por supuesto, 
plantearse de qué tipo de maestro estamos hablando, de qué matemáticas y en qué 
contexto. 

Necesitamos maestros que estén dispuestos a pensar en la enseñanza como un proceso 
creativo y no repetitivo (Shulman, 2004). Maestros que posean el conocimiento y la 



capacidad para entender lo que deben enseñar y cómo deben proceder, que entiendan el 
currículo profundamente, que sepan  organizar y gestionar la clase, evaluar , 
relacionarse con todas las comunidades implicadas, y que comprendan a los alumnos 
intelectualmente, socialmente, culturalmente y personalmente bajo  perspectivas de 
desarrollo. Que tengan capacidad para involucrarse en la práctica con actuaciones 
apropiadas y capaces de aprender de la experiencia a través de la reflexión. Solamente 
se podrá asegurar cambios positivos y reorientaciones si las experiencias docentes  son 
vistas a través del filtro de la reflexión profesional. Y, por supuesto, maestros que 
tengan ilusión y motivación  para llevar a cabo su trabajo. 

Los nuevos planteamientos acerca de como definir o entender las matemáticas afectan a 
su enseñanza y aprendizaje. Aceptar que las matemáticas son un campo de naturaleza 
múltiple de iniciativas y de actividad (Niss, 2003) implica considerarlas desde una 
perspectiva en parte sociológica y  en parte epistemológica, de una manera más amplia 
que estrictamente como ciencia al margen de valores. En un contexto democrático en el 
que se quiere ciudadanos que puedan enfrentarse a cómo la humanidad percibe y 
entiende las construcciones del mundo, no basta con que la gente sea capaz de buscar y 
juzgar información. Se necesita que tenga una visión profunda de tales construcciones y 
percepciones, y que las entienda.   

En este contexto se plantea la noción de competencia matemática: Capacidad de 
identificar, comprender e implicarse en matemáticas así como hacer juicios bien 
fundamentados acerca del papel que juegan como necesidad para la vida individual 
actual y futura, profesional y social, en una vida como ciudadano constructivo, 
interesado y reflexivo (OCDE, 2000).  Esta idea de competencias va más allá de 
considerar conocimientos y habilidades matemáticos, ambos  necesarios para la 
competencia pero no suficientes. Las competencias entienden como conductuales y 
tienen una naturaleza dual (analítica y productiva). La extensión de las componentes 
que se dominan, los contextos y situaciones y el nivel de  herramientas con las que la 
persona puede activar la competencia, definen su nivel de maestría. Es en este sentido 
que  podemos encontrar una estrecha relación entre competencia matemática  y 
democracia. 

En el caso de la formación de maestros de Primaria, tener competencia matemática es 
un componente esencial. Se debe poseer también otras competencias didácticas y 
pedagógicas en base a un perfil de maestro generalista-especializado: socio-
culturalizador, facilitador, investigador, constructivo y educador matemático (Giménez 
2003, Burgués  2005). Pero además deben considerarse competencias profesionales 
específicamente matemáticas como las curriculares, de enseñanza, de aprendizaje, 
evaluación, colaboración e implicación (Niss, 2004). Pero ello, no parece resolver todos 
los problemas, puesto que no se articulan y consolidan los currículos competenciales 
(ANECA, 2004) para la formación inicial de maestros de Primaria.  

La experiencia a lo largo de casi 30 años en formación inicial y permanente, nos ha 
permitido comprobar la enorme complejidad de los procesos de formación de maestros 
en matemáticas. Asimismo, el reconocer la importancia de los posicionamientos del 
alumnado, puesto que inciden en sus conductas poco adecuadas en las practicas de aula 
(Miller y Baker, 2001). Aceptando una visión de las matemáticas según Niss (2003) 
como “de naturaleza múltiple y amplia” y por tanto la necesidad de formar maestros que 
sean capaces de desarrollar esta visión en sus futuros alumnos, queremos  analizar su 
posicionamiento, en un proceso de formación, frente a las matemáticas como práctica 
social. Para ello nos hemos centrado en las relaciones y valores que los alumnos de 
maestro declaran respecto al conocimiento matemático, cómo ven las relaciones de 



poder y, por lo tanto, el posicionamiento pedagógico que mantienen. Y, a partir de ahí, 
intentar reconocer niveles de competencia profesional matemática en los futuros 
docentes de Primaria a partir de dichos posicionamientos sobre las matemáticas, su 
aprendizaje y su enseñanza.  

 

MARCO TEÓRICO 
El estudio que se presenta  forma parte de una investigación  más amplia sobre una 
experiencia de formación inicial de maestros de Primaria en Matemáticas para 
desarrollar profesionalmente al alumnado. El propósito de la misma  fue  contribuir  a 
una reflexión teórica sobre la formación de maestros de Primaria, en profundidad, 
basada en el análisis empírico para la formación docente. El resultado de esta reflexión 
especificó algunos patrones en el aprendizaje-formación de maestros así como los 
significados que justifican dicho proceso de formación (Burgués, 2005). Se 
establecieron trayectorias hipotéticas de aprendizaje para la formación inicial (TRHIFI), 
adaptando la idea de trayectoria hipotética de aprendizaje de Simon (1994), que se 
utilizaron, a la vez, como base para el diseño de actividades y como referente para el 
análisis de los resultados.   

En este estudio, interpretamos desarrollo profesional como una construcción personal 
cíclica (Shulman, 2002), producto de una elaboración personal en la acción 
profesional, que lleva a la integración cognitiva de diferentes componentes de 
conocimiento (García, 1997). La implicación tiene un papel esencial  siendo un fin en sí 
misma y también la que posibilita llegar al compromiso y a la identidad  profesional, a 
través de la reflexión crítica (Shulman). En nuestro artículo, nos centramos en lo 
comportamental – actitudinal, que incluye la asignación de atribuciones e implicaciones 
en la construcción de las creencias personales.  

Interpretamos las matemáticas como práctica social “ideológica” construida de forma 
compleja (Baker, 1996). Ello tiene implicaciones pedagógicas significativas tanto para 
los estudiantes de maestro como para su futura práctica escolar. En este modelo 
reconocemos que los contextos, valores y creencias y las relaciones de poder en los que 
el conocimiento está situado afecta tanto a las maneras de dar significado como a los 
modos de conocimiento. Se entiende también que las posibles visiones u opiniones de 
los estudiantes sobre las matemáticas como disciplina, deberían contemplar la actual 
aplicación de la matemática en todos los campos, su desarrollo histórico y la especial 
naturaleza que tienen como disciplina. Se reconoce que la visión sobre las matemáticas 
está estrechamente relacionada con la posesión de las competencias matemáticas pero 
no deriva de ellas (Niss, 2004).  

En nuestro estudio consideramos una matriz con dos componentes: el modelo de 
estudiante y las dimensiones de las prácticas de los estudiantes obtenidas de las 
relaciones con el conocimiento matemático, las creencias y valores, las relaciones de 
poder y las prácticas pedagógicas (en nuestro caso según sus intenciones sobre la 
práctica) como elementos epistemológicos, culturales, ideológicos (de posición) y de 
práctica pedagógica. Al hablar de los modelos, consideramos tres perfiles: conformista, 
reflexivo e interrogativo. 

En el lado conformista del espectro, las matemáticas se perciben como un cuerpo de 
conocimiento unificado, determinado y legitimado “autónomo”  (Baker y Street 1994), 
el conocimiento matemático se ve como un conjunto de convenciones y procedimientos, 
de naturaleza abstracta, universal y al margen de valores. El estudiante con estas 



características, cree que su misión es  “dar” conocimientos. En cuanto a las relaciones 
de poder y las prácticas pedagógicas, el conformista es consciente y está de acuerdo con 
el poder establecido y acepta la transmisión de conocimiento por parte del maestro. 

En el otro lado se encuentra el que apunta a una progresión hacia la idea de reflexión 
crítica o lo que se ha llamado “perfil interrogativo” (Miller, 1996). La interrogación 
abre nuevos retos a los modelos de conocimiento, enmarcando currículos escolares 
sustentados en valores y creencias, relaciones de poder y prácticas pedagógicas. El 
estudiante de tipo interrogativo muestra la consciencia de la construcción social del 
conocimiento matemático. Cuestiona las prácticas pedagógicas, acepta las múltiples 
maneras de aprender y valora el trabajo de los alumnos. 

En medio, el reflexivo da muestras de considerar la relación entre las matemáticas 
escolares y la vida diaria pero no la usa, es consciente de la diferencia entre las dos 
prácticas pero también de los límites entre ellas. Conoce el papel de “puerta social” del 
conocimiento matemático y estima su ayuda al estudiante como importante. Trata de 
mediar entre niños y currículo. Intenta, en muchos casos, motivarlos a través de un 
barniz de lo cotidiano y no como una enseñanza y aprendizaje genuinamente situado. 

Por lo que respecta a creencias y valores, el estudiante de magisterio de tipo conformista 
tiene interés en extender sus conocimientos solo hasta saber lo que necesita para 
enseñar, el reflexivo centra sus intereses en el alumno y el interrogativo se muestra 
como mediador entre los niños y el conocimiento.  

Coincidimos con Baker (1996), que estas posiciones tienen una estrecha relación con las 
futuras prácticas pedagógicas de los futuros maestros. Detectar en qué posición están, es 
pues importante. En el caso de los estudiantes de tipo autónomo o reflexivo la 
transmisión de conocimiento o la exploración mediada domina sus clases. Mientras el 
modelo autónomo persista en el futuro maestro, se mantendrá el fracaso escolar en 
educación matemática (Baker, 1996). 

 

METODOLOGIA 
Como se ha indicado, este estudio es una parte de un trabajo de investigación más 
amplio. En dicha investigación se optó desde un punto de vista teórico y metodológico 
por la investigación por desarrollo (Gravemeijer, 2001), por que se trata de un tipo de 
investigación centrada en el paradigma ecológico, acentuado por tener una perspectiva 
fenomenológica, y que está inspirada en el deseo de innovar en educación.  

Para constatar, en particular, las manifestaciones específicas de los estudiantes se 
desarrolla aquí un estudio de caso etnográfico a lo largo de un curso académico con un 
grupo de 60 estudiantes durante su primer año en la Facultad de Formación del 
Profesorado de la especialidad de Primaria en la Universidad de Barcelona. Las 
circunstancias del entorno y de la facultad no permiten realizar experiencias de prácticas 
escolares antes del tercer curso de la carrera.  

El estudio se ha realizado en dos fases, correspondientes a las dos asignaturas. Las 
características del grupo completo de 60 alumnos, son las siguientes: Mayoritariamente,  
bachilleres de especialidades mixtas, con notas de matemáticas aceptables en la 
secundaria y en la selectividad, pero su actitud hacia las matemáticas es negativa.  

En esta experiencia la investigadora es, al tiempo, la formadora. Se es consciente de 
que, en este caso, los resultados se ven influidos por las creencias de la investigadora, a 



pesar del contraste con un investigador externo al aula que ha hecho un seguimiento de 
la experimentación y del posterior análisis.  

Las condiciones iniciales de estos alumnos se caracterizan por no tener un conocimiento 
completo de las matemáticas de Primaria, desconociendo significados y 
representaciones de contenidos elementales como la recta numérica (solamente un 39% 
ha sabido situar correctamente una colección de números naturales sobre una recta no 
graduada). El papel que otorgan a la matemática escolar es el de materia difícil, que no 
esta al alcance de todos. Casi un 50% no se siente seguro de poder enseñarlas, 
curiosamente solamente un 30% cree que la dificultad procede del docente. Por lo que 
respecta a su posicionamiento profesional inicial creen que lo que más favorece el 
aprendizaje matemático es potenciar la autoconfianza de los alumnos dejando de lado 
otras componentes matemáticas y estratégicas (Burgués, 2005).  

A lo largo de dos asignaturas (15 créditos en total) se analizan pormenorizadamente 
cinco  actividades, como estudio de caso, de un grupo de tres alumnos. Los sujetos son 
tres alumnas que llamaremos Ester, Núria y Laura, que a partir  de las primeras 
actividades recogidas de todo el grupo-clase, muestran conductas que se dan 
mayoritariamente como diferentes en el grupo. Regularmente de las actividades 
analizadas se revisa la producción del grupo clase para comprobar su representatividad 
aproximada. 

Se consideran básicamente cinco tareas como datos, de las cuales dos se desarrollan en 
la primera fase: (a) Descripción intencional didáctica con pares e impares, (b) Efecto 
potencial sobre la práctica en la elaboración de una prueba de evaluación. Tres 
corresponden a la segunda fase: (c) Análisis de una secuencia ajena de planificación, (d) 
Actividad de elaboración y síntesis, (e) Planificación didáctica.  

Para analizar el posicionamiento ante las matemáticas como práctica social nos hemos 
centrado en las relaciones que los alumnos de maestro muestran en relación al 
conocimiento matemático,  sus apreciaciones y valores declarados, como ven las 
relaciones de poder y, por lo tanto que posicionamiento pedagógico mantienen. 
Asimismo, se realizan árboles de señalización (Burgués y Giménez 2006) y se efectúan 
mapas conceptuales asociados a las respuestas de los estudiantes para confirmar sus 
conexiones, y ver sus coherencias posibles entre lo que declaran y lo que proponen para 
la acción. 

En el cuadro siguiente (ver fig. 1) se muestra los descriptores de los tres tipos de 
maestro que consideramos: conformista, reflexivo e interrogativo-crítico que hemos 
descrito en el apartado anterior (Burgués 2005).  En nuestro caso, los posicionamientos 
de los alumnos son declaración de intenciones sobre acciones de aula  que no han sido 
llevadas a término. A través del análisis de los textos de los estudiantes, contrastado con 
los diarios de clase y las grabaciones, codificamos sus intervenciones, y asignamos a 
cada estudiante el tipo que le corresponde.  



 

 

 

 conformista reflexivo Interrogativo-crítico 

Relaciones con el 
conocimiento 
matemático 

Lo considera único y autónomo. 
Dado y transmitido por el 
docente. Algo necesario, 
recibido y desligado de valores. 
Lo interpreta como 
descontextualizado.                       
El docente solo precisa del 
conocimiento imprescindible 
para impartirlo. Énfasis en 
cubrir el programa.  

 

Lo considera único y autónomo. 
Acepta la aplicación. Lo relaciona 
con la vida diaria.                               
Acepta que hay diversas formas 
de conocimiento y que puede 
apropiárselas. Pretende tratar el 
contenido minuciosamente a costa 
de ampliar el currículo. 

  

Lo considera como ideológico 
(naturaleza cultural, plural y 
grupal del conocimiento). 
Tiene interés en la 
contribución de las 
matemáticas al pensamiento y 
visión del mundo. Está de 
acuerdo en diferentes 
maneras de conocimiento. 
Cuestiona el tipo de 
conocimiento. Tiene voluntad 
de rompimiento . 

Aspectos 
estratégicos, 

pedagógicos y 
relaciones de 

poder 

Acepta  la pedagogía de la 
escuela. Tiene una visión 
transmisora de la enseñanza. 
Tiende a la dependencia y 
pasividad. Cree en  el uso de 
recursos pedagógicos  como 
motivación.  Interpreta al 
profesor como autoridad. 
Conserva y acepta las 
estructuras de poder y el 
estatus del conocimiento.    
Acepta la jerarquía institucional. 
No reconoce la relación entre el 
programa y el poder.  

Adopta un barniz pedagógico. 
Justifica la pedagogía escogida 
como la mejor manera de enseñar. 
Considera los intereses del 
alumnado por lo que respecta a la 
motivación.                                 
Usa sistemas de gestión para 
ayudar al alumnado a 
independizarse pero mantiene la 
autoridad final. Muestra cierto 
poder del profesorado pero sin 
compromiso.                                
Cree en la  escuela como lugar 
idóneo para buscar formas de 
ayudar al alumnado a aprender.        
Las matemáticas son una puerta 
de acceso a otro conocimiento. 

Considera la negociación 
como forma de relación 
pedagógica.               
Cuestiona y desafía el 
conocimiento y lo que hay que 
saber. Hace explícito que el 
conocimiento tiene un estatus.    
Los roles del maestro y del 
alumnado son menos 
desiguales, ambos tienen 
poder. Tiende a la autonomía 
del alumno y promueve la 
actividad. Acepta la posición 
propia y la de los demás.    
Las demandas que hace son , 
a la vez, pedagógicas y 
curriculares. 

Actitudes, 
emociones, 

valores y 
apreciaciones 

Cree que la acción pedagógica 
debe ser dirigida. Solo valora el 
conocimiento que precisa para 
enseñar. Cree  que solo es 
preciso una formación básica 
para la docencia.        Es un 
profesional  mantenedor del 
status quo. No reconoce la 
componente socio-política.  
Prioriza únicamente las 
competencias básicas. 

Acepta la importancia de la 
curiosidad como motivación y 
finalidad en la enseñanza. 
Reconoce pedagogías diferentes 
para escoger alguna. Valora 
reflexionar y conjeturar. Valora la 
equidad como necesidad sin más 
implicación reflexiva. Tiene 
conciencia de competencias socio-
políticas. Considera positivamente 
los cambios. 

Se mueve ideológicamente. 
Pone en cuestión formas de 
conocimiento. Reconoce que 
es preciso atender a la 
diversidad para mantener la 
equidad. El conocimiento lo 
considera contrastable. 
Relaciona educación y visión 
socio-política. Valora la 
creatividad. Propone una 
visión intelectual sobre el 
hecho pedagógico. 

Figura 1. Características y tipo de futuro docente al considerar las matemáticas como práctica social. (Burgués, 2005. Adaptación 
de Miller K y Baker D, 2001) 

 



 

DISCUSIÓN 
Se analiza  una actividad con formato de artículo que recoge y expresa la opinión 
personal del estudiante sobre aspectos relacionados con la enseñanza y el aprendizaje de 
las matemáticas a nivel escolar. Se pide a los alumnos un documento coherente que 
refleje la opinión personal sobre los temas planteados, así como darle un título de 
acuerdo con la idea principal que se pretenda destacar. Ha de basarse en el 
posicionamiento personal sobre las razones para enseñar matemáticas, el proceso de 
aprendizaje y el enfoque de su enseñanza y el papel del docente. Previamente a la 
elaboración del documento, y después de un semestre y medio de clases, se llevan a 
cabo una serie de tareas preparatorias a su elaboración (ver fig. 2). Se fijan cuatro 
núcleos de discusión, cada uno de ellos acompañado de artículos para leer y un guión de 
discusión abierto que propone cuestiones alrededor del tema planteado. Los cuatro 
núcleos son: I. ¿Por qué enseñar matemáticas?. II. ¿Cómo se aprenden las matemáticas?. 
III. ¿ Cómo enseñar matemáticas?. IV. La actividad matemática en la escuela. Papel del 
docente.  

Figura 2.  Tareas previas a la elaboración del artículo 

Actividades previas a realizar: 

Lectura de diversos documentos. Seleccionar las ideas clave. Extraer el vocabulario nuevo. Anotar dudas del 
contenido. Preguntas. Pensar ejemplos concretos para las ideas importantes. Anotar desacuerdos con el 
documento y justificación de los mismos. Proponer preguntas para el diálogo colectivo posterior. 

Lectura del cuestionario del núcleo. Pensar respuestas y aportaciones a la discusión. 

Participar en la discusión colectiva. 

 

A través del análisis de los textos de los estudiantes, contrastado con los diarios de clase 
y grabaciones, se asigna a cada estudiante el tipo que le corresponde. Se establece 
también la relación de estos posicionamientos con la posibilidad de ejercer 
competencias matemáticas y didácticas en sus futuras prácticas de aula. 

En este documento realizado por los alumnos del grupo, los temas centrales y los 
aspectos más valorados son muy distintos entre ellos. En las tres personas estudiadas se 
reconocen los elementos claves de las lecturas: Papel de las matemáticas, procesos de 
enseñanza- aprendizaje y sociedad. 

El artículo de Ester valora que el docente sea consciente de sus propias posiciones. Las 
centra en dos aspectos: las creencias del maestro sobre el papel de las matemáticas en la 
formación de las personas y en el papel que juegan los elementos sociales y políticos. 
Considera la influencia de las creencias del docente sobre la elaboración del programa, 
la metodología y los objetivos y como esto afecta  a la motivación de los alumnos para 
aprender matemáticas. En cuanto a los aspectos sociales y políticos considera como las 
demandas que la sociedad hace a la escuela, condicionan el programa y los objetivos de 
la enseñanza de las matemáticas. El segundo centro del documento es el alumno, valora 
los conocimientos previos  y los diversos ritmos de aprendizaje. En su texto le cuesta 
mantener una buena conexión entre los temas que ha recogido.  

Núria centra su disquisición en la necesidad de tener éxito en la sociedad cambiante, 
adaptarse y responder a las expectativas que ésta tiene por lo que respecta al 
conocimiento matemático de sus individuos. La problemática del fracaso escolar en 
matemáticas, y por tanto, las implicaciones sociales de este hecho, es el aspecto que más 



ha destacado. Como desencadenante de esta situación coloca al profesor, puesto que 
considera que no asume las individualidades de sus alumnos. 

Laura centra su escrito en el cambio social como hecho permanente y que condiciona, 
según ella, la continua adaptación del docente para responder a las expectativas que 
demanda la sociedad. Establece la necesidad de que se desarrollen capacidades 
genéricas y permanentemente adaptables. Es la única que concreta algún tipo de 
actividad y también introduce el tema del lenguaje. A pesar de todo, el contenido que se 
refleja en su texto es muy incompleto en relación a las discusiones mantenidas en clase. 

Para ver como establecen las relaciones conceptuales en sus textos hemos construido los 
mapas conceptuales correspondientes. Con ello se puede observar las conexiones 
establecidas por los alumnos y dónde sitúan los elementos conceptuales que consideran 
fundamentales en la enseñanza y el aprendizaje de las matemáticas. Ester presenta una 
estructura bastante cohesionada, estableciendo conexiones entre los elementos que 
considera principales (ver fig. 3). En otros casos, Núria por ejemplo, muestra un 
esquema clasificatorio centrado en el papel del docente. En Laura, el esquema es 
todavía más acentuado en el aspecto clasificatorio con un único nudo de conexión de 
conceptos en los cambios sociales. 

 

 

 

 

 

 

 

 
Figura 3. Mapa de Ester 
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En los cuadros 4 y 5 se muestran comparativamente el conocimiento matemático y el 
posicionamiento pedagógico que declaran, se reconocen algunas características 
significativas de cada una, lo que permite situar a las alumnas en relación a la 
matemática y a su enseñanza como proceso social.         



 

 Núria en el           

nivel  reflexivo 

Laura en el           

nivel  reflexivo 

Ester en el           

nivel interrogativo 

Es necesario plantearnos … hemos de ser 
conscientes de cuales son nuestras opiniones 
sobre la materia …  por que se reflejará en 
nuestras clases. Para mí las matemáticas son muy 
creativas y pueden desarrollar muchas otras 
habilidades. 

¿Cómo se manifiestan estos valores en las clases 
de matemáticas?. 

Promover autonomía, autogestión, espíritu crítico, 
reflexión, ….               

   Ester en el   nivel crítico -implicativo 

Relaciones 
conocimiento 
matemático 

Los trabajadores…han de 
poseer más habilidades 
matemáticas   … atender a las 
complejidades tecnológicas y 
atender a los cambios, por 
esto deben tener aprendizaje 
permanente. 

La enseñanza no se puede 
separar de la realidad social y 
de la época en que vivimos … 
las matemáticas no se pueden 
desenganchar de la realidad 
de hoy. 

La sociedad reclama 
individuos críticos, con 
decisión propia, que tengan 
alternativas … integrase a la 
velocidad en que se producen 
los cambios, y que sean 
buenos y cualificados 
trabajadores. 

Un niño japonés adquirirá 
valores y costumbres 
diferentes a las de un niño 
europeo. 

El docente se ve 
empujado a la 
adaptación 
permanente. 

Los contenidos 
deben responder 
tanto a las 
necesidades sociales 
como al desarrollo 
personal del alumno. 

Resulta difícil 
reflexionar 
independientemente 
sobre ambos 
términos (cambio 
social y educación). 

Promover la 
utilización y manejo 
de las TIC que 
simplifican y facilitan 
la tarea. 

 

El maestro ha de hacer que …  entiendan … por 
que es muy diferente entender que saber 
matemáticas. 

El maestro no puede aislar, cuando esta dando 
clase, sus concepciones políticas y sociales, y 
estas se notan al enseñar matemáticas. Depende 
de cómo el maestro entienda las matemáticas 
puede llegar a crear una separación entre éstas  y 
la realidad. Pero no tan solo influye la concepción 
social que tenga el maestro a la hora de programar 
una secuencia de contenidos, sino que también la 
sociedad demanda … una serie de aspectos 

Figura 4. Ejemplos de características significativas de las alumnas en relación con su posicionamiento respecto a las 
matemáticas. 

Ester supera la visión reflexiva, puesto que al analizar sus aparentes modelos de 
conocimiento y apreciaciones sobre enseñar y aprender, encontramos elementos (Ver 
figs. 4y 5) que reflejan una aproximación a la concepción del conocimiento como una 
construcción social y se acerca bastante a la idea de que la educación matemática puede 
ser una contribución importante en la promoción de la justicia social.  

Ester es el contrapunto de Núria, la primera situada en un nivel interrogativo con 
algunos aspectos que marcan una tendencia hacia un nivel crítico implicativo, y la 
segunda básicamente en un nivel reflexivo con algunos aspectos relacionados 
claramente con el posicionamiento pedagógico que caracterizan el nivel conformista. 
Esto último es especialmente remarcable en su posicionamiento respecto a que los 
contenidos se transmiten. En Núria encontramos también indicios de que considera que 
el conocimiento no es una acumulación de saberes sino un esquema en el sentido de 
Skemp. Entre las dos  se sitúa Laura, que presenta características del tipo reflexivo 
superando claramente el nivel conformista.  



 

 Núria en el            

nivel  conformista 

Laura en el             

nivel  reflexivo 

Ester en el           

nivel interrogativo 

El buen maestro transmitirá los 
contenidos , de forma que  

Es muy difícil ( la enseñanza) , 
requiere de parte de los 
maestros motivación , 
preparación y fuerza motivadora. 

Núria en el nivel reflexivo 

El alumno no puede hacerlo solo, la 
ayuda puede variar desde una 
sugerencia inicial muy genérica hasta 
dar pautas concretas, depende de las 
necesidades. 

Estoy con Paul Ernest cuando dice que 
… las formas autoritarias influyen 
negativamente. 

El centro debe ser el alumno, hay que 
promover contextos adecuados a sus 
intereses. 

Es necesario conocer los conocimientos 
previos de los alumnos, … establecer 

vínculos y relaciones entre las 
diferentes áreas de estudio.             

      Ester en el  nivel crítico -implicativo 

Posicionamiento 
pedagógico 

No ver la clase como una masa 
unida, sino las diferencias 
individuales, y conocimientos y 
experiencias que cada alumno 
aporta de su realidad.                      
Si creemos que los 
conocimientos deben ser útiles 
entonces … y el método de 
enseñar será diferente.     El 
mejor procedimiento se basa en 
la experiencia llevando al niño 
hacia niveles de abstracción mas 
elevados.    Soy consciente que 
una cosa es la opinión y otra es 
aplicarlo a la realidad.          Un 
factor que influye a los maestros 
a comportarse como 
embutidores es el hecho de que 
los alumnos deban realizar una 
prueba final. 

Para que la interacción entre 
profesor y alumnos responda 
a las expectativas es 
necesario que la opción 
metodológica cumpla una 
serie de condiciones. 

Favorecer el aprendizaje 
significativo frente al 
mecánico. 

Al maestro recursos y 
medios no le faltan. 

Es necesario introducir 
modificaciones y ajustes en 
la programación y desarrollo 
sobre la marcha. 

Emplear el lenguaje para 
reconceptualizar 
experiencias. 

Insertar al máximo la 
actividad que realiza el 
alumno en objetivos más 
amplios. 

El maestro debe plantearse diferentes 
tipos de actividades… trabajos en 
grupo, debates, proyectos,… 

Como futuros maestros … tenemos el 
deber de “ dar la vuelta a la tortilla” y 
cambiar el orden de los objetivos ( en 
lugar de centrados en la materia 
centrados en el individuo – social ). 

Figura 5.  Ejemplos de características significativas de las alumnas en relación con su posicionamiento pedagógico. 

 

Es muy significativo observar que en una actividad posterior de planificación didáctica 
(ambas en el último mes del curso), tan solo la alumna considerada del tipo 
interrogativo crítico (Ester) mantiene una fuerte coherencia entre los posicionamientos 
intencionales declarados en la actividad con formato de artículo y las propuestas sobre 
la práctica. (Ver fig.6).   

En el caso de Laura no se produce ninguna coherencia, lo que nos ha hecho confirmar 
su nivel reflexivo aunque en algunas de sus producciones pudiera manifestar elementos  
de tipo interrogativo.  

En el caso de Núria se producen algunas coherencias, especialmente en aspectos 
relacionados con la motivación.  

Observamos que cuando se da la coherencia es fundamentalmente en sus 
posicionamientos sobre el elemento instructivo. Para confirmar algunas de nuestras 
hipótesis realizamos una tabla de señalización que nos permite identificar sus relaciones 
de contenido. 



 

Comparación entre posicionamiento y propuestas en el caso de Ester 

Posicionamientos importantes en la actividad síntesis Propuestas en el diseño de programación 

Para mí las matemáticas son muy creativas y pueden 
desarrollar mas habilidades 

Juegos 

¿Cómo se manifiestan estos valores sociales en las clases 
de matemáticas? 

 

Promover la autonomía, autogestión, espíritu crítico, 
reflexión, ... 

Trabajo por rincones 

El maestro depende de cómo entienda las matemáticas 
puede llegar a crear separación entre la vida diaria y 
aquellas 

Usa juegos y materiales pero no situaciones 
reales 

Los errores son algo normal , inherentes al proceso, no hay 
que penalizar. 

La ayuda puede variar de... 

Prevé ayudas 

Contemplar el marco temporal, usar las ventajas del 
momento 

No contempla 

Hemos de pensar en dar la vuelta a la tortilla y cambiar los 
objetivos 

No contempla 

Provocar situaciones que tengan interés, facilitar materiales 
manipulativos , visuales 

Usa juegos y materiales 

El maestro debe plantear diferentes tipos de actividades… Trabajo en grupo, por parejas, individual. Juegos, 
talleres. 

Figura 6. Comparación entre posicionamiento y propuestas didácticas de Ester. 

 

 

CONCLUSIONES 
Por lo que respecta a un nivel intencional sobre la práctica, en nuestra experiencia, 
identificamos tres tipos de estudiante de magisterio de Primaria, sin ocupar nunca 
posiciones extremas. Los conformistas, con indicadores de una posición más reflexiva, 
los reflexivos y los interrogativos con elementos del tipo crítico-interpretativo. En algún 
caso se reconoce la visión interpretativa y crítica  a diferencia de los otros. Parece que 
todos buscan un posicionamiento en el discurso pedagógico y muestran un cierto grado 
de implicación reflexiva profesional pero en distintos niveles. 

Los estudiantes y sus prácticas, por lo que respecta a la visión de las matemáticas como 
práctica social, se mantienen  autónomos tanto en su visión de las matemáticas como en 
sus hipotéticas prácticas pedagógicas. Esto se observa en la no integración de 
contenidos estratégicos, en valoraciones muy conformistas de propuestas y secuencias 
didácticas ajenas, sin cuestionarlas a nivel de construcción matemática. En la mayoría 
de los casos, no hay coherencia entre las opiniones declaradas sobre las matemáticas, su 
enseñanza y aprendizaje  y las propuestas didácticas diseñadas.  Por lo que respecta al 
grado de implicación aparecen posiciones diferenciadas, desde querer asumir el papel de 



maestro hasta quien se considera externo al colectivo, pasando por posiciones de 
alumno más que de maestro. 

Después de analizar las respuestas ante las actividades  del segundo periodo del estudio, 
nos parece observar que los estudiantes que se mostraban  reflexivos continúan 
pensando que el aprendizaje depende del docente. Intentan motivar con un barniz de 
conocimiento matemático cotidiano, proponiendo actividades familiares y fenómenos 
corrientes. Quieren provocar una mejora que solamente es marginal. Por otro lado 
algunos tienen un posicionamiento pragmático y quieren introducir propuestas 
innovadoras sin tener realmente base para justificarlas interpretativamente ni 
epistemológicamente. 

A partir de los resultados observados se ha constatado que diferentes estudiantes de 
magisterio tienen percepciones, posicionamientos e interpretaciones diferentes por lo 
que respecta a los aspectos profesionales. Hay que ser consciente de esto porque no se 
puede pensar en la formación como una acción controladora. Durante la formación se 
muestran formas de pensar muy diferentes y algunos de los estudiantes se apropian de 
principios constructivistas, reflexivos y críticos desde un punto de vista general e 
influye sobre sus competencias. El programa de formación no unifica, ya que crean su 
forma particular de interpretar el conocimiento y el valor de las matemáticas y su 
enseñanza y aprendizaje. Las posiciones no son dicotómicas, sino que las interpretamos 
como un continuo, puesto que se producen comportamientos distintos ante diversos 
temas y  propuestas. 

La visión de las matemáticas está estrechamente relacionada con la posesión de las 
competencias matemáticas aunque no deriva de ellas (Niss, 2004). Entendemos que el 
hecho de que los estudiantes y sus intenciones sobre la práctica se mantengan 
autónomos, como en los  resultados obtenidos por Miller,K y Baker,D. (2001) en un 
contexto diferente del nuestro, tiene importantes implicaciones. Algunas de las 
competencias que debe poseer un buen educador matemático resultan afectadas por 
estos posicionamientos (Ver fig. 7). 

 



 
Caracterización de los tipos  conformista y reflexivo de 

futuro maestro 
Competencias matemáticas y didácticas afectadas por las 

carencias de los tipos conformista y reflexivo 

Consideran el conocimiento matemático como: 

Único y  autónomo en lugar de ideológico (naturaleza cultural, 
grupal y plural). Se acepta la aplicación (reflexivo). 

Transmitido por el docente. Algo necesario, recibido y 
desligado de valores. Se pretende tratar minuciosamente el 
contenido. El docente solo precisa saber el conocimiento que 
va a impartir. 

Asumen los aspectos estratégicos, pedagógicos y 
relaciones de poder desde: 

Una visión transmisora o adopción de un cierto barniz 
pedagógico que considera los intereses del alumnado 
(motivación). 

Mantiene la autoridad final aunque considera al alumnado.  

Interpreta las matemáticas como puerta de acceso a otro 
conocimiento u oportunidades. 

Acepta y conserva las estructuras de poder. 

Mantiene actitudes, emociones, valores y apreciaciones 
profesionales: 

Como mantenedor del status quo ( c).  

Solo es preciso formación básica para enseñar (c) o reconoce 
pedagogías diferentes( r ) . 

Valora la equidad sin más implicación reflexiva ( r ). 

Considera positivamente los cambios ( r ). 

Prioriza únicamente las competencias básicas ( c ). 

 

 

Formular y proponer problemas 

Detecta, formula, delimita y especifica problemas aplicados. 

Modelizar 

Relaciona las matemáticas con otras áreas.     Analiza y 
construye modelos  en contextos. 

Manejar diversas representaciones 

Comprende y usa diferentes clases de representaciones. 
Comprende la relación existente entre distintas 
representaciones. Cambia de representación si es necesario 
 
Enseñanza 
Crea, organiza, instrumenta y lleva a cabo una enseñanza de 
las matemáticas que incluye un rico espectro de situaciones. 
Evalúa, selecciona y crea materiales. 
Motiva a los estudiantes. 
Justifica las actividades a los estudiantes 
 
Aprendizaje 
 
Interpreta y analiza  los aprendizajes de los estudiantes. 
Identifica el desarrollo individual de los estudiantes, sus 
creencias, nociones y actitudes. 
 
Implicación 
 
Dispuesto a desarrollar la propia competencia como docente 
(reflexión crítica). 
 
 

Figura 7. Enumeración de las competencias matemáticas y didácticas que se ven afectadas por los niveles de implicación. 

 

En primer lugar, para futuros maestros en los que predomina la visión transmisora o la 
exploración mediada de la enseñanza, la situacionalidad del conocimiento de sus 
alumnos y de sus prácticas no será tenida en cuenta. La mediación del maestro entre las 
matemáticas y el alumnado se traduce en querer motivarlos con un barniz de lo 
cotidiano y no como una enseñanza y un aprendizaje genuinamente situados (Baker, 
1996). 

 Por  lo tanto las competencias relacionadas con la aplicación de las matemáticas en 
todos los campos, como la de formulación y resolución de problemas aplicados y la 
modelización solamente progresaran parcialmente, si es que lo hacen. La valoración y el 
uso de distintas clases de representaciones se verá limitada únicamente a los casos más 
formales y simbólico- matemáticos.  

En cuanto a las competencias más profesionales de enseñanza y aprendizaje, la 
organización, instrumentación y práctica no incluirá un rico espectro de situaciones. No 
se poseerá la visión crítica que permita la evaluación, selección y creación de materiales 
adecuados, así como no se atenderá a una justificación de las actividades a los 
estudiantes en términos de importancia y utilidad de las actividades, lo que está 
relacionado con la motivación de los mismos. 



 

 La inseguridad  y el conformismo no llevan a plantearse nuevas maneras de conocer ni 
admitir que las posean los alumnos, por lo tanto se presume que no serán capaces de 
interpretar y analizar los aprendizajes de los estudiantes ni de identificar su desarrollo 
individual.  

Un futuro maestro que cree que solamente necesita conocer la materia que va a enseñar, 
que basta una formación básica que de “buenas recetas” pedagógicas y que no quiere 
aprender más ni distintas matemáticas, no tendrá disposición a desarrollar la propia 
competencia docente, es decir  reflexión crítica. 

Solamente un futuro maestro interrogativo podrá convertirse en un maestro 
investigador. Así, de una manera crítica, cambiar a nuevas maneras de conocer y valorar 
los aprendizajes de sus alumnos. Está claro que necesita una profunda comprensión de 
las matemáticas y debe poseer un amplio rango de estrategias que le lleve a ser un 
maestro experto. 

Necesitamos  estudiantes interrogativos que puedan integrarse en una comunidad de 
docentes críticos puesto que como dicen Shulman y Shulman (2004) “ Un maestro ideal 
es un miembro de una comunidad profesional que está dispuesto, motivado y 
capacitado para enseñar y aprender a partir de sus propias experiencias como 
docente”. 
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FORMAS DE CONSTRUIR NOMBRES Y REFERIRSE A LAS CANTIDADES 
EN LAS ACTUACIONES DE ALUMNOS DE SECUNDARIA AL RESOLVER 
PROBLEMAS VERBALES EN EL ENTORNO DE LA HOJA DE CÁLCULO 1

David Arnau, Luis Puig 

Universitat de València 
Resumen 

Presentamos parte de los resultados de un proyecto de investigación que pretende identificar qué 
características de la hoja de cálculo obstaculizan y cuáles promueven la evolución hacia un pensamiento 
algebraico. Concretamente, mostramos resultados relacionados con los nombres que los estudiantes 
construyen para las cantidades y las formas de referirse a ellas cuando resuelven problemas verbales. El 
grupo de estudiantes observado cursaba primero de secundaria, no había recibido instrucción 
previamente en la resolución de problemas utilizando el lenguaje del álgebra y se les enseñó a 
resolverlos en el entorno de la hoja de cálculo. 

Abstract 

This paper presents some results of a project that aims to identify which spreadsheet characteristics 
hinder and which ones promote the evolution towards algebraic thinking. Particularly, those results 
related to the names the students build for the quantities and the ways to refer to them when solving word 
problems. The group of students observed attended the first year of secondary school, they had not been 
previously trained to solve problems using the algebraic language and they were taught to solve them in 
the spreadsheet environment. 

 

ANTECEDENTES, MARCO TEÓRICO Y OBJETIVOS 
Varios estudios han mostrado que el uso de la hoja de cálculo puede servir de 
intermediario entre la manera aritmética y algebraica de resolver los problemas 
verbales. Así, Rojano y Sutherland (1997, p. 72) señalan que “las estrategias informales 
de los alumnos cuando trabajan en el entorno de la hoja de cálculo pueden ser usadas 
como base para construir métodos ‘más algebraicos’ de resolución de problemas”. En 
Dettori, Garuti y Lemut (2001) se indica que el uso de la hoja de cálculo permite a los 
estudiantes resolver problemas mediante prueba y error, y que la ayuda del profesor 
permite “activar nuevos procedimientos de resolución de problemas” (p. 207). No 
obstante, también señalan que presenta ciertas limitaciones tales como la imposibilidad 
para realizar manipulaciones formales o la de expresar explícitamente ecuaciones. 

Otros estudios han mostrado la importancia de la hoja de cálculo como instrumento para 
dotar de significado a la noción de variable. Haspekian (2005) identifica, cuando se usa 
la hoja de cálculo, tres representaciones de la variable, distintas de las habituales. Para 
señalar la diferencia de representación, a la variable en la hoja de cálculo la llama 
“variable celda” (variable cell). Así podemos identificar tres modos de representación 
no presentes en los entornos habituales a los que llama “contenido numérico”, 
“dirección” y “compartimento de la hoja”; y uno común, que llama “variable abstracta”. 
En Wilson, Ainley & Bills (2005) se analiza cómo el uso de la hoja de cálculo hace 
posible la evolución de significado para la variable. Concretamente se señala que “las 
metáforas dinámicas de cambio y arrastre junto con el proceso de asignación de nombre 
parecen apoyar la evolución del significado de variable” (p. 321). 

Hemos utilizado los Modelos Teóricos Locales (Filloy, 1999) como marco teórico y 
metodológico. En este marco de investigación el núcleo teórico se divide en cuatro 
                                                 
1 Esta investigación se ha realizado con una ayuda de la Dirección General de Investigación del 
Ministerio de Educación y Ciencia de España, ref. SEJ2005-06697/EDUC. 



componentes (componente de competencia formal, componente de actuación, 
componente de enseñanza y componente de comunicación). La construcción de los 
cuatro componentes la realizamos tomando fundamentalmente como punto de partida 
los resultados del Anglo/Mexican Spreadsheet Algebra Project de Rojano y Sutherland 
(1991, 1993a, 1993b, 1997) y la completamos con la definición del Método de 
Resolución de la Hoja Electrónica de Cálculo (MHEC). También hemos desarrollado 
una herramienta que nos permite analizar la estructura de los problemas, y las 
actuaciones de los estudiantes al resolverlos, que consiste en un tipo de grafo orientado 
en el que se representan las cantidades y las relaciones entre las cantidades (Arnau y 
Puig, 2004). 

En la fase experimental nuestra investigación se centró en observar cómo los estudiantes 
afrontaban las limitaciones que el MHEC impone al resolutor, a qué cantidades 
asignaban nombres y qué tipo de etiquetas utilizaban, y cómo se referían a estas 
cantidades cuando construían las fórmulas. 

EL MÉTODO DE LA HOJA ELECTRÓNICA DE CÁLCULO 
El MHEC describe la actuación de un resolutor ideal cuando resuelve un problema 
verbal algebraico en el entorno de la hoja de cálculo. Hemos definido una secuencia de 
pasos ideales teniendo en mente la división en pasos ideales del Método Cartesiano que 
establece Puig (2004) a partir de un análisis histórico-epistemológico (ver también Puig 
y Rojano, 2004). Esto nos permite comparar las actuaciones cuando se resuelve 
siguiendo el MHEC con las propias del uso del Método Cartesiano, es decir, con la 
manera algebraica de resolver los problemas. Los pasos del MHEC son los siguientes: 

• El primer paso es una lectura analítica del enunciado del problema que lo reduce 
a una lista de cantidades y de relaciones entre cantidades. 

• El segundo, la elección de las celdas que van a representar a las cantidades, ya 
sean conocidas o desconocidas, y qué celda, representante de una cantidad 
desconocida, servirá de referencia en el paso siguiente. A esta celda, que debe 
ser única, la llamaremos “celda de referencia” ya que todas las celdas que 
representan cantidades desconocidas harán referencia directa o indirecta a ella. 

• El tercero, expresar ciertas cantidades mediante fórmulas que describen la 
relación (aritmética) que esas cantidades tienen con otras. 

• El cuarto, el establecimiento de una ecuación, lo que se hace igualando explícita 
o implícitamente dos celdas que representan la misma cantidad. 

• El quinto paso será la variación del valor presente en la celda de referencia hasta 
conseguir que se verifique la igualdad. 

METODOLOGÍA 
En la secuencia de enseñanza podemos diferenciar dos partes: la familiarización del 
estudiante con el entorno de la hoja de cálculo y la aplicación de un modelo didáctico 
basado en la división en pasos ideales del MHEC. Dentro de esta segunda parte se 
insistió en que se identificara con un nombre a cada celda que representaba a una 
cantidad. Se decidió usar filas en lugar de columnas, que es lo que suele ser habitual, ya 
que de esta forma se conseguía que el número de etiquetas visibles no dependiera de la 
longitud del nombre que se asignara a cada cantidad. También se enseñó a escribir las 
fórmulas utilizando el ratón para referirse a las celdas. 



Tras la fase de enseñanza se observaron las actuaciones de los estudiantes cuando se 
enfrentaban a una prueba formada por cuatro problemas. Elegimos a 12 estudiantes de 
primer curso de secundaria (11-12 años) con buen historial académico en matemáticas y 
que no habían sido introducidos en la resolución algebraica de los problemas. La 
recogida de datos se realizó mediante grabaciones en vídeo y anotaciones del 
investigador, a partir de las cuales se obtuvo la transcripción de las sesiones. Por tratarse 
de una investigación que pretendía observar cierto tipo de actuaciones al resolver 
problemas, tomamos la decisión de que el investigador tuviera un grado de intervención 
muy bajo y que los estudiantes se agruparan por parejas. 

A continuación presentamos tres de los cuatro problemas que utilizamos en la fase 
experimental, junto con el listado de cantidades y el grafo orientado que representa la 
estructura de relaciones y cantidades de una lectura de cada problema. 

Problema 1. En una granja, entre gallinas y conejos hay 20 cabezas y 52 patas. 
¿Cuántos conejos y cuántas gallinas hay en la granja? 

Número de cabezas = Nc = 20.
Número de patas = Np = 52. 
Número de conejos = C. 
Número de gallinas = G.  
Número de patas por conejo = Pc = 4. 
Número de patas por gallina = Pg = 2. 
Total de patas de conejo = Tpc. 
Total de patas de gallina  = Tpg. 

C Pc             Tpc

G Pg               Tpg

Nc Np  
Figura 1: Lista de cantidades y grafo orientado del Problema 1.  

Problema 2. Tres muchachos ganaron novecientos sesenta euros. Luis ganó 
veinticuatro euros menos que Joan y la décima parte de lo que ganó Roberto. 
¿Cuánto ganó cada uno? 

Dinero total ganado = T = 960.
Dinero ganado por Luis = L. 
Dinero ganado por Joan = J.  
Dinero ganado por Roberto = R.  
Diferencia entre la cantidades ganadas por Joan y Luis = D  = 24. 
Cociente entre la cantidades ganadas por Roberto y Luis = C  = 10. 

J

R

L

T

D
C

 
Figura 2: Lista de cantidades y grafo orientado del Problema 2. 

Problema 3. En un cine hay 511 personas. ¿Cuál es el número de hombres y cuál 
el de mujeres, si sabemos que el de mujeres sobrepasa en 17 al de hombres? 

H A M

T

Total de personas = T = 511.
Número de hombres = H. 
Número de mujeres = M. 

 Exceso de mujeres respecto a hombres = A =17.  
Figura 3: Lista de cantidades y grafo orientado del Problema 3. 

 

 

LA CONSTRUCCIÓN DE NOMBRES PARA LAS CANTIDADES 



Generalmente los estudiantes que participaron en el estudio asignaron nombre a las 
cantidades conocidas de tipo medida mencionadas explícitamente en el enunciado. Sin 
embargo, no etiquetaron, aunque sí que usaron, las cantidades conocidas mencionadas 
explícitamente que actúan como comparador entre dos medidas. Así, dieron nombre a 
las cantidades “Dinero total ganado”, del Problema 2, y “Total de personas”, del 
Problema 3; pero no a las cantidades “Diferencia entre las cantidades ganadas por Joan 
y Luis “ y “Cociente entre las cantidades ganadas por Roberto y Luis”, del Problema 2; 
ni “Exceso de mujeres respecto a hombres”, del Problema 3. Tampoco asignaron 
nombres ni hicieron referencia a las cantidades conocidas de tipo medida ”Número de 
patas por conejo” y “Número de patas por gallina” mencionadas implícitamente en el 
enunciado del Problema 1. 

Se observaron comportamientos similares en la asignación de nombres a las cantidades 
desconocidas. Así, mientras los estudiantes asignaron nombre a todas las cantidades 
desconocidas de tipo medida mencionadas explícitamente, ninguna pareja etiquetó las 
cantidades “Total de patas de conejo” y “Total de patas de gallina” mencionadas 
implícitamente en el Problema 1. En el resto de problemas las actuaciones a la hora de 
dar nombre a las cantidades desconocidas no presentes en el enunciado fueron diversas. 
En la Figura 4 se muestra las cantidades a las que asignaron nombres y las fórmulas 
utilizadas por la pareja B (Amparo-Lola) en la resolución aritmética del Problema 3. 

 
Figura 4: La fórmula usada por la pareja B en la resolución del Problema 3. 

Para dar valor a la cantidad que han etiquetado como “hombres” (“Número de 
hombres”) utilizan una fórmula en la que aparece más de una operación aritmética. De 
esta manera evitan crear una celda y dar nombre a la cantidad desconocida que se 
obtendría de la fórmula =B1-17 (que sería algo así como “El número de personas si 
hubiera tantos hombres como mujeres”). Sin embargo, hacen uso de esta cantidad 
dándole este significado. 

Algunas parejas utilizaron la estrategia Todo/partes, descrita por Rojano y Sutherland 
(1997), en el Problema 2 para estimar lo que les correspondería a cada uno de los 
protagonistas si el reparto fuera equitativo. En esta situación la pareja F (Zulema-Paola) 
decide utilizar la etiqueta “extra” para referirse a esta cantidad. El uso de este nombre 
parece expresar su incapacidad para dar sentido a la cantidad dentro del contexto del 
problema. 

Zulema:  Entre tres. 
Paola:  Entre tres por qué. 
Zulema:  Yo lo haría así. Te lo juro. 
Paola:  Vale. A ver. 
Zulema:  Pero va a salir mal porque si dice la décima y todo eso. 
Paola:  A ver esto. [Hace clic en B4 cuyo contenido es 960.] 
Zulema:  ¿Y dónde se pone? ¿En extra como antes?  
Paola:  [Escribe “extra” en la celda A5.] Eso es igual a eso dividido entre tres. [Señala 

las celdas B5 y B4 y escribe en la celda B5 la fórmula =B4/3 mientras habla.] 
Zulema:  Trescientos veinte para cada uno. 

En la misma circunstancia, la pareja B (Amparo-Lola) realiza un cálculo mental para 
evitar asignar una celda, y una etiqueta, a esta cantidad para la que no pueden construir 
un nombre.  



Lola:  Es que no tienen que ser iguales; porque si son iguales… ¿Hemos probado a 
dividir entre dos el total? Es que no va a dar… Entre tres. Sí, vamos a dividir 
entre tres… (Inaudible.) 

Profesor: ¿Podéis hablar un poco más alto? 
Lola:  Vale. (Ríe.) 
Amparo: Novecientos sesenta dividido entre tres. Para ver más o menos qué cantidad 

puede ser; para continuar la cadena a partir de ese número… (Hace la 
operación de cabeza.) Vale, trescientos veinte. 

Lola:  Vale. Trescientos veinte. 

Otro comportamiento observado fue la reticencia a introducir fórmulas cuyo resultado 
no se sabía a qué cantidad se tenía que asignar. La Pareja D (Miguel-José) intentó 
encontrar la solución del Problema 1 por prueba y error sin tener en cuenta todas las 
relaciones entre las cantidades. Así, asignaron los valores 12 y 8 a las cantidades 
“Número de conejos” y “Número de gallinas”, respectivamente; pero no comprobaron 
que el total de patas, para esos valores, fuera 52. Tras abandonar esta estrategia 
procedieron de manera aritmética. En el diálogo siguiente se muestra cómo a partir de la 
situación mostrada en la Figura 5 intentan dividir “Número total de patas” (52) entre 
“Número de gallinas” (en este caso 8). 

 
Figura 5: Nombres de las cantidades y fórmulas después de la prueba y error. 

Miguel:  Total conejos y gallinas veinte. Número de cabezas… 
José:  (Interrumpiéndole.) No. Sería… En todo caso sería ocho… 
Miguel:  Pero suponiendo que fueran ocho. 
José:  … Cincuenta y dos entre ocho. 
Miguel:  Cincuenta y dos entre ocho. ¿Y eso dónde lo haces? 
José:  Nada. 

La observación de Miguel “¿Y eso dónde lo haces?” pone de manifiesto que no puede 
asignar este resultado a ninguna cantidad de las que ya están etiquetadas, pero que 
tampoco es capaz de construirle un nombre nuevo. 

LAS FORMAS DE REFERIRSE A LAS CANTIDADES CUANDO SE 
INTRODUCÍAN LAS FÓRMULAS 
Identificamos cuatro formas posibles para referirse verbalmente a las cantidades cuando 
se introducían las fórmulas: 

(1) Referencia a la posición de la celda que representa a una cantidad como 
intersección de columna y fila. (En el caso que la celda B1 representara la 
cantidad “Número de patas” y tuviera el valor 52, en este caso se diría “be 
uno”.) 

(2) Referencia al nombre de la cantidad representada en la celda. (En este caso se 
diría “Número de patas”) 

(3) Referencia a la celda que representa a una cantidad con el apoyo de algún gesto. 
(En este caso se señalaría la celda B1 y se apoyaría con expresiones del tipo 
“esto”, “éste”...) 



(4) Referencia al valor de la cantidad presente en la celda. (En este caso se diría 
“cincuenta y dos”) 

Podríamos encontrar puntos en común entre las distintas formas de referirnos a las 
cantidades y los diferentes modos de representación de la variable celda identificados 
por Haspekian (2005). Así los cuatro modos de referirse a las cantidades presentados 
anteriormente se corresponderían, respectivamente, con “dirección”, “variable 
abstracta”, “compartimento de la hoja” y “contenido numérico”. 

Los estudiantes usaron únicamente la “Referencia al nombre” y la “Referencia a la 
celda” en los problemas que resolvieron utilizando el MHEC. En los resueltos 
aritméticamente aparecieron las cuatro formas de referirse a las cantidades. Ofrecemos, 
a continuación, un intento fallido de resolución aritmética del Problema 3 protagonizado 
por la Pareja B (Amparo-Lola) en que se usa la “Referencia al valor”. En la 
transcripción, que parte de la situación mostrada en la Figura 6, observamos que no se 
procede totalmente de lo conocido hacia lo desconocido.  

 
Figura 6: Situación antes de la resolución aritmética. 

Amparo:  El de mujeres es igual a éste (señalando la celda B2)… 
Ambas: … menos diecisiete. [A escribe en la celda B3 la fórmula =B2+17.] 
Lola:  Y el de hombres es igual a quinientos once entre dos menos diecisiete.  
Amparo: Igual a quinientos once entre dos… [Escribe mientras habla la fórmula =B1/2-

17 en la celda B2.] 
Lola:  Y ya está. 

En la primera parte del diálogo, en la que se realiza una operación con una cantidad 
desconocida, se emplea la “Referencia a la celda”; mientras que en la segunda parte, 
donde las operaciones se realizan con cantidades conocidas, se utiliza la “Referencia al 
valor”. 

CONCLUSIONES 
Después de la secuencia de enseñanza los estudiantes parecen situar en un mismo nivel 
a las cantidades conocidas y desconocidas (lo que es una característica del pensamiento 
algebraico), ya que cuando introducen fórmulas tratan a las cantidades desconocidas 
como si fueran conocidas. Esto se refleja en que algunos estudiantes usan una manera 
“aritmética” de resolver problemas que no está orientada exclusivamente de lo conocido 
hacia lo desconocido.  

Los estudiantes evitan asignar nombres a las cantidades no presentes en el enunciado 
del problema y, cuando lo hacen, construyen nombres que las sitúan fuera de contexto. 
Así se distinguen comportamientos como: hacer la operación de cabeza, utilizar más de 
una operación aritmética en una fórmula o asignar la etiqueta “extra” a la cantidad 
creada. Por otra parte, se observa una tendencia a no construir nombres para las 
cantidades conocidas mencionadas explícitamente en el enunciado del problema que 
sirven para comparar dos medidas. Una posible explicación a esta última observación la 
encontramos en que la construcción de nombres con significado en el contexto del 
problema exigiría expresar en lenguaje natural una operación aritmética entre las dos 
cantidades que se comparan, usando los nombres que previamente se habrían dado a 
dichas cantidades. 



Cuando utilizan el MHEC, no usan la “Referencia a la posición”, lo que podemos 
justificar si se tiene en cuenta que se les enseñó a construir fórmulas usando el ratón. 
Sin embargo, esta manera de referirse a las cantidades aparece ocasionalmente cuando 
resuelven los Problemas 1 y 3 aritméticamente. Tampoco usan la “Referencia al valor” 
cuando utilizan el MHEC, lo que puede ser explicado por la ausencia de valor en las 
celdas o la presencia de valores “extraños”, como ceros o números negativos. Sin 
embargo, cuando resuelven aritméticamente, emplean frecuentemente la “Referencia al 
valor”. Esto parece señalar que los estudiantes que usan el método enseñado son 
conscientes del hecho de que los valores numéricos que aparecen en las celdas durante 
el proceso de resolución no pueden ser usados como nombres de las cantidades 
desconocidas, ya que se trata de valores provisionales que pueden variar mientras no se 
obtenga el resultado del problema. 
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Resumen 
Este trabajo recoge un estudio sobre las estrategias de cálculo desarrolladas por estudiantes de sexto año de 
educación primaria y por maestros, el cual reveló el uso de métodos de dos etapas para problemas de división de 
fracciones cuotitiva y partitiva.  Estos métodos añaden un paso más a las estrategias de un solo paso desarrolladas 
para la división de números enteros; el paso adicional convierte unidades por medio de multiplicación (la 
unitización).  Tambien se observa el uso de las unidades de co-medida, y algunos errores comunes. 

Abstract 
A study of computational strategies developed by sixth-grade students and prospective and practicing teachers 
revealed two-step approaches for measurement and partitive division of fractions problems which extend one-step 
strategies developed for division of whole numbers by adding a step which converts units by multiplying (unitizing).  
The study also observed the use of co-measure units, and some common errors. 
 
INTRODUCCIÓN 
La división de fracciones posiblemente sea la operación menos comprendida de las operaciones 
aritméticas estudiadas en la escuela.  La enseñanza suele comenzar y terminar con el algoritmo 
de invertir y multiplicar que es tradicional en varios paises, aunque la mayoría de los adultos 
tienen gran dificultad para explicar porqué funciona.  Las investigaciones han demostrado que 
los niños pueden desarrollar sus propias estrategias de cálculo para operaciones con números 
enteros (e.g., Carpenter et al., 1998) y con números racionales (e.g., Warrington, 1997). Sin 
embargo, las complejidades inherentes a trabajar con números racionales a menudo desafían a 
estudiantes y profesores, con el resultado de que generalmente se les presenta a los estudiantes el 
algoritmo tradicional para la división de fracciones antes de que tengan una oportunidad de 
construirle significado por cuenta propia. Esta práctica interfiere con la construcción del 
significado por los estudiantes (e.g., Mack, 1990).  El objetivo de este estudio es describir las 
estrategias de cálculo desarrolladas por los estudiantes para problemas de división de fracciones, 
de tal manera que los maestros puedan anticiparlas y relacionarlas con las estrategias para 
división de números naturales, y también compararlas con las estrategias desarrolladas por 
maestros y futuros maestros usando modelos concretos, para examinar las similitudes que existen 
entre ellos. 
Los estudios de las estrategias inventadas por los niños para la división distinguen típicamente 
dos tipos de problemas: la división cuotitiva1, en la cual se sabe el tamaño del grupo pero se 
desconoce el número de grupos; y la división partitiva2 o el reparto justo, en la cual se sabe el 
número de grupos pero se desconoce el tamaño de cada grupo.  Los estudios de las estrategias 
inventadas para la división de números enteros demuestran que los estudiantes tienden a 
solucionar los problemas de división cuotitiva haciendo grupos del tamaño conocido, pero que 
solucionan problemas de división partitiva distribuyendo objetos a cada grupo, uno o algunos a 
la vez (e.g., Ambrose et al., 2003).  Esta distinción entre los dos tipos de problema es igualmente 
importante en la división con las fracciones. Las interpretaciones cuotitivas son mucho más 
comunes que las de tipo partitivo en cuanto a la división de las fracciones, principalmente porque 
                                                 
1 También se suele llamar division-medida o division-agrupamiento. 
2 División-reparto. 



es difícil imaginar un contexto natural en el cual el número de grupos no sea un número entero. 
Ott, Snook y Gibson (1991) hallan que la literatura y los libros de textos generalmente no 
consideran la división partitiva de fracciones. Sharp y Adams (2002) describen las 
conceptualizaciones de los estudiantes para problemas con división de fracciones sin contextos 
en términos de interpretaciones cuotitivas, y todos los problemas con contextos dados en sus 
figuras son cuotitivos. Además, Warrington (1997) demuestra que los niños pueden desarrollar 
sus propias estrategias de cálculo para dividir fracciones. Una observación interesante que se 
puede hacer de los ejemplos que describe Warrington es que las explicaciones de sus estudiantes 
para los problemas (sin contexto) que implican la división de un número entero por una fracción 
propia tienden a ser dadas en términos de una interpretación cuotitiva, mientras que sus 
explicaciones para un problema que implica la división de una fracción propia por un número 
entero son dadas en términos partitivos. Es por lo tanto importante considerar ambos tipos de 
problemas de división al examinar las estrategias para la división de fracciones. En este trabajo 
se discuten las estrategias de cálculo para problemas con división de fracciones cuotitiva y 
partitiva desarrolladas por un grupo de estudiantes de sexto curso (sexto año de educación 
primaria), por un grupo de estudiantes universitarios de magisterio, y por maestros de educación 
primaria y secundaria que trabajaron (por separado) en los mismos problemas. El estudio 
también examinó los paralelismos entre las estrategias construidas para la división de fracciones 
y estrategias construidas para la división de números enteros. 
 
MÉTODOS 
El estudio se realizó con 21 estudiantes de sexto curso, 24 futuros maestros inscritos en un curso 
universitario de matemáticas, y 29 maestros de educación primaria y secundaria. Los estudiantes, 
que eran de varios grupos étnicos, procedían de una escuela primaria en la ciudad de Arlington, 
Texas (USA) en la que un 83% de los estudiantes provienen de bajos recursos económicos y la 
mayoría habla inglés como segunda idioma.  Nueve de los estudiantes participaron en octubre y 
los otros 12 en abril del mismo año escolar. Los maestros que participaron como sujetos 
enseñaban en otras escuelas.  En todos los casos se pidió a los sujetos solucionar unos problemas 
que implicaban la división de fracciones. Se les proporcionaron materiales para modelar 
(incluyendo naranjas y hojas blancas de papel, según los contextos de los problemas), y se les 
recomendó trabajar en grupos pequeños (escogidos al azar) para solucionar los problemas y 
describir sus soluciones individualmente usando modelos concretos, cuadros, palabras y 
números. Cada sesión duró aproximadamente una hora. Algunos estudiantes volvieron para 
terminar su trabajo a una segunda sesión. 
La recolección de datos incluyó los trabajos escritos de los sujetos, fotos de los modelos 
construidos, la observación de sujetos mientras trabajaban y discutían sus soluciones y, en 
algunos casos, entrevistas inmediatamente después de la sesión para aclarar métodos de solución 
cuando los artefactos disponibles no los dejaban claros. El análisis se centró en los primeros 
cuatro problemas (véase el Apéndice) y consistió en la descripción y clasificación de los modos 
de acercarse a cada problema. Los problemas se escogieron por las características siguientes: las 
preguntas 1 y 4 son problemas cuotitivos en los que el número de grupos (el cociente) es un 
número no entero superior a 1 y el divisor es una fracción propia con numerador superior a 1.  
Las preguntas 2 y 3 son problemas tipo partitivo, pero en el primer caso el número de grupos (el 
divisor) es inferior a 1, mientras que en el segundo caso es superior a 1. 
 
RESULTADOS 



Estrategias 
En general, los participantes utilizaron estrategias de un solo paso o de dos etapas específicas al 
tipo de problema. Los números utilizados en un problema (en detalle, si el número de grupos era 
inferior a 1, o el tamaño conocido del grupo era una fracción familiar) influyeron en determinar 
cuál de las dos clases de estrategia se utilizó. 
Una minoría de los adultos (el 43% de los futuros maestros y el 13% de los profesores) y 
ninguno de los estudiantes aplicó una estrategia de división de enteros cuotitiva para la pregunta 
1 (q.v.), haciendo tantos 3/4-naranjas como fue posible.  Todos los estudiantes y el resto de los 
adultos utilizaron más bien un proceso de dos etapas:  
 (1) cortar el dividendo en cuartos-de-naranjas.  
 (2) hacer grupos de tres cuartos-de-naranjas.  
Esto se puede expresar de una manera más general como primero multiplicar por el denominador 
del dividendo, lo cual convierte unidades (aquí, de naranjas a cuarto-naranjas), y en segundo 
lugar realizar una división de números enteros cuotitiva (aquí, 10/3). Todas las soluciones a la 
pregunta 4 utilizaron esta estrategia de dos etapas. 
Los participantes también solucionaron los problemas de división tipo partitivo en las preguntas 
2 y 3 sobre todo con métodos de dos etapas. Aquí el proceso era (para la pregunta 2):  
 (1) dividir las naranjas en tres porciones iguales.  
 (2) obtener cinco tales porciones.  
El primer paso corresponde a una división partitiva por un número entero (el numerador del 
divisor), y es seguido por una multiplicación (por el denominador del divisor) que convierte las 
unidades de quintos de porción en porciones enteras. Los únicos participantes que utilizaron otro 
modo para acercarse a la pregunta 2 eran un grupo de alumnos que malinterpretaron la pregunta 
como división cuotitiva e intentaron determinar cuántas porciones de 3/5 de naranjas estaban en 
2 naranjas y media.  Este grupo cortó la media naranja en cuartos en vez de quintos, y terminó 
así con un error en el resto de la división. 
Por otro lado, el modo más común de acercarse a la pregunta 3 fue una variación de un método 
de un solo paso para la división de enteros.  Aquí el divisor es 2 1/3, y todos salvo uno de los 
grupos de adultos que solucionaron este problema subdividieron primero las hojas de papel en 
partes más pequeñas–mitades, tercios, o sextos–antes de repartirlas en conjuntos. Las repartieron 
en 2 grupos y se pararon quedándose con algunas partes de una hoja a su disposición para 
determinar la cantidad a repartir en el 1/3 de grupo.  Esta subdivisión preliminar en unidades más 
pequeñas como sextos, llamados unidades de co-medida, puede explicar cómo las estrategias de 
división partitiva de enteros se pueden adaptar a los problemas de división de fracciones, 
contrariamente a las expectativas de algunos investigadores (e.g., Sharp, 1998). Los únicos 
participantes que solucionaron la pregunta 3 con un método de dos etapas de división de 
fracciones (la división partitiva por 7, y después la multiplicación por 3) fueron un grupo de 
profesores; esto requirió reconceptualizar el divisor como fracción impropia (7/3) en vez de un 
número mixto. 
 
Errores            
También surgieron patrones en los errores cometidos al resolver los problemas.  En problemas de 
división cuotitiva, el error más común consistió en dividir la parte fraccionaria del dividendo en 
tantos trozos como el denominador del divisor: por ejemplo, cuarteando la media naranja en 
octavos al solucionar la pregunta 1 (el 50% de los alumnos hicieron esto).  La otra dificultad 
común fue poner unidades incorrectas (viejas) a un resto: la mitad de los alumnos también 



respondieron inicialmente la respuesta a la pregunta 1 como "3 1/4" (sin unidades).  Sólo al 
preguntarles las unidades se dieron cuenta de que tenían 3 porciones y 1/4 de naranja. Un grupo 
de alumnos también aplicó la división partitiva por 3 al 1/4 de naranja de sobra, para asociar una 
pieza con cada porción. 
Los restos nunca impidieron solucionar los problemas partitivos. El único error común en 
solucionar las preguntas 2 y 3 consistió en aplicar el primer paso de la estrategia para división 
cuotitiva, por ejemplo, el dividirse en 1/5 de naranjas en la pregunta 2.  La mitad de los alumnos 
consideraron la posibilidad de hacer esto, y un grupo realmente lo hizo, al igual que un grupo de 
futuros maestros. 
También vale la pena observar los efectos de la enseñanza sobre las estrategias de los 
estudiantes. En octubre los alumnos intentaron solamente soluciones concretas.  El grupo que 
trabajó en los problemas en abril, sin embargo, empezó por métodos puramente simbólicos, e 
incorrectos (por ejemplo, multiplicar), hasta que se les pidió explicar o justificar sus soluciones. 
En ese momento el grupo abandonó su trabajo simbólico a favor de modelos concretos. 
 
IMPLICACIONES PARA LA ENSEÑANZA      
Además de la distinción entre las estrategias desarrolladas para problemas de división cuotitiva y 
partitiva, hay una diferencia notable entre las estrategias de división de enteros, que implican 
solamente un paso y se pueden aplicar a algunos problemas de división de fracciones, y las 
estrategias de dos etapas específicas para la división de fracciones. En general, las estrategias de 
dos etapas desarrolladas para problemas con división de fracciones añaden simplemente un paso 
adicional a las estrategias de un solo paso.  Dicho paso adicional realiza la conversión de la 
unidad inherente en el cálculo con las fracciones y se puede describir matemáticamente como 
multiplicar por el denominador. Este proceso, llamado unitización, se considera crítico para el 
desarrollo conceptual en matemáticas. Es importante observar que este paso adicional es el 
primer paso en problemas cuotitivos pero es el segundo paso en problemas partitivos; además, el 
paso de división es distinto en cada caso, según el tipo del problema. Los problemas cuotitivos 
tales como la pregunta 1 permiten métodos de un solo paso y también de dos pasos porque el 
divisor (3/4) resulta familiar y fácilmente reconocible en modelos físicos. Los problemas 
partitivos como la pregunta 2 no permiten métodos de un solo paso porque el número de grupos 
es inferior a 1. 
El desarrollo de estas estrategias por principiantes tiene varias implicaciones para la enseñanza. 
Los maestros deben prestar especial atención al orden de los problemas que utilizan (véase 
también Sharp y Adams (2002), p. 338).  Los estudiantes se acercarán a sus primeros problemas 
de división de fracciones equipados con estrategias de división de enteros, así que esos primeros 
problemas deben admitir estrategias de un solo paso también como las de dos etapas. Más 
concretamente, los problemas cuotitivos deben tener divisores familiares y reconocibles, y los 
problemas partitivos deben tener divisores superiores a 1, con las piezas fraccionarias lo más 
sencillas posible.  Más adelante, los problemas más avanzados requerirán métodos de dos etapas. 
Es también importante equilibrar las experiencias de los alumnos con problemas cuotitivos y con 
problemas partitivos. Aunque el último tipo es a menudo más difícil de solucionar, así como de 
escribir bien, estos problemas amplían las estrategias inventadas por los alumnos para la división 
partitiva de enteros, y llevan a soluciones en que los restos no complican tanto el cálculo como lo 
hacen en los problemas cuotitivos.  Finalmente, solamente después de muchas experiencias 
usando estas dos estrategias de dos etapas pueden los estudiantes reconocer que los dos pasos en 
cada estrategia son iguales, y pueden ser realizados en un solo paso, vía el algoritmo tradicional. 



Se debe observar que este estudio se ha centrado en el tipo de problema, pero también pueden 
influir en las respuestas estudiantiles otros factores como los modelos, representaciones y usos de 
las fracciones en los problemas (Felip Scapini y Castro Martínez, 2002), los cuales también 
merecen incluirse en futuras investigaciones. 
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APÉNDICE: PROBLEMAS 
 
1. You have 2 ½ oranges. If each student serving consists of 3/4 oranges, how many student 
servings (or parts thereof) do you have? 
 
2. You have 1 ½ oranges. If this is enough to make 3/5 of an adult serving, how many oranges 
constitute 1 adult serving? 
 
3. Sarah is making posters by hand to advertise the school play, but the posters she has designed 
are not the same size as a standard sheet of paper. She has 3 ½ sheets of paper left, which is 
enough to make 2 1/3 posters. How many sheets of paper does each poster use? 
 
4. If Alberto is also making posters, but his posters only use 2/3 of a sheet of paper, how many of 
Alberto's posters will those 3 1/2 sheets of paper make? 
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Resumen 

Vía el análisis de los principios del Álgebra Aritmética, ciencia que sugirió las leyes del Álgebra 
Simbólica, intentamos entender la categoría de la negatividad en la enseñanza del álgebra elemental. 

Abstract 

We intent to analyze the principles of Arithmetical Algebra, as that science the laws of which suggested 
those of the Symbolical Algebra in order to understand the negativity in the teaching of elementary 
algebra.  

 

INTRODUCCION 
“La práctica clandestina del cálculo de los números relativos precede en 1600 años a su 
comprensión. ¡He aquí una buena lección que la didáctica de las matemáticas no debería 
olvidar!” Glaeser (1981).  

“Los números negativos pusieron en tela de juicio pilares esenciales de la filosofía de 
las matemáticas. Las matemáticas eran concebidas como ciencia de las cantidades. Los 
números negativos obligaban de manera implícita a comprenderlas de otra manera, no 
empírica ya que en el mundo exterior, ninguna realidad podía asignársele a estos 
números… el proceso de reconocimiento de los números negativos, en tanto concepto 
matemático legítimo no ha evolucionado de manera continua, sino que ha variado de 
cultura a cultura, poniendo incluso, en evidencia rupturas y retrocesos. Cabe aclarar que 
los números negativos no constituyen un concepto aislado en el seno de las 
matemáticas, sino que surgen más allá del concepto del  número en el nivel de los 
fundamentos, convirtiéndose en un desafío para las mismas.” (Schubring, 1988) 

Una vez exhibido el complejo telón de fondo de lo que nos preocupa vía las dos citas 
anteriores, nos colocamos históricamente en el Tratado de Álgebra de George Peacock 
y nos preguntamos: 

¿Cómo incorporar el legado de este autor a los avances conceptuales y tecnológicos 
existentes actualmente en el álgebra escolar? 

En este escrito solamente pretendemos esbozar algunas de las ideas fundamentales de 
Peacock referidas a la categoría de la negatividad y analizarlas desde la perspectiva de 
la enseñanza elemental actual. 

El término “negatividad” lo utilizamos como lo han concebido Lizcano (1993) y Cid 
(2000). Estos autores hacen referencia a los antecedentes histórico-epistemológicos de 
los números negativos afirmando que no pueden ser considerados aún, como los  
enteros de hoy día. Guardando las dimensiones, la negatividad así entendida, coincide 
con las maneras en que muchos estudiantes durante la transición de la aritmética al 
álgebra la perciben ahora (Gallardo, 2002). 
                                                 
1 Estudio teórico financiado por CONACYT. Proyecto de investigación: 44 632. “Procesos de abstracción 
y patrones de comunicación en aulas de matemáticas y ciencias en entornos tecnológicos de aprendizaje: 
estudio teórico experimental con alumnos de 10 a 16 años de edad.” 
 



Sobre la obra de Peacock, Pycior (1981) asegura que este autor, con el fin de responder 
a la problemática de los números negativos, elaboró un sistema algebraico que admitía 
esencialmente símbolos, signos y leyes arbitrarios. Diferimos del argumento de Pycior 
respecto al uso de las palabras “números negativos” pues Peacock sólo menciona en su 
obra: términos negativos, cantidades negativas, generalizaciones de forma negativas 
pero nunca se refiere a números negativos (Gallardo y Torres, 2005). 

Menghini (1994), señala que Peacock fue uno de los primeros autores que enfrentó el 
problema de la justificación de las operaciones con expresiones literales o símbolos. 
Nosotros hemos comenzado apenas a desmenuzar el primer volumen de su obra. 

 

SOBRE EL TRATADO DE ÁLGEBRA DE GEORGE PEACOCK  
Antecede a la obra de Peacock un escenario poco claro y áspero que impregnaba en el 
ambiente  matemático en la Inglaterra del siglo XIX. El Tratado de Álgebra (1842) de 
este autor dio lugar a controversias con respecto al status de las cantidades negativas y 
de la operación de sustracción. En el siglo XVIII las matemáticas se definieron como la 
ciencia de la cantidad y las entidades negativas fueron consideradas cantidades menores 
que nada y cantidades obtenidas al sustraer una cantidad mayor de una menor. Esta 
visión dio lugar a que muchos resultados algebraicos de indiscutible valor y 
consistencia entre sí, fueran cuestionados como válidos. A Peacock le inquietaba esta 
problemática. 

El autor consagra un primer volumen de su tratado a lo que denomina Álgebra 
Aritmética, donde define los principios de esta ciencia y sus aplicaciones a la teoría de 
números. Dedica un segundo volumen al Álgebra Simbólica, donde abarca las áreas más 
importantes del análisis de su tiempo con la perspectiva de presentar sus principios en 
forma tal, que constituyan los componentes de un sistema uniforme e interrelacionado.  

En el Álgebra Aritmética, Peacock considera símbolos que representan números 
digitales2 y operaciones, definidas éstas como en la aritmética. Así, los signos más  y 
menos denotan la adición y sustracción en su significado usual, de manera que estas 
operaciones pueden considerarse imposibles cuando los símbolos sean reemplazados 
por números. Por ejemplo, en a + b,  a y b son cantidades de la misma clase. En 
cambio, para a − b es necesario suponer que a > b. Debido a esta restricción, las 
cantidades negativas son expulsadas por imposibles o extrañas al Álgebra Aritmética. 
Existen también generalizaciones válidas para cualesquiera a y b como en: 

(a + b)2= a2 + 2 a b + b2 

Obsérvese, que la sustitución por valores específicos no afecta la formación del 
resultado. Ahora bien, si consideramos: 

(a + b) (a − b) 

Esta expresión sólo será equivalente a  a2 − b2 cuando a > b. En ningún otro caso, la 
forma del resultado es consistente con la definición aritmética de la multiplicación. 
Advierte el autor que nos encontramos muchas veces, aunque sin percibirlo, con 
ejemplos de operaciones en Álgebra Aritmética, que no podemos realizar o resultados 
que no podemos reconocer. Es muy difícil describir estas operaciones o resultados 

                                                 
2 Peacock denomina números digitales a aquellos números representados por los 9 dígitos y el cero. 
(1842)   
 

 



inadmisibles antes de llevar a cabo el proceso. Peacock afirma: “si se requiere sustraer 
de 7a + 5 b, los sustraendos varios: a + 3b, 3a −2b   y   3a + 7b, se procede aplicando 
la regla general de sustracción y se obtiene:   

7 a + 5 b – a – 3 b – 3 a + 2 b – 3 a – 7 b = 

  7 a – a – 3 a – 3 a + 5 b – 3 b + 2 b – 7 b = 

                                                                                      = 7 b – 10 b 

Este resultado es imposible en Algebra Aritmética”.  

Cabe señalar, que la ley general de sustracción referida por Peacock, explica cómo al 
realizar la operación, todos aquellos términos del sustraendo sin signo o precedidos por 
el signo “+”, en el resultado final estarán precedidos por el signo “-”. En cambio, los 
términos del minuendo y los signos que los anteceden no sufrirán alteración alguna. 

Peacock, manifiesta que seremos capaces de conseguir una extensión de nuestra noción 
de número, que amplíe las provincias de la Aritmética y del Álgebra Aritmética. 
Construye entonces el Álgebra Simbólica, que adoptará los principios del Álgebra 
Aritmética pero eliminará todas las restricciones. Afirmó que si generalizamos la 
operación denotada por menos para aplicarla en todos los casos,  habremos encontrado 
la existencia independiente de este signo e introducido una clase de cantidades, + a y 
−a, nunca contempladas en la Aritmética o en el Álgebra Aritmética. La restricción 
esencial de que el Álgebra Simbólica deba incluir al Álgebra Aritmética, la denominó el 
Principio de Permanencia de las Formas Equivalentes. Añade, que solamente en  
Álgebra Simbólica formamos y reconocemos los resultados cualesquiera que sean. Así, 
esta ley general de transición de resultados conduce a equivalencias como las siguientes: 

a − (a + b) = a  –  a  –  b = −  b 

a − (a  –  b) =  a  –  a +  b = +  b 

Peacock, advierte el hecho de que los resultados del Álgebra Simbólica que no son 
comunes al Álgebra Aritmética, son generalizaciones de forma y no son deducibles de 
definiciones no existentes para este caso. 

Sorprende al autor, que los algebristas de su tiempo no hayan advertido la transición de 
una clase de resultados a otros y que se haya considerado a ambos como consecuencias 
de las definiciones de la Aritmética y del Álgebra Aritmética. Concluye Peacock: “…un 
estudiante que no solamente esté familiarizado con los resultados del Álgebra 
Aritmética, sino también con las limitaciones que ésta impone, se encontrará en 
condiciones de apreciar en toda su extensión  las conclusiones legítimas de esta 
ciencia… adquirirá, además, el hábito de observar no solamente lo que está dentro, sino 
también lo que queda fuera de las fronteras del Álgebra Aritmética e inclusive, lo más 
importante, estará preparado para el estudio del Álgebra Simbólica. Será capaz de 
apreciar en toda su extensión el Principio de las Formas Equivalentes, que supone un 
conocimiento de las reglas del Álgebra Aritmética como bases de las del Álgebra 
Simbólica… lo mencionado justifica suficientemente, el hecho de presentar el estudio 
de estas ciencias por separado.” (Prefacio, ix, obra citada) 

En el presente artículo exponemos ideas fundamentales de la obra de Peacock,  a saber: 
1) la ley general de transición de resultados que originó el Principio de las Formas 
Equivalentes; 2) la existencia independiente de los signos más y menos que hizo posible 
la sustracción en todos los casos. Este escrito nuestro desembocará en la presentación de 
la etapa preliminar de un estudio empírico realizado con alumnos actuales. 

 



 

SOBRE EL ESTUDIO EMPÍRICO PRELIMINAR 
Nos apoyamos en Freudenthal (1985) y Filloy (1999) para analizar  las interacciones 
entre el lenguaje aritmético algebraico y el lenguaje natural en estudiantes de 11 a 16 
años de edad. Estos autores ponen de manifiesto que en los sujetos aún predominan los 
significados de las palabras provenientes del lenguaje vernáculo inhibiendo en 
ocasiones la traducción a expresiones formadas por estas palabras en el sistema 
simbólico matemático.  

Basados en las ideas de Piaget (1960), Filloy y Rojano (1984) acuden al método 
histórico-crítico como componente teórica metodológica para analizar los problemas de 
enseñanza aprendizaje del álgebra elemental. Nosotros nos apoyamos en este 
acercamiento al uso del método histórico-crítico en educación matemática caracterizado 
por movimientos recurrentes entre el análisis de textos clásicos de la historia de las 
matemáticas y el trabajo empírico realizado con estudiantes.  

Hemos retomado las ideas fundamentales de Peacock, para diseñar cuestionarios y 
entrevistas. Pretendemos analizar la categoría de la negatividad en el terreno del álgebra 
elemental. Hemos advertido cómo Peacock, construye su texto de manera muy 
minuciosa y gradual partiendo primero de proposiciones en lenguaje usual con números 
digitales, donde no se requiere de signos de operación. Por ejemplo, para la adición y la 
sustracción utiliza el formato vertical; acto seguido expresa estas operaciones en 
formato horizontal e introduce símbolos literales y los signos más y menos. Continúa en 
forma detallada y explícita su propuesta teórica, con el fin de que su obra pueda ser  
utilizada en un curso introductorio de álgebra (Gallardo y Torres, 2005).  

La secuencia metodológica inició con la aplicación de un cuestionario, con 40 alumnos 
de edades entre los 15 y 16 años del décimo grado (primer semestre) turno vespertino de 
la escuela preparatoria de la Universidad Autónoma del Estado de México (U. A. E. M) 
de la ciudad de Toluca. Se eligieron, a partir de su desempeño en el cuestionario así 
como en la asignatura de matemáticas, a tres alumnos para entrevistar y se seleccionó a 
un estudiante (M) que nos permitiera observar su manejo del lenguaje natural. Estas 
características del estudiante, nos aseguraban el dominio de los lenguajes aritmético y 
pre-algebraico, necesarios para los propósitos de nuestro estudio. Para tal caso, 
intencionalmente, se le presentaron cuestiones  tomadas de Baldor (1965), el libro de 
texto utilizado en el aula así como del primero y quinto capítulos de la obra de Peacock 
(1842). 

El cuestionario tuvo una fase preparatoria que permitió mejorar su diseño. Inicialmente 
se aplicó a estudiantes de 9º grado de una secundaria estatal pública así como a tres 
profesores de secundarias diversas. Confrontando los resultados  obtenidos en esta 
primera fase con las propuestas teóricas del estudio, decidimos elegir un grupo de 10º  
grado. En el cuestionario se desarrollaron los temas siguientes: operaciones en lenguaje 
natural, operaciones en lenguaje algebraico, resolución de ecuaciones lineales y 
cuadráticas. Las correcciones hechas al cuestionario permitieron reestructurar la 
entrevista que incluyó los mismos temas que éste.  

Aquí reportamos algunos de los ejercicios realizados en entrevista video-grabada con el  
estudiante elegido (M). Las cuestiones que resolvió fueron tomadas de Baldor (1965) 
que recurre a un lenguaje algebraico que pareciera estar inspirado en el de Peacock en el 
sentido del uso del lenguaje natural y obviamente del lenguaje algebraico, aunque se 
aclara que no es tan minucioso como el que se encuentra en la obra del autor inglés. 

 



Para su análisis, las respuestas del estudiante las hemos organizado en torno a la 
formación de resultados simples,  formación de resultados de equivalencia, y el uso del 
signo menos. Estos tres rubros se originaron a partir del pensamiento de Peacock: la Ley 
de Transición de Resultados y la Existencia Independiente del Signo Menos, 
mencionados anteriormente.  

Debido a la limitación de extensión de este escrito, se considerarán ítem referidos 
exclusivamente  al primer capítulo (Principios de Álgebra) de la obra de Peacock 
(1842). 

 

LA ENTREVISTA 
La mecánica empleada durante la entrevista, era leer la cuestión y que el alumno la 
resolviera pensando en voz alta, cada vez que elaboraba algo sin hablar, se le pedía que 
expresara lo que acababa de efectuar y por qué. Había ocasiones, pocas, que se le 
interrumpía para aclarar algún punto. A continuación, se muestran fragmentos del 
diálogo entre M y el entrevistador (E) así como la interpretación de las respuestas 
basada en nuestras premisas teóricas. 

 

Sobre la Formación de Resultados Simples. Operaciones que no admiten 
simplificación o reducción. 

 
A) E: Representa  la resta de b más c de a 

1. M: ¿La resta de b más c de a?... [Escribe]: − b c +  a. 

2. E: Si yo te pidiera la resta de 7 más 5 de 10. 

3. M ¿De siete más 5? 

4. E: De 10. 

5. M: ¿Sería entonces 7 más 5 igual a 10?... Pero 7 más 5 no es igual a 10. 

6. No entiendo que es de 10. 

7. E: Bueno,  resta  4 de 10. 

8. M: ¡Ah! Entonces sería c menos  b  más a. 

9. E: Colócalo. 

10. M: [Escribe]: a − (b + c). 

 

En el renglón 1 (R1) escribe: – b c + a, vía una lectura de izquierda a derecha de la 
frase: “la resta de b más c de a”. Interpreta la palabra “resta” como el signo “−” y 
traduce b más c como  b c. De hecho, la adición se comenzó escribiendo de esta 
manera en el álgebra de antaño. En R2, E decide sugerirle una resta en un nivel más 
concreto, esto es, con números naturales para que identifique la operación planteada. 
En R3, M verbaliza: “de 7 más 5” y olvida la existencia de la resta. Además en R5, M 
iguala esta suma a 10. Esta tendencia de convertir operaciones abiertas en expresiones 
cerradas, refleja la necesidad de obtener un resultado numérico y apunta al predominio 
del conocimiento aritmético sobre el algebraico en el sujeto. En R6, M afirma que no 
entiende la expresión: “de 10”. En R7, E recurre a un ejemplo numérico aún más 

 



simple. En R8, M recupera la operación de resta para literales, que rescató de R7, al 
verbalizar E: “resta 4 de 10”. En este mismo renglón, M verbaliza incorrectamente lo 
que escribió en R1. Cuando E le pide en R9, que anote en el papel, M forma la 
operación planteada en R1, no sin antes volver a leer el enunciado del ejercicio A. 
Nótese, que han intervenido en el diálogo los lenguajes: natural, en forma verbal y 
escrita; algebraico, en forma verbal y escrita. Ha sido en el lenguaje algebraico escrito 
en formato horizontal donde M recuperó finalmente el resultado en R10. Vale 
enfatizar el hecho, de que M asoció la palabra “de” con el uso de paréntesis, signo de 
agrupación indispensable para la escritura algebraica correcta de la expresión: 

a − (b + c) 

 
B) E: Representa el producto de 7, a  y  b 

11. M: ... [Escribe]: (a) b = 7. [Verbaliza]: el producto de a por b es igual a 7.  

12. E: Si yo te pidiera el producto de  m,  n  y  p. 

13. M: Entonces, ¡ya sé! Sería 7 por a  y por b. [Escribe]: a (b) 7. 

 

En (R11), M cierra de nuevo la oración abierta (predominio de su pasado aritmético). 
En (R12), E recurre a un nivel más abstracto de la expresión considerando solamente 
símbolos literales. Gracias a este cambio de perspectiva, M forma el producto planteado 
en R13. Nótese que escribe: a (b) 7, aunque verbaliza: “7 por a y por b”. Este hecho 
pone de manifiesto, el cambio de orden de sucesión de factores, por parte del estudiante  
Dos lenguajes son los utilizados: lenguaje verbal y lenguaje escrito, ambos en formato 
horizontal.  

 
C) E: Restar   d − e + 5   de   c + d − 2 

14. M: Este [d − e + 5] se lo tengo que restar a este [c +  d − 2]. Y entonces quedaría:  

15. c, la d se elimina, y queda  menos e, ¡Ay! Me equivoqué, es mas e y si vas restar 5 

16. de menos 2, es menos 7. 

     c + d −2 
   d − e + 5 
   c + e − 7 

17. [Trazos del estudiante]:                             

 

En R13, observamos que,  M ya interpreta correctamente el lenguaje verbal donde se 
utiliza “de”. Recordar que tuvo dificultad en R6. En R14, R15 y R16 es capaz de salir 
airoso utilizando el lenguaje algebraico vertical y formar la operación de resta [R17]. 
Surgen dos lenguajes: lenguaje natural y lenguaje algebraico vertical. En este último, es 
muy relevante observar que verbaliza símbolos  negativos: más e, menos 2, menos 7. 
Además, para llevar a cabo la operación, no acomoda los términos que se corresponden 
[semejantes) en el minuendo y sustraendo. De hecho, así encontramos esta operación 
escrita en Peacock (1842). 

 

Sobre la Formación de Resultados de  Equivalencia. 

 

 



D) E: Escribe una  forma equivalente a:     a − a = 

18. M: [Escribe]: a − a − a + a  pero esto  [− a + a] se elimina ¿no? 

19. E: Muy bien. 

 
E) E: Escribe una  forma equivalente a     a − b = 

20. M: [Escribe]: a − b − b + b. 

21. E: ¿Habría otra forma de escribir  a  menos  b? 

22. Sí. [Escribe]: – b + a. 

 

En R18, utiliza correctamente el cero para lograr una expresión equivalente. Uso del 
lenguaje algebraico horizontal. En R20, forma el resultado de manera análoga a R18, 
esto es, agrega cero: − b + b. Sin embargo, al pedirle E otra escritura, surge una nueva 
forma equivalente que contiene el negativo – b [R22]. Emplea el lenguaje algebraico 
horizontal. 

 

Sobre el Uso del Signo Menos 

 
F) E: Simplificar           3 a b − 2 b a + b a − 10 a b = 

 

 3 a b − 2 b a + b a − 10 a b
4 a b − 2 b a  − 10 a b 

2 a b − 10 a b 
− 8 a b 

Trazos del proceso realizado por el estudiante: 

 

 

23. E:… ¿Cómo le hiciste? 

24. M: Sumé los positivos y luego le fui restando los negativos. 

25. E: ¿Y cuánto es el resultado? 

26. M: Menos 8 a b. 

 

El estudiante formó expresiones equivalentes, la última de ellas, fue el término negativo 
– 8 a b.  Se observa el cambio de orden de sucesión de factores, por parte del estudiante.  

 
G) E: Escribe una  forma equivalente a     a − (b  +  c + d) = 

27. M: [Escribe]:  a − b − c − d. 

28. E: ¿Cómo lo obtuviste? 

29. M: ...Cambié el signo. 

30. E: ¿Es resta esta [a − (b + c + d) =    ] ?  

31. M: Yo veo que  esta [a] es aparte y el signo menos es el que multiplica a toda esta 

 



32. expresión [b + c + d]. Lo que está dentro del paréntesis está multiplicándose con  

33. el signo menos. 

 

En R27, M escribe una expresión equivalente al despojarla del paréntesis. En R29 
afirma que cambió el signo. En R31, R32 y R33, se muestra que el paréntesis lo 
conduce a introducir una multiplicación en la operación de sustracción planteada. 
Observamos que, M hace uso del signo menos para obtener la forma equivalente que se 
le pide. En la expresión a − (b + c + d) escrita en formato horizontal no advierte el 
minuendo ni los sustraendos, sino únicamente usa el signo menos. En R32 y R33 
afirma: “están multiplicándose con el signo menos”. En el caso del lenguaje vertical de 
la resta en R15 y R16, M sí había advertido números con signo: más e, menos 2, menos 
7. 

Peacock, explica la supresión del paréntesis en la sustracción aboliendo la ambigüedad 
de considerar esta operación como un producto. Para el caso: a + b − (c − d), el autor 
afirma que esta expresión puede escribirse como: a + b − c + d. Advierte que el 
sustraendo (c − d) se encontraba en un principio dentro del paréntesis con la intención 
de mostrar que toda esta cantidad, que representa el exceso de c sobre d, será sustraída 
de a + b. En consecuencia, la ley de eliminación del paréntesis, en el caso de que éste se 
encuentre precedido por un signo “–” es idéntica a la ley de sustracción. 

 

REFLEXIONES FINALES 
Al mirar las actuaciones del estudiante con los ojos de Peacock, creador del Álgebra 
Aritmética, e ir buscando cómo se forman las operaciones, cómo se forman los 
resultados y cómo se usa el signo menos, vislumbramos la necesidad de considerar el 
entrecruzamiento de los distintos lenguajes utilizados por el estudiante para resolver los 
ejercicios planteados. Asimismo, advertimos que el surgimiento de números con signo, 
aún no números realmente  negativos o el uso del signo menos, parecieran depender del 
lenguaje vertical de carácter aritmético o del lenguaje horizontal propio del álgebra. Por 
otra parte, la introducción de las leyes de los signos pertenecientes al dominio 
multiplicativo, propicia el desconocimiento de la sustracción.   
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Resumen 

En esta comunicación se resume una investigación cuyo objetivo es indagar acerca del modelo usual de 
enseñanza de la división de fracciones y acerca de su efecto en las realizaciones de los estudiantes de 
ESO, cuando abordan distintos tipos de problemas multiplicativos que involucran división de fracciones.  

Para este trabajo se ha hecho un análisis histórico-epistemológico que ha dado cuenta de las variables: 
contextos, modelos físicos, constructos, algoritmos y la estructura dimensional de los problemas. 

Entre los resultados de la investigación se concluye que el modelo usual de enseñanza condiciona el 
reconocimiento de la operación que hay que realizar y el enfoque de resolución cuando los problemas 
con fracciones están en contexto. En concreto los estudiantes tienden a utilizar el esquema cuaternario 
de la regla de tres con preferencia al esquema ternario de ley de composición. 

Abstract 

In this communication it is summarized a research that has the objective of investigating on the usual 
teaching model of the fractions’ division and on its effect in the ESO students’ achievements, when they 
approach to the different kind of multiplicative problems that introduce fractions’ division. 

A historic−epistemological analysis that gives account of the variables, such as contexts, physic models, 
constructs, algorithms and the dimensional problems structure has been done for this paper. 

Among the research results it is concluded that the usual teaching model conditions the reconnaissance 
of the operation that has to be done and the resolution approach when the problems with fractions are in 
context. Finally, students have a tendency to use the quaternary scheme of three’s rule with preference to 
the ternary scheme of law composition. 

 

INTRODUCCIÓN  
El presente trabajo es una síntesis de la investigación llevada a cabo dentro del 
programa de doctorado del Departamento de Didáctica de las Matemáticas de la 
Universidad de Valencia. La investigación se enmarca en la línea seguida por los 
miembros del grupo de Pensamiento numérico y algebraico (PNA) de dicho 
Departamento. El tema de estudio son los problemas multiplicativos relacionados con la 
división de fracciones.  

La indagación parte de la constatación de que el modelo actual de enseñanza de la 
división de fracciones no da cuenta de la riqueza de modelos físicos, constructos, 
contextos, esquemas, métodos y algoritmos involucrados.  

Así, por ejemplo, a pesar de que hay una variedad de algoritmos disponibles para la 
división de fracciones, parece que la enseñanza enfatiza excesivamente el de “productos 
cruzados” o el de “invertir y multiplicar”, y en situaciones descontextualizadas.  

También ocurre que el tipo de números implicados en el problema media a la hora de 
reconocer cuál es la operación que se necesita para resolverlo (Fischbein y otros, 1985); 
esto puede ser atribuido a que el modelo primitivo de división (repartir) deja de 
funcionar cuando los números involucrados son fraccionarios en vez de naturales. 
Parece ser que este fenómeno no está siendo tenido en cuenta por la enseñanza 
suficientemente. 
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Además, la existencia de diferentes constructos de división y de fracción (Kieren, 1976) 
afecta a la conceptualización de la operación de división de fracciones y tal vez influya 
a la hora de identificarla. 

Por último, el análisis estructural que hace Vergnaud (1983, 1988), señala que la 
división no es una operación ternaria sino una operación cuaternaria, normalmente entre 
dos espacios de medida. En este sentido está por ver si los estudiantes perciben los 
problemas de división de fracciones de modo diferente a los problemas de división de 
números enteros, y a qué esquema: ternario o cuaternario, les lleva esta percepción. 

OBJETIVOS DE LA INVESTIGACIÓN 
Estas constataciones, que son las que han dado sustento a este trabajo, se concretan en 
los siguientes objetivos de investigación: 

1) Indagar acerca de las restricciones del modelo usual de enseñanza en relación a 
conocer las variables de la división de fracciones que se enfatizan. A saber: las 
variables del problema: “constructos”, contextos, y modelos físicos; y las de 
resolución: esquemas, métodos y algoritmos.  

2) Indagar cómo se presentan e interrelacionan en la enseñanza estas variables. 

3) Indagar su incidencia en las respuestas de los estudiantes a un cuestionario de lápiz 
y papel: qué variables del problema tienen en cuenta, qué variables de resolución 
utilizan, y qué interrelación se puede observar entre ellas. 

Los puntos 1 y 2 permitirán definir el modelo usual de enseñanza y su evolución. 

Un objetivo central en el punto tres, es indagar acerca de cuál de los esquemas 
cuaternario o de “regla de tres” y ternario o de “ley de composición”, utilizan con 
preferencia cuando se enfrentan a un cuestionario de problemas multiplicativos 
contextualizados relativos a la división de fracciones.  

HIPÓTESIS DE LA INVESTIGACIÓN 
Las hipótesis de la investigación que aquí se presenta son las siguientes: 

1) El modelo usual de enseñanza condiciona el reconocimiento de la operación y el 
enfoque de resolución en los problemas que involucran división de fracciones, 
cuando los enunciados están contextualizados. 

2) Los estudiantes interpretan la situación preferentemente bajo el esquema 
cuaternario. 

3) Hay contextos más o menos favorecedores de un determinado enfoque de resolución 
o de un determinado algoritmo para la división de fracciones. 

EL SIGNIFICADO DE LOS TÉRMINOS 
Utilizamos en este trabajo términos que han sido usados en la literatura con significados 
diferentes.  

Por ejemplo, al hablar de constructos de la división de fracciones se quiere hacer 
referencia tanto a los constructos de número racional mencionados de Kieren (1976, pp. 
101-144; 1985, pp. 24−36): parte-todo, operador, razón, medida y división, como los 
significados de división descritos por Fishbein, Deri, Nello y Marino (1985, pp. 3-21): 
partición y agrupación. Además, se incorporan bajo este nombre otros significados de 
división localizados en textos antiguos y modernos: proporción e inversión de la 
multiplicación. 
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Los contextos se consideran aquí como situaciones externas a las matemáticas que están 
presentes en los enunciados de las tareas que suelen proponerse en los textos de 
enseñanza. En este trabajo se consideran agrupados en cinco bloques: escalas, medidas, 
ábacos, tasas y grifos. 

Los algoritmos se consideran aquí como un conjunto ordenado de pasos que permiten 
obtener el resultado de una división de fracciones. En los textos se han localizado los 
siguientes: 1. Reducción de fracciones a común denominador y división de 
numeradores. 2. Multiplicación por el inverso del denominador. 3. Productos cruzados. 
4. Conversión de las fracciones en decimales. 5. Uso del protocolo de la calculadora. 6. 
Reducción a la unidad. 

Por modelo físico se entiende, en este trabajo, una representación gráfica que sirve de 
apoyo para ilustrar la división de fracciones. Los modelos localizados han sido: recta 
numérica, rectángulos, círculos y polígonos. 

El esquema cuaternario, consiste en interpretar la situación como una relación entre 
cuatro elementos, de acuerdo con el esquema de una tabla de proporcionalidad. Este 
esquema admite varios métodos de resolución: el reglado (planteamiento de una regla 
de tres), el de la proporción, el de la ecuación y el de reducción a la unidad (ver 
Gómez, 2005). 

El esquema ternario consiste en interpretar la situación como una operación en la que 
intervienen tres elementos (dos entradas y una salida). Admite como método de 
resolución el enfoque de ecuación y el enfoque de división. 

Bajo la expresión “enfoque de resolución” se denota aquí la terna que resulta al optar 
por un determinado esquema, un método y un algoritmo.  

EL ANÁLISIS DE ALGUNOS PROBLEMAS DE DIVISIÓN DE FRACCIONES  
Para seleccionar los problemas multiplicativos que involucran división de fracciones 
que se han utilizado en esta investigación se ha recurrido al análisis 
histórico−epistemológico propio de la Didáctica de las Matemáticas. Este análisis ha 
permitido localizar en distintas épocas históricas los valores de las variables 
denominadas: constructos, algoritmos, contextos y modelos físicos. Con la misma 
finalidad, se han revisado algunas de las investigaciones recientes sobre el problema de 
investigación (en particular, Yamaguchi y Jwsaki, 1999).  

Del estudio precedente se ha obtenido un conjunto de 29 problemas de diferentes épocas 
históricas, que se han caracterizado de acuerdo con las variables señaladas, usando 
como marco teórico las ideas del análisis estructural (Vergnaud, 1983, 1988) y el 
análisis dimensional (Schwartz, 1981, 1988). 

El tipo de análisis realizado queda ilustrado en los siguientes ejemplos.  

TAREA TORTA. Tiene dos apartados, ambos con el mismo contexto pero diferente 
estructura. 

APARTADO 1: PESO DE LA TORTA. 

3/7 de torta pesan 2/9 de kilo. ¿Cuánto pesa la torta? (Rey Pastor y Puig Adam, 1932, 
pp. 211 y 212). 

a) Estructura y enfoque de resolución: 
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En este caso se desconoce el valor unitario, por tanto, de acuerdo con el análisis de 
Vergnaud, el problema es de división−partición y el enfoque de resolución es escalar. 

Desde el punto de vista del análisis dimensional de (Schwartz), hay que dividir 2/9 kilos 
entre 3/7 tortas, es decir, hay que hacer un cociente de cantidades extensivas de distintos 
espacios de medida (E’ y E), para obtener una cantidad intensiva (los kilos que pesa 
cada torta, I). 

b) Variables: 

El modelo es circular de tarta, el contexto es de medida, puesto que se pide el peso de la 
torta, el constructo es de “partición”.  

APARTADO 2: PORCIÓN DE TORTA. Si cada torta pesa 3/7 de kilo, ¿qué porción 
de torta tendré con 2/9 de kilo? (Rey Pastor y Puig Adam, 1932, pp. 211 y 212). 

a) Estructura y enfoque de resolución: 

 

   
 

A diferencia del ejemplo anterior, ahora se conoce el valor unitario; por tanto, el 
problema es de división−agrupación y su enfoque de resolución es funcional, ya que hay 
que dividir entre el valor unitario (3/7). 

Desde el punto de vista dimensional, hay que dividir 2/9 kilos entre 3/7 kilos/torta, es 
decir, hay que dividir una cantidad extensiva del segundo espacio de medida (E’) entre 
una cantidad intensiva (el valor unitario, I) para obtener una cantidad extensiva del 
primer espacio de medida (porción de torta, E). 

b) Variables: Al igual que en el ejemplo anterior el modelo es circular de tarta, el 
contexto es de medida, pero ahora el constructo es de “agrupación”.  

A continuación se muestran otros dos ejemplos con estructura diferente, pero con 
enfoques de resolución similares. 

TAREA: LA MESA DE ANA. La superficie de la mesa de Ana es un rectángulo que 
mide 2/3 de u2. Sabiendo que uno de sus lados mide 5/7 de u, averigua cuánto mide el 
otro lado (Gairín y Sancho, 2002, pp. 244−247) 

a) Estructura y enfoque de resolución: 
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En este problema se conoce la longitud de uno de los lados de la mesa de Ana y su área 
y se trata de hallar el otro lado. Para ello, hay que tener en cuenta que el área es el 

producto de las dos dimensiones y, por tanto, el lado que se busca es: 
75
32

=x . Desde el 

punto de vista del análisis estructural, es un producto de medidas. El esquema de 
resolución es ternario y, por tanto, admite dos métodos de resolución: división y 
planteamiento de una ecuación. El análisis dimensional muestra que el problema es del 
tipo E”/E = E’, ya que hay que dividir el área (E”) entre el lado (E) para obtener el otro 
lado (E’) y las tres son cantidades extensivas. 

b) Variables: El modelo es rectangular; el contexto es de medida, puesto que se trata de 
hallar la anchura de la mesa de Ana, y el constructo de la división de fracciones en este 
caso es el inversión de una multiplicación o “factor perdido”. 

TAREA: MULTIPLICACIÓN Y DIVISIÓN. 

APARTADO b) EL DIVISOR. El dividendo de una división es 4/7 y el cociente 20/21. 
¿Cuál es el divisor? (Valdivia Ureña y García Roca, 1969, p. 43). 

a) Estructura y enfoque de resolución: 

   

Este problema es un ejemplo de ábaco, que se resuelve mediante un esquema ternario. 

Uno de los métodos de resolución involucra una ecuación: si 
21
2074

=
X

, entonces 

2120
74

X = . Otro método consiste en el planteamiento directo de la división 
2120
74 . 

Desde el análisis estructural, se trata de un único espacio de medidas. Desde el análisis 
dimensional, corresponde al caso E / E = k, ya que se trata de determinar el escalar (k) 
que liga las dos cantidades del mismo espacio de medida (E). 

b) Variables: No se evidencia ningún modelo físico. El contexto es numérico, y el 
constructo de la división de fracciones que interviene es el de “inversión de la 
multiplicación o división”. 

FASE EXPERIMENTAL 

1.- Metodología  
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Una vez caracterizados los problemas, se pasó al diseño del cuestionario. Para ello, 
entre Febrero y Abril de 2004 se realizaron dos estudios pilotos sucesivos, con dos 
grupos diferentes de segundo ciclo de E.S.O. (15-16 años) del I.E.S Baleares de 
Valencia. Entre ambos pilotajes transcurrió un período de tiempo de 30 días. Como 
consecuencia de estos pilotajes se fueron descartando algunas de las tareas que no 
resultaron discriminantes o que eran redundantes. 

El cuestionario definitivo consta de un conjunto de ocho tareas, en las que se recogen 
problemas de tres clases: a) un solo espacio de medida, b) isomorfismo de medida, y c) 
producto de medidas. Además, en estas tareas intervienen cinco tipos de contextos: a) 
escalas, b) medidas, c) ábacos, d) tasas, y e) grifos. Se ha procurado que las tareas 
difieran en algún valor de las variables. 

La muestra a la que se pasó el cuestionario definitivo está compuesta por un grupo de 
31 estudiantes de 3º de E.S.O, del I.E.S. Benicalap de Valencia, diferente a los grupos 
del pilotaje. La prueba tuvo lugar en la primera semana de Junio de 2005, de forma que 
los estudiantes tenían ya experiencia en el trabajo con fracciones, con la regla de tres y 
con la iniciación al álgebra. Para contestar los ítems, disponían de una calculadora 
científica con teclas de fracción. No se pasaron todas las tareas a todos los estudiantes 
del grupo, ya que la prueba se organizó en sesiones diferentes y no estaban presentes 
todos ellos. 

Una vez realizada la prueba, se pasó al análisis de las actuaciones de los estudiantes, 
mediante el estudio de las respuestas al cuestionario. Este análisis se hizo teniendo en 
cuenta los siguientes aspectos: a) enfoques de resolución observados en las respuestas, 
b) incidencia de las variables en las respuestas de los estudiantes. En particular, se 
analizó qué enfoques de resolución resultaron mayoritarios para cada uno de los valores 
de las variables. 

2.- Análisis de respuestas 
Como ejemplo, se muestran a continuación algunos resultados obtenidos en las tareas 
citadas en el apartado anterior. 

2.1 Tarea TORTAS.  

a. En el contexto de esta tarea, que es “medida”, 10/18 estudiantes utilizan un 
esquema cuaternario de proporcionalidad simple y solamente 2/18 recurren al 
esquema ternario de ley de composición. Por tanto, el enfoque cuaternario es 
mayoritario en esta tarea. 

b. En el apartado 1, los estudiantes tienden a seguir el orden de presentación de los 
datos para efectuar el planteamiento y forma de resolución en “cuadro”, 
comienzan con el primer dato del enunciado, siguen con el segundo, debajo del 
primero el tercero, y debajo del segundo la incógnita. No ocurre así en el 
apartado 2, como se ve en los ejemplos presentados a continuación.  

c. El método más usado es el reglado. Ninguno plantea el método de la proporción 
ni el de la ecuación (Gómez, 2005). Hay alumnos que convierten las fracciones 
a decimales, tal vez porque usan la calculadora. Otros se manejan con soltura 
con las fracciones, pero no las simplifican. 

d. Solamente 1/18 estudiante utiliza un modelo físico de tarta para representar el 
problema. 
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e. En el apartado 1, el constructo, que según el análisis del apartado anterior es el 
de “partición”, no parece que se haga visible en este enunciado, porque está al 
revés. Si la pregunta fuera “con 2/9 de kilo tengo el peso de 3/7 de torta, 
¿cuántos kilos pesa una torta?, tal vez se vería con más facilidad el constructo y 
la operación de división asociada. En el apartado 2, según el análisis del 
apartado anterior el constructo es el de “agrupación”, pero el hecho de que la 
pregunta sea sobre la “porción” de torta que corresponde a 2/9 de kilo hace que 
dicho constructo sea más difícil de localizar. Si la pregunta fuera “¿cuántas 
tortas tendré con 2/9 de kilo?” el constructo se mostraría más claramente. Este 
hecho hace que muchos estudiantes se decanten por el método reglado. 

f. En relación con los algoritmos observados en las respuestas de los estudiantes 
aparecen los siguientes: “producto de extremos partido por producto de medios”, 
“invertir y multiplicar”, si bien con errores de manipulación. 

g. 5/18 no contestan. 

 

Ejemplos de respuestas en la tarea “TORTAS” 

Alumno 1 (Fernando) 
 

 
 

Fernando, utiliza un esquema cuaternario y el mismo enfoque de resolución en los dos 
apartados, ya que en ambos aplica la regla de tres estándar. Para su respuesta prefiere 
utilizar la expresión decimal de las fracciones. Cómo se puede observar, el estudiante no 
se ve influido por el hecho de que los apartados del problema son diferentes desde el 
punto de vista estructural, tal vez porque está anclado en el método reglado, que aplica 
mecánicamente. 

Alumna 26 (Mercé) 
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Mercé, usa en los dos apartados el enfoque cuaternario, pero a diferencia de Fernando, 
utiliza dos métodos de resolución diferentes, tal vez influida por el enunciado de las 
tareas. En el apartado (1), de acuerdo con el enfoque estructural, la tarea debería sugerir 
una división−partición, 2/9 : 3/7, pero en lugar de ello la estudiante usa un método de 
reducción a la unidad, ya que la pregunta es explícitamente el valor unitario. Lo hace en 
dos pasos: primero busca el valor de la unidad fraccionaria 1/7 y después el de la unidad 
entera, 7/7, que es una torta. En el apartado (2), no usa el método de reducción a la 
unidad debido a que el valor unitario ya está dado en el enunciado. Aunque, de acuerdo 
con el análisis estructural, la tarea es de división–agrupación 2/9 : 3/7, la estudiante usa 
el método reglado, escribiendo 7/7 en vez de 1.  

Nótese que en este apartado la estudiante abusa del lenguaje algebraico mediante un 
solapamiento de signos: después del signo igual pone el resultado y a continuación 
encadena el signo de la división.  

En ambos apartados contesta sin simplificar y da por bueno el valor 98/189 de torta. 

La diferencia con el estudiante anterior parece ser que aquél usa siempre el método 
reglado y ésta sólo lo usa en caso necesario. 
 

2.2 Tarea LA MESA DE ANA:  

a. En el contexto de esta tarea, que es “medida”, 8/14 estudiantes utilizan un 
esquema ternario de ley de composición, 2/14 recurren al planteamiento de una 
ecuación y ningún estudiante utiliza el esquema cuaternario. Por tanto, el 
enfoque ternario es mayoritario en esta tarea. 

b. Hay alumnos que usan el algoritmo que hemos denominado “conversión en 
decimales”, tal vez porque usan la calculadora. Otros algoritmos usados son 
“producto de extremos partido por producto de medios”, “productos cruzados” e 
“invertir y multiplicar”, si bien algunos de ellos con errores de manipulación. 

c. En el constructo de esta tarea, que es “factor perdido de una multiplicación”, no 
tiene incidencia el esquema cuaternario, mientras que sí aparece en algunas 
respuestas el enfoque de ecuación.  

d. Los estudiantes no utilizan ningún modelo físico para la resolución de la tarea. 

e. 4/14 estudiantes no contestan. 
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Ejemplos de respuestas en la tarea “LA MESA DE ANA” 

Alumno 2 (Tamer) 
 

 
 
 

El estudiante usa un método algebraico, ya que plantea una ecuación. La incógnita es el 
factor perdido de la multiplicación: 5/7 . x = 2/3. Se puede pensar que utiliza un 
esquema ternario porque sólo aparecen tres términos, pero no se puede caracterizar así 
dado que en vez de hacer directamente la división de fracciones 2/3 : 5/7 = x, recurre a 
un planteamiento previo de factor perdido mediante una ecuación. El algoritmo que usa 
es “conversión en decimales”.  
 
Alumno 4 (Jorge) 

 

 

 
 

El estudiante utiliza directamente el esquema ternario de ley de composición, divide 
directamente. Se observa, además, que comete el error de cambiar la ubicación de los 
dos productos del algoritmo que consiste en la división del “producto de extremos” por 
el “producto de medios”, poniendo en el numerador lo que va al denominador y 
viceversa.  

El estudiante identifica las relaciones entre los elementos del problema, sus dificultades 
no radican en la tarea, sino en el algoritmo. 
 

2.3 Tarea “MULTIPLICACIÓN Y DIVISIÓN”, apartado b) “EL DIVISOR”: ejemplo 4 

a. En el contexto de la tarea, que es numérico, un total de 5/14 estudiantes utilizan 
directamente un esquema ternario de ley de composición, dividen, y 5/14 
recurren al auxilio del álgebra, plantean una ecuación. 

b. El orden de presentación de los datos no parece influir. Es más, algunos 
invierten el orden de presentación de las fracciones para hacer la división, 
colocando en el numerador 20/21, y en el denominador 4/7 (ver respuesta del 
alumno 4. Jorge). 

c.  Algunos estudiantes transforman las fracciones en decimales, probablemente 
porque usan la calculadora. Otros algoritmos utilizados, pero no de modo 

 9 



significativo, son: “producto de extremos partido por producto de medios”, 
“productos cruzados”, y uso del protocolo de la calculadora, aunque se observan 
errores en la manipulación del algoritmo. 

d.  Con el constructo de esta tarea, que, según el análisis del apartado anterior, es 
“inversión de la multiplicación o factor perdido”, se observa que no tiene 
ninguna incidencia el enfoque cuaternario, mientras que están igualados los 
enfoques ternario y de ecuación.  

e.   No hay modelo físico para esta tarea.  

f.  4/14 estudiantes no contestan. 
 

Ejemplos de respuestas en la tarea “EL DIVISOR” 

Alumno 4 (Jorge) 
 

3.- EL DIVISOR 

 
 

Tiene dificultades con la formulación del la división. En vez de D/d = q, escribe q/D=d.  

Además, aplica mal la regla para dividir las fracciones: invierte la ubicación del 
producto de medios y del producto de extremos. 

El estudiante usa un esquema ternario y maneja inadecuadamente la relación entre 
dividendo, divisor y cociente. Usa sus propias abreviaturas (DD en vez de D).  

RESULTADOS Y CONCLUSIONES 
En este apartado, dado el carácter breve del informe que aquí se presenta, sólo se 
aportan datos acerca de los distintos enfoques de resolución, y en segundo lugar, acerca 
de la confirmación de las hipótesis de la investigación. 

1. Enfoques de resolución. 

En las realizaciones de los estudiantes se han localizado todos los enfoques de 
resolución diferentes señalados en el análisis de los problemas: 

1.1) Uso de un esquema cuaternario de proporcionalidad simple con dos variantes: El 
planteamiento reglado (uso de una regla de tres), siguiendo el orden literal del 
enunciado; y la reducción a la unidad. Ambos aparecen en el caso del isomorfismo de 
medidas, si bien el primero es mayoritario y el segundo es minoritario. Ejemplos de 
estos planteamientos se encuentran, respectivamente, en las respuestas de Fernando y de 
Mercé a la tarea “Tortas”. 

1.2) Uso de un esquema ternario (ley de composición) de división de fracciones. Este 
enfoque tiene incidencia en los casos del producto de medidas y de un solo espacio de 
medida. En las respuestas de los estudiantes se observan errores tanto en la 
interpretación de la relación de división, como en la aplicación del algoritmo. Ejemplos 
de este planteamiento se encuentran en las respuestas de Jorge a las tareas “La mesa de 
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Ana” y “El divisor”. En la primera, el modelo físico le ayuda en la resolución, mientras 
que en la segunda, el modelo de ábaco numérico le confunde. 

1.3) Planteamiento de una ecuación. Este enfoque es mayoritario en las tareas de 
producto de medidas y de un solo espacio de medidas. Así, la tarea “La mesa de Ana” 
es un ejemplo que hace pensar que el modelo físico determina el enfoque de resolución, 
como se aprecia en la respuesta de Jorge. 

La incidencia de cada uno de estos enfoques en las 8 tareas del cuestionario de la 
investigación es la siguiente:  

 
  1.1) 1.2) 1.3) 

Tarea 1 Monedas 15/16 0/16 0/16 
Tarea 2 Tortas (ejemplos 1 y 2) 10/18 2/18 0/18 
Tarea 3 El divisor (ejemplo 4) 0/14 5/14 5/14 
Tarea 4 La mesa de Ana (ejemplo 3) 0/14 8/14 2/14 
Tarea 5 Medidas 11/26  9/26  0/26  
Tarea 6 Velocidad 5/20 11/20 0/20 
Tarea 7 Las dos cintas 0/20 15/20 0/20 
Tarea 8 Desagüe 19/23 0/23 0/23 

 

2. Sobre las hipótesis de la investigación. 

2.1) Hipótesis 1  

El modelo de enseñanza parece que condiciona tanto el reconocimiento en contexto de 
la división de fracciones como el enfoque de resolución. 

2.2) Hipótesis 2 

En las respuestas de los estudiantes se ha observado que se usa preferentemente el 
esquema cuaternario, frente al esquema ternario o ley de composición, aún incluso 
cuando la tarea propuesta es de tipo ternario. 

Sin embargo, la hipótesis 2 es más segura en el caso de un isomorfismo entre dos 
espacios de medida  y , pero no tanto en el caso de un producto de medidas, ni 
en el de un solo espacio de medidas.  

1M 2M

2.3) Hipótesis 3 

La hipótesis 3 no parece confirmarse a la vista de los datos obtenidos: los contextos no 
influyen necesariamente en los algoritmos que utilizan los estudiantes. Más que el 
contexto parece que es el constructo el que influye en el planteamiento del problema, o 
tal vez la acción combinada del contexto y del constructo. Además, se ha observado la 
existencia de otras variables (no tenidas en cuenta en el diseño inicial de la 
investigación) que parecen influir en las realizaciones de los estudiantes. Así, habría que 
investigar la influencia tanto de la estructura sintáctica del enunciado, como de la forma 
de presentación de los datos. 

IMPLICACIONES PARA LA ENSEÑANZA 
Los estudiantes tienen dificultades para reconocer la operación de división cuando los 
datos del problema son fracciones en situaciones contextualizadas, tal vez por el hecho 
de que el modelo usual de enseñanza no favorece la práctica escolar contextualizada y 
no tiene en cuenta todas las variables asociadas a los problemas de división. 
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Cabe esperar que la enseñanza de los problemas de división de fracciones cambie si se 
produce en un marco que tenga en cuenta los siguientes aspectos: 

• Estructura de los problemas 

• Enfoques de resolución 

• Variables: constructos, contextos, modelos y algoritmos 

Desde este punto de vista, el modelo estructural de Vergnaud (1983, 1988) es lo 
suficientemente explicativo y potente como para ser considerado una herramienta de 
análisis de los problemas multiplicativos que involucran división de fracciones. 
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RELACIÓN ENTRE PERÍMETRO Y ÁREA: EL CASO DE PATRICIA Y LAS 
INTERACCIONES 

Graciela García-Amadeo, ISFD 25-Carmen de Patagones, Argentina 

José Carrillo, Universidad de Huelva 
 

Resumen 

Presentamos un estudio de caso de una niña de 5º de Educación Primaria en el que se aborda la relación 
entre área y perímetro partiendo de una unidad didáctica basada en la resolución de problemas, cuyo 
objetivo es construir el concepto de área. El análisis de cuestionarios, observación de aula, protocolos e 
interacciones nos permiten reflejar aspectos cognitivos y sociológicos inherentes al proceso de construcción 
mencionado. 

Abstract 
We present a case study with a grade 5 pupil, in which we approach the relationship between area and 
perimeter starting from a teaching unit based on problem solving, whose goal is the building of the concept of 
area. The analysis of questionnaires, classroom observation, protocols and interactions allow us to show 
cognitive and social aspects immersed in the above mentioned process of construction. 

 

En la construcción del concepto de área, la literatura de investigación y nuestra experiencia 
en la observación de clases de primaria y en la formación de maestros ponen de relieve la 
confusión entre área y perímetro (debido al uso indebido de las fórmulas, carentes, en 
general, de significado), y la errónea implicación entre igualdad de áreas e igualdad de 
perímetros. Kouba (1988), de los Reyes (1999) y Moyer (2001) distinguen dos tipos de 
dificultades en relación con esta confusión: confusión de nombres y conceptual (no 
entienden el carácter bidimensional del área). En Buenos Aires, los informes de evaluación 
de calidad realizados a alumnos de 7º en 2002 señalan un enfoque inadecuado, pues se 
invierte mucho tiempo en tareas de conversión de unidades en perjuicio de actividades de 
manipulación y exploración centradas en el significado. Para abordar esta problemática, se 
proponen los objetivos: a) Distinguir el concepto de área y perímetro de una superficie. b) 
Analizar la variabilidad del perímetro en figuras equivalentes, sin recurrir a unidades de 
medida convencionales y se sugiere la resolución de problemas como estrategia 
metodológica. 
Para analizar la relación entre ambos conceptos diseñamos una unidad didáctica basada en 
resolución de problemas para 5º EPB1 y analizamos el caso de una alumna, Patricia, en 
interacción con la maestra y sus compañeras. 

 

FUNDAMENTOS TEÓRICOS 
Seguidamente presentamos nuestro posicionamiento respecto a concepción del aprendizaje, 
construcción de conceptos, interacciones y resolución de problemas. 

La construcción del conocimiento para Vigotsky está relacionada con las manifestaciones 
de intercambio comunicativo y las actividades que se llevan a cabo de manera cooperativa 
entre los integrantes del grupo. Desde el constructivismo social asumimos la posición de 
                                                 
1 Enseñanza Primaria Básica en Buenos Aires, Argentina 

 



Wheatley (1992, citado por Fernández, 2000), cuando expresa que “aprender matemática 
es construir relaciones matemáticas, negociar significados matemáticos con los otros y 
reflexionar sobre su propia práctica matemática” (p. 50). Supone experiencias previas que 
conducen a nuevas, y a su vez se actualizan e integran en nuevos aprendizajes; esta 
reestructuración es posible en un contexto de actividades que se resuelven en grupo e 
instalan vínculos que otorgan sentido y significatividad a los aprendizajes. 

En cuanto a la construcción de conceptos, comprender ese proceso en el niño es posible, 
parcialmente, a través de las manifestaciones escritas y orales, distinguiendo el concepto de 
su representación. La teoría de los Campos Conceptuales de Vergnaud (1996) nos permite 
analizar los vínculos y rupturas entre los conocimientos alrededor del concepto. 

Por otra parte, en el aula se forman pequeños grupos naturales que trabajan de forma 
productiva resolviendo problemas, enfatizando distintas opiniones. Las interacciones 
producidas permiten efectuar un análisis sociológico basado en Cobb (1995), quien analiza 
las oportunidades de aprendizaje distinguiendo tipos de interacción en función del nivel de 
compromiso establecido por los niños (univocal y multivocal), la colaboración (directa o 
indirecta) manifiesta y la relación de poder y autoridad  establecida en el grupo (matemática 
o social).  

Respecto a la resolución de problemas, la consideramos como estrategia de aprendizaje e 
instrumento metodológico. Como estrategia de aprendizaje, pues nos referimos a ella como 
“un medio para el aprendizaje de conocimientos nuevos” consustanciados con la visión de 
Carrillo (1998), quien sostiene que es “una tarea compleja, que ofrece la posibilidad para 
organizar la diversidad de niveles en el aula y es el marco ideal para la construcción de 
aprendizaje significativo” (p. 13). Como instrumento metodológico nos permite obtener 
información sobre cómo aprenden los niños un concepto, pues, cuando los niños resuelven 
problemas, interactúan con los conocimientos cotidianos y escolares a través de reglas, 
destrezas y conceptos previos con el objetivo de problematizar y construir de manera 
comprensiva dicho concepto.  

 

METODOLOGÍA 

Esta comunicación es parte de una investigación acerca de la construcción del concepto de 
área cuando se implementa una metodología de resolución de problemas. Pretendemos 
comprender e interpretar en profundidad las representaciones que se manifiestan en una 
niña, integrante de un grupo de 3. Así, el trabajo posee fines ideográficos (Latorre et al, 
1997), y toma datos del aula en situaciones naturales que permiten una comprensión directa 
de la situación. Para ello se realiza un estudio longitudinal, con los siguientes momentos: 

� 2 cuestionarios para: a) evaluar sus conocimientos matemáticos previos, b) detectar 
las ideas previas para brindar información acerca del concepto. 

� Resolución grupal de problemas para averiguar las representaciones intermedias 
producidas de forma continua. 

� 2 cuestionarios que permitieron detectar el modo y la significatividad con que la 
niña construyó el concepto: a) al finalizar la secuencia de aprendizaje, y b) seis meses 
después. 

 



En cada momento se implementan diferentes instrumentos, que generan, nutren y/o 
modifican el desarrollo del siguiente, o sea, este trabajo es flexible a los cambios 
producidos con posterioridad, siguiendo las pautas del modelo cualitativo, enfoque 
interpretativo de un estudio de caso. 

En vista a ello, focalizamos el trabajo en un 5º año, con niños de 10 años, seleccionamos un 
grupo natural y focalizamos en una niña, Patricia, por su disposición, interés y riqueza del 
material (relevancia para la investigación, LeCompte y Preissle, 1993).

Diseñamos la unidad de aprendizaje con la maestra. Coincidimos en crear un ambiente de 
resolución de problemas para generar el avance en la construcción del concepto, y 
consideramos los aspectos fenomenológios de Freudenthal (1983), quien afirma que en este 
nivel de enseñanza debe primar el estudio de procedimientos que permitan medir y 
comparar el área de superficies antes de pretender construir dicho concepto. Con respecto a 
los recursos, Kordaki y Potari (2002) sugiere el uso de software y Cass et al (2002) 
sugieren material concreto manipulativo pues promueven el desarrollo de habilidades a 
largo plazo; nosotros nos decidimos por ésta última opción en función de la accesibilidad 
del material y el desenvolvimiento de los niños. Finalmente, concebimos el área como una 
magnitud autónoma propia de las formas geométricas, no vinculada a la forma, que 
permite, mediante el uso de unidades, asociarles un número, diferenciando así la superficie 
del área y de su medida. Estos aspectos nos permiten abordar el concepto desde un 
tratamiento cualitativo y cuantitativo, con procedimientos geométricos y numéricos. 

En el análisis de los datos damos cuenta de las construcciones cognitivas y sociológicas. 
Para las primeras consideramos segmentos de contenido que nos brindan información sobre 
la niña, a través de sus protocolos y la conversación (grabada en vídeo) con la maestra y sus 
compañeras. Así podemos obtener una visión focalizada de sus respuestas y las 
intervenciones producidas. Para las construcciones sociológicas consideramos las 
interacciones del grupo (Cobb, 1995), señalando la forma en que las concepciones de la 
niña y sus interpretaciones evolucionan cuando interactúa con sus compañeros. Para ello se 
efectúa una revisión de las grabaciones, focalizando en las relaciones y roles de cada uno 
dentro del grupo. Estas nuevas miradas, en el marco del estudio amplio (construcción del 
concepto de área), del que lo que presentamos es sólo una parte, pueden llevarnos a: 

a) Realizar una resignificación de la categoría y obtener relaciones entre otras que permitan 
establecer la reorganización conceptual que hace la niña sobre el concepto de área.  

b) Explicitar las expectativas de la niña hacia las otras compañeras del grupo.  

c) La oportunidad de aprendizaje surgida. 

 

EL ESTUDIO                              
Referimos el análisis a la actividad 6, para ello los alumnos disponen de bobina de hilo no 
deformable, goma de pegar y la consigna: Intenta bordear las figuras con un hilo, ¿utilizas 
la misma cantidad de hilo para cada una de ellas? 

 



 
 

 Proyecto Albanta, libro de recursos de 6ª 

Pretendemos que diferencien el área de la forma, sin permitir acudir a una unidad de 
medida convencional  y  así comprueben que figuras equivalentes pueden o no tener igual 
perímetro. 

Patricia señala sobre el contorno de cada figura un segmento de longitud igual al lado de 
cada uno de los cuadrados en que la divide. A cada uno asigna un número de forma 
consecutiva y en sentido horario, y escribe “2,3 y 4 miden lo mismo de perímetro y de área, 
entonces son equivalentes en perímetro y área”. 

 
 

Del ascendiente que tiene Patricia en el grupo da cuenta el siguiente fragmento, en el que 
todos los niños de la mesa la miran y ella bordea el cuadrado, explicando un posible 
procedimiento: 

Patricia: supongamos que el hilo sean las líneas. Sumas esto más esto y te da cuánto 
mide esto. (Patricia va marcando los lados de la figura). Midamos con  regla 3x4=12. 
Miden 12. 

 



A continuación sus compañeros comienzan a resolver el problema, utilizando el hilo. Esta 
actitud nos llevó a pensar que ella manifiesta un tipo de autoridad predominantemente 
matemática; Murray (1992), citado por Cobb (1995) afirma que esta actitud produce un 
desequilibrio en el grupo, pues sus compañeros se sienten obligados a adaptarse a la 
actividad del otro para ser efectivos en el mismo. Sin embargo, no es éste el caso, pues 
mientras Patricia compara los hilos entre sí, cada niña se involucra en el problema 
monitoreando lo que va realizando: 

Cecilia: Tenemos que averiguar si para todos usamos la misma cantidad. Cortamos el 
hilo y probemos con los otros. 

Flor: Yo hago una para cada figura 

Cecilia: Pero para qué si... 

Mirta: El cuadrado es más simple....no tienen tantas entraditas. Pues bordear con el hilo 
te lleva más hilo. Cuando hago este cuadrado, no sabía... ¿hay que hacer un hilo para 
cada uno? 

 y en vista de ello Patricia reconoce: Lo que pasa que había medido mal, 

rectificando su resultado y arribando al correcto, aunque anteriormente ya había reconocido 
que figuras equivalentes pueden tener distinto perímetro:  

Patricia: Yo no creo realmente que esto con el hilo te dé. En realidad no vale la 
pena....no da lo mismo porque tienen la misma área pero tienen distinto perímetro 

Con respecto a la variabilidad del perímetro, Patricia, al escuchar a Cecilia, rápidamente 
subdivide la figura cuadrangular en cuatro cuadrados iguales y considera las características 
del cuadrado que hacen que sea esta figura la de menor perímetro: 

Cecilia: Porque a la vista en este dibujo hay cuadrados adentro. 

Patricia: Hay lados en esta figura que no se cuentan y en las otras sí. 

Es decir, Cecilia expresa su idea y al instante Patricia comprende y completa lo expresado 
por Cecilia, ésta pone en duda lo expresado por Patricia y en función de sus argumentos 
llegan ambas a la solución. Cuando Patricia valida la resolución, manifiesta a través del 
término nosotras la participación en la resolución del problema. 

En esta unidad se observan, pues, interacciones de tipo multivocal y colaboración indirecta 
entre Cecilia y Patricia, al intervenir de manera conjunta y monitoreando cada una lo 
realizado por la otra.  

En grupo comparan el perímetro y el área de las distintas figuras, utilizando  una unidad 
conveniente: 

Patricia: cuando mido el perímetro guiándome por los lados del cuadrado, son 
equivalentes, pues miden 10. 

En la pizarra dibuja (de la misma forma que su protocolo) un cuadrado, lo subdivide en 
cuatro cuadraditos congruentes, traza segmentos paralelos y congruentes al lado del cuadradito, 
enumera cada uno de ellos: 

Patricia: A mí no me dio así. Yo con cada hilo medí cada uno y me dio que la 2, 3 y 4 
me dieron lo mismo y la 1 distinto. Nosotras descubrimos que el área era igual 

 



midiendo con cuadrados. 
En área son 4 cuadrados y en perímetro es 8 lados de cuadrado. Con el resto de las 
figuras, por ejemplo: El perímetro es 10 lados del cuadrado y en área 4 cuadrados. La 
figura 3 tiene perímetro 10 lados de cuadrados y área 4 cuadrados. Y la figura 4 tiene de 
perímetro 12 lados de cuadrado y de área 4 cuadraditos.  

Patricia concluye que varias figuras equivalentes pueden ser isoperimétricas y otras no: 

Ah! Pero no importa, éstas tienen además de equivalente el área, el perímetro y la otra 
no. 

En general las intervenciones de la maestra hacen reflexionar a los niños y los insta a dar 
argumentos. De esta forma observamos intervenciones vertidas por los niños que indican 
complementariedad en sus conclusiones, por ejemplo las formuladas por Ana, corroborando 
lo manifestado por Patricia: 

Ana: El perímetro sería el contorno y lo que pasa es lo que dije ayer, que depende de 
cómo acomodes los cuadrados te va a dar más o menos perímetro. No porque tengan el 
mismo área tienen que tener igual perímetro. Depende de cómo acomodes los 
cuadrados. 

La evolución de las ideas manifiestas de manera interactiva por los niños durante el 
desarrollo del problema lleva a la maestra a proponer el siguiente: 

Problema 6bis: ¿Se puede formar una figura de igual área pero de 16 lados de cuadrado 
de perímetro? 

Patricia no percibe que apareando, por ejemplo, por el vértice, como sugirió Flor, se puede 
obtener una figura equivalente de perímetro mayor: 

Patricia: No. 

Flor: Serían cuadrados sueltos, unidos por el vértice solamente, porque para que sean  
figuras tendrían que estar unidos. 

Ana: Si vos unís por la arista a un cuadrado y otro cuadrado dejan de tener dos lados y 
ya es uno. 

Retomando esta ultima observación, nos referimos a una actividad propuesta en el 
cuestionario para evaluar la unidad de aprendizaje. 

Dibuja una figura equivalente a la dada pero de distinto perímetro, justifica tu dibujo. 

 
 

 

 

Patricia comprende la noción de equivalencia de figuras aunque no tengan necesariamente 
el mismo perímetro. Ella construye la figura solicitada – equivalente y de perímetro mayor- 
apareando solamente dos cuadrados por un lado y los demás por un vértice. 

Construye la figura solicitada a través de la oportunidad de aprendizaje que instaura la 
maestra en la puesta en común y en la que ella no responde correctamente debido a 

 



encontrarse ausente durante la sesión en la que se desarrolla esta noción. Sin embargo, 
podemos inferir que ahora comprende la noción. 

Cuando expresa “Área=7”, aunque no indica la unidad, se desprende que considera el 
cuadradito como unidad, pues en la otra figura lo expresa correctamente. Del mismo modo 
expresa el perímetro, pues señala la unidad coincidente con el lado de la figura al indicar 
“perímetro=23/”. Por tanto, Patricia puede hallar el área y el perímetro utilizando unidades 
no convencionales (el cuadrado y su lado, respectivamente). Sin embargo, la única 
justificación que presenta es el gráfico, sin explicar las condiciones que le llevan al mismo. 

En función de este análisis y al objeto de extraer los constructos que nos permiten 
establecer vínculos con la categoría enunciada y otras que pueden surgir durante el 
desarrollo de la unidad, construimos un mapa cognitivo para visualizar las relaciones 
enunciadas, en el que cada constructo se vincula con otros a través de una flecha continua, 
si Patricia lo ha construido, o punteada, si no lo ha logrado. La conexión de estos 
fragmentos muestra la evolución en la construcción de las relaciones entre perímetro y área. 
 

 
 
 
 
 
 

 



CONCLUSIONES 
Al objeto de efectuar una mirada global en el proceso que se opera en la niña respecto a la 
categoría enunciada y refiriéndonos a las oportunidades de aprendizaje que surgen con sus 
compañeras, coordinadas por la maestra, nos referimos muy especialmente a las 
intervenciones efectuadas con Cecilia y las conclusiones de Ana, a través de intervenciones 
de tipo multivocal y colaboración indirecta, puesto que Cecilia y Ana la desafían en sus 
opiniones, intercambian sus procedimientos y sus ideas atendiendo y adaptándose a lo 
realizado por cada una, acompañadas por la maestra y todas instalan un clima en donde se 
instauran zonas de posibilidades de desarrollo. 

Con respecto a las estrategias implementadas respecto a la resolución de los problemas, se 
observa que Patricia fundamenta oralmente sus procedimientos y los puede validar, pero en 
el protocolo se advierte ausencia en la justificación, lo que impide detectar las estrategias 
implementadas y se convierte en un obstáculo para conocer el estado de sus conocimientos. 

Con respecto a los problemas diseñados, los aspectos observados en Patricia y sus 
compañeras satisfacen los objetivos previstos, pero consideramos conveniente la inclusión 
de la actividad propuesta por la maestra, que implica la construcción de figuras 
equivalentes a las dadas pero con perímetro mayor y determinado, siempre y cuando el 
desarrollo del grupo lo permita. 

Con respecto a la relación entre área y perímetro de una superficie: 

• Reconoce que el área de una superficie se conserva a través de transformaciones 
directas o indirectas. 

• Distingue la independencia entre el área y el perímetro de superficies equivalentes o 
isoperimétricas, superando la confusión conceptual y operacional observada al 
comienzo de la actividad. 

• Realiza cubrimientos en función de una figura como unidad de medida. 

Todos los aspectos vertidos acerca de la relación área-perímetro en Patricia nos llevan a 
considerar su proceso como una buena aproximación al concepto. En dicho proceso los 
aspectos cognitivos y sociales se imbrican y complementan. 

Finalmente, consideramos conveniente la inclusión de estos problemas en las propuestas de 
enseñanza con el objeto de evitar la confusión entre dichos conceptos.  
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Resumen 

Investigaciones realizadas en Educación matemática han señalado la importancia de implementar en los 
planes de formación para maestros contenidos de distinta naturaleza. En este trabajo presentamos parte 
del análisis realizado a la puesta en práctica de un modelo de enseñanza para la geometría de los sólidos 
llevado a cabo por una profesora de Magisterio de la Universidad de Valencia. Para este análisis se han 
considerado contenidos teóricos referentes a contenidos geométricos (conceptos, procesos matemáticos y 
diferentes tipos de relaciones) y contenidos profesionales o prácticos sobre: i) currículos oficiales; ii) 
cómo enseñar geometría de los sólidos a un tipo de alumnos (estilos y métodos de enseñanza, 
enfoques,..); iii) cómo planificar las clases; iv) creencias y tomas de postura; v) cómo se aprenden 
algunos contenidos. 

 

PRESENTACIÓN 
En la última década se han venido desarrollando investigaciones que hacen referencia a 
la formación de profesores y a los contenidos pertinentes para su formación inicial (por 
ejemplo Climent y Carrillo, 2003) y estudios relacionados con las creencias y 
concepciones de los profesores de geometría sobre la geometría y su enseñanza (por 
ejemplo, Barrantes y Blanco, 2004; Sáiz, 2002). Como resultado, se considera que en la 
formación profesional de futuros profesores, entre otras cosas, es importante contemplar 
contenidos de diferente naturaleza que debieran ser tratados en un plano de reflexión.  

Si el problema lo planteamos tomando como referencia la formación profesional sobre 
la geometría de los sólidos, apenas se posee información al respecto. Si además tenemos 
en cuenta la situación actual de la enseñanza de esta materia a nivel escolar (Guillén et 
al., 2004), se hace necesario realizar investigaciones que aporten información sobre los 
elementos que debieran formar parte de la conducta competente de profesores de 
primaria al enseñar los contenidos geométricos relativos a los sólidos en sus clases. En 
este documento se aporta información al respecto al presentar un análisis de un plan de 
formación inicial puesto en práctica con alumnos de Magisterio. Este análisis se ha 
realizado tomando como referencia los diferentes tipos de contenidos que se han 
delimitado en la investigación.  

El trabajo descrito aquí forma parte de un proyecto de investigación en el que tomando 
como marco metodológico la teoría de los Modelos Teóricos Locales (MTL) (Filloy, 
1999), que se describe brevemente en el apartado siguiente, se pretende: 1. Elaborar un 
Modelo de competencia inicial1 que pueda servir de referencia para interpretar modelos 
de enseñanza que se proponen para la enseñanza de los sólidos en Planes de formación 
                                                 
1 En el caso particular de este trabajo, el modelo de competencia inicial contiene elementos de los 
conocimientos de un individuo ideal, capaz de realizar tareas relacionadas con la enseñanza de la 
geometría de los sólidos a nivel escolar. Esto es, los elementos que debieran formar parte de la conducta 
competente de profesores de primaria al enseñar los contenidos geométricos relativos a los sólidos en sus 
clases. 

 



para maestros. 2. Elaborar una propuesta de unidad de enseñanza de geometría de los 
sólidos para la formación de profesores de educación primaria y su adaptación al medio 
“Internet”. 3. Realizar un estudio de casos con profesores de primaria en servicio al poner a 
prueba el Modelo de enseñanza diseñado y observar la transferencia que hacen al aula de sus 
clases. 

Para elaborar el Modelo de competencia inicial en una primera etapa se ha realizado un 
análisis de la literatura al respecto en el que se han determinado distintos contenidos que 
se deben contemplar en una formación profesional y capacidades que se pretenden 
desarrollar al poner en práctica un plan de formación. Estos elementos se han tomado 
como referencia para el análisis que presentamos aquí del Modelo de enseñanza de los 
sólidos impartido por una profesora de Magisterio. Asimismo, este estudio exploratorio 
de casos tiene como objetivo reelaborar el Modelo de competencia inicial que habíamos 
precisado en la primera etapa, que a su vez tendrá la función de ser un referente para 
continuar la investigación. 

ANTECEDENTES. MARCO EN EL QUE SE HA DESARROLLADO EL 
TRABAJO 
Antecedentes. El análisis que presentamos en este documento se inscribe dentro de un 
proyecto más amplio2 cuyo objetivo final era la construcción de una “Biblioteca virtual” 
(http://www.pernodis.com/ptria/index.htm) que permite incidir en la formación 
permanente de profesores (Guillén y Figueras, 2005). En el sitio dedicado a la 
geometría, dentro del apartado "Descubrir y matematizar a partir del mundo de las 
formas", en la sección ¿Cómo enseñan otros?, se presentan extractos de las sesiones de 
clase con el análisis correspondiente. El trabajo que se muestra en la página con detalle, 
que se describe aquí brevemente, permite reelaborar el Modelo de competencia inicial 
que se tomará como punto de partida para la investigación que continúa que hemos 
indicado en la presentación. 

La teoría de los Modelos Teóricos Locales. Según Filloy et cols. (1999), para poder 
tomar en cuenta la complejidad de los fenómenos que se producen en los sistemas 
educativos, los MTL integran varios componentes teóricos interrelacionados: 1) Modelo 
de enseñanza; 2) Modelo para los procesos cognitivos; 3) Modelo de competencia, y 4) 
Modelo de los procesos de comunicación. Estos componentes del MTL son marcos de 
referencia para futuras investigaciones. Lo que distingue a unos componentes de otros 
es, entre otras cosas, los fenómenos que se toman en consideración con respecto al 
concepto del que se realiza el análisis. 

Una característica fundamental de la teoría es su adaptabilidad a diferentes situaciones. 
Planteada originalmente para la observación de alumnos de diferentes niveles escolares, 
y para poner a prueba modelos de enseñanza, se puede adaptar a los fines de esta 
investigación. En la nota 1 hemos hecho referencia a los elementos que constituyen el 
Modelo de competencia en nuestro trabajo.  

Otra característica fundamental de los MTL es que el esquema de la investigación es 
recursivo (Filloy et cols., 1999, pp. 10), en el sentido de que los resultados tienen que 

                                                 
2 Proyecto "Procesos de transferencia de resultados de investigación al aula: el caso del bajo rendimiento 
escolar en matemáticas". Proyecto de investigación, co-financiado por el Consejo Nacional de Ciencia y 
Tecnología (Conacyt) (con clave G37301-S). México. 

 



ver con todos los componentes del modelo y producen, por tanto, un nuevo MTL. En 
nuestro trabajo, el estudio exploratorio de casos donde se observa a una profesora de 
Magisterio tiene como objetivo reelaborar el Modelo de competencia inicial que 
habíamos precisado en la primera etapa.  

Sobre los diferentes tipos de conocimiento. Situando la investigación actual en el 
marco de la formación del profesor, tomando como referente, entre otros, el trabajo de 
Climent y Carrillo (2003) y los que ahí se referencian, consideran que el conocimiento 
del profesor en servicio, consta de diferentes componentes: Conocimiento del contenido 
matemático de y sobre las matemáticas y el conocimiento de la materia para su 
enseñanza. Nosotros nos centramos especialmente en “la labor docente como formador 
de profesores” y hemos iniciado analizando el desarrollo del modelo de enseñanza de 
una profesora de Magisterio considerando que sus estudiantes tendrán que enseñar los 
contenidos matemáticos escolares de hechos, procedimientos, conceptos, etc.  

Los antecedentes de este trabajo hay que situarlos también en el marco de referencia que 
se ha usado en el proyecto más amplio que se describe brevemente en Guillén y 
Figueras (2005). Como indicamos en este trabajo, el contenido escolar de hechos, 
procedimientos, conceptos, etc. lo hemos reorganizado como referido a: a) conceptos 
geométricos, b) procesos matemáticos (analizar, describir, clasificar, generalizar, etc.), 
c) relaciones entre contenidos geométricos. Al preocuparnos de cómo se enseñan estos 
contenidos geométricos nos fijamos también en como se usan las destrezas (construir, 
modificar, transformar) para trabajar los procesos matemáticos indicados o para 
desarrollar habilidades (comunicar y/o representar formas).  

Acerca de creencias y concepciones. Como marco para el trabajo consideramos 
también los estudios que han señalado la influencia de las concepciones de los 
individuos sobre su modo de actuar (véase por ejemplo, Peterson, Fennema, Carpenter y 
Loef, 1989, citado por Llinares, 1996). En nuestro estudio el término creencia lo 
utilizamos con el significado de Villoro (1982, pag. 71). 

RECOGIDA Y ANÁLISIS DE DATOS 
Para delimitar los criterios que sirvieran de referencia para analizar la puesta en práctica 
del Modelo de enseñanza de una profesora de Magisterio en relación con la geometría 
de los sólidos, en una primera etapa se analizaron trabajos teóricos de la línea de 
formación de profesores de primaria (por ejemplo, Barrantes y Blanco, 2004; Carrillo, 
2000; Llinares, 1996; Ponte, 1994; Thompson, 1992) y el plan de formación de 
profesores de esta profesora (Guillén, 2000). Asimismo se observó cómo desarrollaba 
sus clases en relación con la geometría de los sólidos, ante un grupo de alumnos de 
Magisterio, en el curso 2004-2005, y se realizó un análisis de las notas que se habían 
tomado sobre el desarrollo de estas clases. 

En el curso 2005-2006 se realizó la experimentación. Se llevó a cabo durante 22 
sesiones dedicadas a la geometría de los sólidos, impartidas en un grupo de la 
especialidad de lengua extranjera, en la asignatura de “Matemáticas y su didáctica”, 
cada una de aproximadamente 50 minutos. Estas sesiones se registraron en grabaciones 
de video y audio. Una de las autoras de este trabajo asistió a todas las sesiones como 
observadora, tomando notas sobre los contenidos impartidos y registrando en papel los 
dibujos, diagramas y recursos en los que se apoyaba la profesora. 

Las grabaciones se transcribieron y de ahí, junto con las notas de clase, se sacaron los 
extractos que se han analizado. 

 



El elemento básico para el análisis han sido "Extractos de interrelaciones de la profesora 
con los estudiantes” que caracterizamos como Barrantes y Blanco (2004, p. 245) 
definen las unidades de análisis: constituyen producciones que son fragmentos de texto 
de unidad variable, dependiendo de la extensión con que se hablaba de la cuestión o 
discusión planteada. Puede ser una oración o un conjunto de oraciones que no tienen por 
qué coincidir con las respuestas o intervenciones individuales de la profesora o de los 
estudiantes. 

Estos extractos se delimitaron teniendo como referencia las competencias delimitadas 
en las distintas etapas previas. Los hemos agrupado como sigue: 

i) Sobre geometría y su enseñanza. Estudiante y docente. En ellos: i.1) se pide a los 
estudiantes que reflexionen sobre sus creencias y actitudes en relación con la geometría 
de los sólidos y sobre sus posiciones ante dicotomías que pueden presentarse; i.2) se 
expresa la concepción de geometría de la profesora que conlleva determinadas 
posiciones sobre con qué enfoques se introduce el estudio la geometría y cómo se 
trabajan los procesos matemáticos, y i.3) se hace notar el papel del estudiante como 
alumno y como futuro docente.  

ii) Sobre contenidos geométricos. En ellos se refleja cómo la profesora provee a los 
estudiantes de la información adecuada para que puedan conocer los contenidos 
geométricos (conceptos, procesos y relaciones) que tendrán que enseñar y sepan cómo 
enseñarlos. Esto es, lo relativo a las diferentes acciones ligadas a los procesos 
matemáticos de describir, analizar, clasificar, generalizar, particularizar,… que se 
realizaban en las clases tomando familias de sólidos como soporte y las relaciones que 
se establecían entre sólidos o entre elementos de diferentes dimensiones.  

iii) ¿Cómo aprende alguno de los estudiantes? ¿Para qué? Extractos en los que los 
estudiantes reflejan alguna idea errónea o se referencian resultados de la investigación 
sobre el propio aprendizaje, cómo piensa y aprende el niño,… Todo esto se halla 
acompañado de comentarios de la profesora que, por un lado, reflejan su modo de actuar 
ante las mismas y cómo las utiliza para desarrollar actividad a partir de ellas. Por otro, le 
sugieren reflexiones en relación con cómo se puede obtener conocimiento sobre cómo 
piensa y aprende el niño y cómo se puede dirigir la actividad a partir de lo que se ha 
averiguado, el problema que conlleva introducir las familias con ejemplos demasiado 
específicos, cómo se pueden revisar o intentar corregir las ideas que aparecen,… 

iv) Planificación de la clase. Extractos que muestran reflexiones sobre la futura 
actuación de los estudiantes, relativos a: iv.1) por qué enseñar determinados contenidos 
geométricos, iv.2) qué recursos pueden utilizar y qué alternativas tienen para ello, iv.3) 
lo relativo a evaluación de libros de texto y otros materiales que se pueden usar en la 
enseñanza y iv.4) cómo se orienta para conocer dónde pueden buscar información y 
cómo se puede continuar su formación fuera del aula. 

v) Interactuando en la clase y ... En estos extractos se muestra cómo es la estructura de 
la mayoría de las clases, el estilo y método de enseñanza que se emplea y cómo se 
implica a los estudiantes para que participen en el desarrollo de la asignatura; esto es, el 
tipo de actividades que se les ha pedido: resúmenes, extender las actividades que se 
resuelven en clase planteando nuevas cuestiones a partir de ellas, actividades que se 
resolverán al día siguiente en clase, evaluación de materiales geométricos a partir de un 
guión, …  

vi) ¿Y el lenguaje? Los extractos muestran cómo se introduce la terminología 
geométrica, cómo se expresan las ideas, propiedades y relaciones geométricas que se 

 



van descubriendo y cómo la profesora llama la atención sobre el uso e interpretación 
que se hace del vocabulario geométrico y de otros signos de naturaleza diferente (entre 
ellos las representaciones planas de los sólidos) muy usuales para "comunicar" en 
geometría de los sólidos. Los extractos además de mostrar que en las clases se presta 
atención al aspecto de lenguaje de la geometría dan cuenta también del lenguaje con el 
que interactúan la profesora y los estudiantes.  

OBSERVACIONES  
Dada la brevedad del informe sólo vamos a indicar de manera general observaciones de 
este primer nivel de análisis para algunos grupos de extractos de los que hemos indicado 
en la metodología. Estas observaciones dan cuenta de que en el análisis realizado se han 
contemplado los contenidos geométricos (conceptos, procesos matemáticos y diferentes 
tipos de relaciones) y contenidos profesionales o prácticos que hemos indicado en el 
resumen. Estos extractos y el análisis de los mismos se pueden consultar en 
http://linux.ajusco.upn.mx/~transpatricio/gregoria/GregoriaWebSite/. 

Sobre geometría y su enseñanza. Estudiante y docente. Observaciones que hemos 
obtenido hacen notar que en las sesiones se muestran:  
1) Dos posturas para comenzar el estudio de la geometría y posibles enfoques para 
desarrollar su enseñanza. 
2) Reflexiones sobre diferentes maneras de mostrarse los sólidos en el entorno 
cotidiano y sobre diferentes representaciones con las que pueden presentarse.  
4) Cómo desarrollar actividad matemática a partir de los objetos del entorno y cómo 
surge el estudio de la geometría plana inmersa en el estudio de los sólidos.  
6) Reflexiones sobre el lenguaje en geometría y el lenguaje usado en la enseñanza de la 
geometría y sobre cómo se va desarrollando el lenguaje geométrico. 
7) Reflexiones sobre los ejemplos y no ejemplos para introducir Objetos mentales3 de 
conceptos geométricos. 
8) Los ejemplos que se presentan y las representaciones y posiciones con las que se 
hace. 
9) Cuestiones que pueden surgir de una situación dada y en cómo se puede desarrollar 
actividad por uno mismo. 
10) Cómo se revisan ideas de conceptos y cómo se desarrolla actividad matemática a 
partir de ello.  
11) Cómo se puede explicar la respuesta en tareas de identificación y descripción y 
cómo se conciben las definiciones. 

Sobre contenidos geométricos. Vamos a indicar observaciones sobre los contenidos 
matemáticos (conceptos geométricos, procesos matemáticos y establecimientos de 
relaciones) que se han impartido y sobre cómo se impartieron. 

La profesora trabaja este tipos de contenidos planteando una situación de partida 
teniendo como soporte el estudio de las familias de los sólidos (cilindros, conos, esferas, 
prismas, pirámides y poliedros regulares). Hay dos situaciones de partida principales: 
una conectada directamente con el entorno cotidiano y otra a la construcción de 
modelos por procedimientos diferentes (con material comercializado o plastilina, a 
partir de una unidad base, truncando etc.). 

                                                 
3 Usamos Objeto mental con el significado de Freudenthal (1983). 

 



La introducción de conceptos geométricos. Las familias de sólidos del cilindro, cono, 
esfera, prismas y pirámides se introducen a partir de los objetos del entorno en un 
intento de organizar las formas. Los poliedros regulares surgen inmersos en procesos de 
construcción con material comercializado formado por polígonos. Los conceptos del 
plano se introducen al considerar los elementos de los sólidos. 

La profesora introduce los conceptos a través de ideas ingenuas y visuales, y a lo largo 
de las tareas propuestas los perfila y refina. 

El desarrollo de procesos matemáticos. Las familias de sólidos que se utilizan como 
soporte para desarrollar actividad proporcionan un contexto muy rico para aproximarse 
a la descripción, clasificación, definición, generalización, particularización, 
justificación, etc. Dada la brevedad de este informe sólo indicamos algunas situaciones 
que muestran cómo la profesora se aproxima en repetidas ocasiones a la clasificación, 
desde diferentes puntos de vista y tratando diferentes tipos de clasificaciones: 

1) La tarea de organizar los objetos (envases) permite un primer contacto con la 
actividad de clasificar, a través de la identificación de formas que corresponden a las 
que se han seleccionado y a las que se les ha dado nombres (cilindros, conos, esfera, 
prismas,…).  

2) A partir de las ideas expresadas para cilindro, la profesora se acerca a una 
clasificación partición: los cilindros rectos se obtienen cuando se desplaza un círculo 
paralelamente a sí mismo y en dirección perpendicular a éste (la base); en los cilindros 
oblicuos el círculo se desplaza en dirección no perpendicular. Esta clasificación se 
retoma posteriormente para hacer notar que se podría ver también como una 
clasificación inclusiva: de todos los prismas que se pueden construir, el recto es uno de 
ellos. 

3) Al hacer la descripción de las caras laterales del prisma, y en otros contextos, se 
centra la atención en los paralelogramos y, dados los diferentes tipos de prismas que se 
pueden tener, se aproxima a la clasificación inclusiva de los diferentes paralelogramos. 

4) Cuando propone elegir los ejemplos representativos para describir la familia infinita 
de los prismas. Se trabaja una clasificación jerárquica entre los prismas convexos, los 
prismas se bases regulares, los prismas rectos de bases regulares, los prismas de caras 
regulares y el cubo. 

5) Introduciendo el nombre de los prismas. Se establecen las familias al identificar la 
forma de la base y hacer notar que el número de elementos (caras, vértices, aristas, …) 
depende del número de lados del polígono de las bases, pero no de su forma.  

6) A partir de una familia especial de pirámides (las pirámides de caras regulares) se 
aproxima a la clasificación enumerando todos los elementos de esta familia. Ahora, los 
criterios para establecer la familia son reglas de construcción y se incide especialmente 
en la enumeración de los ejemplos. Esta manera de clasificar se trata de nuevo al 
construir los poliedros regulares. 

Interactuando en la clase y ... Indicaremos brevemente algunas de las características 
de la forma de llevar a cabo las sesiones, por ejemplo la dinámica para guiar las 
actividades, la forma de interactuar con los alumnos y de hacerlos partícipes directos en 
el desarrollo de la asignatura. 

Una de las formas para involucrar a los estudiantes en su papel como futuros 
enseñantes, además de las reflexiones que plantea al respecto, es a través del análisis de 

 



tres currículos de geometría de educación primaria y proponerles una tarea de análisis 
de libros de texto de educación primaria. 
Cada sesión la inicia haciendo un resumen de la sesión anterior, con la finalidad de que 
sirva como referencia para que ellos realicen otros; dar una visión general de sobre lo 
que se está trabajando y cómo, o como modelo para la planificación de sus clases. En 
los resúmenes destaca cómo los contenidos se tratan en distintos contextos y distintos 
tiempos y especialmente se subraya cuando unos contenidos que ya se conocían se usan 
para descubrir otros nuevos; las relaciones existentes entre los diversos contenidos 
geométricos; las ideas que se han trabajado ya a partir de las que se inicia una nueva 
tarea.  

Después de desarrollar alguna tarea hace un resumen de ésta, con la finalidad de 
plasmar los objetivos que se persiguen al realizarla, es decir, identificar por un lado los 
procesos matemáticos implicados y, por otro, las relaciones entre contenidos 
geométricos. 

La dinámica para interactuar con los alumnos es a través de preguntas respuestas, los 
hace partícipes directos y los anima a ser investigadores y descubridores de 
conocimientos nuevos, a la vez que va guiando la sesión según las respuestas o 
inquietudes de los alumnos.  

Les plantea a los estudiantes actividades voluntarias para que trabajen algún aspecto que 
no se haya visto en clase o bien para previamente involucrarlos en tareas que se 
realizarán en sesiones futuras. 

Para indagar sobre algunos otros conocimientos de los estudiantes, utiliza ejemplos y no 
ejemplos y también los usa para mostrar ideas que pesan mucho en el aprendizaje de la 
geometría de los sólidos.  

¿Y el lenguaje? En el apartado de la metodología hemos indicado aspectos relativos al 
lenguaje que se consideran en nuestro análisis. Vamos a matizar el lenguaje que se 
refiere a las interrelaciones de los estudiantes y la profesora en estas clases de geometría 
de los sólidos. Una forma de acercarse al simbolismo matemático ha sido a través de 
utilizar símbolos de diferente naturaleza, bien para realizar o explicar las tareas, o bien 
para introducir o repasar conceptos geométricos. Son símbolos diversos que van desde 
gestos y movimientos para dar ideas visuales; diagramas para apoyar la tarea que se está 
realizando; vocabulario vernáculo cercano a los estudiantes; vocabulario propio de la 
geometría, hasta llegar a la utilización de los símbolos matemáticos algebraicos.  

 

CONCLUSIONES 

Al analizar la actuación de la profesora podemos decir que hay una puesta en práctica 
de los diversos contenidos que se recomiendan en un plan de formación para maestros, 
y que no por presentar contenidos referentes al conocimiento de la materia para su 
enseñanza, se descuidan los contenidos de la propia materia. A la vez su modelo 
muestra una forma alternativa a la de muchos libros de texto. Su manera de introducir y 
desarrollar el estudio de la geometría toma como soporte el estudio de los sólidos. Sus 
sesiones reflejan una posible introducción al estudio y diferentes enfoques para su 
enseñanza: la geometría y los procesos matemáticos, la geometría y la búsqueda de 
relaciones y conexiones, la geometría y el aspecto del lenguaje. Además se centra la 
atención en lo que los estudiantes pueden incorporar en los Objetos mentales que 
construyen para determinados conceptos geométricos relativos a los sólidos. Presta 

 



atención a las creencias y conocimientos que se tienen sobre esta materia escolar al 
comenzar el estudio de la misma y a las diferentes posturas que existen en la enseñanza 
de la geometría. Todo ello permite que los estudiantes conozcan las alternativas 
existentes para introducir y desarrollar el estudio de esta materia, tengan un primer 
contacto con ella y reflexionen sobre sus propios conocimientos de la misma.  

La profesora también provoca que los estudiantes tomen conciencia sobre su papel 
como personas que aprenden los contenidos geométricos y sobre su papel como futuros 
enseñantes a través de reflexiones diversas que centran la atención en aspectos como: la 
actuación en clase del profesor; la planificación que tendrán que hacer cuando estén en 
servicio y los recursos que tienen para tal fin; las situaciones a las que se podrán 
enfrentar estando en servicio, por ejemplo las ideas erróneas comunes en el aprendizaje 
de la geometría; la manera en que aprenden, es decir, hacerlos concientes y reflexivos 
durante, en y después de su propio aprendizaje tanto como alumnos que tienen que 
aprender contenidos geométricos, como en su papel como futuros enseñantes; la manera 
en que aprenden los niños; la manera en la que se comportan ante los errores, por 
ejemplo, cuando aparecen en la misma clase y los recupera, no como algo malo, sino 
como un recurso para la enseñanza que contribuye a perfilar ideas ingenuas y que 
permite superar ideas inadecuadas, y posteriormente haciendo reflexión sobre ello, etc. 
sólo por mencionar algunos a los que hace referencia explícita.  
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Resumen 

El propósito de este trabajo es presentar los resultados de un estudio exploratorio, el cual se basó en una 
experiencia de enseñanza apoyada en actividades de construcción geométrica usando distintas herramientas 
de mediación semiótica1.  Se utilizaron herramientas físicas (la regla y el compás) y virtuales (el software 
Cabri – Géomètre), para la solución de problemas abiertos de construcción. Los resultados que aquí se 
presentan corresponden solamente al uso de la regla y el compás y están relacionados con el proceso de 
desarrollo de la noción de justificación. 

 Abstract 

This work presents the results of an exploratory study on teaching of geometrical constructions aided by 
semiotic mediation tools.  Physical and virtual tools (such as ruler and compass and Cabri Géomètre 
software respectively) were used in the solution to the geometrical construction problems.  In this paper only 
the results related to physical tools –ruler and compass – as related to the process of geometrical proof, will 
be presented.  

 

MARCO TEÓRICO 
El diseño y análisis de esta experiencia fue elaborada de acuerdo con la perspectiva teórica 
de Lev S. Vygotsky, en la cual se hace hincapié en el enfoque sociocultural como motor del 
desarrollo cognitivo. La idea principal que seguimos del análisis genético de este autor, es 
que los procesos psicológicos del ser humano pueden ser entendidos únicamente 
estudiando, no el producto del desarrollo, sino el proceso mismo mediante el cual se 
constituyen los nuevos significados (Vygotsky, 1995). De manera particular, nos hemos 
orientado con la idea de Wertsch (1988), quien destaca, del marco teórico de Vygotsky, el 
tema de la mediación de signos e instrumentos. Asimismo, se destaca la idea de considerar 
los procesos mentales superiores como funciones de la actividad mediada, en la cual es 
posible distinguir tres clases principales de mediadores: instrumentos materiales, 
instrumentos psicológicos y otros seres humanos (Kozulin, 2000). En este estudio se ha 
puesto mayor atención en el análisis de los primeros factores de mediación semiótica, sin 
descartar la influencia de los otros seres humanos en este proceso.    

 

OBJETIVOS DEL ESTUDIO EXPLORATORIO  
El objetivo general de este estudio exploratorio fue propiciar el desarrollo del significado 
teórico de una construcción geométrica usando la regla y el compás. Entendemos por 
significado teórico de una construcción la relación que se puede establecer entre los 
elementos del dibujo producido y los axiomas y teoremas de la geometría euclidiana. La 

                                                           
1 Este estudio exploratorio puede ser ubicado en una línea de investigación acerca del uso de 
instrumentos en la enseñanza de las matemáticas. Véase los trabajos de (Hoyos, 2005) y (Bartolini, 
1993), en (Falconi & Hoyos, 2005). 



relación entre los elementos del dibujo está indicada por un teorema respecto al diagrama 
geométrico representado por el dibujo. De esta forma, los teoremas validan la corrección de 
la construcción (Mariotti, 2001). 

Así, se llevo a cabo un experimento de enseñanza en el que se persigue producir un cambio 
del nivel de prueba pragmática al nivel de prueba intelectual como es definido por 
Balacheff (1987) en su estudio sobre los procesos de prueba, es decir, nos referimos al paso 
de un tipo de prueba fundada en la acción efectiva aplicada a representaciones de objetos 
matemáticos, a una prueba que está separada de la acción y se apoya en formulaciones de 
las propiedades en juego y de sus relaciones (op. cit.).  

De acuerdo con Balacheff (1987), la experiencia mental señala la transición de las pruebas 
pragmáticas a las pruebas intelectuales, en la medida en que las pruebas pasan de ser 
acciones efectivas a ser acciones interiorizadas. Puesto que este cambio implica una 
evolución radical de los conocimientos de los estudiantes, no se puede realizar de manera 
circunstancial. Por consiguiente, considerando la idea de Balacheff de que una 
característica importante de las situaciones de enseñanza es que cuando una realización 
material del contenido de una afirmación no puede ser llevada a cabo, “el alumno se ve 
forzado a producir pruebas intelectuales” (Balacheff, 2000, p. 25), se llevó a cabo una 
experiencia de enseñanza en la que fuera factible producir este resultado.  

 

LA POBLACIÓN DE ESTUDIO 
La población observada fue un grupo de 42 alumnos de tercer semestre del bachillerato del 
Colegio de Ciencias y Humanidades, durante las actividades escolares de un curso normal. 
Participaron 22 hombres y 20 mujeres con edades entre 15 y 16 años.  

Los antecedentes de los alumnos sobre dicho tema eran esencialmente poseer cierta 
familiaridad en el uso de la regla y el compás.  

 

INSTRUMENTOS DE OBSERVACIÓN 
Los instrumentos de observación fueron: la aplicación de actividades de construcción 
geométrica en hojas de trabajo, notas de campo y aplicación de cuestionarios. Las 
observaciones fueron realizadas en el salón de clase.   

Se realizó un análisis cualitativo de los datos, los cuales fueron recogidos en el curso de la 
investigación. Estos datos fueron tomados de las hojas de actividades de construcción 
realizadas, notas de campo, y cuestionarios. Por consiguiente, tales datos fueron expresados 
en forma de textos. El análisis se llevó a cabo mediante la categorización de las respuestas 
según los rasgos cognitivos previstos en la realización de las tareas. 

 

INSTRUMENTO DE ANÁLISIS 
De acuerdo con el marco vygotskiano del desarrollo conceptual, el análisis se enfocó en 
observar la descontextualización de los instrumentos de mediación. Tal 
descontextualización es el proceso mediante el cual el significado de las palabras o 
conceptos se vuelve cada vez menos dependiente del contexto.  



Para llevar a cabo lo anterior, diseñamos un instrumento de análisis que permitiera 
comparar las diversas respuestas y sistematizar el proceso de desarrollo conceptual de la 
población observada. Se trata de una rejilla donde, para cada pareja de alumnos, las 
columnas indican los rasgos cognitivos requeridos para la solución de los problemas, desde 
una dimensión institucional, y las filas corresponden a las respuestas de cada problema en 
una dimensión personal. 2  

Así, se propone un modelo de respuesta a los problemas de construcciones geométricas y, 
comparando el modelo con los rasgos cognitivos que reflejan los alumnos en sus 
respuestas, se observa si se produce la transición de una función indicativa del lenguaje a 
una función simbólica3; y se obtiene un registro del tipo de desenvolvimiento cognitivo que 
se observa.  

 

PROCEDIMIENTO 
Para la aplicación de esta experiencia de enseñanza se llevo a cabo un taller de construcción 
geométrica en el que se utilizaron las herramientas indicadas antes. La duración fue de 20 
horas. La periodicidad fue de tres sesiones por semana y la duración generalmente osciló 
entre una hora 15 minutos y una hora 45 minutos.  

Inicialmente, las actividades consistieron en resolver una serie de problemas típicos de 
construcción geométrica y describir el procedimiento que llevaron a cabo. Se pidió a los 
alumnos que describieran el procedimiento con la mayor claridad y detalle posible, de tal 
manera que cualquier otro estudiante pudiera reproducir el mismo resultado. Después, 
además de realizar la construcción geométrica y describir el procedimiento, debían 
formular una justificación, es decir, proporcionar una argumentación que validara la 
construcción, con lo cual se introdujo un contrato social en la clase según el cual todas las 
construcciones tenían que ser justificadas. Con estas actividades también se pretendía 
fomentar en los estudiantes la cultura de utilizar el lenguaje para describir a los objetos 
geométricos, es decir, propiciar la organización de un lenguaje que considera a la vez 
objetos y proposiciones (Pluvinage, 1996). Finalmente, se pidió a los alumnos realizar la 
demostración de 3 teoremas sobre triángulos, sin utilizar la regla y el compás. 

De acuerdo con el marco teórico,  se tomó como premisa central el carácter social de la 
construcción del conocimiento (Vygotsky, 1995). Por consiguiente, en estas actividades 
están implicados grupos de personas que tienen una interacción social determinada y la 
práctica comunicativa. Así, las actividades se resolvieron en parejas, y se propició la 
discusión matemática (Mariotti, 2001); acerca de las actividades con el grupo en su 
conjunto. De esta manera, el profesor utilizaba la mediación de las herramientas y signos 
para negociar el significado matemático de la actividad.   

                                                           
2 Tomamos en cuenta el enfoque ontológico y semiótico de la cognición matemática propuesto por Godino 
(2002). 
3 En la función indicativa el lenguaje utiliza signos contextualizados, en los cuales el significado de 
una palabra se encuentra asociado directamente con un objeto o situación, que está presente. La 
función simbólica del lenguaje implica el uso de categorías generalizadas, para clasificar eventos y 
objetos, y permite establecer relaciones entre categorías (Wertsch, 1988).  
 



La tesis básica que tuvimos en cuenta, fue que las construcciones geométricas tienen un 
significado teórico, el cual está relacionado con la geometría euclidiana. La insistencia en 
tal paralelismo entre construcción y teoría fue una constante en el tratamiento de las 
explicaciones por parte del profesor (Mariotti, 2001). 

 

ACTIVIDADES DE CONSTRUCCIÓN USANDO REGLA Y COMPÁS  
De acuerdo con nuestro marco teórico, una experiencia de enseñanza que pretende generar 
instrumentos psicológicos debe abordar las actividades de manera sistémica (Kozulin, 
2000). Es importante que cada tarea particular este relacionada con el conjunto de ellas, es 
decir deben ser de la misma naturaleza. Así, cada tarea concreta aparece como una versión 
particular del paradigma general de la tarea. En los problemas considerados en esta 
experiencia se pidió realizar una construcción geométrica partiendo de un enunciado 
general. Este enunciado se materializa en un diagrama particular que representa al 
enunciado general, y se obtiene mediante una sucesión de trazos de rectas y círculos. La 
justificación del procedimiento proporciona la prueba, es decir, los argumentos que los 
alumnos producen para explicar porqué el objeto propuesto en el problema ha sido 
satisfecho.  

Los problemas a resolver fueron los siguientes:  

1. En un punto dado de una recta dada, trazar una perpendicular a la recta. 

2. De un punto dado fuera de una recta, trazar una perpendicular a la recta. 

3. Dibujar un triángulo en que dos de los lados sean iguales a un segmento dado. 

4. Por un punto dado de una recta, trazar una recta que forme con la primera un  
ángulo igual a un ángulo dado.  

5. Dividir un segmento dado en dos partes iguales. 

6. Trazar la bisectriz de un ángulo dado. 

7. Dado un segmento trazar una perpendicular que pase por uno de sus puntos 
extremos. 

8. Bisectar un ángulo dado. 

9. Bisectar un segmento dado. 

10. Construir un triángulo dados sus tres lados. 

11. Construir un triángulo, dados 2 lados y el ángulo que forman. 

12. Construir un triángulo, dados un lado y los 2 ángulos contiguos a él.  

13. Construir un ángulo de 60º. 

14. Construir la paralela a una recta dada que pase por un punto dado. 

15. Construir la tangente a una circunferencia dada en un punto dado de ella. 

El éxito en la solución de los problemas de construcción no constituye la meta 
última de la experiencia de enseñanza. Lo importante es generar en los estudiantes los 



principios cognitivos que les permitan entender los elementos teóricos que justifican o 
prueban una respuesta correcta, y poderlos extender a otras situaciones.  

Otro rasgo del carácter sistémico de las tareas es el aspecto repetitivo, como poder 
comparar tareas nuevas y antiguas. En particular nos interesó observar si se modificaba el 
tratamiento de algunos problemas en distintos momentos. Por ello, los últimos 5 problemas 
de construcción que realizaron los estudiantes, con una redacción diferente, fueron 
repetición de alguno anterior. Se eligieron dos tipos de problemas, algunos de los que 
tuvieron el mayor porcentaje de respuestas correctas. Estos fueron algunos de los primeros: 
problema 2, 5 y 6. Otros problemas, fueron algunos de los que habían generado mayores 
dificultades: problema 7 y 14.  

En las actividades planeadas hay pocos conceptos geométricos puesto que el interés de esta 
experiencia no es el contenido sino el desarrollo de los instrumentos psicológicos que 
permitan elaborar una justificación teórica de la construcción.  

 

ANÁLISIS A PRIORI DE LAS ACTIVIDADES  
Consideremos el primer problema para hacer un análisis del tipo de conocimientos que se 
ponen en juego. 

Enunciado general: En un punto dado de una recta dada trazar una perpendicular. 
Enunciado particular: Sea L la recta dada y P un punto sobre ella, trazar una perpendicular 
L’ que pase por P. 
Construcción: 
Con cualquier medida del compás, trazar un círculo con centro P. Sean A y B los puntos de 
intersección de este círculo con la recta L. Abrir el compás una abertura AB. Trazar un 
círculo con centro en A y radio AB. Trazar un círculo con centro en B y radio AB. Sea D 
una de las intersecciones de los círculos C(A, AB) y C(B, AB). Unir el punto P con el 
punto D. 
Afirmación: El segmento AB es perpendicular al segmento PD. 
Diagrama: 

 
Demostración: 
Observemos los triángulos ∆ADP y ∆BDP. AP=PB ya que P es punto medio de AB, por 
construcción. AD=AB y BD=AB, por lo tanto AD=BD. PD es el cateto mayor de ambos 



triángulos. Luego, los triángulos son congruentes (teorema LLL): ∆ADP=∆BDP. Se deduce 
entonces que <APD=<DPB=90º, por lo tanto DP es perpendicular a AB. LQQD.  

Lo primero que los estudiantes tienen que hacer es pasar del enunciado general del 
problema a un enunciado particular, en el cual se representan las condiciones iniciales del 
problema. Cuando un alumno realiza lo anterior, podemos decir que distingue los datos del 
problema de las acciones que tiene que realizar ulteriormente para obtener el trazo 
solicitado por el problema. A continuación, se efectúan los trazos que pueden conducir a lo 
solicitado por el problema. En esta parte, lo más probable es que los estudiantes usen la 
regla y el compás por ensayo y error y exploren diferentes trazos. Así, gradualmente podrán 
reconocer las reglas de uso de tales herramientas: trazar segmentos que unan dos puntos, 
prolongar un segmento por uno de sus extremos, trazar una circunferencia con centro y 
radio dado. Cuando alguna de dichas condiciones no se cumple entendemos que los 
alumnos no tienen el significado matemático de estas herramientas, los cuales corresponden 
a los postulados respectivos de la geometría euclidiana.  

El aspecto central de estas actividades es observar la manera en que los alumnos realizan 
los trazos para resolver los problemas y si son capaces de describir el procedimiento como 
una sucesión de operaciones elementales. Consideramos que si tal procedimiento es 
articulado de manera inteligible, ello implica un control teórico de las herramientas por 
parte de los estudiantes, es decir, se puede afirmar que se conducen mediante una estrategia 
consciente que establece relaciones entre propiedades geométricas. Esta situación implica 
la apropiación de instrumentos psicológicos, los cuales constituyen una condición para 
realizar una demostración.   

El aspecto crucial de esta experiencia lo constituye la aplicación de un problema cuya 
realización directa no puede ser llevada a cabo y se toma la hipótesis que sólo aquellos 
alumnos que tengan un desarrollo de la noción de construcción que se ha distanciado de 
una racionalidad apoyada sólo en la evidencia de los sentidos, podrán producir una prueba 
intelectual. La actividad consiste en trazar un ángulo de 60º, usando la regla y el compás. 
Este problema, que llamamos aquí “problema crucial”, confronta al alumno con sus 
presupuestos de validación básicos (Balacheff, 2000), pues se les pide un ángulo con cierta 
medida pero que al mismo tiempo no pueden medir. Los alumnos que puedan resolver el 
problema deben mover su atención del dibujo hacia el procedimiento (Mariotti, 2001), lo 
cual les permitirá resolverlo indirectamente, mediante una deducción. 

 

ALGUNOS RESULTADOS GENERALES Y DISCUSIÓN  
Se presentan los resultados de la aplicación de la rejilla para un análisis de 11 parejas de 
alumnos considerando los 20 problemas planteados. Esta muestra considera parejas de 
alumnos con diferente desempeño en cuanto al número de problemas de construcción 
resueltos correctamente. La primera tabla contiene los resultados relacionados con los 
rasgos cognitivos que reflejan los alumnos en la ejecución de la tarea; la segunda tabla 
corresponde a las características de las expresiones lingüísticas utilizadas para describir el 
procedimiento.  

1. Los resultados de las tablas 1 y 2 muestran un mayor desarrollo en el proceso de 
ejecución de las tareas de construcción geométrica, que el desarrollo de la organización 
lingüística para describir el procedimiento. Así, mientras en la ejecución de la construcción 



(Tabla 1), las condiciones de aplicación de la regla y el compás se cumple en el 68.6% y el 
78%, respectivamente; los rasgos cognitivos correspondientes relacionados con la 
organización lingüística (Tabla 2) tienen 47.3% y 41.4% respectivamente. Este resultado 
sugiere que los rasgos cognitivos relacionados con la acción son genéticamente anteriores a 
los relacionados con el uso del lenguaje. 

 

Resultados de los rasgos cognitivos observados en la realización del conjunto de las tareas 
de construcción  

 

Tabla 1 

 
 

Rasgos cognitivos 

1.1 
Los datos se 

distinguen de los 
pasos para resolver 

el problema 

1.2 
Los pasos se apoyan 
en las condiciones 
de aplicación de la 

regla 

1.3 
Los pasos se apoyan en 

las condiciones de 
aplicación del compás 

1.4 
Vincula la construcción 

con una precedente 

20 Problemas / 22 alumnos 136 151 172 8 

Porcentaje 61.8% 68.6% 78% 3.6% 

 
Resultados de los rasgos cognitivos observados en la descripción del procedimiento de 

construcción 

 

 
 

Rasgos cognitivos 

2.1 
Menciona las 

condiciones de 
aplicación de la 

regla 
 

2.2 
Menciona las 

condiciones de 
aplicación del 

compás 
 

2.3 
Usa  algún 

concepto con una 
connotación 

independiente del 
contexto 

2.4 
Señala alguna 
relación entre 

conceptos 
independiente 
del contexto  

2.5 
Usa símbolos 
definidos en el 
diagrama y el 

texto 
 

20 Problemas / 22 
alumnos 

I04 
 

91 9 6 104 

Porcentaje 47.3% 
 

41.4% 4% 2.7% 47.3% 

Tabla 2 

2. Hay una dificultad generalizada en los alumnos para vincular construcciones 
geométricas, lo cual da cuenta de un pensamiento asistemático, característico del sentido 
común (Tabla 1). Sólo en el 3.6% de los problemas se vincula la construcción con otra y, 
esta situación ocurre únicamente en el problema crucial.4   

3. De acuerdo con la hipótesis de esta experiencia de enseñanza y con el marco teórico, los 
alumnos que resuelven el problema crucial muestran un avance en la descontextualización 
de los instrumentos de mediación, lo cual permite afirmar que se ha interiorizado la regla y 
el compás, y en consecuencia, la mediación semiótica que se ha conseguido permite un 
desarrollo del significado teórico de la construcción. Por lo tanto, de acuerdo con Mariotti 
(2001) esta situación permite afirmar que los estudiantes han obtenido una aproximación a 
una perspectiva teórica de la demostración.  
                                                           
4 Se trata del problema de construir un ángulo de 60º.  



 

ACERCA DEL DESENVOLVIMIENTO DE LA JUSTIFICACIÓN EN LOS 
ALUMNOS   

La justificación del procedimiento resultó un proceso muy complejo. Al inicio, un cierto 
porcentaje de alumnos (13%) no expresan en absoluto algún argumento para justificar lo 
correcto de su construcción. Los demás, aunque responden, no parecen percatarse de la 
necesidad de examinar si los pasos que realizaron son correctos. De esta manera, expresan 
ideas como las siguientes: 

•  “Nosotros conocemos este procedimiento, es lo que sabemos y lo que pensamos 
que está bien”. 

•  “El procedimiento que use se me hace correcto porque seguimos las 
instrucciones”. 

• “Sabemos que está bien porque se forma lo que pedía el problema”. 

Esta situación de dar una justificación les es extraña. Confronta su racionalidad, la cual 
descansa en la intuición, en un sentido de auto evidencia (Fischbein, 1982), y les resulta 
muy difícil entender que deben dar argumentos para respaldar las acciones que realizaron.  

Después, la tendencia que se manifiesta gradualmente es elaborar respuestas que apelan a 
una constatación empírica para validar su resultado. Este tipo de justificaciones se apoyan 
en la observación y en la medición de ángulos y lados; sin embargo, no toman en cuenta el 
procedimiento sino que enfocan su atención sólo en el producto, es decir el dibujo 
realizado. Posteriormente, aparecen ocasionalmente, justificaciones que incorporan 
inferencias lógicas incorrectas y, finalmente algunas parejas de alumnos llegan a formular 
una argumentación deductiva para validar la construcción realizada. 5  

Este lento y difícil proceso muestra un desarrollo gradual de la noción de prueba en los 
alumnos y, también, lo complejo de construir una cultura de la justificación, de la cual los 
alumnos han estado ajenos en su formación escolar (Mariotti, 2001).  

En el problema crucial, de acuerdo a nuestra hipótesis, hay un cambio cualitativo en las 
respuestas correctas. Sus justificaciones se refieren explícitamente al procedimiento y se 
basan en inferencias lógicas correctas. La viñeta de la figura 1 es un ejemplo que ilustra 
esta situación.  

Se observa claramente que los alumnos planean previamente una estrategia para resolver el 
problema. La solución es más bien un proceso mental que se manifiesta externamente en el 
dibujo. El compás es usado no como un artefacto que produce un círculo, sino como un 
instrumento para encontrar puntos que estén a una distancia dada, así, el compás material se 
ha convertido en un objeto mental. La estrategia tiene un carácter general que le permite ser 
usada en cualquier situación análoga. Asimismo, la solución del problema puede ser 
defendida por argumentación referida a la teoría aceptada (Bartolini & Boni, 2003). 

Sin embargo, es pertinente señalar que después de que algunos alumnos han logrado 
cambiar claramente el estatus de justificación, en el caso del problema crucial, en los 

                                                           
5 Se trata del problema que denominamos crucial.   



siguientes problemas cuya solución se obtiene ejecutando directamente la construcción; las 
justificaciones se vuelven a apoyar fundamentalmente en elementos empíricos. 

 

Figura 1 

 

CONCLUSIONES      
Las observaciones de nuestro estudio exploratorio nos permiten afirmar que el fundamento 
intuitivo que tienen los alumnos de la geometría puede comenzar a reorganizase de acuerdo 
con un enfoque deductivo, gracias a un proceso de mediación semiótica que brindan las 
herramientas de construcción y a fomentar una cultura en los alumnos de justificar las 
soluciones que construyen.  



La continua práctica de describir y justificar conduce a los alumnos al manejo de un 
discurso que los capacita gradualmente para describir objetos geométricos y relaciones 
entre sus elementos. El manejo de un lenguaje funcional es una condición importante para 
que los estudiantes puedan eventualmente elaborar una prueba matemática (Balacheff, 
1987; Sánchez & Mercado, 2002).  

En esta experiencia de enseñanza no sólo la interacción social entre los estudiantes y el 
profesor jugó un papel central para la interiorización de las herramientas de mediación  sino 
también el tipo de actividades que apoyan el proceso didáctico.  

Consideramos que esta experiencia requiere de ulteriores investigaciones en al menos dos 
direcciones. Por una parte, en profundizar en el tipo de mecanismos que impiden a los 
alumnos que se han aproximado a un significado teórico de una construcción geométrica, 
transferir este enfoque de justificación para cualquier tipo de problema geométrico. Por otra 
parte, en relación con las herramientas de mediación, es necesario investigar si el desarrollo 
cognitivo que se obtiene con el uso de la regla y el compás para resolver problemas de 
construcción y elaborar justificaciones de la corrección de la solución puede ser 
complementado y potenciado con el uso de la computadora.  

 

REFERENCIAS 
Balacheff, N. (1987). Processus de prueve et situations de validation; Educational Studies 

in Mathematics 18, 147-176. 

Balacheff, N. (2000). Procesos de prueba en los alumnos de matemáticas. Universidad de 
los Andes, Bogotá, Colombia. 

Bartolini, Bussi, M. & Boni, M., (2003). Instruments for semiotic mediation in primary 
school classrooms (1). For the learning of mathematics 23, 2  pp.15-22 

Falconi, M. & Hoyos, V. (2005). Instrumentos y matemáticas. Historia, fundamentos y 
perspectivas educativas. (Compiladores). Facultad de Ciencias, Universidad 
Nacional Autónoma de México.  

Fischbein, E. (1982). Intuition and proof. For the learning of mathematics 3,(2), pp. 9-24 

Godino, J. (2002). Problemas de investigación basados en el enfoque ontológico y 
semiótico de la cognición matemática. Recuperado en Internet: 
http://www.urg.es/local/jgodino/. 

Kozulin, A., (2000).  Instrumentos Psicológicos.  Barcelona: Paidós. 

Mariotti, M. A., (2001). Introduction to proof: The mediation of dynamic software 
environment. Educational Studies in Mathematics. Special issue 44, 25-53. 

Pluvinage, F., (1996). Diferentes formas de razonamiento matemático. En F. Hitt (ed). 
Investigaciones en matemática educativa (pp. 77-91). México: Grupo Editorial 
Iberoamérica.   

Sánchez, E. & Mercado, M. (2002). Writing conjectures in geometrical activities with 
Cabri- Géomètre, Proceedings of the XXIV Conference of North American Chapter 
of the International group for the Psychology of Mathematics Education.  



Vygotsky, L. S., (1995). Pensamiento y Lenguaje. .Barcelona: Paidós. 

Wertsch, J. V., (1988). Vygotsky y la formación social de la mente. Barcelona: Paidós.  



LA REFLEXIÓN DE UNA MAESTRA DE MATEMÁTICAS EN EL 
PRACTICUM Y EN LOS INICIOS DE SU PRÁCTICA DOCENTE 

Mª Cinta Muñoz-Catalán, José Carrillo, Nuria Climent  

Universidad de Huelva 
Resumen 

Presentamos un estudio exploratorio centrado en la reflexión de una maestra novel de matemáticas 
durante la etapa final de su formación inicial y su inmersión en la práctica. Analizamos el informe del 
Practicum y sus diarios de clases de acuerdo con la Grounded Theory. Nos fijamos en cómo es su reflexión 
en esos dos períodos, y la potencialidad de ésta para su desarrollo. 

Abstract 

We present an exploratory study which is focused on the reflection carried out by a novice mathematics 
primary teacher during the last stage in her degree and the immersion in practice. We analise the 
Practicum report and her lessons diaries following the Grounded Theory. We are concerned with how her 
reflection is in the mentioned periods, and its potential for her professional development. 
 

El reconocimiento de la importancia del aprendizaje continuo del profesor para adaptarse 
al contexto complejo y problemático donde se mueve y promover el aprendizaje en sus 
alumnos ha dado lugar a un incremento de investigaciones sobre el desarrollo 
profesional, considerándolo como un proceso decisivo para mejorar el ámbito educativo 
(Guimarães, 2005).  

Para comprender las claves del desarrollo profesional diseñamos una investigación con 
una maestra experta, interesada en mejorar su práctica y conocer cómo incorporar en ella 
la resolución de problemas (Climent y Carrillo, 2002). La progresiva complejidad de su 
reflexión emergió como un elemento clave de su desarrollo profesional, lo que nos llevó 
a conceptualizar este proceso en base a ella. Nos planteamos en qué medida esta 
conceptualización basada en la reflexión resultaría apropiada para comprender el 
desarrollo de maestros noveles. 

Con este fin, analizamos el desarrollo profesional, respecto a la enseñanza de las 
matemáticas, de una maestra novel, Julia, inmersa en un proyecto de investigación 
colaborativa1 (PIC). Aquí nos centramos en la fase inicial de esta investigación 
longitudinal: caracterizamos a Julia respecto a cómo es su reflexión como estudiante para 
profesor (período de prácticas) y en el primer trimestre de su actuación como maestra, 
mostrando la potencialidad de su reflexión como propiciadora de mejora profesional. 

 

EL DESARROLLO PROFESIONAL Y LA REFLEXIÓN DEL MAESTRO 
Consideramos el desarrollo profesional como un proceso que se produce durante toda la 
vida e integra la etapa de formación inicial. 

Respecto a la clasificación que Climent (2002) realiza sobre los estudios de desarrollo 
profesional, nuestro posicionamiento coincide con aquéllos que consideran este proceso 

                                                 
1 Formado por dos maestras expertas, una novel y tres investigadores. 



de un modo global, integrando las concepciones, el conocimiento y las prácticas. Citamos 
a Cooney (noción de práctico reflexivo y adaptativo; Cooney, 1998- Cooney y Shealy, 
1997), Krainer (comprensión de la práctica –1999-) y Jaworski (práctica reflexiva –1998-
), que enfatizan la reflexión como motor fundamental del desarrollo. Basándose en ellos, 
Climent (2002) asocia el desarrollo a una “toma en consideración progresiva de la 
complejidad de dicha práctica y del aprendizaje de los alumnos, y el análisis de ella y 
actuación considerando cada vez más elementos y adaptándola al aprendizaje de los 
alumnos concretos. Sería para nosotros un proceso de aprendizaje continuo como 
profesional reflexivo y crítico de su práctica (en lo que concierne a la enseñanza de la 
matemática)” (p. 119). Se señala como clave la consideración por parte del profesor de la 
práctica como fuente de aprendizaje profesional, a través de su problematización.  

Consideramos que la reflexión es parte del desarrollo profesional porque se constituye en 
medio y referente del desarrollo y porque en ella se reflejan los lenguajes y repertorios 
que utiliza el maestro para describir su realidad y su propia experiencia, sus sistemas 
interpretativos, sus teorías, y el contexto en el que trabaja (Schön, 1983). 

La reflexión constituye “un modo posible de que los profesores interroguen sus prácticas 
de enseñanza” (Oliveira y Serrazina, 2002, p. 29). Como proceso sistemático, puede 
entenderse como un diálogo del profesor con su práctica, a través del cual reconstruye la 
situación, la analiza y extrae consecuencias para su actuación futura (Schön, 1983). En la 
literatura se destaca su orientación a la acción (Jaworski, 1998) y al cambio en el hacer, 
decir o pensar del maestro (Saraiva y Ponte, 2003). 

 

METODOLOGÍA 
El objetivo es conocer la situación de partida de una maestra en su proceso de desarrollo 
respecto de la enseñanza de las Matemáticas. Teniendo en cuenta nuestra perspectiva de 
desarrollo profesional, interesa qué potencialidad muestra su reflexión como medio de su  
desarrollo. En concreto, pretendemos conocer sobre qué reflexiona y cómo se posiciona 
en el periodo de prácticas (Practicum de la titulación de Maestro) y como maestra, 
identificando diferencias entre ambos momentos. 

Adoptamos el método de estudio de caso (Stake, 2000) pues queremos profundizar en 
una realidad singular. Desde el paradigma interpretativo, nos acercamos a la comprensión 
de los significados e interpretaciones de Julia sobre aspectos de su práctica (respecto a la 
enseñanza de las matemáticas), pues median su desarrollo. 

Mantuvimos una postura abierta hacia los datos con el fin de sacar la máxima 
información, aunque fuimos conscientes de que la interpretación del desarrollo de Julia 
dependía de nuestra sensitividad teórica (Strauss y Corbin, 1994). 

El trabajo de campo comenzó en su primer año como docente (2002, momento en el que 
se implica en el PIC), en el que recogimos información de una unidad didáctica al 
comienzo del curso, incluyendo su diario (D1 a D6), en el cual plasmaba su reflexión 
sobre cada sesión sobre: objetivos, contenidos, fases, papel del profesor y del alumno, 
dificultades, propuesta de mejora y conclusión. Decidimos acudir al trabajo del 
Practicum, elaborado en el último año de carrera (2001), para acceder a su visión de la 
enseñanza y comprender su posterior inmersión en la práctica. Dicho trabajo consta de 



tres documentos: en el primero, Julia analiza la metodología de su tutora de prácticas 
(PM); en el segundo, reflexiona sobre los acontecimientos de cada día (PD), y en el 
último, el proceso de diseño e implementación de su unidad (PU). 

Analizamos los datos procedentes del trabajo de prácticas y los diarios del profesor, 
siguiendo el orden en el que fueron tomados y combinando las técnicas de análisis de 
contenido (Bardin, 1986) con el método de comparación constante de la Grounded 
Theory (Strauss y Corbin, 1998). Ha predominado un análisis descriptivo de los datos, 
elaborando informes sucesivos que nos hacían más sensibles a identificar los aspectos 
característicos del desarrollo de Julia. Del análisis del trabajo de prácticas emergieron dos 
listados de categorías que facilitaron la organización del análisis y se convirtieron en 
herramientas teóricas para conceptualizar el caso, al proporcionar los principales aspectos 
sobre los que giraba su reflexión. Respecto a ésta, identificamos dos grupos de 
categorías: si proceden de su reflexión explícita (por ejemplo, actividades que considera 
más adecuadas y cómo llevarlas al aula2) o de su reflexión implícita (el análisis de las 
respuestas de los alumnos o la adecuación de su actuación y decisiones). 

En nuestro caso, la vida de Julia ha estado vinculada a la del colegio al ser sus padres 
profesores (su padre es el director). Su interés por la enseñanza era patente durante su 
formación inicial, donde fue una alumna brillante. Julia no es un prototipo de maestra 
novel pues no pretendemos generalizar; no obstante, su aparente falta de bisoñez es 
positiva para acercar su caso al de la maestra experta del trabajo de Climent y Carrillo 
(2002) y poder extender su conceptualización de desarrollo profesional. Hay que matizar 
que trabajamos con profesionales preocupados por su desarrollo; no pretendemos indagar 
en los resortes que ayuden a estimular la pasividad de algunos profesores. 

 

RESULTADOS 

Julia en el Practicum 

Aunque en la literatura se afirma que se suele enseñar de la misma forma en que fuimos 
enseñados (Mellado et al, 1997), el caso de Julia parece que no es así. Ha percibido 
durante más tiempo modelos de otros profesores que el de su madre, pero éste ha influido 
más en su visión de la enseñanza y del aprendizaje, posiblemente por la relación tan 
particular. 

Blanco y Borralho (1999) resaltan que los estudiantes para maestro sólo consiguen 
problematizar su práctica en el Practicum, al enfrentar su modelo de enseñanza con el de 
su tutor, llevándole a cuestionar sus posicionamientos y la adecuación de las decisiones 
de éste. El modelo implícito de Julia no choca con el de su tutora porque su inmersión en 
la docencia se ha producido de la mano de su madre, cuyo estilo de enseñanza le sirve de 
modelo. Parece que ha hecho suya la experiencia de aquélla sin haberla vivenciado, 
asumiendo rutinas y aspectos de la enseñanza como saberes tácitos (Schön, 1983) (en su 
observación de aquélla como tutora de prácticas apenas existen críticas).  

Julia se posiciona en las prácticas más como maestra (en principio observadora) que 
como estudiante, en contra de lo habitual (Blanco y Borralho, 1999). 

                                                 
2 Seleccionamos las más representativas de los resultados que presentamos. 



En su reflexión diaria muestra mayor sensibilidad hacia aspectos de la dinámica del aula 
y las respuestas de los alumnos. Parece que el conocimiento de cómo son, qué piensan y 
cómo reaccionan es fuente de aprendizaje. A veces se muestra sistemática: 

“En […] esta evaluación me doy cuenta [...] de que hay un fallo que se repite: 
la operación es 20+3 = 23, pues muchos han puesto 50 y yo al principio no le 
veo sentido hasta que veo que uno que lo ha colocado de forma horizontal 
[…] ha sumado unidades con decenas, o sea, 2 + 3 y 0 + 0 y por eso le da 50. 
Como es un fallo que se repite bastante […] corregimos este problema en la 
pizarra y explicamos […] que tienen que tener cuidado […]” [Extracto de 
PD]. 

Como muestra esta unidad, sus valoraciones sobre el aprendizaje de los alumnos inciden 
en el aprendizaje de los contenidos matemáticos específicos, girando sus reflexiones en 
torno a dificultades de los alumnos respecto del aprendizaje matemático, enriqueciendo 
así su conocimiento didáctico del contenido relativo al aprendizaje de dichos contenidos.  

Cuando diseña e implementa una unidad (en el Practicum), la reflexión se centra en su 
actuación, primando la secuencia de actividades y decisiones que toma. Podríamos 
esperar ciertas críticas: “Voy a describir ahora mi unidad didáctica, cómo la planifiqué, 
cómo fue su puesta en práctica y qué cosas me parece que podría cambiar” [Extracto de 
PU]. Sin embargo, no manifiesta insatisfacción con sus decisiones ni extrae 
consecuencias para la acción. Por el contrario, describe con detalle intervenciones en las 
que demuestra su buen hacer: 

Dada la dificultades aparecidas en una actividad sobre descomposición, 
describe todas las estrategias utilizadas y concluye: “después de estas 
actividades […] y de explicar cuáles eran las decenas y cuáles las unidades 
[…] parece que ha quedado un poco más claro” [Extracto de PD] 

Incluso a veces atribuye estas dificultades a la falta de atención de los alumnos y a sus 
características, más que a la posible inadecuación de sus estrategias metodológicas: 

“En algunos niños también se da que en las operaciones a resolver de la 
evaluación […] restan las unidades pero después suman las decenas; yo creo 
que esto se debe fundamentalmente por despiste”. [Extracto de PD] 

Julia como maestra 

Su reflexión se ve muy influenciada por un seguimiento literal del libro de texto (el que 
utilizaba su madre). Manifiesta la necesidad de acabarlo al finalizar el curso, debido, 
sobre todo, a la presión de los padres. Tal decisión condiciona tanto la planificación de su 
enseñanza como su implementación. 

Su reflexión previa gira en torno a las fichas que ha de completar, planteándose qué 
actividades son mejores para que los alumnos se enfrenten a ellas con corrección y 
comprensión. Estas fichas son el auténtico referente de su enseñanza. Julia nunca realiza 
un cuestionamiento de la propuesta del libro, ni se plantea los objetivos y contenidos que 
pretende trabajar y si las actividades se ajustan a ellos. Esta actitud repercute en su 
reflexión en la medida en que no se plantea el contenido matemático; no lo analiza 
didácticamente, valorando posibles obstáculos de aprendizaje, ni estrategias pedagógicas 
que potencien un aprendizaje más significativo. Parece considerar que, dado que el libro 



está elaborado por profesionales, la realización de todas las fichas ha de conducir a los 
aprendizajes prescritos. Por ejemplo, trabajó una ficha sobre descomposición de números 
sin valorar si la representación propuesta en el libro era potente para su aprendizaje, ni 
cuestionarse en qué momento era mejor introducirla. Contrasta su capacidad para analizar 
las respuestas de los alumnos a tareas matemáticas (manifestada en su fase de estudiante 
para maestra, como ejemplificamos anteriormente), infiriendo de éstas pistas sobre el 
aprendizaje matemático de los alumnos, con su falta de análisis de las propias tareas 
matemáticas que propone.  

En su reflexión posterior, Julia se centra en su práctica. Esta idea coincide, en parte, con 
Fuller y Bown (1975, en Brown y Borko, 1992) que afirmaban que los maestros noveles 
y los estudiantes para maestro solían fijarse más en su actuación que en el aprendizaje de 
los alumnos, al considerarlo menos problemático. Sin embargo, cuando adoptaba un 
papel de observadora durante las prácticas, ocupaban un lugar importante las dificultades 
de los alumnos, algo que se extiende al comienzo de su carrera docente, período en el que 
atribuía como origen de tales dificultades aspectos que consideraba independientes de sus 
decisiones, como la novedad y/o dificultad del propio contenido o las características 
evolutivas de los alumnos. En las propuestas de mejora subyace su convicción de que a 
base de trabajar los contenidos finalmente lo aprenderán:  

“Utilizar en todas las actividades […] a partir de ahora los términos decenas y 
unidades para que este concepto […] les sea cada vez más familiar” [D1] 

Posteriormente, Julia comienza a considerar tales dificultades desde la perspectiva de la 
influencia que su quehacer ejerce sobre ellas, por lo que su práctica se coloca en el centro 
de su reflexión. Aunque en general se muestra muy satisfecha y no incorpora ninguna 
crítica, en su reflexión comienza a manifestar cierta insatisfacción hacia algunas de las 
fichas: 

“Quizás otro año no deba explicar la resta con esta ficha y dejarla para que no 
dé lugar a tantas ambigüedades en la iniciación de la resta” [D3]. 

Su reflexión sólo constata la necesidad de cambio, no traduciéndose en acciones 
concretas.  

En general, Julia no suele adaptar lo que tenía previsto a lo que ocurre en el aula. Las 
decisiones que toma apenas cambian las actividades pensadas. Sus esquemas de acción 
son, pues, bastante rígidos (coincidiendo con lo que observan Zimmerlin & Nelson, 2000, 
en un profesor novel). 

 

COMENTARIOS FINALES 
Considerando la situación estudiada como los inicios del desarrollo profesional de Julia, 
destacaríamos cómo su reflexión se ve condicionada por el seguimiento literal del libro 
de texto, y por el hecho de considerar como referente de su enseñanza sus actividades, y 
no objetivos y contenidos a conseguir. Al limitar la reflexión previa a la selección de 
actividades, parece difícil que sirva para plantearse cuestiones sobre la enseñanza-
aprendizaje de los contenidos (qué enseñar, para qué, cómo...; qué dificultades pueden 
tener los alumnos...) y sobre su propia actuación.  



Además, no se muestra flexible durante la acción y, aunque la reflexión sobre la práctica 
comienza a evidenciar insatisfacción hacia el libro, no así respecto a su gestión de la 
enseñanza, por lo que parece que todavía no tiene potencial para modificar su práctica. 
Esta seguridad relativa en su buen hacer parece fundamentarse en parte en la continuidad 
de su actuación con la de su tutora de prácticas, a la que tiene como modelo, lo que a su 
vez se ve reforzado por el papel de maestra (más que de estudiante) que adoptó durante 
sus prácticas. Esto le lleva a no sentir ruptura entre el período de formación inicial y la 
inmersión en la práctica docente. 

La capacidad exhibida como alumna de prácticas para analizar las dificultades de los 
alumnos respecto del aprendizaje de los contenidos matemáticos, se muestra ahora como 
detonante del cuestionamiento (al menos a nivel declarativo) de la enseñanza de los 
contenidos y de su propia actuación. Estos cambios que comenzamos a vislumbrar en la 
problematización de su actuación podrían ser el germen de un cambio en su hacer, decir o 
pensar. 

Por ahora sólo podemos ofrecer las características de la reflexión de Julia de este periodo. 
Esperamos que la identificación de ciertos patrones en su desarrollo en el sentido que 
apuntan Strauss y Corbin (1994), junto a resultados de estudios similares, contribuyan a 
la comprensión del desarrollo profesional de los maestros noveles.  
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Resumen 

En este trabajo precisamos el significado de los términos capacidad y competencia en el marco de un 
programa de formación inicial de profesores de matemáticas de secundaria. Describimos brevemente las 
bases de ese programa, y a continuación, presentamos y ejemplificamos un procedimiento mediante el 
cual los futuros profesores reflexionan en torno al aprendizaje de los escolares, y usan esas nociones 
cuando abordan la planificación de una unidad didáctica. 

Abstract 

In this paper we propose specific meanings for the notions of ability and competence in the context of a 
Secondary Mathematics Teacher Training Program. We briefly describe this program, and present a 
procedure with which prospective teachers can reflect on learning in the classroom and use these notions 
for planning didactical units. 

En la actualidad existe una marcada preocupación por establecer los fines y metas de la 
educación en términos de las competencias que deberían desarrollar los estudiantes al 
término de su formación, tanto en el periodo obligatorio como durante la educación 
superior. Este interés se pone de manifiesto en proyectos de evaluación como PISA 
(OCDE, 2005), de organización formativa, como Tuning (González y Wagenaar, 2003), 
y en las directrices curriculares escolares de varios países como Canadá (Ministerio de 
Educación, 2005; Scallon, 2004), Perú (Ministerio de Educación, 2001), o Portugal 
(Abrantes, 2001), que emplean las competencias como marco orientador de la acción 
educativa. En estos casos los objetivos de la educación se expresan en términos de qué 
capacidades o competencias sería deseable que los escolares desarrollaran a lo largo del 
proceso educativo. 

Asimismo, en la investigación en formación inicial de profesores de matemáticas de 
secundaria también existe una marcada preocupación por establecer las competencias 
que debería desarrollar un futuro profesor de matemáticas para el ejercicio de su 
actividad docente (Abbott y Huddleston, 2000; Beck, Hart y Kosnik, 2002; Niss, 2003; 
Recio, 2004; Rico, 2004). Una de las competencias básicas que se espera que 
desarrollen estos futuros profesores a lo largo de su formación inicial tiene que ver con 
la capacidad para planificar su actuación docente (Campillo, 2004; Rico, 2004). 

En la Universidad de Granada se imparte una materia orientada a la formación inicial de 
profesores de matemáticas de secundaria, cuya finalidad principal es que los futuros 
profesores adquieran y empleen conocimientos para diseñar unidades didácticas sobre 
un tema matemático concreto. Para el diseño de unidades didácticas esperamos que los 
futuros profesores pongan en juego un procedimiento denominado análisis didáctico 
(Gómez, 2002). Parte de ese análisis consiste en establecer, analizar y organizar las 
capacidades y competencias que los futuros profesores esperan desarrollar en los 
escolares en torno a ese tema matemático, y en ese punto centraremos este documento. 

 



 

En este trabajo presentamos parte de la organización del análisis cognitivo como 
conceptualización de un procedimiento que llevan a cabo profesores en formación 
inicial. Este estudio forma parte de una investigación en curso cuyo objetivo central es 
describir, organizar y analizar las capacidades que desarrollan esos futuros profesores 
sobre planificación en el marco del plan de formación presentado (Lupiáñez, 2006).  

Describiremos brevemente el procedimiento del análisis didáctico como noción central 
del programa de formación inicial, analizaremos el significado que le damos a los 
términos capacidad y competencia en ese marco, y mostraremos cómo los futuros 
profesores usan esas nociones para organizar el aprendizaje de sus escolares y diseñar 
tareas de aprendizaje.  

1. ANÁLISIS DIDÁCTICO EN LA FORMACIÓN INICIAL DE PROFESORES 
DE MATEMÁTICAS DE SECUNDARIA 

El análisis didáctico es un procedimiento cíclico que describe cómo el profesor debería 
idealmente diseñar, llevar a la práctica y evaluar actividades de enseñanza y 
aprendizaje. Se puede articular en cuatro fases: análisis de contenido, análisis cognitivo, 
análisis de instrucción y análisis de actuación (Gómez, 2002, pp. 262-285).  

El análisis de contenido es el procedimiento en virtud del cual el profesor identifica, 
organiza y selecciona los significados de un tema matemático que considera relevantes 
a efectos de la planificación de la instrucción. El análisis cognitivo, desde un 
planteamiento constructivista (Coll, 2002), capacita a los futuros profesores para que, a 
partir de la información obtenida en el análisis de contenido previo y del conocimiento 
sobre matemáticas escolares y sobre su aprendizaje, enuncien y organicen las 
capacidades que ellos esperan que desarrollen los escolares de secundaria sobre ese 
tema matemático. También analizan la contribución que realizan esas capacidades al 
desarrollo de competencias matemáticas globales. Lupiáñez, Rico, Gómez y Marín 
(2005) hemos desarrollado un procedimiento que permite a los futuros profesores llevar 
a cabo estos dos aspectos del análisis cognitivo, que describiremos y ejemplificaremos 
más adelante. En el análisis cognitivo, los profesores en formación también llevan a 
cabo un estudio de errores y dificultades, si bien no entraremos en este trabajo en su 
descripción. 

Antes, y dado que los términos capacidad y competencia constituyen un organizador 
central del plan de formación inicial de profesores, realizaremos una breve descripción 
de los diferentes significados que admiten, y caracterizaremos el que nosotros 
asumimos en el marco del análisis cognitivo. 

2. CAPACIDADES Y COMPETENCIAS MATEMÁTICAS 
En su uso cotidiano, ambos términos tienen significados propios que permiten 
diferenciarlos: capacidad y volumen; competencia y rivalidad. Pero también existen 
acepciones similares que hacen que, a menudo, se empleen indistintamente ambos 
vocablos como si fueran sinónimos. Uno de esos significados comunes es el que alude a 
la posesión de autoridad para realizar algún acto, y otro es el que se ocupa de describir 
la cualidad o conocimiento que pueda tener una persona sobre algún tema.  

En su compendio de términos de psicología, Dorsch (1985), describe el término general 
capacidad, como el conjunto de condiciones necesarias para llevar a cabo una actividad 
concreta. Son cualidades complejas, adquiridas paulatinamente, y que controlan la 
realización de esa actividad (p. 96). 



 

Con respecto al significado de competencia, en general la psicología analiza y emplea el 
término en términos del lenguaje, y muy vinculada con las investigaciones de Chomsky 
en este campo, tal y como se describe en Wilson y Keil (2002). 

En educación, ya desde los años setenta se fortaleció una corriente denominada 
educación basada en competencias, que podemos caracterizar como un “sistema 
educativo que enfatiza la especificación, aprendizaje y demostración de aquellas 
competencias (conocimientos, destrezas y actitudes) que tienen una importancia central 
para determinadas tareas”1. Desde entonces el uso del término competencia se ha 
empleado con diferentes acepciones, y en ocasiones existen dudas e imprecisiones sobre 
su interpretación, tal y como señala Short (1985). 

Birzea (1980), para formular objetivos de aprendizaje, considera que las competencias 
constituyen objetivos de largo plazo, que se corresponden con los componentes clásicos 
de la personalidad intelectual, físico, social, efectivo, evolutivo y comprenden 
capacidades psíquicas individuales: operaciones mentales, conceptos, resolución de 
algoritmos, habilidades, destrezas, intereses, actitudes, etc. (p. 60). Algunas 
características de los objetivos expresados como competencias es que posibilitan un 
desempeño autónomo, obrar con fundamento, interpretar situaciones, resolver 
problemas, y realizar acciones innovadoras. Se basan en un saber profundo en el que se 
integran conocimientos y acción: saber qué es saber, saber hacer, y saber explicar lo 
que se hace y porqué se hace (Avolio de Cols, 1998). 

En proyectos recientes como PISA (OCDE, 2005) o Tuning (González y Wagenaar 
2003), se ha hecho un especial esfuerzo por emplear el término competencia para 
expresar lo que deberían lograr los estudiantes al término de su Educación Obligatoria 
en el caso de PISA, y de su formación universitaria en el caso de Tuning. Por tanto, en 
estos casos el término competencia e refiere a objetivos a largo plazo que debieran ser 
observables al término de todo un ciclo de enseñanza mediante un conjunto de 
habilidades y capacidades que las caractericen. 

Esta caracterización de competencia como finalidad global, para distinguirla de 
capacidad como objetivo cercano en el campo de las matemáticas, permite relacionar 
estructuralmente dos niveles diferentes de la planificación curricular: el de la 
planificación de todo un ciclo educativo y el de la planificación de un tema matemático 
concreto. A continuación profundizaremos en la relación entre capacidad y competencia 
en matemáticas, y ejemplificaremos estas nociones al considerar el tema de la función 
cuadrática. 

Capacidades, competencias y tareas matemáticas 
Partimos de la noción de capacidad. En el contexto de las matemáticas escolares, 
utilizamos este término para referirnos a la actuación de un estudiante con respecto a 
cierto tipo de tarea (por ejemplo, los problemas de transformar una forma simbólica de 
la función cuadrática —la estándar— en otra —la canónica). Los objetivos de 
aprendizaje sobre un tópico concreto se suelen enunciar en términos de capacidades. 
Esta noción es coherente con las posiciones de Grant (1996) y Schulze (1994), que 
relacionan capacidad con los conocimientos, experiencias y habilidades necesarias para 
desarrollar una tarea o actividad (Gómez y Lupiáñez, en prensa). 

                                                 
1 Traducción de la definición del término ‘Competency-based Education’ recogida en la base de datos 
sobre términos educativos de la UNESCO (http://www.ulcc.ac.uk/unesco). 



 

Por tanto, un individuo ha desarrollado una cierta capacidad cuando él puede resolver 
tareas que la requieren. Por lo tanto las capacidades: 

o son específicas a un tema concreto; 

o pueden incluir o involucrar otras capacidades; y  

o están vinculadas a tipos de tareas. 

La noción de capacidad es un elemento que relaciona los aspectos cognitivos (un 
individuo desarrolla una capacidad), de contenido (es específica a un tema concreto) y 
de instrucción (se refiere a tipos de tareas o problemas), como muestra la Figura 1: 
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Contenido Instrucci—n

un individuo desarrolla
y manifiesta una capacidad

es espec’fica a un
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se pone en juego al
abordar tareas

 
Figura 1. Relaciones de la noción de capacidad (Gómez y Lupiáñez, en prensa). 

Si consideramos el tema de la función de segundo grado, podemos enunciar algunas 
capacidades específicas a dicho tema: 

1. Relacionar las diferentes expresiones simbólicas mediante los procedimientos de 
factorización, expansión y completación de cuadrados. 

2. Reconocer e interpretar los coeficientes de las expresiones estándar, 
multiplicativa y canónica. 

3. Identificar e interpretar los principales elementos gráficos de una parábola: 
vértice, puntos de corte, eje de simetría, foco y directriz. 

4. Aplicar los principales procedimientos de transformación gráfica: traslaciones y 
dilataciones. 

5. Interpretar gráficamente las variaciones de los coeficientes en las expresiones 
simbólicas de una función cuadrática. 

Tabla 1. Ejemplos de capacidades asociadas al tema de la función cuadrática. 

Las capacidades aluden a cómo un escolar puede movilizar y usar su conocimiento 
sobre un contenido concreto, y se desarrollan y movilizan por medio de las actuaciones 
de los escolares cuando se enfrentan a la resolución de tareas. Pero al ir desarrollando 
capacidades relativas a diferentes temas matemáticos, los escolares se hacen 
paulatinamente más competentes en matemáticas. 



 

Esa noción de competencia aparece en el marco del proyecto PISA, y se usa para 
describir diferentes perspectivas (Rico, 2005, p. 14):  

“La noción de competencia es central en el estudio PISA y desempeña diferentes 
funciones: 

o Expresa una finalidad prioritaria en la enseñanza de las matemáticas. 

o Expresa un conjunto de procesos cognitivos que caracterizan un esquema 
pragmático de entender el hacer matemáticas. 

o Concreta variables de tarea para los ítems en la evaluación; destaca por los 
grados de complejidad. 

o Marca niveles de dominio al movilizar las capacidades para resolver tareas 
matemáticas.” 

El término competencia alude a los modos en que los escolares actúan cuando hacen 
matemáticas y cuando se enfrentan a problemas. Pero el ser competente en matemáticas 
es un objetivo a largo plazo que se conseguirá a través de toda la formación escolar 
obligatoria. La evaluación que se llevó a cabo en el estudio PISA enfrentó a los 
escolares a problemas en diferentes contextos y situaciones, para resolver los cuales 
debían activarse diversos procesos cognitivos o competencias matemáticas. Las 
competencias seleccionadas fueron: pensar y razonar, argumentar, comunicar, 
modelizar, plantear y resolver problemas, representar, y utilizar lenguaje simbólico, 
formal y técnico, y operaciones (Rico, 2005). 

Por tanto, las capacidades que desarrollan los escolares en los distintos temas de 
matemáticas contribuyen, en mayor o menor medida, a la evolución de sus 
competencias, y esas capacidades se muestran al afrontar tareas. Esta relación entre 
competencias, capacidades y tareas se describe en la Figura 2: 

Objetivos�
de aprendizaje

Tarea

Acciones Capacidades

Competencias

Induce

Ponen en juego

Contribuyen

Son la base para�
el dise–o de la

Se expresan en�
tˇrminos de

Profesor

Escolares
Ejecutan Tienen y desarrollan

Busca unosAnaliza,�
selecciona y�

gestiona

Desarrollan

Preve

 
Figura 2. Relación entre competencias, capacidades y tareas. (Gómez y Lupiáñez, en 

prensa). 



 

3. CAPACIDADES Y COMPETENCIAS EN EL ANÁLISIS COGNITIVO 
En el análisis cognitivo los futuros profesores describen sus hipótesis acerca de cómo 
los estudiantes pueden progresar en la construcción de su conocimiento cuando se 
enfrenten a las tareas que componen la instrucción sobre un tema matemático concreto. 
Este análisis implica, entre otros aspectos, describir y relacionar: 

o las capacidades que los escolares tienen antes de la instrucción; 

o qué capacidades deben desarrollar los escolares; 

o la contribución de esas capacidades al desarrollo de competencias matemáticas; 

o los posibles grados de desarrollo de esas competencias; 

En Lupiáñez, Rico, Gómez y Marín (2005) hemos desarrollado un procedimiento para 
describir el modo en el que unas capacidades específicas a un tema matemático, 
contribuyen al desarrollo de las competencias consideradas en el Proyecto PISA. De 
esta manera es posible establecer un vínculo entre la planificación a nivel local -de unas 
actividades específicas en un tema concreto-, y el diseño curricular global -de una 
asignatura, curso o nivel educativo-. 

Para describir las capacidades que se espera que el escolar desarrolle durante la 
implementación de la unidad didáctica, hay que delimitar y concretar el nivel educativo 
al que se dirige esa planificación. Una revisión curricular en ese nivel permite delimitar 
unas prioridades de contenidos, de objetivos y de aspectos a evaluar. 

Con esa revisión, se vuelve a la información suministrada por el análisis de contenido 
previo. Aunque el problema que se está abordando es cognitivo (desarrollo de 
capacidades sobre un tema matemático), comprender y abordar ese problema requiere 
conocer en detalle la complejidad y multiplicidad de significados del tema matemático. 
Esa información proviene del análisis de contenido realizado previamente. De hecho, 
sólo es posible concretar las capacidades que se desea que los escolares desarrollen 
cuando, después de haber realizado el análisis de contenido, se han identificado, 
organizado y seleccionado los significados relevantes del tema matemático en cuestión 
(Gómez y Lupiáñez, en prensa). 

En Gómez y Carulla (2001) se describe con detalle el análisis de contenido de la 
función cuadrática, y basándonos en ese análisis, vamos a ejemplificar un grupo de 
capacidades relacionadas con ese tema para escolares de 3º de ESO. Concretamente, nos 
ubicamos en un bloque inicial centrado en caracterizar y reconocer funciones 
cuadráticas. Una manera operativa de describir esas capacidades es usar una tabla como 
la siguiente: 

   PR  A  C  M  RP  R  LS

CARACTERIZAR Y RECONOCER FUNCIONES 
CUADRÁTICAS                      

1  Construir ejemplos de funciones 
cuadráticas, simbólica y gráficamente.  X          X  X 

2  Proporcionar argumentos para justificar 
porqué una función es cuadrática ó no.    X  X         

3  Argumentar porqué una función 
cuadrática tiene siempre un extremo.  X  X  X         



 

4 
Ejemplificar funciones cuadráticas con 
un extremo dado, simbólica y 
gráficamente. 

X          X  X 

5  Identificar el vértice y el eje de simetría 
de una parábola.   X          X   

6 
Identificar elementos en la expresión 
simbólica: variable, exponente, 
coeficiente,… 

X            X 

7 
Usar términos habituales: función 
cuadrática (2º grado), igualdad, valores, 
gráfica,… 

  X  X         

8 
Interpretar y manejar convenios 
habituales de representación: f(x)=, uso 
de “=“, variables,…  

    X      X  X 

9 
Describir verbalmente situaciones 
asociables matemáticamente con una 
función cuadrática.  

    X  X  X     

10 
Describir situaciones y contextos en los 
que se encuentran formas u objetos 
parabólicos. 

    X  X  X     

Tabla 2. Capacidades sobre la función cuadrática y su contribución al desarrollo de 
competencias matemáticas. 

Cada una de las siete últimas columnas corresponde a una de las siete competencias 
caracterizadas en el estudio PISA, mencionadas anteriormente. La contribución 
prioritaria de cada capacidad a las diferentes competencias se expresa poniendo una 
marca en la celda correspondiente. Esa marca indica si las capacidades se orientan a 
contribuir ó no al desarrollo de las diferentes competencias, y existen varios criterios 
para tomar esa decisión. 

El primer criterio tiene que ver con el diseño curricular global de la asignatura, e incluso 
del nivel educativo en el que se enmarque la unidad didáctica. En ese nivel de 
descripción curricular se expresan objetivos generales de aprendizaje que pueden 
interpretarse en términos de las capacidades y competencias seleccionadas. Esta 
descripción genérica de un objetivo de aprendizaje para todo un curso, nos da 
información para tomar decisiones a la hora de decidir qué competencias interesa 
desarrollar y, por tanto, qué capacidades hay que esperar que los chicos alcancen sobre 
cada tema de ese curso. 

El segundo criterio tiene que ver con la información que suministra el análisis de 
contenido que se ha realizado previo al cognitivo. En ese análisis se ponen de 
manifiesto multitud de significados de las nociones matemáticas involucradas, y se 
describe qué vínculos se establecen entre ellas. La cantidad y la fuerza de esos vínculos 
permiten concluir que cuando se desarrollen ciertas capacidades se está contribuyendo 
especialmente a algunas competencias. Por ejemplo, si analizamos la estructura 
conceptual de la función cuadrática (Gómez y Carulla, 2001), puede observarse el peso 
que tiene en esa estructura las relaciones entre los sistemas de representación simbólico, 
numérico y gráfico. Si esperamos que los escolares sean capaces, por ejemplo, de 
construir ejemplos de funciones cuadráticas tanto simbólica como gráficamente, sin 
duda estamos contribuyendo a que esos escolares desarrollen su competencia para 
representar y relacionar representaciones de nociones matemáticas. 



 

El tercer criterio está asociado a las decisiones personales que el futuro profesor toma a 
la hora de planificar sus clases. Se pueden indicar preferencias sobre métodos de 
resolución, sobre tipos de problemas, sobre formas de razonamiento, etc. que luego se 
ven reflejadas en tareas y actividades que planteará a sus alumnos. 

Otra información que se muestra en la Tabla 2 es la relación entre el conjunto de 
capacidades y cada una de las siete competencias. Esa contribución viene marcada en 
las celdas en las que se interseca la segunda fila de la tabla con cada una de las siete 
columnas de competencias. El grado de contribución se muestra haciendo un recuento 
ponderado del número de cruces que se han puesto en cada columna, usando un sistema 
de sombreado. De esta forma es posible hacer un balance de cuáles son las 
competencias que se enfatizan, y eso nos lleva a valorar la descripción de capacidades 
que se han enunciado. En el ejemplo anterior, se ha enfatizado la competencia de 
comunicar, y apenas se han considerado las de modelizar y plantear y resolver 
problemas. 
En resumen, este procedimiento brinda importante información sobre el tipo de 
aprendizaje que se persigue con las capacidades enunciadas, pues pone de manifiesto 
unas prioridades y énfasis acerca de lo que se pretende que los chicos aprendan. Al 
mismo tiempo, sienta las bases para el posterior diseño de las tareas que harán parte de 
la instrucción. 

 

4. CONCLUSIONES 
La descripción de capacidades y su contribución al desarrollo de competencias que 
realizan los grupos de profesores en formación al llevar a cabo el análisis cognitivo, 
pone de manifiesto algunas potencialidades de esta técnica. 

En primer lugar, permite a los grupos de futuros profesores establecer una relación entre 
el currículo global de todo un nivel educativo, con el nivel local relativo a un tema 
específico. Partiendo de las directrices sobre objetivos, contenidos y evaluación que se 
expresan en el currículo general de un nivel educativo, los profesores en formación 
establecen cuáles son las capacidades que deben desarrollar los escolares de ese nivel en 
torno a un tema concreto, y describen en qué medida esas capacidades contribuyen a la 
formación matemática general de esos escolares en términos de competencias. 

En segundo lugar, con esa descripción de capacidades los futuros profesores ya no 
tratan con la generalidad que tiene cualquier tema de matemáticas, sino que ese tema se 
concreta en una serie de actuaciones, enunciadas en términos de habilidades y destrezas 
que se espera que los estudiantes dominen al finalizar el desarrollo de la unidad 
didáctica. 

En tercer lugar, como parte de la planificación de una unidad didáctica, los futuros 
profesores, merced a esta descripción de capacidades, relacionan el análisis de 
contenido con el análisis de instrucción, desde dos puntos de vista: 

o Por una parte, los profesores en formación disponen de criterios para estudiar, 
seleccionar y diseñar las tareas que habrán de resolver los escolares a lo largo de 
la implementación de la unidad didáctica. Si el objetivo es que los escolares 
lleguen a desarrollar ciertas capacidades, esa capacitación ha de mostrarse en la 
ejecución de tareas que muestren de qué son o no capaces esos escolares. Por 
eso, las tareas que se planteen a los escolares han de tener en cuenta el uso del 
conocimiento matemático que se describe en la selección de capacidades a 



 

desarrollar. 

o Por otra parte, al delimitar qué capacidades desean que desarrollen sus escolares, 
los futuros profesores están sentando las bases para el diseño de actividades de 
evaluación. Estas actividades deben permitirles valorar el grado de desarrollo de 
las capacidades que desean evaluarse. 

En cuarto lugar, mediante la descripción de capacidades y competencias que realizan los 
profesores en formación, éstos hacen explícitas la manera que tienen de entender las 
matemáticas y de cómo se aprenden: 

Al hacer balance de las competencias que se desean desarrollar, puede ocurrir que éstas 
pongan su énfasis en aspectos más formales de las matemáticas, como las de pensar y 
razonar o usar lenguaje simbólico. Pero puede ocurrir que sean los aspectos de 
modelización los que más se persigan, en cuyo caso se pone de manifiesto una visión 
más aplicada de las matemáticas. 

Además, los futuros profesores también establecen qué tipo de actuaciones han de 
promoverse en el aula para lograr el aprendizaje de sus escolares. Por ejemplo, si 
enfatizan el desarrollo de las competencias de argumentar y comunicar, se hace una 
apuesta por una visión social del aprendizaje más que por una perspectiva individual del 
mismo. 

Todos estos aspectos ponen de manifiesto que la estructura que se ha diseñado para el 
análisis cognitivo contribuye a que los profesores en formación adquieran herramientas 
útiles que les permiten planificar sus actuaciones profesionales de una manera 
fundamentada y sistemática.  

Desde otro punto de vista, la fundamentación y organización del análisis cognitivo que 
hemos descrito permite avanzar y mejorar el desarrollo conceptual del análisis 
didáctico, ya que pone de manifiesto los vínculos entre diferentes elementos que lo 
constituyen, y refuerza su estructura cíclica. Asimismo, el estudio de capacidades y 
competencias se integra en el conjunto de organizadores curriculares que conforman el 
análisis didáctico (Rico, 1997; Gómez, 2002). Este desarrollo conceptual incide a su vez 
en el programa de formación inicial para profesores de matemáticas de secundaria, pues 
lo hace más coherente y potencia su carácter relacional, en el que las diferentes 
herramientas conceptuales y metodológicas que se desarrollan adquieren fuerza y 
validez en su conjunto. 

5. REFERENCIAS 
Abbott, I. y Huddleston, P. (2000). Standards, Competence and Knowledge: Initial 

Teacher Training and Business. International Journal of Value-Based 
Management, 13, 215-227. 

Abrantes, P. (2001). Mathematical Competence For All: Options, Implications And 
Obstacles. Educational Studies in Mathematics, 47, 125-143. 

Avolio de Cols, S. (1998). Los proyectos para el trabajo en el aula. Buenos Aires: 
Marymar. 

Beck, C., Hart, D., y Kosnik, C. (2002). The Teaching Standards Movement and 
Current Teaching Practices. Canadian journal of education, 27(2 & 3), 175–
194. 

Birzea, C. (1980). Hacia una didáctica por objetivos. Madrid: Morata. 



 

Coll, C. (2002). Constructivismo y Educación: la Concepción Constructivista de la 
Enseñanza y el Aprendizaje. En C. Coll, J. Palacios y A. Marchesi (Comp.). 
Desarrollo Psicológico y Educación. 2. Psicología de la Educación Escolar, 
(pp. 157-186). Madrid: Alianza. 

Campillo, A. (2004). Título de Grado en Matemáticas. Madrid: Agencia Nacional de 
Evaluación de la Calidad y Acreditación. 

Dorsch, F. (1985) Diccionario de Psicología. Barcelona: Herder. 

Gómez, P. (2002). Análisis didáctico y diseño curricular en matemáticas. Revista EMA, 
7(3), 251-293. 

Gómez, P., y Carulla, C. (2001). Sistemas de representación y mapas conceptuales 
como herramientas para la construcción de modelos pedagógicos en 
matemáticas. Bogotá: Grupo Editorial Gaia. 

Gómez, P., y Lupiánez, J. L. (en prensa). Trayectorias hipotéticas de aprendizaje en la 
formación inicial de profesores de matemáticas de secundaria. En E. Castro & J. 
L. Lupiáñez (Eds.) Investigación en Pensamiento Numérico: un Homenaje a 
Jorge Cázares Solórzano. Universidad de Granada. 

González, J., y Wagenaar, R. (Eds.). (2003). Tuning educational structures in Europe. 
Informe final. Fase uno. Bilbao: Universidad de Deusto y Universidad de 
Groningen. 

Grant, R. M. (1996) Dirección estratégica. Conceptos, técnicas y aplicaciones. Madrid: 
Cívitas. 

Lupiáñez, J. L. (2006). Análisis Didáctico y Formación Inicial de Profesores de 
Matemáticas de Secundaria: Capacidades, Dificultades y Tareas en el 
Aprendizaje de los Escolares (Proyecto de Tesis Doctoral). Documento no 
publicado, Universidad de Granada. 

Lupiánez, J. L., Rico, L., Gómez, P., y Marín, A. (2005). Análisis cognitivo en la 
formación inicial de profesores de matemáticas de secundaria. Trabajo 
presentado en V Congresso Ibero-americano de educaçao matemática, Oporto, 
Portugal. 

Ministerio de Educación de Ontario (2005). The Ontario Curriculum in Secondary 
Mathematics. Descargado el 23 de Marzo de 2006 de: 
http://www.edu.gov.on.ca/eng/curriculum/secondary/math.html. 

Ministerio de Educación de Perú (2001). Marco Curricular de Bachillerato. 
Descargado el 27 de Mayo de 2003 de: 
http://www.minedu.gob.pe/gestion_pedagogica/of_bachillerato/xtras/marco_curr
icular_2001.pdf. 

Niss, M. (2003). The Danish KOM project and possible consequences for teacher 
education. En R. Strässer, G. Brandell & B. Grevholm (Eds.), Educating for the 
future. Proceedings of an international symposium on mathematics teacher 
education (pp. 179-192). Göteborg: Royal Swedish Academy of Sciencies. 

OCDE (2005) Informe PISA 2003. Aprender para el mundo del mañana. Madrid: 
Santillana. 

http://www.edu.gov.on.ca/eng/curriculum/secondary/math.html
http://www.minedu.gob.pe/gestion_pedagogica/of_bachillerato/xtras/marco_curricular_2001.pdf
http://www.minedu.gob.pe/gestion_pedagogica/of_bachillerato/xtras/marco_curricular_2001.pdf


 

Recio, T. (2004). Seminario: Itinerario Educativo de la Licenciatura de Matemáticas. 
Documento de Conclusiones y Propuestas. La Gaceta de la Real Sociedad 
Matemática Española, 7(1), 33-36. 

Rico, L. (2005) La competencia matemática en PISA. Conferencia impartida en el VI 
Seminario de Primavera: la Enseñanza de las Matemáticas y el Informe PISA, 
Madrid, España. 

Rico, L. (2004). Reflexiones sobre la formación inicial del profesor de Matemáticas de 
Secundaria. Profesorado. Revista de currículum y formación del profesorado, 
8(1), 1-15. 

Rico, L. (Coord.) (1997). La Educación Matemática en la Enseñanza Secundaria. 
Barcelona: Horsori. 

Scallon, G. (2004). L’evaluation des apprentissages dans una approche par 
compétences. Québec: Éditions du renouveau pédagogique. 

Schulze, W. S. (1994) Two Resource-based Theories of the Firm: Definitions and 
Implications. En P. Schrivistava, A. Huff y J. Dutton (Eds.), Advances in 
Strategic Management, Vol. 10 ( pp. 127-151). Greenwich, CT: JAI Press.  

Short, E. (1985). The concept of competence: Its use and misuse in education. Journal 
of Teacher Education, 36(2), 2-6. 

Wilson, R., y Keit, F. (2002) Enciclopedia MIT de Ciencias Cognitivas. Madrid: 
Síntesis. 



SOBRE LA NATURALEZA CONCEPTUAL Y METODOLÓGICA DEL 
CONOCIMIENTO DEL CONTENIDO PEDAGÓGICO EN MATEMÁTICAS. 

UNA APROXIMACIÓN PARA SU ESTUDIO 

Jesús E. Pinto Sosa, Universidad Autónoma de Yucatán, México 

María Teresa González Astudillo, Universidad de Salamanca, España 
 
Resumen 
A partir de una revisión de las investigaciones en educación matemática sobre el conocimiento 
profesional del profesor, en este trabajo se intentan integrar y presentar las características conceptuales 
del Conocimiento del Contenido Pedagógico (CCP) específico de las matemáticas. Desde una 
aproximación empírica, inductivo - deductiva, se han analizado las características y componentes del 
CCP, se han revisado cuestiones metodológicas sobre cómo estudiarlo y a partir de ahí, se desarrolló un 
procedimiento para la definición de qué elementos conceptuales era posible estudiar. Para realizar este 
estudio se utilizó el análisis de contenido con el que se determinaron un sistema de dimensiones e 
indicadores con los cuales se organizaron y estructuraron la variedad de características y conceptos a 
examinar de los componentes del CCP.  
Palabras clave: conocimiento del contenido pedagógico, enseñanza de las matemáticas, profesor de 
matemáticas, conocimiento profesional, conocimiento del profesor 
 
Abstract 
From the research in mathematical education upon teacher’s knowledge, the present paper attempts to 
integrate and present the conceptual characteristics of Pedagogical Content Knowledge (PCK), specific 
to mathematics. From an empirical approach, inductive or deductive reasoning, it was analyzed the 
characteristics and components of PCK, methodological matters were revised and a model developed, a 
way to define the conceptual elements and make them possible to study. For the purpose of this study, a 
content analysis was required. from which a dimensions system and indicators were determined for 
organizing and structuring the variety of characteristics and concepts of the components of PCK. 
Key Words: pedagogical content knowledge, mathematics teaching, mathematics teacher, professional 
knowledge, teacher’s knowledge 
 

INTRODUCCIÓN 
La revisión y análisis de la perspectiva teórica que sustenta los componentes del 
Conocimiento del Contenido Pedagógico (CCP), ofrece un panorama amplio sobre los 
elementos que subyacen en la teoría propuesta por Shulman y colaboradores (Shulman, 
1986 y 1987; Shulman y Sykes, 1986), y que es retomado por otros investigadores (ej. 
Chinnappan y Lawson, 2005; Chen, 2004; An, Kulm y Wu, 2004; Sánchez y Llinares, 
2003 y 2002; Llinares, 2000; Baxter y Lederman, 1999). Permite una visión específica 
sobre el conocimiento de la didáctica del contenido específico, que incorpora según 
Shulman (1986), Grossman (1989) y Llinares y Sánchez (1990), por lo menos, tres 
componentes básicos: el conocimiento del contenido de la disciplina a enseñar, el 
conocimiento de la didáctica específica (representaciones o estrategias instruccionales 
para la enseñanza del tópico) y el conocimiento del estudiante. Si bien, el CCP es una 
categoría de la base del conocimiento para la enseñanza, da una idea del extenso caudal 
de conocimientos sobre la enseñanza de un tópico específico que todo profesor debe 
tener y con ello manifiesta y reafirma a la profesión de la enseñanza a partir del 
contenido como ocupación más respetada.  
El CCP no pretende suprimir, obviar o desvalorizar otros componentes del 
conocimiento en la tarea de enseñar, sino únicamente defiende, propone y justifica un 
conjunto de conocimientos (amalgamados entre sí) sobre el contenido específico y para 
cubrir un vacío (o complemento) necesario sobre el conocimiento del profesor de una 
asignatura específica. El trabajo de Shulman y colaboradores, así como de los demás 



autores citados, muestran evidencia de la existencia y necesidad de este cuerpo de 
conocimientos que giran en relación al contenido. Sin embargo, también muestra la 
complejidad en su comprensión, adquisición e investigación del mismo.  
El CCP parte de una nueva visión de la enseñanza, que no se limita a la instrucción 
directa y al conocimiento de la didáctica general, sino que se inclina a favor de que el 
profesor comprenda aquello que se ha de aprender y cómo se debe enseñar a partir del 
contenido enseñable y de la sabiduría de la práctica, a partir de la comprensión de cómo 
el alumno aprende, comprende, resuelve problemas y desarrolla su pensamiento crítico 
de dicho contenido (Shulman, 1987).  Sin embargo, el mismo Shulman añade: “no hay 
que olvidar que no es el aprendizaje del contenido un fin en sí mismo, sino más bien un 
vehículo al servicio de otros fines” (p. 7), refiriéndose como otros fines, al desarrollo 
del pensamiento crítico, creativo y autorregulado; la extensión y profundización del 
conocimiento (ej. la argumentación y abstracción) y la utilización de dicho 
conocimiento (ej. solución de problemas, toma de decisiones, investigación e 
invención).  
Diferentes autores que han estudiado el CCP en matemáticas (ej. An, Kulm, Wu, 2004; 
Sorto, 2004; Even, 2003 y 1993; Llinares, 1996; Castro y Castro, 1996; Even y Tirosh, 
1995; Llinares, Sánchez y García, 1994; entre otros), incluso desde otras perspectivas 
teóricas acerca del profesor, han identificado y sustentado la relación que guardan todos 
los componentes y elementos del CCP. A partir de los resultados de estas 
investigaciones y de las implicaciones o relaciones obtenidas en los diferentes análisis 
de éstas, hechas por los mismos investigadores, se conceptúa al CCP como un modelo 
teórico que reproduce, esquematiza, figura y presenta una perspectiva paradigmática 
que puede ser desarrollada y como un recurso de conocimiento, interpretación o 
explicación de la formación de profesores y desarrollo de investigación sobre el 
profesor.  Como modelo, el CCP está compuesto por elementos esenciales, que se 
interrelacionan y se transforman en representaciones ideales que pueden facilitar su 
comprensión, desarrollo e investigación, dentro de un continuo de modelos que van de 
integrativos a transformativos acerca del conocimiento del profesor (Gess-Newsome, 
1999). 
El modelo del CCP no se caracteriza por ser de reproducción única ni mucho menos 
simple, sino más bien, se caracteriza por ser un modelo: 

a.  cíclico, en cuanto a que está compuesto por un conjunto de componentes 
descritos como fases por las que se desarrolla la enseñanza de un tópico 
específico, que se vuelven a repetir, conjugar, reactivar y relacionar por cada 
tópico diferente a conocer y enseñar; 

b.  sinérgico, en cuanto que existe una interdependencia entre los tres 
componentes y una intrarrelación entre las categorías o elementos entre cada 
componente, con lo cual no es posible estudiar un componente, sin 
contemplar los otros, o bien, el desarrollo de uno implica la activación o 
influencia conjunta de los otros; 

c. integral, en cuanto a que está compuesto por un todo, en donde cada uno de 
los componentes son esenciales para la composición del dominio, y sin 
alguno (su reconocimiento, estudio o acción) de los componentes no puede 
subsistir; 

d. flexible, en cuanto a la constitución de diferentes formas o maneras de 
enseñar un mismo tópico a partir de la conjugación de todos los 
componentes, basado también en la formación, experiencia, iniciativa y 
creatividad del profesor; y en cuanto a la posibilidad y disposición de 
adquirir, extender o profundizar el propio conocimiento, en diferentes 



momentos cronológicos dentro de los programas de formación de profesores, 
según las características de éstos (ej. experiencia e historial académico), 
acentuando su adquisición en algún(os) componentes e incorporando de 
forma gradual los restantes, así como incorporando elementos novedosos y 
actuales al dominio a partir de la didáctica de la disciplina y de la práctica 
del profesor y reconociendo la complejidad de la interacción con los 
elementos del contexto; 

e. incluyente, en cuanto a que está circunscrito dentro de un conjunto 
compuesto por otros componentes, propios de la base del conocimiento para 
la enseñanza, y reconoce e incorpora otros elementos esenciales para su 
perfeccionamiento (ej. conocimiento pedagógico general, el contexto y la 
investigación didáctica sobre el pensamiento del profesor); y finalmente, un 
modelo 

f. investigable, en cuanto que requiere y necesita de la investigación científica 
a la luz de las didácticas de la disciplina, con el objeto de validar su 
desarrollo, proveer de mayor significado sus componentes, su puesta en 
común (como parte de programas de formación de profesores), generar un 
repertorio de conocimientos, representaciones, ejemplos y recomendaciones 
dirigidas a perfeccionarse como modelo teórico del conocimiento del 
profesor, crear subsiguientes líneas y proyectos de investigación que 
sustenten su desarrollo, evolución y enriquecimiento en cada uno de sus 
componentes por cada contenido disciplinario y obtener información que 
impacte tanto en el desarrollo profesional del profesor como en la mejora en 
la adquisición del conocimiento disciplinario y habilidades de pensamiento 
por parte del alumno. 

Las características del modelo, su desarrollo y mayor reconocimiento en las diferentes 
áreas o disciplinas científicas generaron un incremento de la investigación desde la 
perspectiva didáctica del profesor, teniendo como primer propósito comprender su 
naturaleza conceptual y posteriormente conocer cómo medir o evaluar el CCP del 
profesor. Sin embargo, esto último ha representado un desafío para los investigadores, 
dado que la cognición del profesor, como lo es el CCP, no puede ser observado 
directamente, ya que por definición, el CCP es particularmente un constructo interno 
(Baxter y Lederman, 1999). Estos autores afirman que la cognición del profesor se lleva 
a cabo inconscientemente, es decir, los maestros no siempre poseen el lenguaje para 
expresar sus pensamientos y creencias; lo que manifiesta que es un constructo altamente 
complejo, no fácil de medir o evaluar (Baxter y Lederman, 1999). Es un constructo 
constituido por lo que los profesores conocen, lo que los profesores hacen y las razones 
por las que los profesores actúan.  
El desafío, por lo tanto, es que los investigadores diseñen estudios que examinen todos 
los componentes del CCP. Esto maximiza la importancia de conocer, seleccionar y/o 
construir formas (o instrumentos) que intenten comprender su naturaleza conceptual y 
metodológica. Explorar lo que se ha hecho, a partir de la investigación en educación 
matemática sobre el CCP, plantear estudios dentro de un marco conceptual sólido 
circunscrito a lo hecho por otros investigadores, es una de las primeras tareas de todo 
investigador que quiere estudiar sobre el CCP. En este sentido está enfocada la 
contribución de este escrito: conocer cómo se ha estudiado el constructo, qué diseños de 
investigación se han utilizado, qué instrumentos examinan de mejor forma el CCP y qué 
criterios utilizaron los autores sobre qué investigar del constructo. Este documento 



intenta sintetizar los principales aspectos metodológicos llevados a cabo en el estudio 
del CCP en el contexto de las matemáticas.  
Todo lo descrito anteriormente, permitió tomar algunas decisiones sobre cómo 
investigar este constructo. Sin embargo, quedaba pendiente ¿qué investigar del CCP? 
Para ello, con los referentes teóricos y metodológicos revisados, se diseñó un 
procedimiento, de carácter empírico, inductivo – deductivo, cuyas características 
principales eran: que fuese ordenado, sistemático y con rigor científico para finalmente 
establecer las diferentes dimensiones e indicadores a estudiar del CCP. 
 
CUESTIONES METODOLÓGICAS 
Después de estudiar la naturaleza conceptual del CCP, se realizó un análisis de los 
diferentes trabajos publicados en educación matemática, que han utilizado el CCP como 
teoría para explorar el conocimiento del profesor, con el objeto de caracterizar 
diferentes cuestiones metodológicas como los principales tópicos estudiados, sujetos 
participantes, diseños de investigación e instrumentos de recogida de datos. Para ello, se 
consultaron y revisaron trabajos que hayan explorado el CCP desde su aparición hasta 
las investigación recientes. Se revisaron cerca de 20 investigaciones para este propósito, 
dentro de las cuales estuvieron: Carpenter, Fennema, Peterson y Carey (1988), Wallece 
(1990), Marks (1990a y 1990b), Even (1990), Hutchison (1992), Even (1993), Llinares, 
Sánchez y García (1994), Even y Tirosh (1995), Baturo y Nason (1996), Swenson 
(1998), Fan (1998), Howald (1998), Baxter y Lederman (1999), Smith (2000), Wanko 
(2000), Llinares (2000), Durand (2003); Badillo (2003), Sánchez y Llinares (2003 y 
2002), An, Kulm y Wu (2004), Chen (2004), Chinnappan y Lawson (2005) y Llinares y 
Krainer (en prensa). 
Las principales conclusiones obtenidas de la revisión de esto trabajos se resumen a 
continuación: 

Sobre los tópicos y componentes estudiados  

Se encontró que el mayor número de investigaciones ha sido sobre el conocimiento del 
contenido a enseñar (cerca del 88%), mientras que menos de la mitad han estudiado el 
conocimiento de la didáctica específica del contenido o del conocimiento del proceso de 
aprendizaje del estudiante. Analizando aquellas investigaciones que mencionan o 
asumen única y exclusivamente un componente del CCP, se obtuvo nuevamente un 
mayor número centradas sobre el conocimiento del contenido a enseñar. Sobre el tópico 
de las matemáticas, los temas que han sido más investigados fueron las fracciones y las 
funciones.  

Sobre el CCP de los profesores de matemáticas 

Aun cuando los estudios sobre el CCP se circunscriben al contexto y naturaleza de cada 
investigación, de sus propósitos, metodologías de investigación, sujetos participantes y 
tópico específico, se identificaron algunos elementos comunes a la educación 
matemática, producto de los resultados reportados por los autores: (a) todavía 
prevalecen serios problemas en la adquisición, dominio y uso del conocimiento del 
contenido a enseñar por parte del profesor; (b) los profesores tienen dificultades para 
establecer la relación entre el conocimiento del contenido a enseñar con las 
representaciones instruccionales y el conocimiento del proceso de aprendizaje del 
estudiante; (c) se evidencia, a partir del pobre conocimiento del contenido a enseñar, 
limitado o nulo conocimiento de la didáctica específica y del conocimiento del 
estudiante; (d) se evidencia la necesidad de planear, desarrollar, implementar y evaluar 



programas de formación de profesores con enfoques diferentes a los actuales, a la luz de 
la didáctica de las matemáticas; (e) se recomienda como principales fuentes de 
formación del CCP, la investigación de la didáctica de las matemáticas, las creencias y 
concepciones de los profesores, la reflexión sobre y de la acción, la experiencia 
profesional y personal del docente, la interacción entre colegas, lecturas, entre otros; y 
(f) se confirman algunas relaciones significativas, como son las concepciones de la 
matemática y su enseñanza y aprendizaje y el CCP, así como entre los niveles altos de 
CCP y la actitud positiva del profesor, y el conocimiento del contenido a enseñar 
vinculado con la experiencia docente del profesor como elementos diferenciadores del 
profesor con poca experiencia. Si bien, en algunos casos existen resultados que se 
contraponen o difieren entre sí, estos hallazgos dan cuenta de que el estudio del CCP 
resulta todavía complejo como modelo teórico para la formación de profesores y como 
objeto de estudio.  

De los diseños y sujetos de investigación 

Según el análisis, la tendencia de estudiar la perspectiva del CCP es bajo un enfoque 
cualitativo, a través de estudios de casos o bien, de una combinación encuesta 
(cuestionario) y estudios de casos.  Existen muy contados estudios en el campo de la 
educación matemática que fundamentan su trabajo bajo una perspectiva cuantitativa y 
exclusivamente encuesta.  

Respecto a los sujetos que participan en las diferentes investigaciones se aprecia una 
amplia diversidad en los criterios de selección, los cuales dependen de la naturaleza 
misma de la investigación, del escenario y del contexto en la cual se realiza. No 
obstante, destaca en este sentido, un número importante de investigaciones que han 
incorporado a profesores con formación inicial matemática y en ejercicio de la docencia 
(ya sea a nivel primaria, secundaria o universitario) o estudiantes para profesor. 
Criterios como la disposición, colaboración, experiencia, preparación en el contenido o 
en algún postgrado, entre otros, son otros criterios que destacan como adicionales. 

De los instrumentos y procedimientos de recolección de datos 

Tres aspectos son posibles destacar del análisis de los instrumentos. Primero, la 
tendencia de utilizar el cuestionario sobre situaciones-problema (o casos) como recurso 
para valorar, ya sea, las concepciones de la matemática o de algún concepto, o bien, los 
conocimientos de los componentes del CCP. Las situaciones-problema, definidas como 
tareas o situaciones (casos), vinculados con el contenido matemático y algún hecho o 
realidad en el aula que el profesor debe resolver, resaltan la necesidad de investigar la 
didáctica del profesor (sobre su conocimiento) a través del contenido matemático 
mismo.   
Un segundo aspecto a destacar sobre la exploración de los instrumentos, es el uso 
ineludible de la entrevista como recurso para profundizar sobre el pensamiento y 
conocimiento del profesor resulta indispensable. Ha sido utilizada en diferentes 
momentos de las investigaciones, siendo su uso más común, primero como recurso para 
explorar información de la biografía del profesor, de sus concepciones genéricas, de su 
historial académico y profesional o de sus concepciones o decisiones sobre la 
planificación de la enseñanza; y segundo como técnica para ahondar sobre las 
respuestas del profesor sobre las situaciones-problema, para confrontarlo con la realidad 
de la práctica, es decir, indagar sobre sus argumentos o justificaciones, dificultades y 



análisis metacognitivo de los diferentes aspectos del CCP vinculado con el contenido 
matemático.  
El tercer aspecto a destacar tiene relación con la diversidad de otras fuentes de 
recolección de información, utilizadas principalmente como herramientas 
complementarias, de validación y confiabilidad de la investigación, es decir, como 
instrumentos para la triangulación del estudio. Tal es el caso de materiales de uso 
exclusivo del profesor para su labor docente, como son notas de clase, libretas de sus 
alumnos, exámenes, diapositivas, planes de clase, tareas (ejercicios o problemas), entre 
otros. 
 
GENERACIÓN DE UN SISTEMA DE CATEGORÍAS, DIMENSIONES E 
INDICADORES DEL CCP 
¿Cómo estudiar el CCP? ¿qué componentes estudiar? ¿cómo elegir centrarnos hacia 
uno, dos o todos los componentes? ¿qué elementos hay que examinar de cada 
componente? ¿qué elementos y criterios se han utilizado para la construcción de los 
instrumentos sobre CCP? La generación de las dimensiones e indicadores del CCP 
sirvió para responder a estas preguntas, establecer las características, ideas y conceptos 
específicos que se han estudiado y con ello ofrecer una alternativa para decidir y definir 
qué estudiar. 
A diferencia de otros planteamientos (ej. Thompson, 1984 y 1992; Llinares y Sánchez, 
1990; Even, 1993; García, 1997; An, Kulm y Wu, 2004) que asumen de antemano un 
interés hacia ciertos marcos teóricos y las categorías de estudio se establecen a partir de 
sus posiciones teóricas, conceptuales y metodológicas, este trabajo siguió una 
aproximación empírica e inductivo-deductivo, que analizó las características y 
componentes, los segmentó o desagregó en partes específicas e identificó los aspectos 
más puntuales de investigación de cada uno pudiendo existir cierta similitud con Gil 
(2000) y Vallecillos (1996). A partir de la información existente, se procedió a 
determinar un sistema de dimensiones e indicadores con los cuales se organizó y 
estructuró la variedad de características de los componentes del CCP.  Se utilizó aquí la 
teoría del análisis de contenido, el cual es un procedimiento para la categorización de 
datos verbales o de conducta con fines de clasificación, resumen y tabulación (Fox, 
1981). Para dicho análisis, se partió de las definiciones sobre categorías, dimensiones e 
indicadores por Villarruel (2003, pp.10-11); las cuales se adaptan para explicar cada una 
en el contexto del CCP, atendiendo a la terminología del diseño de la investigación 
cualitativa según Flick (2004): 

Categorías: Aquellos conceptos generales que permiten identificar las 
características o propiedades fundamentales del CCP.  
Dimensiones: Formas en que se desagrega una categoría, dicho de otra manera, 
son los elementos que puede integrar a cada categoría de los componentes del 
CCP. 
Indicadores: Características distintivas del fenómeno objeto de estudio (CCP), 
las cuales son susceptibles de segmentarse y codificarse en un plano global y 
específico del CCP, a partir de las cuales se obtienen los datos y fenómenos en 
forma de ideas y conceptos definidos como necesarios para el estudio del CCP. 

El proceso de definición de las dimensiones e indicadores del CCP se desarrolló en seis 
fases: (I) generación de preguntas clave, (II) determinación de los constructos o 
conceptos por pregunta clave, (III) construcción de mapas conceptuales, (IV) primera 
versión de dimensiones e indicadores, (V) análisis a priori de las dimensiones e 
indicadores, y (VI) dimensiones e indicadores del CCP.  A partir de la Fase I se decidió 



cuál fue la unidad de contenido que se analizó; las Fases II, III, IV, permitieron elaborar 
el conjunto de dimensiones e indicadores; y las Fases V y VI ejercieron una función de 
fundamentación y validación. Los Apéndices A y B presentan brevemente la 
descripción y el procedimiento desarrollado en cada fase, y un ejemplo del mapa 
conceptual utilizado en la Fase III, respectivamente. 

Las dimensiones e indicadores del CCP (ver Apéndice C) permiten mostrar los 
diferentes constructos de cada componente que han sido objeto de interés y de 
investigación en el campo de la educación matemática. Asimismo, desglosa los aspectos 
específicos (indicadores) de cada dimensión, con lo cual es posible tener un panorama 
amplio sobre el tipo, elementos y constructos que se están estudiando y que es posible 
desarrollar y originar a partir de la perspectiva teórica del CCP. Permite ser también un 
instrumento tanto para el investigador como para el profesor en la clasificación y 
caracterización de las investigaciones en educación matemática referidas al 
conocimiento del profesor, en la identificación de elementos útiles para desarrollar 
algún programa de formación y sistemas de acreditación de profesores, así como del 
estudio del énfasis que cada autor le da a una investigación o programa de desarrollo. 

En resumen, para el componente A se obtuvieron seis dimensiones con un total de 18 
indicadores y 25 subindicadores. Para el componente B fueron seis dimensiones, con 24 
indicadores y 19 subindicadores. Y para el componente C, un total de cuatro 
dimensiones, con 23 indicadores y 13 subindicadores.  Si bien, quizás no se logra 
completar con detalle todas las dimensiones e indicadores del CCP, sí da una idea 
amplia y clara sobre la diversidad, ramificación, relaciones y objetos de estudio que se 
han realizado y pueden desarrollarse en el campo de la educación matemática. Por 
ejemplo, es posible encontrar a investigadores que su foco de atención sea el estudio de 
los dilemas del profesor a la luz de sus propias creencias; o aquellos que investigan 
sobre las concepciones sobre la matemática y sobre la enseñanza y aprendizaje de las 
matemáticas; o aquellos que trabajan sobre las concepciones de un tópico específico.  

Por otro lado, las dimensiones e indicadores del CCP muestran la diversidad y amplitud 
de conocimiento que el profesor de matemáticas puede aprender y que es deseable que 
así sea. Asimismo, la lista genera, no sólo una aproximación a diferentes agendas de 
investigación, sino que también permite conocer el énfasis y las tendencias de 
investigación de los diferentes estudios que se han hecho en torno al CCP y así, 
identificar componentes, constructos o conceptos (de un tópico específico de las 
matemáticas) poco o nada estudiados. Vacíos que son necesarios llenar para la 
comprensión del significado de las características y componentes del CCP en 
matemáticas y del tópico específico y con ello, proporcionar información útil y valiosa 
tanto a la generación de más investigación, como para los programas de formación de 
profesores.  

CONCLUSIONES 
Con base en la naturaleza conceptual y metodológica del CCP, los marcos de referencia 
y resultados de investigación, su comprensión y caracterización como modelo teórico 
para la formación de profesores y como objeto de estudio sigue siendo uno de los 
principales desafíos a los que se enfrentan los investigadores en educación matemática y 
los responsables de las instituciones formadoras de profesores. Caracterizado como un 
modelo cíclico, sinérgico, integral, flexible, incluyente e investigable, el CCP no se 
puede examinar a partir del estudio de uno de sus componentes sin considerar la 
inclusión de los otros. Evaluar un solo componente, separado de los otros conlleva a un 



riesgo sustancial de distorsionar su significado, caracterización e interpretación (Baxter 
y Lederman, 1999).  
El estudio sobre la comprensión y significado del CCP, tanto en su aspecto conceptual 
como en el metodológico representa, por lo tanto un interés fundamental de la 
educación matemática, con el objeto de comprender cómo los profesores “conocen” el 
contenido matemático que enseñan, el rol del tipo de representaciones y las 
interrelaciones entre el conocimiento del profesor de matemáticas y la comprensión de 
las concepciones de sus estudiantes, es decir, ¿cuál es la naturaleza del conocimiento 
matemático para la enseñanza? (Llinares y Krainer, en prensa). Su complejidad, no sólo 
se refleja en sus componentes y en la concepción que diferentes autores le han otorgado 
y/o añadido desde su origen a la fecha, sino también en los aspectos metodológicos 
utilizados para su estudio.  
Sin ánimos de ser exhaustivos, los diferentes estudios hechos en educación matemática, 
permiten identificar algunas tendencias claras sobre los diferentes aspectos 
metodológicos definidos en el estudio del CCP. Estas tendencias presentan una clara 
evolución y cambio en la forma de estudiar el CCP, el cual se caracteriza por estudios 
fundamentalmente cualitativos, en la modalidad de estudios de casos y utilizando como 
instrumentos de recogida de datos los cuestionarios de situaciones-problema (o casos), 
con el uso habitual de entrevistas (semiestructuradas y clínicas) y la recogida de 
materiales (ej. documentos escritos, como notas, diarios, reflexiones, historias, 
cuadernos, tareas,) elaborados por el profesor. Es decir, existe una marcada tendencia a 
estudiar el CCP a partir de múltiples métodos de evaluación, lo cual permite acercarnos 
a los significados que subyacen en la cognición del profesor, es decir, a su pensamiento 
y conocimiento profesional (Baxter y Lederman, 1999). A estos elementos identificados 
en la literatura, habría que añadir uno no menos importante, que investigaciones 
recientes demuestran que guarda una estrecha relación con el conocimiento profesional, 
las creencias y la práctica dentro del salón de clases y por consiguiente tiene claras 
implicaciones significativas para la exploración del CCP: la observación en clases (ver 
Chinnappan y Lawson, 2005; Chen, 2004; An, Kulm y Wu, 2004; Sánchez y Llinares, 
2003 y 2002; Llinares, 2000; Baxter y Lederman, 1999). Observaciones de la práctica 
video-grabadas, que permitan ser usadas para discutir y analizar con el profesor, en 
repetidas ocasiones, los significados que tiene del conocimiento matemático para la 
enseñanza (Llinares y Krainer, en prensa). Estas cuestiones metodológicas, sin lugar a 
duda, sirven como marco inicial de referencia para los subsiguientes estudios a realizar 
sobre el CCP. 
Finalmente, la conjugación sobre las características conceptuales y metodológicas, 
permitió la construcción de un conjunto de dimensiones e indicadores del CCP. Estas 
presentan una alternativa para identificar y analizar los diferentes componentes y 
características del CCP que han sido estudiados en educación matemática, y con ello, 
estimar las relaciones conceptuales generadas por las investigaciones. Esto sin lugar a 
duda, conlleva la identificación de áreas poco estudiadas, la delimitación teórica y 
conceptual de lo que se desea estudiar, y los diferentes elementos (dimensiones e 
indicadores) posibles para comprender los diferentes significados que están implícitos 
en el CCP del profesor de matemáticas. 
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Apéndice A 
Fases para la definición de las dimensiones e indicadores del CCP 

 Fases  Descripción Procedimiento
Fase I. 
Generación de 
preguntas clave  

Generación de un conjunto de preguntas que tenían relación con la 
comprensión, significado y caracterización de los diferentes 
elementos del CCP y sus componentes. Ejemplo de preguntas 
sobre el componente del conocimiento del estudiante: 
 
1. ¿conoce las concepciones, preconcepciones que tiene el estudiante 

del tópico específico? 
2. ¿conoce cómo aprende el estudiante ese tópico? (el proceso 

cognitivo de acuerdo a su edad y antecedentes) 
3. ¿conoce lo que el estudiante comprende y lo que no? 
 
 

Las fuentes principales para la redacción de las preguntas, fueron: (a) la 
revisión bibliográfica sobre el CCP (componentes, características, posiciones 
teóricas sobre su significado, tipologías, críticas, alcances y limitaciones, 
fuentes de conocimiento, líneas actuales de investigación, implicaciones para 
la formación de profesores, instrumentos y resultados de investigación) y (b) 
la exploración de preguntas expresadas por diferentes autores.  
Se plantearon tantas preguntas como fuera necesario hasta que éstas 
sugirieran su correspondencia con las diferentes categorías de los 
componentes del CCP y que el estilo de redacción estuviera dirigido a que 
estas preguntas permitieran obtener respuestas a partir de la perspectiva 
teórica del conocimiento del profesor. 
 

Fase II. 
Determinación de 
los constructos o 
conceptos a 
estudiar por 
pregunta clave  

Elaboración de un primer documento donde se identificaron, 
recogieron, integraron y escribieron, con distintas formulaciones, 
los diferentes constructos o  conceptos que subyacen en la 
respuesta (a las preguntas de la Fase I) y que representasen 
posibles aspectos a estudiar del CCP del profesor 

Las fuentes de obtención de éstos fueron: (a) las palabras o frases 
substanciales a que cada pregunta hacía referencia y (b) la correspondencia de 
las palabras o frases con la denominación usual que ésta tiene en el campo de 
la educación matemática. 

 

Fase III. 
Construcción de 
mapas 
conceptuales 

Se elaboraron tres mapas conceptuales (ver ejemplo en Apéndice 
B), uno por cada componente del CCP, que fueron un medio para 
representar la relación entre los conceptos y su ramificación, así 
como de las estructuras proposicionales procedentes del marco 
teórico sobre el CCP. Sirvieron de igual modo, para identificar, 
reafirmar y/o modificar los constructos o conceptos planteados en 
la Fase II y suprimir aquellos que estuvieran contenidos en otros.  
Los mapas conceptuales constituyeron una herramienta eficaz para 
la optimización y definición de las dimensiones e indicadores de 
los componentes del CCP,  para enriquecerlas (con la 
incorporación de otros constructos o conceptos) o bien redescubrir 
su ubicación y relación con otros.  

En la construcción de cada mapa conceptual, no sólo se consideraron los 
constructos o conceptos originados de las preguntas sino que se sirvió de la 
revisión y análisis del marco teórico del CCP y de la investigación didáctica 
del conocimiento del profesor, que se expuso con anterioridad. La 
construcción de éstos fue con base en los criterios establecidos por 
Costamagna (2001). 



Apéndice A 
Continuación … 
 
Fases   Descripción Procedimiento
Fase IV.  
Primera versión 
de las dimensiones 
e indicadores 

Las oraciones nucleares (de y entre constructos), sus relaciones y 
cruces en los mapas conceptuales, permitieron obtener una 
primera versión de las dimensiones e indicadores.   

Los criterios fueron los siguientes: 
a. incluir como dimensiones las oraciones o frases que se generaron 

directamente de la relación con el núcleo (el componente central del mapa 
conceptual) y que representan las formas en que se disgrega el 
componente a partir de sus características; e 

b. incluir como indicadores, las oraciones o frases que se generaron a partir 
de cada una de las dimensiones y que caracterizan, explican, segmentan y 
codifican ésta en diferentes formas, ideas, expresiones o conceptos, 
definidos como atributos importantes de la dimensión y que son claros 
elementos de objeto de estudio de la investigación didáctica del 
conocimiento del profesor de matemáticas. 

Fase V.  
Análisis a priori 
de las dimensiones 
e indicadores 

En esta fase se contrastan las dimensiones e indicadores obtenidos 
del análisis de los mapas conceptuales, con el marco teórico del 
CCP en investigación en didáctica de la matemática.  Aún cuando 
las dimensiones e indicadores parten o tienen su origen en el 
marco teórico del CCP, el propósito fue constatar que los 
conceptos fueran relevantes (ej. si han sido estudiado por expertos 
en el campo en educación matemática), con lo cual se 
fundamentaron los constructos o conceptos obtenidos.  

Los autores que se revisaron para esta fase fueron Carpenter, Fenemma, 
Peterson y Carey (1988), Thompson (1984 y 1992), McDiarmid, Ball y 
Anderson (1989), Marks (1989 y 1990b), Even (1990), Graeber (1990), 
Llinares y Sánchez (1990 y 1994), NCTM (1991), Llinares (1993), Cooney 
(1994 y 1999), Even y Tirosh (1995), Batanero, Garfield, Ottaviani y Truran 
(2000), Gil (2000), Batanero (2002), Garfield, delMas y Chance (2003) y An, 
Kulm y Wu (2004). 

 

Fase VI. 
Dimensiones e 
indicadores del 
CCP 

Con base en el análisis a priori de los autores e investigadores en 
educación matemática, se refinaron las dimensiones e indicadores 
del CCP. 

Se comparó esta nueva versión con la primera (de la Fase IV). Se 
identificaron elementos comunes y añadieron nuevos. 
 



Apéndice B 
 

Ejemplo del mapa conceptual de los constructos y conceptos del conocimiento de los 
procesos de aprendizaje del estudiante sobre el contenido matemático 

(Fase III, componente C) 
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Apéndice C 
Dimensiones e Indicadores de los componentes del CCP 

A 
Conocimiento del contenido a 

enseñar  

B 
Conocimiento de la didáctica 

específica 

C 
Conocimiento del proceso de 
aprendizaje del estudiante del 

tópico específico 
I. Concepciones 

1. Las matemática 
2. El contenido matemático 
3. El tópico específico 

 
II. Fuentes de obtención de su 
conocimiento 

1. Inicialmente 
2. Permanentemente 
 

III. Disposición 
 
IV. Conocimiento del currículo 

1. Contenido escolar 
2. Planes de clase 
3. Matemáticas como disciplina 
escolar 

 
V. Creencias 

1. Dilemas 
2. Cambios 
 

VI. Conocimiento esenciales 
1. Conceptos 

a. imagen 
b. familias de conceptos 
c. formas de aproximarse 
d. diferentes usos 
e. atributos críticos 
f. teorías y modelos 
g. relaciones 
h. repertorio de ejemplo (propios 
y no propios) 
 

2. Procesos 
a. Procedimientos 
b. Algoritmos 
c. Lenguaje formal 
 

3. Evolución histórica 
a. Historia 
b. Naturaleza de las explicaciones 
c. Heurística 
 

4. Formas de representación 
a. Propias 
b. No propias 
 

5. Principios 
a. Teoremas 
b. Postulados 
c. Axiomas 
 

6. Vinculación 
a. Otros conceptos 
b. Contexto 
c. Disciplinas 
d. Vida diaria 
 

7. Cultura matemática 
 

8. Ética y valores  
a. Valores morales 
b. Valores estéticos 

I. Concepciones de E – A 
1. Matemáticas 
2. Contenidos Matemáticos 
3. Tópico específico 

 
II. Fuentes de obtención de su 
conocimiento 

1. Inicialmente 
2. Permanentemente 

 
III. Currículo 

1. Programas de curso 
a. Planeación y organización 
b. Contenidos 
c. Estrategias genéricas 
d. Estrategias específicas 
e. Recursos para la enseñanza 
f. Evaluación de los aprendizajes 
g. Bibliografía 
 

2. Materiales 
a. Textos 
b. Audiovisuales 
c. Calculadora 
d. Programas por computadora 
e. Uso de internet 
f. Tareas 
g. Presentaciones 
h. Otros 
 

IV. Vinculación 
1. Contenido matemáticos 
2. Tópicos específicos 
3. Contenidos con otras disciplinas 
 

V. Estrategias de enseñanza específicas 
1. Analogías 
 
2. Demostraciones 
 
3. Uso de proyectos 
 
4. Simulaciones 
 
5. Tareas 

a. Ejercicios 
b. Problemas 
c. Casos 
d. Situaciones 

6. Preguntas 
 
7. Ilustraciones  
 
8. Explicaciones 
 
9. Demostraciones 
 
10. Evaluación 
 
11. Otros  

 
VI. Dificultades 

1. Para enseñar 
2. Para evaluar 
2. Formas de solución 

I. Conocimiento del proceso cognitivo 
1. Origen y evolución en el estudiante 
 
2. Desarrollo humano 

a. Edad 
b. Experiencia 
c. Antecedentes 
d. Escolaridad 
 

3. Preconcepciones 
 
4. Concepciones 
 
5. Errores y dificultades  

a. Atribuciones y causas 
 
6. Relacionar lo anteior-nuevo 
 
7. Intereses 
 
8. Motivaciones 

a. Intrínsecas 
b. Extrínsecas 
 

9. Expectativas 
 
10. Formas de aprender 
 
11. Dificultades de aprendizaje 
 

II. Diagnóstico 
1. Preconcepciones 
2. Concepciones 
3. Antecedentes 
4. Estrategias de aprendizaje 
5. Otros 
 

III. Estrategias  
1. Genéricas 
2. Específicas 

a. Construir sobre ideas matemáticas 
b. Corregir errores conceptuales  
c. Retroalimentación 
d. Contrastar ideas con otras 
e. Solicitar usar evidencia 
f. Otros 

 
IV. Materiales  

1. Tareas 
2. Textos 
3. Ilustraciones 
4. Observaciones 
5. Otros 
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Resumo 
O presente estudo consistiu numa experiência pedagógica, realizada numa turma de 5º ano de 
escolaridade, onde durante uma unidade curricular, se adoptou como metodologia privilegiada a 
Aprendizagem em Grupos de Trabalho Cooperativo. Através deste estudo, pretendeu-se analisar se esta 
metodologia produz mudanças nas atitudes e concepções dos alunos, em relação à Matemática e ao 
trabalho matemático, assim como averiguar a evolução experimentada pela turma relativamente à 
aprendizagem de competências matemáticas correspondentes à referida unidade didáctica. Os principais 
instrumentos de recolha de dados foram os questionários de atitudes, os testes de papel e lápis e as 
entrevistas semi-estruturadas, feitas a alguns alunos. Os resultados finais do estudo comprovam que o 
método de trabalho cooperativo favorece a aprendizagem e aumenta positivamente as atitudes dos 
alunos face à Matemática. 
 
 
1. INTRODUÇÃO 

A aprendizagem cooperativa é uma metodologia de ensino que envolve grupos de 
estudantes, que trabalham de forma conjugada, congregando esforços para realizar uma 
tarefa comum.Existem diferentes métodos de aprendizagem cooperativa, mas todos têm 
uma finalidade central: promover a realização pessoal de todos os elementos do grupo e 
simultaneamente a co-responsabilização pelo desempenho dos seus pares. 

  A maioria dos estudos refere que as técnicas de aprendizagem cooperativa 
revelaram resultados superiores aos de orientação competitiva ou individualista 
(Ovejero,1990; Serrano et al,1997; Gavilan,1997; Johnson&Johnson,1999). Quando 
utilizadas de forma consistente e bem conduzida, geram vantagens evidentes nos alunos, 
que se projectam no plano cognitivo, social e pessoal. No caso particular da disciplina 
de Matemática, destacam-se, entre outras, um aumento das habilidades de pensamento 
crítico, das capacidades de realização, dos sentimentos positivos acerca de si próprios e 
dos níveis de motivação assim como um decréscimo nos níveis de ansiedade presentes 
no ensino tradicional (Davidson,1990; Davidson&Kroll,1991; Serrano et al,1997; 
Panitz,1999; Marín,2002). É também referenciado que os estudantes estabelecem 
relações mais positivas entre eles, que transcendem o espaço da sala de aula. Estes 
resultados parecem estar relacionados com as interacções que os alunos estabelecem no 
seio do grupo e que os impelem a relacionar novos significados com aqueles que já 
possuíam, estimulando o conflito cognitivo, ampliando-lhes deste modo, os seus 
conceitos matemáticos. No grupo, estas interacções são potencialmente mais 
espontâneas pois a comunicação necessária ao entendimento é baseada numa linguagem 
comum, que embora pouco formal e imprecisa, desbloqueia os receios, inibições e 
desconfianças, mais frequentes nas interacções professor-aluno. 
 
 
2. PROBLEMA E QUESTÕES DO ESTUDO  

O campo geral em que se situa o presente trabalho intitula-se experiências 
curriculares de ensino em Matemática, que mais não são do que linhas de estudo e 
investigação em educação matemática cujo objecto são os aspectos de natureza 
metodológica do ensino/aprendizagem, daquela disciplina.  



Este estudo debruça-se sobre a utilização de grupos de trabalho cooperativo nas 
aulas de Matemática, como ferramenta didáctica importante na aquisição de 
competências matemáticas e na promoção da motivação e autoconfiança dos 
intervenientes. Pretende-se analisar a evolução dos alunos relativamente às: i) 
concepções e atitudes face à Matemática e ii) competências matemáticas 
desenvolvidas/adquiridas.  

A investigação centra-se nos vinte e cinco alunos de uma turma de 5º ano, que 
participaram neste projecto e tem o intuito de responder ao seguinte problema:  
 De que modo o ensino de conceitos geométricos e de medida, em que a 
aprendizagem em grupos de trabalho cooperativo é encarada como metodologia 
privilegiada, influencia a forma como os alunos aprendem e vêem a Matemática? 
 No sentido de aprofundar e objectivar este estudo, definiram-se duas questões de 
investigação: 

• Quais as potencialidades do método de aprendizagem em grupos de trabalho 
cooperativo, ao nível da atitude dos alunos face à Matemática e ao trabalho matemático? 

• Quais as potencialidades do método de aprendizagem em grupos de trabalho 
cooperativo, ao nível do rendimento escolar, nos conceitos associados à grandeza Área? 
 
 
3. METODOLOGIA DA INVESTIGAÇÃO 
 
3.1.Enquadramento e modalidade de investigação, segundo os paradigmas 
convencionais 

Este trabalho não se enquadra num paradigma único. Embora se afaste da postura 
positivista, que isola variáveis para poder obter generalizações, não prescinde de uma 
análise quantitativa que oriente e sustente as interpretações dos dados. Porém é nosso 
propósito conhecer e compreender o modo como os alunos evoluem na aquisição de 
conceitos matemáticos e ainda a forma como progridem nas suas atitudes e concepções 
em relação à disciplina. Deste ponto de vista, o trabalho apresenta um cunho qualitativo, 
característico do paradigma interpretativo. Pretende-se pois, uma complementaridade 
entre os dois paradigmas que equilibre, por um lado o carácter pretensamente subjectivo 
do paradigma interpretativo e por outro, a simplificação da realidade escolar que se 
atribui ao paradigma empírico-positivista. O foco desta investigação direcciona-se no 
sentido de averiguar as implicações educativas que podem ter nos alunos um método 
que valoriza as interacções entre pares. Incide no conhecimento preciso de uma 
situação, num cenário concreto, com o objectivo claro de o melhorar. E é precisamente 
esta última condição – promover a mudança – que define a abordagem metodológica 
escolhida: investigação-acção, definida por Díaz (1988) como um paradigma, e que 
centra o seu objectivo sobre a aplicação dos conhecimentos. Assim, este estudo 
circunscreve-se ao tipo investigação-acção pois “...é uma intervenção a pequena escala 
no funcionamento do mundo real e um exame próximo dos efeitos de tal intervenção...” 
Coehn & Manion (1990: 271). 

 
3.2. Apresentação e caracterização das técnicas e instrumentos de recolha de dados 

Neste trabalho, os métodos de recolha de dados estão referenciados na tabela1 e 
permitiram aceder a dois tipos de informação: destrezas e aquisições académicas que os 
alunos adquiriram relativamente ao núcleo programático escolhido e perspectivas e 
emoções sentidas pelos alunos acerca do trabalho matemático e da Matemática.  
 



MÉTODO DE RECOLHA DE 
DADOS DESCRIÇÃO 

Documentos 
9 Questionários sobre a visão dos alunos face à Matemática e à 

sua aprendizagem; 
9 Teste sociométrico; 
9 Pré-teste e pós-teste; 

Entrevistas Após a intervenção didáctica e sempre que os documentos 
produzidos suscitaram dificuldades de interpretação; 

 
Tabela 1 – Métodos de recolha de dados 

 
3.3. Caracterização dos instrumentos de investigação 

a) Questionário de atitudes face à Matemática  
Como instrumento de medida de atitudes face à Matemática adaptou-se o 

questionário, que obedece a uma escala do tipo Likert, proposto por Salinas (2003). 
Numa primeira fase, este instrumento foi aplicado a uma outra turma de 5º ano que a 
professora também leccionava, a fim de averiguar o modo como as questões eram 
compreendidas e pôr em evidência algumas incompreensões e/ou equívocos. 
Posteriormente, foi aplicado à turma participante no projecto, antes e após a intervenção 
didáctica. As dez proposições, às quais os alunos tinham que indicar o seu grau de 
acordo/desacordo numa escala de cinco pontos, pretendiam analisar as suas crenças, 
concepções e atitudes, tipificadas segundo quatro categorias: a) concepções acerca do 
trabalho matemático; b) auto-apreciação do desempenho escolar na disciplina de 
Matemática; c) sentimentos suscitados pelo trabalho matemático; d) importância 
atribuída à disciplina.  

b) Teste de avaliação diagnóstico (pré-teste) e teste de avaliação final (pós-teste) 
Estes testes foram aplicados respectivamente antes e após a intervenção didáctica 

e pretendiam analisar a evolução do desempenho dos alunos. Assume-se que a diferença 
entre o nível de proficiência evidenciado nas respostas a um conjunto de itens 
concebidos para o efeito, no pós-teste e no pré-teste, reflectem aprendizagens atingidas. 

Os itens propostos pretendiam avaliar quatro classes de competência, de acordo 
com o tipo de exigências cognitivas mobilizadas na sua resolução, que se tentará definir 
seguidamente, por ordem de complexidade:  

(i) Conhecimento de conceitos e procedimentos – envolvem essencialmente a 
reprodução de conhecimentos com que o aluno está familiarizado e procedimentos já 
utilizados. O desempenho de processos de rotina, a aplicação de algoritmos 
padronizados, a operacionalização de expressões, são exemplos representativos desta 
classe de competências.  

(ii) Raciocínio – abrange a compreensão e a monitorização de conceitos 
matemáticos em contextos ligeiramente diferentes dos encadeamentos em que foram 
apresentados e, subsequentemente, exercitados. 

(iii) Comunicação – implica a compreensão e a expressão escrita (ou oral) de 
conceitos matemáticos, a explicação de cálculos e dos seus resultados, bem como a 
aclaração de assuntos que incluem relações, desenvolvendo argumentos justificativos 
dos seus pontos de vista.  

(iv) Resolução de problemas – compreende a resolução de situações não 
padronizadas em que há necessidade de invocar, não apenas procedimentos de rotina, 
mas processos mais complexos, nos quais se estabelecem conexões entre diferentes 
áreas da matemática e se recorre a diversos modos de representação (desenhos, 
esquemas, gráficos, tabelas, …). 
 

c) Teste sociométrico 



 Aplicou-se um teste sociométrico, proposto por Northway. & Linddsay (1976), 
cujas finalidades vão de encontro às explicitadas por Estrela (1986): (1) registar 
representações individuais sobre as relações existentes na turma; (2) obter dados, a 
partir desse registo, que possam contribuir para detectar a posição social do aluno dentro 
do seu grupo (nível de integração / marginalização); (3) detectar os alunos mais isolados 
e mais populares; (4) Comparar estes registos com as impressões da investigadora e dos 
restantes professores da turma.  
 
4. METODOLOGIA DO PROJECTO DE INTERVENÇÃO DIDÁCTICA 
 
4.1. A turma 

A turma era constituída por vinte e cinco alunos (onze do sexo feminino e 
catorze do sexo masculino) que exibia um aproveitamento heterogéneo.  

 
4.2. O projecto da intervenção didáctica 

Divide-se esta secção em seis pontos que se considera serem reveladores da 
estrutura e das características que envolveram este projecto, a saber:  

 
a) A formação dos grupos de trabalho 
De acordo com vários autores (Gavilán, 1997; Serrano et al, 1997; Johnson et al,   

1999; Marín, 2002 ) e no sentido de agilizar a distribuição dos grupos na sala de aula, 
optou-se pela formação de grupos de quatro elementos. Quanto à distribuição dos 
alunos, adoptou-se o recomendado por vários estudos que mencionam como mais 
eficazes os grupos heterogéneos. 

Nesta conformidade, procuramos estruturar grupos com base em dois critérios: 
(a) heterogeneidade quanto ao rendimento académico e quanto ao sexo, (b) coesão 
interpessoal entre os vários elementos do grupo de modo a facilitar e propiciar a 
cooperação e evitar condutas indesejáveis em contexto de aprendizagem. 

Os alunos foram seriados, quanto ao seu rendimento académico, com base no 
conhecimento empírico e documental (fichas e registos de avaliação do 1º ciclo que 
haviam sido enviadas pelo professor titular da turma naquele nível de ensino) bem como 
das avaliações efectuadas aos alunos desde o início do ano. Com estes elementos, criou-
se uma lista que hierarquizou os alunos, do nível mais alto até ao mais baixo. 

Para analisar a coesão intergrupal, neste estudo utilizaram-se as informações 
contidas nas respostas ao teste sociométrico as quais foram organizadas numa matriz 
sociométrica e num sociograma.  
 

b) A implementação das regras do trabalho de grupo 
Na maior parte dos casos, as regras do contrato didáctico são implícitas (Godino et 

al, 2003). De facto, o mais habitual é que os professores ensinem e os alunos aprendam. 
Porém, se se pretende implementar formas de trabalho inovadoras, que pressuponham 
regras diferentes das habituais, é necessário fazer a explicitação das mesmas (César et 
al, 2000). Por esse facto, antes de iniciar as tarefas académicas em contexto cooperativo 
os alunos foram instruídos acerca do modo de funcionamento dos grupos. Discutiram-
se, em plenário, algumas normas básicas de trabalho em equipa, conducentes a um 
desempenho eficaz. Também foram informados dos critérios de avaliação que lhes 
seriam aplicados no decurso desta intervenção pois “a estrutura da avaliação constitui 
um elemento fundamental para conseguir que se cumpram os princípios da 
aprendizagem cooperativa” Marín (2002: 21).  

 



c) O processo de avaliação 
O ensino tradicional caracteriza-se por favorecer as relações do tipo competitivo 

(Rosales, 1992). Este modelo é promotor de um envolvimento marcadamente individual 
no processo de aprendizagem e fomentador de relações competitivas, implícitas ou 
explícitas, entre os pares. Para Serrano (1997), encontra-se, no modelo de avaliação 
seguido pela escola, uma das explicações, ainda que não a única, para a continuidade 
deste tipo de relações  

Neste trabalho propõe-se uma avaliação que contrarie esta tendência, e que promova 
efectivamente uma interdependência positiva dentro do grupo. Esta interdependência é 
induzida pela estrutura da avaliação que recompensa ou penaliza todo o grupo pelo 
desempenho de cada um dos seus constituintes, ou seja, a pontuação final de cada aluno 
naquela unidade didáctica deverá ser calculada com base nos resultados obtidos pelo 
grupo.  
 

d) Organização e sequência das aulas 
A organização e sequência das aulas obedeceram a três momentos diferentes:  
a1) Actividades de apresentação e de diagnóstico dos conhecimentos prévios  
a2) Actividades de aprendizagem e consolidação dos conceitos (correspondente a 11 

aulas de 90 minutos). O esquema geral desta fase teve como perfil:  
- Introdução e exposição do assunto em estudo;  
- Apresentação da proposta da actividade;  
- Resolução da actividade em grupos de trabalho cooperativos;  
- Apresentação do trabalho de um dos grupos;  
- Discussão dos diferentes resultados (quando havia) em grande grupo;  
- Extracção de conclusões.  

a3) Actividades de revisão e avaliação das aprendizagens feita.  
 

e) O papel do professor no processo de ensino aprendizagem 
 Para um ambiente de trabalho promotor de aprendizagens significativas “o 
tradicional papel do professor, enquanto figura autoritária e divulgador de informação, 
deve mudar para facilitador da aprendizagem e orientador das decisões dos alunos” 
(NCTM, 2001, p. viii). O professor deve deixar de ser o centro de interesse de uma 
turma de alunos. Deve encorajar os alunos a interagirem uns com os outros e conceder-
lhes a oportunidade de serem eles a descobrir e a construir o seu próprio conhecimento. 
A acção da professora, neste projecto teve como referencial os pressupostos atrás 
explicitados.  
 

f) As opções pedagógicas 
 A opções pedagógicas adoptadas para a implementação da aprendizagem em 
grupos de trabalho cooperativo tiveram como base de trabalho as sugestões apontadas 
pelo NCTM1 (1991), como necessárias para a promoção de uma educação matemática 
qualitativamente melhor e que se podem resumir na: 
- Utilização de materiais capazes de induzir a formação de conceitos; 
- Ligação da matemática com a vida real; 
- Abordagem dos conceitos matemáticos através da resolução de problemas; 
 

                                                 
1 National Council of Teachers of Mathematics 



5. APRESENTAÇÃO E ANÁLISE DE DADOS 
 
5.1.Teste de avaliação diagnóstico (pré-teste) e de avaliação final (pós-teste) 

 
a) Tratamento dos dados 

 Foi definido para cada item, a(s) resposta(s) aceite(s) como correcta(s), 
consideradas como o nível de desempenho máximo, as quais foram alvo de contagem 
para efeitos de apreciação global.  Seguidamente, procedeu-se ao estudo detalhado dos 
testes que relativamente a cada item, e de forma iterada, teve a seguinte configuração: 
(1) leitura de todas as respostas dadas pelos alunos nas duas provas; (2) categorização 
das mesmas, de acordo com o padrão de resposta; (3) hierarquização das categorias por 
níveis decrescentes de desempenho.  

  
b) Análise e apresentação 

 Depois de analisados, de forma descritiva e crítica, os dados recolhidos pelo 
teste diagnóstico (p1) e pelo teste de avaliação final (p2), pode-se comprovar que os 
alunos descreveram um progresso significativo das suas concepções e competências, no 
que concerne à unidade relativa à grandeza Área. Essa melhoria está patente na: 
- (quase) inexistência de itens por responder no pós-teste, por contraste em todos os 
itens do pré-teste, em que houve ocorrência de “respostas em branco” , classe que, em 
alguns casos, apresentou grande expressividade;  
- Diferença significativa entre os níveis de desempenho máximo evidenciados pelas 
respostas dadas no pré-teste e no pós-teste. 
- Evolução positiva identificada no confronto das respostas individuais, antes e após a 
intervenção didáctica, que só em casos pontuais se enquadram na mesma categoria. 
- Tipologia e frequência dos erros evidenciados à priori e à posteriori. 

 
5.2.Questionário de atitudes face à Matemática 

Este questionário foi respondido pela turma, antes e após a intervenção didáctica, 
respectivamente. Assume-se que as respostas ao mesmo nos possibilitará aceder às 
concepções que os alunos têm, no momento em que respondem ao questionário, acerca 
da Matemática e do trabalho matemático. 

Partindo da hipótese, largamente apoiada pela literatura, de que os significados 
que os sujeitos constroem acerca da Matemática e em particular das aprendizagens 
relativas áquela área de conhecimento, são susceptíveis de se transformar, por 
influências do contexto educativo e das experiências vivenciadas pelos próprios 
(Garofalo, 1989; McLeod, 1992; Blanco&Guerrero,2002; Gómez-Chacón, 2003; 
Callejo&Vila,2003; Pereira, 2004), o tratamento dos dados visa contrastar as respostas 
dadas pela turma, nos dois momentos da sua aplicação. Ajuíza-se ainda, o efeito global 
do programa didáctico, no que respeita à evolução das reacções afectivo-conceptuais 
dos sujeitos, face à disciplina de Matemática, dando assim resposta a uma das questões 
levantadas no presente estudo, que indaga os efeitos dos métodos de trabalho 
cooperativo, nessa dimensão. 

 
a) Tratamento descritivo do questionário 
Numa primeira fase, foi feito o averbamento das respostas individuais, em duas 

tabelas – antes e após o programa didáctico. Seguidamente, procedeu-se ao registo em 
grelhas, das percentagens globais da turma relativamente ao grau de acordo ou 
desacordo (numa escala de cinco pontos) para cada uma das dez afirmações. Sempre 



que as respostas dadas pelos alunos apresentaram contradições semânticas, estes foram 
entrevistados com o intuito de reduzir a ambiguidade aludida.  

  
b) Análise descritiva das tendências gerais da turma  
Em relação às concepções e crenças acerca do trabalho matemático e da sua 

aprendizagem verifica-se após a aplicação do projecto, que: 
- Muitos alunos continuam a valorizar a memorização de procedimentos e técnicas para 
obter bons resultados, mas observa-se uma evolução positiva quanto à necessidade de 
compreender integralmente o problema para poder resolvê-lo com eficácia.  
- A maioria dos alunos reconhece que é possível usar a criatividade para resolver 
problemas matemáticos, tendência que se acentuou após o trabalho cooperativo. 
 

Quanto à auto-percepção do desempenho escolar na disciplina de Matemática: 
- Os juízos, que os alunos têm acerca de si próprios, são globalmente positivos e 
aumentam após a intervenção didáctica, diminuindo o número de alunos com percepção 
negativa. 
 

No que respeita às reacções emocionais sentidas pelos alunos durante o trabalho 
matemático apura-se que: 
- Houve um aumento dos que declararam sentir-se seguros durante o trabalho 
matemático e uma redução significativa dos alunos que confessaram o contrário. 
- Apesar de se verificar uma manutenção do número de alunos que consideram 
estimulante e agradável o trabalho matemático, verifica-se uma redução do número 
daqueles que manifestam sentimentos desagradáveis. Comprova-se assim uma evolução 
favorável, pois estes alunos colocam-se numa posição intermédia que pode ser 
interpretada como a assunção de que estas tarefas nem são estimulantes nem são 
coactivas. 
 

Quanto à importância e utilidade imputada à disciplina de Matemática: 
- Existe um grau de concordância praticamente unânime, nos dois momentos de 
aplicação da prova, relativamente à questão apresentada. Aparentemente, a experiência 
curricular não exerceu qualquer efeito sobre as impressões dos alunos. Estes resultados 
são expectáveis face às representações sociais dominantes que vêem a disciplina como 
matéria importante para a formação e desenvolvimento pessoal e social 
(Callejo&Vila,2003).   
- Quanto à frequência voluntária da disciplina, o trabalho cooperativo parece ter 
fomentado em alguns alunos uma mudança favorável das suas posições.  
 

c) Tratamento quantitativo do questionário 
 No sentido de confirmar os resultados expostos na secção anterior, procedeu-se 

ao tratamento quantitativo dos dados extraídos do questionário. A metodologia utilizada 
para medir as concepções e atitudes face à Matemática, foi adaptada do método 
proposto por Manassero & Vázquez (2002) que estabelece um parâmetro numérico – 
índice global de atitudes – para quantificar o grau de assertividade das mesmas. Este 
parâmetro situa-se no intervalo de valores [-1, 1].  

 
d) Análise quantitativa dos Índices Globais de Atitude 
 À semelhança de algumas deduções que se expuseram anteriormente, também os 

resultados obtidos por meio desta metodologia confirmam que houve uma efectiva 
evolução nas concepções e atitudes por parte da turma.   



 O seguinte gráfico corresponde a um polígono de frequências que permite a 
análise comparativa da evolução dos índices de atitude alcançados genericamente pela 
turma, nos dois momentos de aplicação do questionário: 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Após a análise descritiva e quantitativa dos dados recolhidos pelos questionários 

das atitudes face à Matemática, confirmam-se os resultados obtidos por múltiplos 
investigadores tais como Ovejero (1990), Gavilán (1997), Panitz (1999b) e Marín 
(2002) que recomendam o recurso aos métodos de aprendizagem cooperativa, no 
desenvolvimento dos factores afectivos tais como as atitudes, as motivações ou as 
crenças que, como defendem McLeod (1992), Gómez-Chacón (2003), Callejo&Vila 
(2003) são aspectos de importância vital no processo de ensino/aprendizagem e que 
tanto podem ser um auxílio como um obstáculo à aquisição de conhecimentos. 
 
6. CONCLUSÕES 

As conclusões deste trabalho são condizentes com um leque variado de estudos 
que referem os resultados positivos das técnicas de aprendizagem cooperativa quer ao 
nível do rendimento académico, quer ao nível das atitudes dos alunos. Na área da 
Matemática, que tradicionalmente tem sido dominada por actividades de aprendizagem 
individual, em detrimento de actividades em grupo, há hoje argumentos suficientes para 
reconhecer o fracasso de um ensino de cariz competitivo e as potencialidades da 
cooperação na compreensão de procedimentos, conceitos e competências matemáticas 
bem como na promoção de uma atitude mais positiva face à disciplina, extensível à 
maioria dos alunos.  

Estes resultados confirmam as investigações levadas a cabo por vários autores 
(Slavin,1985; Davidson,1990; Serrano et al, 1997; Marín,2002 ) que elegem as técnicas 
de aprendizagem cooperativa como uma metodologia eficaz, para promover uma 
aprendizagem significativa de conceitos matemáticos. 

Os alunos evoluíram em todas as classes de competência de forma significativa, 
embora a distribuição do nível de proficiência não se tenha evidenciado, em todas elas, 
de forma homogénea. De facto, a evolução é mais acentuada quando as competências 
aprendidas apresentam menor complexidade cognitiva, circunstância que é observável 
em quase todas as investigações.  

 
 

Análise comparativa dos índices de atitude global 
antes e após a intervenção didáctica
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Resumen 

Presentamos un estudio de evaluación de los sesgos en el razonamiento condicional de una muestra de 
159 estudiantes de Matemáticas, Magisterio y Psicología. Los resultados indican que el tema no resulta 
sencillo y evidencian la necesidad de potenciar la formación estadística sobre todo entre los futuros 
profesores.  

Abstract 

In this paper we present the results from assessing biases in conditional reasoning, which was carried out 
on a sample of 159 future teachers, Mathematics and Psychology students’. The results suggest the need 
to improve the statistical training of these students, in particular the future teachers. 

 

INTRODUCCIÓN 

La probabilidad condicional es fundamental en las aplicaciones de la Estadística, porque 
permite incorporar cambios en nuestro grado de creencia sobre los sucesos aleatorios a 
medida que adquirimos nueva información. Es también un concepto teórico básico 
requerido en la construcción del espacio muestral producto. Por ello, su correcta 
comprensión y el razonamiento sobre la misma son requisitos indispensables en el 
estudio de la inferencia estadística, tanto clásica como bayesiana, así como en el estudio 
de la asociación entre variables, la regresión y los modelos lineales. En el terreno 
profesional e incluso en la vida cotidiana, la toma de decisiones acertadas en situaciones 
de incertidumbre se basa en gran medida en el razonamiento condicional. 

Sin embargo, como se muestra en Batanero, Henry y Parzysz (2005) éste es un tema en 
el que se observa la compleja interrelación entre intuición y conocimiento formal en el 
campo de la probabilidad. La Psicología del Razonamiento, así como algunas 
investigaciones recientes en Didáctica de la Probabilidad, muestran la existencia de 
intuiciones incorrectas, sesgos de razonamiento y errores de comprensión y aplicación 
de este concepto (véase una revisión actualizada en Tarr y Lennin, 2005). Algunos de 
ellos están bastante extendidos y una enseñanza formal de la probabilidad es 
insuficiente para superarlos. Es necesario que el sujeto sea consciente de estas 
dificultades y aprenda a afrontar los problemas condicionales con unas herramientas 
adecuadas. 

En este trabajo abordamos el estudio de sesgos en el razonamiento condicional en 
futuros profesores y estudiantes de Psicología, completando nuestras aportaciones 
anteriores al respecto (Díaz, 2005; Díaz y de la Fuente, 2006; Estrada y Díaz, 2006). 

 

INVESTIGACIÓN PREVIA Y ANÁLISIS DE ÍTEMS 

La investigación sobre probabilidad condicional ha sido muy extensa tanto en el campo 
de la Psicología como en el de la educación matemática (como ejemplo citamos los 
trabajos de Ojeda, 1995, Gras. y Totohasina, 1995; Sánchez, 1996, Martignon, y 
Wassner, 2002 y Huerta y Lonjedo, 2005). Debido a las limitaciones de espacio, no es 



posible describir todas estas investigaciones en este trabajo; por ello remitimos al lector 
a nuestro estudio previo (Díaz, 2005) así como a Tarr y Lannin (2005) para una revisión 
sobre el tema. 

Nos centraremos en particular en cuatro sesgos. El primero, denominado falacia de la 
conjunción (Tversky y Kahneman, 1982), es la creencia de que es más probable la 
intersección de dos sucesos que la de cada uno de ellos por separado o la de su unión. 
Los sujetos que lo manifiestan elegirían el distractor a en el ítem 1. Según Tversky y 
Kahneman,  el error se produce como resultado de considerar a la conjunción como más 
representativa de la población generadora que cada evento separado, lo que ocurre 
cuando uno de los dos sucesos parece altamente probable. La falacia hace que los 
sujetos sólo tengan en cuenta este suceso y no sean conscientes de que su intersección 
con otro reduce su probabilidad. 

 
Ítem 1. Supón que Carlos Ferrero alcanza la final de Roland Garros en 2004. ¿Cuál de 
los siguientes sucesos consideras más probable? 

a) Carlos Ferrero pierde el primer set. 
b) Carlos Ferrero pierde el primer set pero gana el partido. 

c) Los dos sucesos son iguales de probables. 

 

En segundo lugar, hemos estudiado la falacia de la condicional transpuesta, por la que 
muchos estudiantes no discriminan adecuadamente entre las dos direcciones de la 
probabilidad condicional P(A/B) y P(B/A) (Falk, 1986). Este error se ha observado en 
problemas de contextos médicos, como el ítem 2, donde se  confunde la probabilidad de 
tener una enfermedad cuando ha sido positivo el test de diagnóstico, con la probabilidad 
de un resultado positivo en el test de diagnóstico, dado que se tiene la enfermedad 
(Eddy, 1982), dando la respuesta c). Puesto que una prueba diagnóstica se diseña para 
detectar una cierta enfermedad, la probabilidad de que una persona enferma obtenga un 
resultado positivo, es muy alta. La probabilidad de que una persona sana tenga un 
resultado positivo en la prueba es muy pequeña, pero no imposible y el alto número de 
personas sanas en la población hace que la probabilidad de estar enfermos si el test ha 
sido positivo no sea, en general, demasiado alta (Eddy, 1982).  

 

Ítem 2. Un test diagnóstico de cáncer fue administrado a todos los residentes en una 
gran ciudad. Un resultado positivo en el test es indicativo de cáncer y un resultado 
negativo es indicativo de ausencia de cáncer. ¿En cuál de las siguientes predicciones 
tienes más confianza? 

a) Predecir que una persona tiene cáncer si ha dado positivo en el test de diagnóstico. 

b) Predecir un resultado positivo en el test de diagnóstico, si la persona tiene 
cáncer. 

c) Tengo la misma confianza en ambas predicciones. 

La comprensión de la relación de condicionalidad también se dificulta si la secuencia 
temporal de los sucesos no coincide con el orden dado en el condicionamiento. El 
problema 3 (Ojeda, 1995) sirve para evaluar este  error (falacia del eje temporal), ya 
que el suceso condicionante (caer en el orificio R) es posterior en el tiempo al suceso 



cuya probabilidad se evalúa (pasar por I). La secuencia temporal dificulta la 
identificación correcta del espacio muestral del experimento y los estudiantes dan 
erróneamente la respuesta 0,5, no teniendo en cuenta las bolas que caen en el orificio B, 
Un razonamiento muy simple permite encontrar la solución correcta: Si se dejan caer, 
por ejemplo, 100 bolas por E, 50 irán por I y otras 50 por II; De estas últimas, 25 caen, 
aproximadamente por R, así como las 50 que van por I. En total de cada 75 bolas que 
caen en R, aproximadamente 50 vienen por I, luego la probabilidad es 2/3, es decir, 
o,66. 

 
Ítem 3. Una bola se suelta en E. Si sale por R, ¿cuál es la probabilidad de que haya 
pasado por el canal 1? 

a) 0,50. 

b) 0,66. 
c) 0,33. 

d) No se puede calcular. 

 

Finalmente analizamos dos sesgos ligados a la idea de independencia, íntimamente 
ligada a la de probabilidad condicional. En el ítem 4 (Sánchez, 1996) la respuesta a) 
indica la confusión entre sucesos independientes y sucesos mútuamente excluyentes, lo 
cual es una idea incorrecta, porque precisamente dos sucesos excluyentes son 
dependientes ya que uno de ellos no puede ocurrir cuando ocurre el otro. La respuesta b) 
indica la creencia incorrecta de que dos sucesos simultáneos en el tiempo no pueden ser 
independientes. La única posible respuesta correcta es c), puesto que presenta la 
definición formal de independencia de dos sucesos, que en este caso es simple de 
comprobar puesto que P(rey de oros) = 1/ 40; P(rey)= 1/10 y P(oros)=1/4. 

 
Ítem 4. Se extrae una carta al azar de una baraja española (40 cartas con 4 palos: oros, 
bastos, espadas y copas. Cada palo tiene los números del 1 al 7, sota, caballo y rey). Sea 
A el suceso "se extrae una carta de oros" y B el suceso "se extrae un rey", ¿los sucesos 
A y B son  independientes?  

a) No son independientes, porque en la baraja hay un rey de oros. 

b) Sólo si sacamos primero una carta para ver si es rey y se vuelve a colocar  

 en la baraja y luego sacamos una segunda carta para mirar si es oros. 

c) Sí, porque P(rey de oros) = P(rey) x P(oros). 
d) No, porque P(rey /oros)  P(rey). ≠

 

MÉTODO Y RESULTADOS 

Los cuatro ítems anteriores forman parte de un cuestionario más amplio sobre 
evaluación de la comprensión y sesgos relacionados con la probabilidad condicional 
(Díaz, 2004) dirigido a estudiantes universitarios. Este cuestionario ha sido construido 
siguiendo n un riguroso proceso metodológico  por Díaz y de la Fuente (2005). Cada 
uno de los ítems presentados en este trabajo fue elegido de entre varias posibilidades 



para evaluar los sesgos específicos que se describen a continuación, a partir de un juicio 
de expertos en el que participaron 10 investigadores, españoles y latinoamericanos, 
todos los cuales habían realizado una investigación, bien sobre didáctica de la 
probabilidad o de la probabilidad condicional. También se tuvieron en cuenta los 
resultados de pruebas piloto de ítems realizadas con estudiantes de Psicología (entre 50 
y 177 estudiantes, según el ítem). La fiabilidad de consistencia interna del cuestionario 
completo (estimada con una muestra de 591 estudiantes de psicología dio un valor del 
coeficiente Alfa de Crombach igual a 0,796 y la fiabilidad de prueba repetida, estimada 
mediante una muestra de 106 estudiantes a los que se pasó dos veces el cuestionario, 
con un mes de intervalo dio un valor igual a 0,871. 

La muestra participante en el trabajo que ahora presentamos está formada por un total 
de 159 estudiantes, distribuidos en la forma siguiente: 65 estudiantes de Magisterio que 
seguían una asignatura optativa de Estadística Aplicada a la Educación, 37 estudiantes 
de 5º curso de Matemáticas, que seguían un curso optativo de Didáctica de la 
Matemática y 57 estudiantes de Psicología que seguían un curso obligatorio de Análisis 
de Datos. Todos  ellos habían estudiado probabilidad, aunque con diferente profundidad 
en las asignaturas citadas. La decisión de tomar estos estudiantes para la muestra vino 
motivada por nuestro interés en analizar el razonamiento condicional de futuros 
profesores de Matemáticas, que posiblemente tengan que enseñar Probabilidad en su 
vida profesional (bien en la Educación  Primaria, bien en la Secundaria).  

La muestra de alumnos de Psicología sirve de muestra de comparación, además de ser el 
área de enseñanza de dos de las autoras, y tener, por tanto un especial interés en evaluar 
posibles errores en el razonamiento de los estudiantes. Los cuestionarios fueron pasados 
durante una de las sesiones de clase en cada una de las asignaturas citadas. Se informó a 
los estudiantes de la finalidad de la investigación, pidiéndoles que completaran con 
cuidado las preguntas. Todos ellos colaboraron con interés. A continuación se presentan 
los resultados expresados, no en valores absolutos, sino en porcentajes. 

 

Tabla 1. Resultados en el ítem 1 

 Magisterio

 (n=65) 

Matemáticas 

 (n=37) 

Psicología

 (n=57) 

a) Carlos Ferrero pierde el primer set. 18,5 27,0 33,3 

b) Carlos Ferrero pierde el primer set pero 
gana el partido. 

13,8 16,2 10,5 

c) Los dos sucesos son iguales de probables. 67,7 51,4 54,4 

En blanco. 0,0 5,4 1,8 

 

Los resultados de la Tabla 1 indican que la falacia de la conjunción no es tan frecuente 
como en la investigación deTversky y Kahneman (1982), y en su lugar aparece el sesgo 
de equiprobabilidad (Lecoutre y Durand, 1988),  que consiste en considerar los dos 
sucesos equiprobables, en más de la mitad de los estudiantes de todos los grupos. No 
obstante, está claro que los estudiantes olvidan que el producto de probabilidades ha de 
ser menor que la probabilidad de cada suceso simple o bien que no aplican esta 
propiedad, cuando se les presenta un problema en un contexto cotidiano 



En la Tabla 2, presentamos los resultados del ítem 2, donde todos los grupos han 
presentado un patrón similar de respuesta: mayor elección de la alternativa c), falacia de 
la condicional transpuesta, Este resultado está de acuerdo con los obtenidos por Eddy 
(1982), así como en las investigaciones de Batanero y cols. (1996), y Díaz,y de la 
Fuente (2006) sobre cálculo de probabilidades condicionales a partir de tablas de 
contingencia. 

 

Tabla 2. Resultados en el ítem 2 

 Magisterio

(n=65) 

Matemáticas 

(n=37) 

Psicología

(n=57) 

a) Predecir que una persona tiene cáncer, si ha 
dado positivo en el test de diagnóstico. 

12,3 10,8 15,8 

b) Predecir un resultado positivo en el test de 
diagnóstico, si la persona tiene cáncer. 

40,0 37,8 31,6 

c) Tengo la misma confianza en ambas 
predicciones. 

46,2 45,9 49,1 

En blanco. 1,5 5,5 3,5 

 

El ítem 3 (tabla 3) fue especialmente difícil, siendo los resultados incluso peores que los 
que obtuvo Ojeda (1995) con estudiantes mexicanos de educación secundaria (40% 
resolvió correctamente el problema). La mayoría de los alumnos de todos los grupos ha 
escogido la alternativa a), que  no tiene en cuenta las bolas que caen por B, haciendo 
una restricción indebida del espacio muestral. Han sido pocos los alumnos que han 
escogido la alternativa d), por lo que, en general, la falacia del eje temporal es 
inconsciente. 

 

Tabla 3. Resultados en el ítem 3 

 Magisterio

(n=65) 

Matemáticas

(n=37) 

Psicología 

(n=57) 

a)  0’50. 47,7 73,0 75,4 

b)  0’66. 27,7 8,1 7,0 
c) 0’33. 15,4 13,5 5,3 

d) No se puede calcular. 3,1 5,4 8,8 

En blanco. 6,1 0 3,5 

Para finalizar, en el ítem 4 (Tabla 4), son muy pocos los alumnos que escogen la 
respuesta correcta. Un porcentaje apreciable de estudiantes considera que los sucesos no 
son independientes por ser compatibles (distractor a), error citado por Sánchez, 1996) o 
bien porque los sucesos son simultáneos (distractor b), lo que corresponde a la 
concepción cronológica de la independencia según Gras y Totohasina, 1995). 

 



Tabla 4. Resultados en el ítem 4 

 Magisterio

(n=65) 

Matemáticas 

(n=37) 

Psicología

(n=57) 

a) No son independientes porque en la baraja 
hay un rey de oros. 22,2 32,4 26,3 

b) Sólo si sacamos primero una carta para ver si 
es rey y se vuelve a colocar en la baraja. Luego 
sacamos una segunda carta para mirar si es oros.

37,3 48,6 15,8 

c) Sí, porque P(rey oros) = P(rey) x P(oros) 36,1 10,8 31,6 
d) No, porque P(rey/oros)  P(rey)  ≠ 8,3 8,1 17,5 

En blanco. 0 0 8,8 

 

En general la distribución de respuestas en los grupos es similar en todos los ítems, a 
pesar de la mayor formación en el caso de los estudiantes de Matemáticas. 

 

CONCLUSIONES 
Aunque los resultados han de interpretarse con precaución debido al tamaño limitado de 
las muestras, la tendencia se repite en las nuevas muestras de estudiantes de Psicología 
(591 alumnos). Ello nos hace reflexionar sobre la manera en que preparamos a los 
estudiantes sobre este tema, en particular a los que serán profesores de Matemáticas en 
el futuro, quienes pueden transmitir las ideas incorrectas a sus estudiantes.  

Como  sugiere tanto nuestra investigación, como las que hemos citado en los 
antecedentes, el estudio de esta tema no es sencillo, ya que tiene una amplia variedad de 
matices y los alumnos lo asocian con la problemática de la causalidad y la temporalidad, 
teniendo dificultad en la visualización del espacio muestral, confundiendo 
independencia y exclusión, cambiando los términos de la probabilidad condicional, y 
asignando a la probabilidad conjunta un valor mayor que a la probabilidad simple, es 
decir, violando las reglas lógicas del cálculo de probabilidades condicionales. El 
profesor de matemáticas que debe enseñar probabilidad a sus alumnos ha de ser 
consciente de esta problemática, para comprender algunas dificultades de sus 
estudiantes, quienes encuentran a lo largo de su aprendizaje las mismas paradojas y 
situaciones contraintuivas que aparecieron en el desarrollo histórico del cálculo de 
probabilidades (Batanero, Henry y Parzysz, 2005).  

Por ello estamos de acuerdo con Rossman y Short (1995), que sugieren que en este tema 
debe debe presentarse a los estudiantes una variedad de aplicaciones en problemas 
reales, proponiendo situaciones interactivas y usando la tecnología para facilitar el 
aprendizaje. En concordancia con Nisbett y Ross (1980), la enseñanza de la 
probabilidad condicional requiere también que los estudiantes confronten con sus 
propios razonamientos incorrectos y la integración con la enseñanza de la lógica 
condicional. 

 

Nota: Trabajo apoyado por el Grupo PAI FQM-126, Junta de Andalucía y el Proyecto 
SEJ2004-00789, MEC y FEDER.  
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Resumen 

Se aplican algunas nociones teóricas del enfoque ontosemiótico del conocimiento y la instrucción matemática (Godino, 
Contreras, Font, 2006) al análisis de una experiencia de enseñanza del concepto de límite funcional con estudiantes de 
bachillerato. Los procesos de enseñanza – aprendizaje se modelizan en este marco teórico como un proceso estocástico 
multidimensional compuesto de seis subprocesos (epistémico, docente, discente, mediacional, cognitivo y emocional) 
con sus respectivas trayectorias y estados potenciales. En este trabajo centramos la atención en la dimensión 
epistémica mostrando algunos conflictos semióticos y limitaciones en el significado institucional implementado. 

Abstract 

In this paper some theoretical notions of the onto-semiotic approach to mathematical knowledge and instruction 
(Godino, Contreras, Font, 2006) are applied to analyse a teaching experience of  the functional limit to secondary 
school students. In this theoretical framework the teaching and learning processes are described as a multidimensional 
stochastic process compose by six sub-processes (epistemic, teaching, learning, mediational, cognitive and emotional), 
and their trajectories and potential states. In this paper we focus our attention in the epistemic dimension showing some 
semiotic conflicts and limitations in the institutional implemented meaning. 
 

1. INTRODUCCIÓN 
 Las investigaciones sobre el límite de un función son numerosas en el campo de la Didáctica de 
las Matemáticas, como lo muestran los trabajos realizados a nivel internacional y nacional. Desde 
marcos teóricos diferentes, se han realizado memorias de doctorado sobre la enseñanza-aprendizaje 
del límite de una función en los niveles pre y universitarios. En nuestro país, por ejemplo, Sánchez 
(1997) lo estudió desde la perspectiva de la teoría de los obstáculos epistemológicos; Espinoza 
(1998) aplicó la teoría antropológica de lo didáctico; Blázquez (1999) utilizó el método de la 
epistemología genética. Recientemente, en otros países, investigadores como Szydlik (2000), 
Williams (2001), Schneider (2001), Mamona-Downs (2001), Mell (2003) y Przenioslo (2004) han 
utilizado el APOS u otras teorías psicológicas en el estudio del límite. 

 Por otra parte, la investigación en Didáctica de las Matemáticas relativa a los procesos de 
instrucción matemática es una temática que últimamente está tomando un interés creciente. Así nos 
lo confirman, por ejemplo, artículos como los de Leutenegger (2000) −sobre el método clínico 
aplicado a la observación del aula−, Sensevy, Mercier y Schubauer-Leoni (2000) −donde se 
describe el trabajo de regulación llevado a cabo por un profesor en el aula− y Hache (2001) −un 
método de descripción de las tareas y actividades de la clase−. En trabajos recientes sobre el 
enfoque ontosemiótico (EOS) del conocimiento matemático (Godino, Contreras y Font, 2006) se 
han introducido diversas nociones teóricas orientadas al análisis de procesos de instrucción 
matemática, las cuales apoyadas en el modelo epistemológico y cognitivo que caracteriza a dicho 
enfoque.(Godino, 2002) permite describir y explicar algunos fenómenos relativos a los significados 
institucionales implementados en dichos procesos. 

 Esta Comunicación se propone entrar en la problemática descrita, aportando datos 
pertenecientes a una memoria de tesis en elaboración acerca del proceso de instrucción 
correspondiente a la enseñanza del límite de una función en estudiantes de primero de Bachillerato. 
Primeramente, se hace un breve introducción al marco conceptual; posteriormente, se describe la 
trayectoria epistémica del proceso de estudio correspondiente mediante la cual se caracteriza el 
significado efectivamente implementado. Por último, se extraen algunas conclusiones acerca de las 
limitaciones de dicho significado, así como la presencia de algunos conflictos semióticos 
potenciales. 



 

 Concretamente, los objetivos de la Comunicación son: Describir la metodología de la puesta en 
práctica del significado institucional implementado en cuanto a la trayectoria epistémica; desarrollar 
la trayectoria epistémica correspondiente a una clase de matemáticas de primero de bachillerato; 
detectar los conflictos semióticos presentes en dicho proceso de estudio. Estos objetivos forman 
parte del objetivo siguiente de la tesis: Caracterización del significado institucional implementado 
para un proceso de instrucción matemático en la institución primero de bachillerato. 

 

2. MARCO CONCEPTUAL 

2.1. El significado institucional implementado 
 Dentro de los significados institucionales, la realidad del aula, esto es, las interacciones del 
profesor con los estudiantes y entre éstos, conducen a aquél a seleccionar determinadas prácticas, 
introducir otras nuevas, abordar conceptos relacionados, etc. Es decir, interesa definir el significado 
institucional implementado como el sistema de prácticas, operativas y discursivas, que tienen lugar 
realmente en el aula de matemáticas, las cuales se constituyen en la referencia para el estudio de los 
alumnos y la evaluación de sus aprendizajes (Godino, 2002; Godino, Contreras y Font, 2006). 

2.2. Los procesos de instrucción matemática 

 La aleatoriedad de todo proceso de instrucción conduce a que, por mucho que se planifique, 
siempre aparecen elementos no previstos que alteran las trayectorias, sobre todo debido a la 
adaptación a la realidad escolar que todo profesor ha de hacer. Solamente, observando el desarrollo 
instruccional es posible describir las trayectorias muestrales empíricas. A continuación, se 
desarrolla la primera de las trayectorias muestrales citadas (epistémica), basándose en los datos 
aportados por la observación en el aula de una lección sobre el límite de un función en primero de 
bachillerato. 

 

3. TRAYECTORIA EPISTÉMICA 
 El EOS distingue seis categorías de entidades primarias como constituyentes de los sistemas de 
prácticas: lenguaje, situaciones, acciones, conceptos, proposiciones y argumentos. La trayectoria 
epistémica es la distribución en el tiempo de estos componentes en un proceso de estudio. 
Distinguiremos en ella, por tanto, seis estados posibles, según el tipo de entidad que se estudia en 
cada momento.  

E1: Situacional: se enuncia un ejemplar de un cierto tipo de problemas. 

E2: Actuativo: se aborda el desarrollo o estudio de una manera de resolver los problemas. 

E3: Lingüístico: se introducen notaciones, representaciones gráficas, etc. 

E4: Conceptual: se formulan o interpretan definiciones de los objetos puestos en juego. 

E5: Proposicional: se enuncian e interpretan propiedades. 

E6: Argumentativo: se justifican las acciones adoptadas o las propiedades enunciadas.  

 Estos estados se suceden a lo largo del proceso instruccional relativo a un tema o contenido 
matemático.  

 
 El análisis de la trayectoria epistémica de un proceso instruccional permitirá caracterizar el 
significado institucional efectivamente implementado y su complejidad onto-semiótica. Para 
analizarla, su desarrollo o crónica será dividido en unidades de análisis de acuerdo a las distintas 
situaciones-problemas (o tareas) que se van proponiendo. Llamaremos configuración epistémica al 
sistema de objetos y funciones semióticas que se establecen entre ellos relativos a la resolución de 



 

una situación-problema1. Se trata, por tanto, de un segmento de la trayectoria epistémica. El análisis 
epistémico será la caracterización de las configuraciones epistémicas, su secuenciación y 
articulación. Dentro de cada configuración se definen unidades de análisis más elementales según 
los estados de la trayectoria, que llamamos unidades epistémicas. Las distintas oraciones que 
componen la crónica de un proceso de estudio son numeradas correlativamente para su referencia y 
las denominamos unidades naturales de análisis. 

 En la tabla 1 se muestra la trayectoria epistémica de una parte del proceso de estudio sobre el 
"Límite de funciones" (Anexo).  

Tabla 1 
 

Unidad 
Natural 

Configuración 
Epistémica 

(tiempo) 

Unidad 
epistémica 

Descripción Estado 

1-2 CE1 
(23.10) 

1 Idea intuitiva de límite en el 
infinito, por medio de tablas 

de valores o a partir de 
gráficas 

E1: 
Situacional 

3  2 Introducción de la notación 
de límites en el infinito 

E3:  
Lingüístico 

4  3 Cálculo en mas infinito y 
menos infinito 

E2: 
Actuativo 

5  4 Dicta un ejemplo E1: 
Situacional 

6-15  5 Resolución en más infinito E2: 
Actuativo 

16-19  6 Resolución en menos infinito E2: 
Actuativo 

20  7 Planteamiento del cálculo del 
vértice de una parábola 

E1: 
Situacional 

21-23  8 Resolución del vértice de la 
parábola 

E2: 
Actuativo 

24  9 Plantea la curvatura de la 
parábola 

E1: 
Situacional 

25  10 Resolución de la curvatura E2: 
Actuativo 

26-31  11 Relación entre cálculo del 
límite y gráfica de la función  

E2: 
Actuativo 

32 CE2 
(3.15) 

12 Planteamiento de cálculo de 
límites a partir de la gráfica 

E1: 
Situacional 

33-36  13 Resolución E2: 
Actuativo 

37 CE3 
(7.22) 

14 Planteamiento del cálculo de 
límites en más infinito a 

partir de la fórmula 

E1: 
Situacional 

38-46  15 Resolución E2: 
Actuativo 

47  16 Definición intuitiva de límite E3: 
Lingüística 

                                                 
1 Si bien el origen de la configuración será una situación-problema, en algunas circunstancias puede ser más operativo 
tomar en consideración otro de los estados potenciales de la trayectoria para delimitar la configuración epistémica.  



 

E5: 
Proposicional 

48  17 Planteamiento del cálculo de 
límites en menos infinito a 

partir de la fórmula 

E1: 
Situacional 

49-50  18 Resolución E2: 
Actuativo 

51  19 Planteamiento de 
coincidencia de límites  

E1: 
Situacional 

52  20 Resolución mediante 
contraejemplo 

E2: 
Actuativo 

53 CE4 
(2.35) 

21 Dictado de un ejercicio E1: 
Situacional 

54-55  22 Resolución E2: 
Actuativo 

56-59 CE5 
(3.05) 

23 Propuesta de ejercicios E1: 
Situacional 

60 CE6 
(3.48) 

24 Comentario de resolución  E1: 
Situacional 

61-64  25 Definiciones de límite en un 
punto y límites laterales 

E4: 
Conceptual 

65-66 CE7 
(1.34) 

26 Propuesta de ejemplo de 
límites laterales 

E1: 
Situacional 

 
 De las siete configuraciones epistémicas identificadas se comentan las dos primeras. 
 
Configuración epistémica 1. 
 El proceso de estudio se inicia con un estado “situacional” en el que se plantean el objeto 
matemático límite de un función en el infinito. Por medio de un ejemplo de función, cuadrática, se 
realiza un planteamiento intuitivo para la resolución de los límites en más infinito y menos infinito.  
 Se utilizan en el discurso tres tipos de lenguajes: analítico, numérico y gráfico, buscando la 
emergencia del concepto límite de una función en el infinito. Asimismo, se calcula el vértice de la 
parábola y su curvatura. Las acciones seguidas han sido las siguientes: del lenguaje analítico, al 
numérico y de éste al gráfico. 
 Para el éxito de la tarea, el tipo de actividad matemática requerida en el ejemplo, basándose en 
el conocimiento escolar de gráficas de funciones, es el recuerdo e interpretación de la gráfica de una 
función, con el fin de analizar el comportamiento de la misma según valores de x y su tendencia a 
los infinitos. 
 La realización de la tarea requiere una acción de modelización, lo que implica establecer una 
correspondencia entre dos sistemas de prácticas: el ligado a la interpretación gráfica de unas 
funciones y el correspondiente al objeto límite de función como resultado del comportamiento 
gráfico de las mismas. Es decir, se trata de una función semiótica de tipo epistémico, donde la 
expresión sería el planteamiento gráfico y el contenido sería el objeto límite de función. 
 
Configuración epistémica 2. 
 En esta configuración la situación planteada corresponde al paso del lenguaje gráfico al 
analítico. Sin embargo, se está presuponiendo que el estudiante realiza intuitivamente este paso de 
modo natural cuando es muy posible que los estudiantes interpreten erróneamente dicho paso. 
Aparecen aquí dos conflictos semióticos potenciales al eludirse dos funciones semióticas, la primera 
la que nos lleva desde la expresión: gráfica de la función hasta el contenido (conjunto de valores 
que toma la misma, por medio de una tabla de valores); la segunda la que nos conduce desde la 
expresión: lenguaje numérico al contenido (lenguaje analítico). 



 

 El paso del lenguaje gráfico al analítico directamente elude el lenguaje numérico, lo cual 
conduce al conflicto semiótico de no saber el tipo de valores que se han de dar. Expresiones del tipo 
sube mucho (unidad 34) y baja mucho (unidad 35) pueden llevar al estudiante a creer que cualquier 
conjunto de valores de la variable dependiente es válido, dejando sin aclarar lo que significa valores 
tan grandes o tan pequeños como queramos. Desde esta perspectiva, en esta parte del discurso de la 
clase se está produciendo el conflicto semiótico correspondiente a la ausencia de las dos funciones 
semióticas citadas anteriormente. 
 
4. CONCLUSIONES 
 En este trabajo se ha utilizado una de las recientes ampliaciones del enfoque ontosemiótico de 
la cognición matemática (EOS) en cuanto a la identificación de fenómenos didácticos en un proceso 
de instrucción matemática, concretado en una clase de primero de bachillerato sobre el límite. El 
proceso ha sido abordado detectando conflictos semióticos, producto de la ausencia de ciertas  
funciones semióticas (entre los lenguajes gráfico, numérico y analítico).  

 El análisis que se ha realizado, basándose en el ejemplo de límite de funciones ha permitido 
mostrar que la determinación de los significados institucionales finalmente implementados en una 
clase de matemáticas (que describimos aquí como una secuencia de configuraciones epistémicas) es 
el resultado de complejas interacciones entre el saber, el profesor y los alumnos. Es evidente que los 
significados personales de los estudiantes estarán condicionados por los significados institucionales 
implementados en la clase. Reconocer las limitaciones de dichos significados y los conflictos 
semióticos potenciales de la interacción didáctica es una condición necesaria para mejorar la 
idoneidad epistémica y cognitiva (Godino, Contreras y Font, 2006) de los procesos de estudio 
matemático. 

 En esta Comunicación se aporta una metodología de análisis nueva, respecto a los trabajos 
sobre el límite de una función citados en la bibliografía, del proceso de estudio de una clase real. Se 
tienen en cuenta las interacciones profesor-estudiantes, utilizando un modelo epistemológico y 
cognitivo para la educación matemática, el cual permite detectar fenómenos didácticos, en términos 
de complejidad ontosemiótica implicada en los procesos de estudio de contenidos matemáticos 
específicos, tales como la ausencia de ciertas funciones semióticas que conducen a conflictos 
semióticos potenciales. 
 
Reconocimientos:  
Trabajo realizado en el marco del Proyecto de Investigación MEC-FEDER: SEJ2004-06637/EDUC. 
Ministerio de Ciencia y Tecnología. Plan Nacional de Investigación Científica, Desarrollo e 
Innovación Tecnológica. 
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ANEXO 
Se incluye una selección de episodios de una de las clases observadas sobre la enseñanza de la 
noción de límite funcional en un curso de Bachillerato. 
 
Unidad de análisis1: Idea intuitiva de límite de función. 
 
1. Profesor: Vamos al tema 9, es el 2º, buscar pág. 202, es nuestro tema (da igual el número que 
pongáis) 
 
El título se lo cambiamos. No el del libro. Límite de funciones. Continuidad. Desde la pág. 203 
hasta la pág. 218 incluida nos habla de sucesiones y límites de sucesiones. Ya lo vimos el año 
pasado (sólo las progresiones) nos centraremos en límites de funciones. No vamos a ver límites de 
sucesiones. 
Entonces empezaremos por ....., deberíamos saber lo de esas páginas. 
Veremos alguna idea de límite de sucesiones pero no calcularemos límites de sucesiones. 
Hay que traer siempre el libro. 
2. Profesor: Empezamos la 1ª pregunta: "Idea intuitiva de límite a través de tablas de valores o a 
partir de gráficas de funciones" 
Como es la primera vez que veis límites voy a daros una idea de lo que es esto. Es una cosa nueva. 
Vamos a calcular límites que luego no vamos a usar (con tablas) sí preguntaré con gráficas. 
A partir de la gráfica lo entenderéis mejor. 
Hoy será extraño que lo entendáis, dentro de tres días sí. 
3. Profesor: Dicta la pregunta. Como primer apartado 1.1 Límites en el infinito. A partir de ahora 
vamos a calcular (escribe en la pizarra)            y dice:  )(lim xf

x +∞→
)(lim xf

x −∞→

Lim se lee “límite”;  una flecha se lee “tiende a”; y todo “límite de f(x) cuando x tiende a más 
infinito (o cuando x tiende a menos infinito)”. 
 
4. Profesor: Esta expresión +∞→x  es la primera vez que la vemos. Le damos valores 100, 1000, 
10000, .... y vamos a avanzar a la derecha de x con valores cada vez más grandes (hace la tabla de 
valores para una f(x) genérica). Y cuando −∞→x  le damos valores –100, -1000, -10000, ... (cada 
vez más pequeños) y dice: ¿Qué ocurre con las imágenes de f(x) cuando +∞→x  o −∞→x ? 
 
5. Profesor: Dicta el ejemplo 1. Calcula  ... )(lim xf

x +∞→

6. Alumno: pregunta cómo hacerlo. 
7. Profesor: "yo lo dicto pero vosotros escribís " y escribe en la pizarra )(lim xf

x +∞→

)(lim xf
x +∞→

,  f(x) = x2+3,   y hace la tabla de valores en vertical y dice: nosotros ponemos 

x f(x) 
  

Y los libros para ahorrar espacio ponen 
x  

f(x)  
 
8. Profesor: Y ahora vamos a darle valores grandes a la x: 10 (es todavía pequeño), 100, y dice a los 
alumnos "no creo que necesitéis calculadora". 
 
9. Alumno (Alumno 1): da los primeros valores de f(x) 
10. Alumna (Alumna 2): da los otros valores de f(x) 
 



 

11. Profesor: si no lo veis claro le damos más valores a la tabla. 
¿Estamos viendo qué le ocurre a las imágenes? 
¿Se acercan a algo? 
 
12. Alumnos (en grupo): que tienden a infinito 
 
13. Profesor: ¿Aceptamos que esos valores tienden a más infinito? 
 
14. Alumnos (en grupo): sí 
 
15. Profesor: hemos calculado por 1ª vez un límite y este límite vale más infinito. 
16. También se pedía  pero lo vamos a calcular en otra tabla dando valores cada vez más 

pequeños pero negativos –10, -100, -1000, -10000, -100000, ... 

)(lim xf
x −∞→

 
17. El profesor pregunta los valores de f(x) y los alumnos en grupo contestan simultáneamente 
dando todos los valores de la tabla, y el profesor los va escribiendo. Cuando completa la tabla dice: 
Por primera vez hemos calculado a través de una tabla  y el resultado es… )(lim xf

x −∞→

18. Alumnos (en grupo): más infinito. 
19. Profesor: mirar a la pizarra, y escribe +∞=

−∞→
)(lim xf

x
. 

20. ¿Podéis calcular el vértice de ? 3)( 2 += xxf
 
21. Alumno (Alumno 1): no se puede. 
 
22. Profesor: ¿no se puede? Conocéis una fórmula, el vértice es V(0,3) ¿sí o no? 
 
23. Alumnos (en grupo): sí 
 
24. Profesor: ¿es cóncava o convexa? 
 
25. Alumna (Alumna 2): es convexa 
 
26. Alumno: (Alumno 3) sigue diciendo las imágenes de –1, -2, -3, y otro alumno (Teófilo) da (-
1,4) 
 
27. Profesor: mejor que peor tenemos el dibujo de la función, escribe +∞=

+∞→
)(lim xf

x
   

 y dice: trato de deciros gráficamente lo de antes. +∞=
−∞→

)(lim xf
x

¿aparte de escribir me estáis oyendo? 
 
28. Alumnos: sí 
 
29. Profesor: en la gráfica la función se va hacia arriba sin límite porque no está acotada 
superiormente. ¿Cuál es una cota inferior? 
 
30. Alumno (Alumno 4): (0,3) 
 
31. Profesor: pido un número no un punto, el 3, el 2, el 2,8, ...., pero a lo que íbamos: ¿Qué ocurre  a 
la función si x tiende a valores cada vez más grandes? ¿Cuál es el recorrido? ¿Cuál es el tope de 
esta función? La función se va hacia arriba. 
 



 

Unidad de análisis 2: Límites de una función conocida su gráfica. 
 
32. Profesor: Otro ejercicio. Os voy a pedir lo siguiente: Calcula (una alumna pregunta ¿lo 
copiamos?)  y  siendo f(x) la función cuya gráfica se acompaña, dibuja  )(lim xf

x +∞→
)(lim xf

x −∞→

               y 
 
 
 
          x 
 
 
y dice: ahí tenéis el dibujo, copiarlo;  
33. Profesor: Ahora voy a ver si lo entendéis, calcularlo, si tardáis más de lo que yo espero (un 
tiempo prudente) lo diré yo.  
34. Profesor: Hay que ver qué hace la función cuando x va hacia la derecha, vemos que sube 
mucho, luego +∞=

+∞→
)(lim xf

x
.  

35. Profesor: Como ahora miramos la x a la izquierda, vemos que f baja mucho, luego 
 −∞=

−∞→
)(lim xf

x

36. Profesor: Necesito que gráficamente sepáis calcular límites. 
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Resumen 
En este trabajo se pone de manifiesto la presencia de los fenómenos de aproximación 
organizados por una definición de límite en el caso de las sucesiones de números reales 
y de las funciones reales de una variable real. La exposición incluye la caracterización 
de tales fenómenos, una descripción del análisis comparativo desarrollado en base a 
ellos entre dos definiciones formales de límite de sucesión y función y una síntesis del 
estudio llevado a cabo sobre una muestra intencional de libros de texto de matemáticas.  
Abstract 
In this work the presence of the phenomena of approximation organized by the limit is 
shown in the successions of real numbers and the real functions of an only real 
variable. The exposition includes the characterization of such phenomena, a description 
of the comparative analysis developed in base to them between two formal definitions of 
limit of succession and function and a synthesis of the study carried out on an 
intentional sample of textbooks of math.   
 
1. INTRODUCCIÓN 
El concepto de límite es reconocido en Educación Matemática como una de las 
nociones clave en el desarrollo del pensamiento matemático avanzado de los alumnos. 
Tal como se ha venido subrayando recientemente (Azcárate y Camacho, 2003), las 
investigaciones desarrolladas en este ámbito han experimentado en los últimos años una 
evolución significativa en sus enfoques y propósitos, transitando de los estudios 
centrados en caracterizar las dificultades y obstáculos existentes en la comprensión del 
límite (Cornu, 1991; Tall, 1992) a las investigaciones preocupadas por analizar las 
razones que subyacen a tales dificultades y por proporcionar, en base al nuevo 
conocimiento generado, soluciones efectivas en forma de propuestas didácticas 
sustentadas en marcos teóricos operativos (Espinoza y Azcárate, 2000; Mamona-
Downs, 2001). Otros autores, teniendo en cuenta las dificultades que plantea la 
definición formal de limite de una función en secundaria, han optado por dar una nueva 
definición de límite como “aproximación optima” (Blázquez y Ortega, 2002). En 
general, desde la perspectiva de estos nuevos planteamientos suele admitirse la 
relevancia que posee el análisis de los fenómenos que organiza o dan sentido al límite 
para el estudio de su comprensión. De hecho, la preocupación por esta cuestión llega a 
reflejarse en procedimientos específicos, como la descomposición genética planteada 
por Dubinsky (1991), empleada en la actualidad con éxito en modelos tan influyentes 
como la teoría APOS (Moreno, 2005). 
Por nuestra parte, venimos realizando esfuerzos con el propósito general de profundizar 
en la naturaleza de los distintos fenómenos organizados por el límite, estudiar su 
presencia en la enseñanza y el currículo y analizar su influencia en la comprensión de 
los sujetos. En términos más precisos, nuestra investigación transcurre en torno a los 



 
 

problemas didácticos generados por el uso de las distintas nociones, ideas y definiciones 
que configuran el campo semántico vinculado al concepto de límite. 
Como contribución específica, en el presente trabajo caracterizamos algunos de estos 
fenómenos concretos y establecemos las diferencias estructurales existentes entre dos 
definiciones formales de límite enunciadas en términos equivalentes: una, en el caso del 
límite finito de una sucesión de números reales, y la otra, en el límite finito de una 
función real de variable real en un punto. Con objeto de delimitar y especificar, en los 
currículos, la presencia de tales fenómenos, describimos algunos resultados obtenidos al 
estudiar una muestra de libros de texto de matemáticas. Tales resultados permiten 
centrar la atención, en la parte final del trabajo, sobre algunas cuestiones de interés, de 
las que se derivan consecuencias relevantes para la construcción y la organización 
didáctica del concepto de límite en la sucesión y la función.  
2. FENÓMENOS DE APROXIMACIÓN INTUITIVA Y DE 
RETROALIMENTACIÓN 
Nuestro análisis fenomenológico (en el sentido de Freudenthal (1983); véase también 
Puig (1997)) del concepto de límite pone al descubierto la presencia de dos fenómenos 
específicos de diferente naturaleza, a los que hemos denominado genéricamente 
aproximación intuitiva y retroalimentación, y cuyas características pasamos a describir 
a continuación. 
Fenómenos de Aproximación Intuitiva 
Los fenómenos de aproximación que se manifiestan al contemplar, de forma no 
rigurosa, el límite en su faceta dinámica admiten una clasificación básica con dos tipos 
diferenciados, presentes en el caso de las sucesiones de números reales y de las 
funciones reales de variable real. 
Con objeto de reducir en lo posible la complejidad de la exposición y lograr un mayor 
grado de precisión en el análisis, en el estudio que se presenta tan sólo se considerarán 
sucesiones simples monótonas y funciones continuas.  
La aproximación intuitiva remite bien al progreso experimentado por los términos de 
una sucesión de números reales con límite real o bien, en funciones reales de variable 
real con límite finito en un punto, a la evolución de las variables dependiente e 
independiente.  
Empleamos la expresión parecen acercarse para capturar, al usarla, cualquier intuición 
para el limite finito (de la sucesión o de la función en un punto); por ejemplo, como 
conjetura o como resultado del reconocimiento de una pauta (explicita o no) en los 
valores inspeccionados. 
Aproximación simple intuitiva (ASI) 
Dados k términos ordenados de una sucesión, generalmente consecutivos, (1, a1), (2, 
a2), …, (k,ak), caracterizamos la aproximación simple intuitiva como el fenómeno 
observado al inspeccionar la secuencia de valores a1, a2, ..., ak cuando “parecen 
acercarse” a otro valor fijo.  
Modelo: En la sucesión (1,1), (1,1/2), (1,1/3),…, los términos 1/n, parecen acercarse a 0 
a medida que n crece. 
Aproximación doble intuitiva (ADI) 



 
 

Dados k pares de valores de una función real f de variable real (x1, f(x1)), (x2, f(x2)),…, 
(xk, f(xk)), identificamos la aproximación doble intuitiva como el fenómeno que 
acontece cuando, de forma relacionada, los valores x1, x2,…, xk y sus respectivas 
imágenes f(x1), f(x2),…, f(xk) parecen acercarse a sendos valores fijos distintos. El que 
está aprendiendo cree que hay dos aproximaciones, la de la sucesión de valores de la 
variable independiente hacia un valor y la de la sucesión de valores de la variable 
dependiente hacia el límite; es consciente, o no, de la conexión que la función f 
establece entre ambas sucesiones. Esta observación nos conduce a designar el fenómeno 
con la expresión aproximación doble intuitiva, o ADI. 
Modelo: Dada la función f(x) = 2x, en los pares de valores (0.9 ,1.8), (0.99, 1.98), 
(0.999, 1.998), …,  se observa que cuando la variable independiente parece acercarse a 1 
la dependiente parece acercarse a 2. 
Fenómenos de Retroalimentación 
La retroalimentación se manifiesta al interpretar y aplicar las acciones incluidas en la 
definición formal de límite desde una perspectiva métrica, la cual exige construir una 
función (ε-n para sucesiones; ε-δ para funciones). Dicho en términos coloquiales y 
gráficos, cada retroalimentación corresponde a un proceso de ida-vuelta: una vez 
establecido el entorno en el límite con el ε dado “vamos” desde el eje de ordenadas al de 
abscisas para determinar el correspondiente n o δ asociado, según sea el caso, y 
“volvemos” al entorno del límite en el eje de ordenadas para comprobar que las 
imágenes de valores correspondientes al eje de abscisas, pertenecen al entorno 
considerado. 
Estos dos fenómenos de retroalimentación, describen procesos matemáticos presentes 
en determinadas definiciones formales de límite (tanto en el caso de las sucesiones 
como en el de las funciones), y organizan, a su vez, los fenómenos de aproximación 
simple y doble intuitiva. En este sentido, afirmamos que: 

La definición de límite enunciada en términos formales organiza los fenómenos ASI y 
ADI mediante un fenómeno de retroalimentación en sucesiones y funciones. 

En la retroalimentación se lleva a cabo la construcción efectiva de una nueva función 
que queda vinculada unívocamente a la sucesión o a la función. De hecho, con el apoyo 
de la propia sucesión o función de referencia, la definición formal de límite induce, en 
ambos casos, la construcción simbólica de tal función, o en su defecto la demostración 
de su existencia, la cual sirve a su vez para establecer una propiedad de la sucesión o 
función dada. 
Esta nueva función emergente adopta un aspecto básicamente diferente en ambos casos 
(el de la sucesión y el de la función), llegándose a manifestar dos fenómenos de “ida y 
vuelta” no equivalentes desde un punto de vista práctico. En el caso de las sucesiones, al 
resultar una función natural de variable real (ε, n(ε)), hablamos del fenómeno de ida y 
vuelta en sucesiones (IVS). En el caso de las funciones, resulta una función real de 
variable real, (ε, δ(ε)) ; por ello, hablamos del fenómeno de ida y vuelta en funciones 
(IVF). 

Modelo ivs: Partiendo de la sucesión (n, 1/n) se construye la función (ε, E(1/ε) + 1) 
donde E designa la función parte entera. 

Modelo ivf: Partiendo la función f(x)=2x, se construye la función (ε, δ) , donde δ< ε/2. 



La figura 1 resume la relación que establecemos entre los distintos fenómenos 
presentados en torno al límite. 
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Figura 1. Fenómenos de aproximación y retroalimentación en el límite finito 
 
3. DIFERENCIAS ESTRUCTURALES EN LA DEFINICIÓN DE LÍMITE DE 
UNA SUCESIÓN Y UNA FUNCIÓN 
Las definiciones formales de límite admiten análisis desde un punto de vista simbólico y 
fenomenológico. En el presente apartado, exponemos desde ambas perspectivas las 
principales diferencias identificadas en dos definiciones formales específicas para el 
límite de una sucesión y una función en un punto. 
Las definiciones formales 
Con el propósito de garantizar la representatividad de las definiciones objeto de estudio, 
inicialmente llevamos a cabo una consulta a expertos1 en la que se concluyó la  elección 
de la siguiente definición de límite finito para una sucesión de números reales:  

Sea xn una sucesión en ℜ , decimos que xn converge a un número real x (o tiene como 
límite el real x y escribimos lim xn= x) si para cada ε>0, existe un número natural N tal 
que si n ≥ N se cumple que⎮xn-x⎮<ε 

Por su paralelismo formal con la anterior, consideramos también la correspondiente 
definición de límite finito de una función real de variable real en un punto: 

Una función f(x) tiene límite L en el punto x = x0, en el que la función puede tomar un 
valor cualquiera o incluso no estar definida, si para todo número real ε > 0 existe otro 
número real  δ > 0 tal que si  0 < ⎮x –x0⎮< δ se cumple que ⎮f(x) - L⎮< ε  

                                                 
1 Se trata de una consulta a expertos realizada en el curso 2001-2002 a profesores de la facultad 
de Ciencias Matemáticas y del departamento de Matemática Aplicada de la E.T.S.I de 
Informática de la Universidad de Málaga, en la que se solicitó que valoraran la pertinencia y la 
preferencia en el empleo de siete definiciones para el límite de una sucesión extraídas de 
manuales de Cálculo de uso frecuente en los primeros cursos de universidad. 
 



 
 

 
 
 
Diferencias simbólicas 
El estudio comparativo realizado desde el enfoque simbólico centra su atención en los 
aspectos de orden, acotación, procesos infinitos y tipos de infinito. Entendemos por 
proceso infinito cada una de las formas posibles de aproximación experimentadas por las 
variables, independiente y dependiente, presentes en las definiciones formales consideradas y, 
para el análisis de los tipos de infinitos, se tomará como referencia a Tall (1991). La 
figura 2 muestra las diferencias más significativas que hemos apreciado entre ambas 
definiciones.2
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- infinito potencial ausente 

__________ 
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Figura 2. Comparación entre límite de una sucesión y límite de una función en un 
punto: punto de vista simbólico 

Diferencias fenomenológicas 

                                                 
2 Esta figura constituye una síntesis de un estudio pormenorizado que incluimos en nuestro trabajo de 
investigación doctoral. 



 
 

El enfoque fenomenológico pone de manifiesto nuevas diferencias entre ambas 
definiciones, atendiendo a los fenómenos de aproximación y de retroalimentación que 
hemos caracterizado (ver Figura 3.) 
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Figura 3. Fenómenos que organizan el concepto de límite. 
 
4. PRESENCIA EN LOS LIBROS DE TEXTO 
El siguiente paso del estudio fue la observación en los libros de texto de los fenómenos 
descritos en el apartado 2.  El análisis global se dividió en dos partes:  
1) Estudio dedicado a la observación de los fenómenos presentes en el concepto  de 
límite de sucesiones, para el que se contempló 24 libros. 
2) Estudio dedicado a la observación de los fenómenos presentes en el concepto de 
límite de funciones, en el que se consideró una muestra de 26 libros. 
Ambas muestras han de considerarse intencionales y no representativas dado que  
solamente contemplamos aquellos libros a los que tuvimos acceso en los diferentes 
institutos en los que trabajamos como docentes. El periodo de estudio abarcado para 
cada una de las partes descritas fue: 1933-20053. 
4.1 Ejemplos paradigmáticos de los fenómenos en los libros de texto 
A continuación presentamos cuatro ejemplos de los fenómenos que hemos definido 
anteriormente: los fenómenos de aproximación intuitiva (simple o doble), y los 
fenómenos de retroalimentación, en sucesiones y en funciones. 
Al estudiar la presencia de estos fenómenos en los libros de texto, hay que considerar 
los sistemas de representación que, en opinión de sus autores, mejor se adaptan a las 
ideas que quieren transmitir; también eligen la presentación de ideas usando ejemplos o 
definiciones. Sin profundizar aquí en esta cuestión, anotamos que hemos considerado 
cuatro sistemas de representación: verbal, tabular, gráfico y simbólico. 
Análogamente, cada autor decide presentar sus ideas a través de definiciones o 
ejemplos. 

                                                 
3 Este estudio no está publicado, forma parte de nuestro trabajo de tesis. 



En la figura 4 se presentan ejemplos paradigmáticos o “modelos” extraídos de libros de 
texto. Esta figura no pretende abarcar todas las situaciones propuestas por los autores 
consultados, sino ofrecer textos ajenos que sustituyen sin dificultad a los modelos que 
hemos presentado en el Apartado 2. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

a.s.i. (Modo de presentación: verbal-definición) 

 “Diremos que el numero a es el limite de la sucesión (an) cuando a medida que n toma valores
cada vez mayores entonces los términos de la sucesión se aproximan cada vez más al número
real a”. 

(Vizmanos, J.R., Anzola, M. y Primo, A. (1981) Funciones-2. Matemáticas 2º B.U.P. Madrid:
SM) 

i.v.s (Modo de presentación: verbal-definición) 

 “Sea an una sucesión de números reales y l un número, también real. Se dice que la sucesión an

tiende a l, o tiene por límite l cuando para todo número ε>0 es posible encontrar un término ap
de la sucesión tal que él y todos los términos que le siguen difieren de l, en valor absoluto, en
menos que ε”. 

(Segura, D.(1973) Matemáticas. Valencia: Ecir) 

a.d.i (Modo de presentación: verbal-definición)

“Intuitivamente se puede pensar en el límite de una función y=f(x) en el punto x=a como el
valor al que tienden las imágenes, y, cuando los originales, x, tienden hacia a.” 

(Negro, A., Benedicto, C., Martínez, M., y Poncela, M. (1996) Matemáticas 1.CCNN. Madrid:
Santillana) 

i.v.f (Modo de presentación: verbal-definición)

“L es el límite de f (x) en el punto x = a si y sólo si para cualquier distancia ε que se tome, por
pequeña que sea, existe otra distancia δ, tal que si la distancia entre x y a es menor que δ
entonces la distancia entre f(x) y L se mantiene menor que ε.”  

(Bescos, E. y Pena, Z. (2002). Matemáticas 1º Bachillerato. Madrid: Oxford Educación )

Figura 4. Modelos de fenómenos de aproximación y retroalimentación en sucesiones y 
en funciones. (Varios autores.) 

 
4.2 Presencia de los fenómenos de aproximación simple y doble intuitiva en los 
libros de texto (Período LOGSE) 
Denominamos período LOGSE al intervalo comprendido entre 1990 y 2005. 
En este período, para el estudio del límite de una sucesión se analizaron 5 libros de 
texto, y para el estudio del límite de una función, 6 libros. Las frecuencias de las tablas 
que siguen representan el número de veces que hemos observado los fenómenos que se 
indican; debe tenerse en cuenta que un mismo fenómeno puede observarse varias veces 
en un mismo libro. 
 

 
 

 



(A) En sucesiones: 
 
 
 
 

R1. Los fenómenos con mayor frecuencia absoluta son la aproximación simple
intuitiva gráfica (g) y tabular (t) en ejemplo (e), con una frecuencia absoluta
de 9.

 
 
 
 
 

R2. En los libros de texto no hemos observado la presencia de  los siguientes
fenómenos: 

- aproximación simple intuitiva tabular en definición (d). 
- aproximación simple intuitiva gráfica en definición. 
- aproximación simple intuitiva simbólica (s) en definición. 
- aproximación simple intuitiva simbólica en ejemplo. 

Los datos numéricos correspondientes a R1 y R2 se indican en la tabla 1 

Fenómenos a.s.i v-e a.s.i v-d a.s.i t-e a.s.i t-d a.s.i g-e a.s.i g-d a.s.i s-e a.s.i s-d 

Frecuencia 5 3 9 0 9 0 0 0 

Tabla 1: Fenómenos de aproximación simple intuitiva, frecuencias 
(B) En funciones 
El estudio relativo al límite de funciones en los libros de texto, arrojó los siguientes 
resultados destacados: 
 
 
 

R3. El fenómeno con mayor frecuencia absoluta es la aproximación doble intuitiva
tabular en ejemplo, con una frecuencia absoluta de 10. 

 
 
 
 
 

R4. En los libros de texto no hemos detectado la presencia de  los siguientes
fenómenos: 

- aproximación doble intuitiva tabular en definición. 
- aproximación doble intuitiva simbólica en ejemplo 

Los datos numéricos correspondientes a R3 y R4 se indican en la tabla 2 

Fenómenos a.d.i v-e a.d.i v-d a.d.i t-e a.d.i t-d a.d.i g-e a.d.i g-d a.d.i s-e a.d.i s-d 

Frecuencia 9 7 10 0 4 2 0 1 

Tabla 2: Fenómenos de aproximación doble intuitiva, frecuencias 
 
4.3 Presencia de los fenómenos de retroalimentación en sucesiones y en funciones, 
en los libros de texto. 
(A) En sucesiones 

 
 



 
 
 

R5. El fenómeno con mayor frecuencia absoluta es la ida-vuelta en sucesiones 
verbal (v) en definición con una frecuencia absoluta de 4. 

 
 
 
 

R6. No hemos observado los siguientes fenómenos:
- ida-vuelta en sucesiones tabular en definición. 
- ida-vuelta en sucesiones tabular en ejemplo. 
- ida-vuelta en sucesiones gráfico en definición. 
- ida-vuelta en sucesiones simbólico en definición. 

 
Los datos numéricos correspondientes a R5 y R6 se indican en la tabla 3 

Fenómenos i.v.s  v-e i.v.s  v-d i.v.s  t-e i.v.s  t-d i.v.s  g-e i.v.s  g-d i.v.s  i s-e i.v.s  s-d 

Frecuencia 2 4 0 0 2 0 2 0 

Tabla 3: Fenómenos de ida-vuelta en sucesiones, frecuencias 
(B) En funciones 
 
 
 

R7. El fenómeno con mayor frecuencia absoluta es la ida-vuelta en funciones
verbal en definición con una frecuencia absoluta de 4. 

 
 
 
 

R8. No hemos detectado la presencia de  los siguientes fenómenos:
- la ida-vuelta en funciones tabular en ejemplo. 
- la ida-vuelta en funciones tabular en definición. 

Los datos numéricos correspondientes a R7 y R8 se indican en la tabla 4 

Fenómenos i.v.f  v-e i.v.f  v-d i.v.f  t-e i.v.f  t-d i.v.f  g-e i.v.f  g-d i.v.f  i s-e i.v.f  s-d 

Frecuencia 2 4 0 0 2 1 2 3 

Tabla 4: Fenómenos de ida-vuelta en funciones, frecuencias 
 
4.4 Resultados referentes a los sistemas de representación 
Recogemos las relaciones observadas entre los fenómenos encontrados en los libros de 
texto y los sistemas de representación (verbal, gráfico, tabular y simbólico). 
 
 
 

R9. En los fenómenos de aproximación simple intuitiva los sistemas de
representación más empleados son el gráfico y el tabular. 

 
 

 
 

R10. En los fenómenos de ida-vuelta en sucesiones el sistema de representación
más empleado es el verbal. 



 
 

R11. En los fenómenos de aproximación doble intuitiva el sistema de
representación más empleado es el verbal.  

 
 

R12. En los fenómenos de ida-vuelta en funciones  el sistema de representación 
más empleado es el verbal.  

 
 
4.5 Comparación entre fenómenos de aproximación intuitiva y retroalimentación 
La comparación de resultados entre los fenómenos de aproximación intuitiva y 
retroalimentación arrojó lo siguiente: 
 
 
 

R13. Los fenómenos de aproximación intuitiva superan en frecuencia absoluta a los 
fenómenos de retroalimentación 

 
 
 

R14. Los fenómenos de aproximación simple intuitiva en sucesiones superan en 
frecuencia absoluta a los fenómenos de ida-vuelta en sucesiones. 

 
 
 
 

R15. Los fenómenos de aproximación doble intuitiva en funciones superan en 
frecuencia absoluta a los fenómenos de ida-vuelta en funciones. 

La tabla siguiente recoge las frecuencias totales de aparición de los diferentes 
fenómenos en los libros de texto del período LOGSE 

 Fenómenos de 
aproximación 

intuitiva 

Fenómenos de 
retroalimentación 

Fenómenos a.s.i a.d.i i.v.s i.v.f 

Frecuencia 26 33 10 12 

Frecuencia 
Total 

59 22 

Tabla 5: Frecuencias de los fenómenos en los libros del período LOGSE analizados 
 

 
 

De manera cualitativa, en los libros de texto del período LOGSE, nuestros resultados 
muestran un desequilibrio entre los fenómenos de aproximación intuitiva y 
retroalimentación, favorable a los primeros. La razón aproximada 13/5 parece asociada 
a todas las comparaciones entre ambos fenómenos: 



 
 

FREC (asi) / FREC (ivs) ≈ FREC (adi) / FREC (ivf). 
En cambio, la importancia asignada por los autores estudiados del período LOGSE al 
límite de sucesiones y al límite de una función en un punto parece aproximadamente la 
misma (razón aproximada, 5:6). 
5. CONCLUSIONES  
En los libros de texto estudiados, y en la inmensa mayoría de los currículos, el concepto 
de límite de una sucesión precede al concepto de límite de una función. Este supuesto 
orden en la enseñanza del límite ya había sido propuesto por Tall (1981). 
Los estudios didácticos raramente han distinguido entre el estudio del límite de una 
sucesión y el límite de una función. Se han ocupado en la mayoría de los casos del 
estudio del límite en general. 
Con este estudio, aportamos evidencias fenomenológicas de que el concepto de  límite 
finito de una sucesión está organizado por los fenómenos que hemos denominado asi e 
ivs, mientras que el concepto de límite finito de una función en un punto está 
organizado por los fenómenos que hemos denominado adi e ivf. Se sigue que cada uno 
de ellos tiene interés y entidad propios, y que el paso de un concepto a otro no consiste 
en una simple generalización. 
Las razones que justifican la importancia de cada concepto son los diferentes 
fenómenos que involucran cada uno de ellos y las expresiones de cada concepto en los 
diferentes sistemas de representación. 
Los fenómenos asociados al concepto de límite, han sufrido, en los libros de texto, una 
evolución con el paso del tiempo, aunque en este trabajo solamente aportamos 
resultados del estudio de libros de texto producidos en el marco de la LOGSE. Tras la 
entrada en vigor y extensión generalizada de esta ley, observamos un auge de los 
fenómenos de aproximación intuitiva; como hemos explicado en la Tabla 5, las 
frecuencias de estos fenómenos prevalecen sobre los fenómenos de retroalimentación. 
El desequilibrio observado en el período LOGSE otorga mucho más peso a la intuición 
del concepto de límite que a los enfoques más precisos, que exigen manejar los 
fenómenos de retroalimentación. 
Por otro lado echamos de menos en los libros de texto el desarrollo del concepto de 
límite tanto de sucesión como de función en los diferentes sistemas de representación. 
En la mayoría de los libros revisados se realiza una exposición del concepto de límite 
solamente en alguno de ellos, perdiendo de esta manera la posibilidad de pasar de un 
sistema de representación a otro y de reconocer los fenómenos de aproximación 
intuitiva y los fenómenos de ida-vuelta en los diferentes sistemas de representación. 
Expresamos nuestro agradecimiento a los comentaristas anónimos que, con sus 
sugerencias, han permitido mejorar el aspecto final de esta comunicación. 
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