INVESTIGACION EN EDUCACION
MATEMATICA

Noveno Simposio de la Sociedad Espafiola de
Educacion Matematica SEIEM

EDITORES
Alexander Maz Machado

Bernardo Gomez Alfonso
Manuel Torralbo Rodriguez

Codrdoba, 7-10 de Septiembre de 2005



Editores:

Alexander Maz Machado
Bernardo Gomez Alfonso
Manuel Torralbo Rodriguez

Comité cientifico:

Bernardo Gomez Alfonso (coord.)
Modesto Sierra Vasquez

Maria del Mar Moreno Moreno
Maria José Gonzalez Lopez

Pablo Flores Martinez

Pilar Bolea Catalan

Todas las comunicaciones aqui publicadas fueron sometidas a evaluacion y seleccidon por parte de
investigadores miembros de la Sociedad Espafiola de Investigacion en Educacién matematica SEIEM.

Edita: Servicio de Publicaciones de la Universidad de Cordoba
y la Sociedad Espafiola de Investigacion en Educacion Matematica SEIEM

ISBN: 84-7801-782-8
Deposito Legal :CO:1014/2005

Imprime: Copisterias Don folio, S.L.
14005 Cérdoba



INVESTIGACION EN EDUCACION MATEMATICA






Seminarios

de

Investigacién






Presentacion

Desde que se constituyd en 1996, la Sociedad Espaiola de Investigacion en Educacion Matematica
(SEIEM) viene celebrando simposios anuales que se convierten en foro de encuentro, de intercambio
de experiencias y de discusion de los ultimos resultados obtenidos por los investigadores en Educacion
Matematica. Después de un largo recorrido por la geografia nacional, esta novena edicion llega a
Cérdoba y lo hace en un momento de consolidacion de la Sociedad y de visualizacion de los objetivos
para los que se creo.

Segun el Diccionario de la Real Academia, discusion es “el analisis o comparacion de los resultados
de una investigacion a la luz de otros existentes y posibles”. El progreso del ser humano esta
inquebrantablemente ligado a los descubrimientos cientificos asi como al debate y reflexion surgidos
en torno a ellos. Decia José Ortega y Gasset que “Ciencia es todo aquello sobre lo cual siempre cabe
discusion”. Esta frase parece hecha a medida del IX Simposio de la Sociedad Espafiola de
Investigacion en Educacion Matematica que retine en Cordoba a especialistas, investigadores y
expertos que durante tres dias debatiran, analizaran y reflexionaran sobre los ltimos trabajos en esta
materia.

La inminente puesta en marcha del Espacio Europeo de Educacion Superior va a traer consigo
importantes cambios en los estudios de grado y postgrado. Desde hace algun tiempo la SEIEM viene
pronunciandose sobre la formacion de los Maestros y de los Profesores de Matematicas de Ensefanza
Secundaria. Muestra de esta preocupacion fue la participacion de esta sociedad el pasado mes de
febrero en la reunion celebrada en Alcala de Henares sobre la Situacion actual y las necesidades en el
curriculo y en la formacion del Profesorado de Matemdticas. Paralelamente, la SEIEM ha jugado un
papel activo en el Comité Espafiol de Matematicas donde se esta impulsando la creacion de un Centro
Nacional de Matematicas, en el que desde la Sociedad se espera que la Educacion Matematica tenga
un lugar propio.

Son muchos los retos a los que nos enfrentamos y que dan al encuentro de Cordoba un significado
especial y una oportunidad para profundizar en los temas que a todos nos afectan, asi como para
conocer los ultimos resultados de las recientes investigaciones en el area.

De esta manera, el noveno simposio se ha articulado en torno a dos seminarios de gran interés en el
momento actual: la Investigacion en Tecnologias de la Informacion y Comunicacion (TIC) en
Educacion Matematica y la Investigacion en Didactica del Analisis.



El primer seminario, coordinado por el Dr. José Maria Fortuny, se centra, a través de tres ponencias,
en las aportaciones de la utilizacion de las TIC en la mejora de los procesos de ensefianza y
aprendizaje y en desarrollos de e-learning, entornos dinamicos y e-tutorizacion.

El segundo de los seminarios esta coordinado por la Dra. Carmen Azcarate Jiménez y analiza a través
de otras tres ponencias el papel de la didactica en la ensefianza del calculo, la ensefianza y aprendizaje
del analisis matematico haciendo uso de CAS y concluye con una aproximacion ontosemioética a la
didactica de la derivada.

Ademas de estos dos seminarios, y como es ya tradicional, el simposio incluye la presentacion de
comunicaciones donde se presenta una interesante muestra del trabajo investigador mas actual.

Este noveno simposio también acoge la reunién anual de los distintos grupos de investigacion que
conforman la SEIEM, presentando en ellos avances de los estudios que se vienen realizando en cada
linea especifica de trabajo.

A todo este programa, desarrollado de acuerdo con las directrices marcadas por el Comité Cientifico,
se afiade una atractiva oferta de actividades culturales que permitiran a los asistentes conocer la
riqueza histdrica y cultural de Cordoba asi como disfrutar de su belleza.

Finalmente, en esta edicion del simposio hemos organizado una exposicion de libros antiguos de
matematicas con el proposito de difundir autores y obras espafiolas un tanto olvidadas o desconocidas
para el gran publico pero que encierran una gran riqueza documental tanto matematica como didéctica.

A todos los participantes damos una cordial bienvenida y el deseo de que disfruten y saquen el
maximo provecho de este noveno simposio, el que sin el apoyo y trabajo de todos no seria posible.

Manuel Torralbo Rodriguez
Alexander Maz Machado

Comité organizador



SEMINARIO DE INVESTIGACION I:

1 nvestigacion en T ecnologias de la I nformacion y Comunicacién ( TIC )

en Educacion Matemadtica

Coordinador:

D. José Maria Fortuny

Una de las finalidades de la investigacion en Didactica de las Matematicas es mejorar los procesos de
ensefianza y aprendizaje, proponiendo nuevos modelos de ensefianza que conduzcan a aprendizajes
mas significativos y, en consecuencia, un mayor ¢éxito escolar y social. Es un hecho que un aumento en
la calidad de las interacciones entre los distintos polos que intervienen en el sistema educativo
(alumno, profesor, conocimiento y medio) produce beneficios cognitivos y sociales en el alumnado.

Ese aumento en la calidad se puede conseguir disefiando, implementando y validando entornos de
aprendizaje que centren la ensefianza en el alumnado y que se desarrollen teniendo presentes las
ultimas investigaciones en Didactica de las Matematicas y las aportaciones de la utilizacion de las TIC
en desarrollos sobre e-learning, entornos dindmicos y e-tutorizacion, temas que trataremos en este
seminario.

Ponentes:

D? Olimpia Figueras Mourut de Montpellier
(Cinvestav IPN, México)

Atrapados en la explosion del uso de las tecnologias de la informacion y comunicacion

D. Angel Gutiérrez Rodriguez
(Universidad de Valencia)

Aspectos de investigacion sobre aprendizaje mediante exploracion con tecnologia

D. Pedro Cobo Lozano y D. José Maria Fortuny
(IES Pius Font i Quer — Universidad Autonoma de Barcelona)

La tutorizacion humana y artificial en la resolucion de problemas de matemdticas






Atrapados en la explosion del uso de las tecnologias de la
informacion y comunicacion

Olimpia Figueras
Departamento de Matematica Educativa
Centro de Investigacion y de Estudios Avanzados, México

Resumen

En el planteamiento general del uso de las tecnologias de la informacion y comunicacion en la clase
de matematicas subyace una serie de cambios necesarios para llevar a cabo la labor docente. Se
pueden mencionar aquellos que estan vinculados con: la propia concepcion de la funcion de la
escuela, la forma de estructurar y organizar la ensefianza en el aula, la manera de obtener
informacion, la forma de proponer actividades y tareas, las habilidades y competencias de los
estudiantes. En consecuencia, el maestro de matemdticas del siglo XXI tiene que desarrollar
competencias no incluidas en los objetivos de su formacion inicial. Uno podria plantearse la
pregunta, jpodra el docente alcanzar el paso de los usuarios expertos que actualmente introducen en
los curricula de la educacion matemdtica el uso de tecnologias de informacion y comunicacion de
frontera?

Abstract

Transformations of teachers practices underlie the use of information and comunication technologies
within the mathematics classroom. The school’s conception, teaching structure and organization in
the classroom, ways of collecting information, forms in which activities and tasks are proposed,
abilities and competencies students most develop, are some of the changes that have to be taken in
mind. The mathematics teacher of the twenty first century has to develop competencies that were not
conceived in the goals of their initial education. Also in a constant way information and comunication
technologies are introduced in mathematics education by researchers and expertise user’s. Within this
scenario, a question can be raised: Can the teachers keep pace in the race to introduce the new
developed technologies in the classroom?

En México, al intentar resolver la falta de opciones educativas en comunidades que carecian de
educacion media, surge la idea, en 1965, de utilizar la television para implementar un modelo de
educacion: Telesecundaria; con cualidades de penetracion a bajo costo y disefiado para grupos con un
nimero reducido de alumnos en zonas de dificil acceso geografico. En el proceso educativo
intervienen dos figuras docentes:

e los Telemaestros, profesores seleccionados que imparten clases, las cuales se graban en
videocinta y se transmiten via la television, y

e ¢l Maestro coordinador que atiende a los estudiantes en una ‘teleaula’ — un espacio fisico
cualquiera habilitado para tal fin en la comunidad.
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Las autoridades de la Secretaria de Educacion Publica (SEP) de aquella época encargan a la Direccion
General de Educacion Audiovisual la realizacion del proyecto. La primera transmision de la puesta en
marcha experimental se hace en circuito cerrado el 5 de septiembre de 1966, con 90 estudiantes,
elegidos de entre 341 aspirantes, divididos en cuatro grupos. En uno de ellos se les solicitd a los
estudiantes seguir las indicaciones y sugerencias de los telemaestros (de la Rosa, 2001, pags. 14 —23).

De entre los objetivos de este proyecto interesa mencionar los siguientes cinco:
e Complementar el servicio educativo de educacion media ofrecido por la SEP.
e Poner a prueba nuevas técnicas audiovisuales para la escuela secundaria.

e Hacer llegar los beneficios a todos los mexicanos que por diversas causas no recibieron mas
que la educacion primaria.

e Brindar la oportunidad a los trabajadores y amas de casa para que desde sus hogares, como
alumnos libres sigan los cursos y tengan derecho a solicitar exdmenes y obtener el certificado
correspondiente.

e Proporcionar sugerencias didacticas a los profesores de las escuelas secundarias que estimen
conveniente utilizar las emisiones de telesecundaria como auxiliar de la ensefianza.

La experimentacion del modelo de ensefianza fue supervisada y evaluada por comisiones ad hoc. Tras
hacer las modificaciones sugeridas el 21 de enero de 1968 se iniciaron las transmisiones via un canal
comercial para una poblacion de 6,569 alumnos inscritos en 304 teleaulas distribuidas en 7 estados y
el Distrito Federal; con una programacion que incluia lecciones matutinas diarias, de lunes a viernes y
un programa sabatino dedicado a los maestros coordinadores.

A partir de esa fecha la matricula se fue incrementando. Un factor importante del crecimiento fue la
demanda; en algunas comunidades se costeaba el salario del maestro coordinador y en otras se
compraron plantas eléctricas a base de motores de gasolina para llevar educacién media a la poblacion.

“En la década de los ochenta, Telesecundaria fue objeto de gran controversia, se ponia en tela de
Jjuicio la calidad de la educacion y el cuerpo docente causaba gran inquietud” (de la Rosa, 2001)
debido a una formacion diversa. “El programa estuvo a punto de desaparecer”. Actualmente es un
servicio formal y escolarizado del sistema educativo nacional y se transmite por sefial via satélite a
través de la red estatal Edusat.

En 1992, se ampli6 la educacion obligatoria, de 6 a 15 afios de edad. Telesecundaria se convierte en
una opcion educativa que le permite al estado soslayar la problematica de la cobertura aun cuando
compromete la calidad; 56 % de la educacidon secundaria del pais estuvo sostenida por este programa
educativo en 2004 (Figueras, Alatorre y Saiz, 2004). Con este papel central de Telesecundaria en el
contexto nacional era necesario fortalecerlo; por ello forma parte de la extension del proyecto de
innovacion y desarrollo Ensefianza de la Fisica y de las Matematicas Asistida por Tecnologia (EMAT-
EFIT) (ver Rojano, 2003), elemento clave en la reforma educativa actual de la educacion secundaria
en el pais.'

Entornos de aprendizaje

De facto, el escenario educativo de la década de los sesenta en México tuvo transformaciones
importantes por la mera insercion de un programa educativo aun cuando tuviera un fuerte sabor
compensatorio y fuera del tipo denominado telealfabetizacion (de acuerdo con Bianculli, citado por
Gonzalez, 2000), un proceso educativo en el cual se difunde y se impone el conocimiento por medio
de la television. Toda la estructura de Telesecundaria giraba (y gira todavia) en torno a la utilizacion
de una tecnologia, que en los sesenta era de punta; y hoy en dia uno de los siete componentes a
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tomarse en cuenta en el contexto del uso de las tecnologias de la informaciéon y la comunicacion
(TIC): teléfono, television y radio, dinero electronico, redes telematicas, tecnologias multimedia,
videojuegos y realidad virtual; siendo los cuatro Gltimos los mas relevantes para la educacion segiin
Echeverria (2000).

Aun cuando Telesecundaria, conservo en cierto sentido una educacion tradicional con ensefianza
presencial con tutores y libros de texto, se combind con otros elementos de educacion a distancia,
apoyada fuertemente en el uso de un lenguaje audiovisual, y con una modalidad diferente de
estudiantes, los denominados alumnos libres, que administraban personalmente su tiempo y elegian
cuando optar por una evaluacion para obtener la certificacion. A través de este modelo educativo se
extendieron las fronteras de la escuela, la teleaula podia estar en cualquier parte del pais; a donde
llegara la sefial de television, hasta ahi llegaba la clase del Telemaestro experto.

La afirmaciéon de que los entornos telematicos promueven cambios estructurales que alcanzan los
escenarios educativos es actualmente un lugar comun, lo que no es claro es qué transformacion
organica habra de llevarse a cabo para crear entornos electronicos de aprendizaje apropiados para los
procesos educativos del futuro. Echeverria (2000) habla del tercer entorno, distinguiéndolo de los
entornos natural y urbano, como un nuevo espacio social que:

“... tiene una estructura propia, a la que es preciso adaptarse. El espacio telematico,
cuyo mejor exponente actual es la red Internet, no es presencial, sino representacional,
no es proximal, sino distal, no es sincronico, sino multicronico, y no se basa en recintos
espaciales con interior, frontera y exterior, sino que depende de redes espaciales cuyos
nodos de interaccion pueden estar diseminados por diversos paises. De estas y otras
propiedades se derivan cambios importantes para las interrelaciones entre los seres
humanos, y en particular para los procesos educativos” (Idem, pag. 18).

En este entorno social, ;quién esta a cargo de la educacioén?, ;cudl es la funcion de la escuela?, y en
este contexto, ;qué papel juega el maestro? Preguntas para las cuales de momento no hay respuestas,
solo suposiciones e imagenes, condicionadas éstas por ser parte del proceso de la evolucion de las
sociedades de la comunicacion, en consecuencia resulta un tanto complejo imaginarse desde dentro del
presente la estructura del futuro.

Sin embargo, en esta situacion de imbricacion en un entorno social del cual todavia se desconoce su
alcance, se han ido transformando los escenarios educativos, sobre todo en los paises desarrollados en
los cuales se apost6 a los entornos telematicos educativos con muchas expectativas sobre su uso y las
ganancias que aportaria, y se llegd a intentar meter a presion todo a través de una Internet con una
banda no muy ancha como dice Williams (2003a); editor de una revista electronica, colocada en la red
tras la primera Conferencia Europea sobre e-learning” realizada en 2002, en Inglaterra. El sugiere: “es
el momento de detenerse y evaluar el estado de los entornos telemdticos de aprendizaje” para trazar
direcciones y poder avanzar cualitativamente.

“La investigacion ... empieza a proveer una critica sistemdtica de lo que se puede
llamar la primera fase de su desarrollo. Hasta ahora mucha de la actividad se ha
dirigido a contar con el entorno y a echarlo a andar, a establecer las tres o cuatro
plataformas VLE (por sus siglas en inglés)... [entornos virtuales de aprendizaje] ... y a
entregar los bienes. Eso estd hecho. La segunda fase consistira en el desarrollo de la
nueva generacion de plataformas y la entrega de entornos de aprendizaje mas
amigables, en contraposicion a garantizar solamente la distribucion de cursos.” (Ibid)

Los entornos telematicos de aprendizaje han sobrevivido muchas fases, la actual, es la de una
consolidacion tecnoldgica (Williams, 2004). Apaciguados quienes tenian solo intereses financieros,
los que han valorado esos entornos intentan consolidar los bloques basicos de construccion. Williams
afirma: “El valor clave que la “‘e” le afiade al aprendizaje es un trabajo en red, interactivo y de
colaboracion”, y al parecer en este momento “los bloques clave de construccion son los objetos de
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aprendizaje” (Ibid) los cuales estan bajo una redefinicion. Quien se asome a la literatura sobre esta
tematica general podra apreciar el esfuerzo encaminado hacia un mayor desarrollo de las TIC para
construir entornos telematicos de aprendizaje para distintas materias.

Las TIC en la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas

En el conjunto de articulos sobre el aprendizaje y la ensefianza de las matematicas que aparecen en la
literatura y en los cuales de forma explicita se menciona el uso de uno o varios de los componentes de
las TIC se encuentra una diversidad de estilos y formas de usar estos medios en los procesos
educativos que se llevan a cabo en la escuela.™ Para delinear los esfuerzos realizados por
investigadores y educadores interesados en el aprendizaje y la ensefanza de las matematicas para que
las TIC tengan una posicion dentro de la escuela, vale la pena esbozar las distintas perspectivas
adoptadas en su incorporacion a lo largo del tiempo.

Da Ponte (2000) afirma que al surgimiento de estas tecnologias se formularon preguntas relacionadas
con las nuevas oportunidades que podian ofrecer para el trabajo educativo. Como ¢él dice, es natural
hacerse preguntas tales como: las TIC" ;proporcionan formas mas eficaces de lograr los objetivos
educativos? ;Proporcionan nuevas formas de aprendizaje? ;Conducen a nuevos modos de trabajo
dentro del aula? La concepcion del uso de las TIC en la escuela subyacente en estas preguntas, tiene
coincidencias con una de las caracterizaciones de McFarlane, Bonnet y Williams (citados en Rojano,
2000); aquella que considera a “las TIC como un conjunto de herramientas o de medios para hacer lo
mismo de siempre pero de un modo mds eficiente”.

La ensefanza asistida por computadora es una respuesta a los cuestionamientos anteriores. Esta
respuesta esta asociada con la idea de que los objetivos fundamentales son la transmision de
conocimientos y adquisicion de destrezas. En este modelo de ensefianza, la computadora se usa como
un ‘profesor electronico”, se transmiten a los alumnos conocimientos predefinidos para el desarrollo
de destrezas basicas. Un uso muy limitado de la computadora desde el punto de vista de los objetivos
educativos; se usa como un manual escolar y un libro de ejercicios y no como una herramienta con la
cual se pueden desarrollar competencias, actitudes y valores. Pero también, desde el punto de vista de
los procesos de aprendizaje, entre otras cosas porque se presupone que se puede prescindir del
profesor y de la interaccion social en el aula, olvidando que la figura del docente es importante por la
constante negociacion y renegociacion de significados que van llevando a cabo el maestro y sus
alumnos (Da Ponte, 2000).

El modelo de ensenanza asistido por computadora estd en el extremo de una gama de trabajos
centrados en la relacidén de las TIC con el curriculum, es decir son acercamientos en los cuales las
tareas de aprendizaje se modifican, a veces so6lo en forma, al afiadirles elementos de tecnologia
informatica para lograr de mejor manera objetivos del curriculum vigente. Entre los trabajos que se
pueden ubicar en la concepcion del uso de las TIC para mejorar el aprendizaje, apoyar la ensefianza de
las matematicas y alcanzar los objetivos con mayor eficiencia abundan las indagaciones que versan
sobre la geometria dinamica, en las cuales se usan diferentes paquetes electronicos y también los
estudios sobre maneras de ensefiar matematicas usando calculadoras de diversos tipos, sobre todo en
relacion con la ensefanza del algebra y de las funciones.

En una cantidad importante de los informes se resaltan las cualidades de los elementos tecnologicos y
de su uso como herramienta para crear un entorno electrénico. Lo que no se encuentra con facilidad es
informacién acerca de la aplicaciéon de esas actividades o formas de trabajo en las aulas de
matematicas. Las indagaciones se llevan a cabo, generalmente, en una institucion educativa o en una
decena de ellas, pero sus resultados con frecuencia no trascienden a un grupo de docentes; al final
ellos trabajan de manera independiente, o bien se transfieren muy lentamente al trabajo escolar
siempre y cuando se cuente con los recursos tecnologicos empleados en la investigacion.

Como ya se menciond, bajo esta perspectiva se estad en una posicion en la que se pueden alcanzar los
objetivos con mayor eficiencia, sin embargo, Rojano (2000) ademas de ratificar que en esta
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perspectiva se centra la atencion sobre el alumno como un usuario de las TIC, dejando al docente en
un plano secundario, sefiala lo que considera una de las mayores debilidades:

“... los modelos que de ... [ese enfoque] surgen tienden a medir los resultados de su
aplicacion, del mismo modo en que se miden los resultados de realizar las tareas sin el
uso de las TIC. ... En otras palabras, esos modelos anticipan el efecto de las TIC en el
logro de los objetivos .... Esto ultimo ha sido muy cuestionado por los especialistas en
aprendizaje mediado por las TIC, que se basan en teorias del aprendizaje situado” (pag.
137).

Esos investigadores argumentan que un aprendizaje llevado a cabo en un entorno no se transfiere de
manera espontanea a otro (por ejemplo de un entorno electrénico a uno de lapiz y papel) y aun cuando
los estudiantes logran buenos desempefios al realizar las actividades en un entorno particular ese
aprendizaje no siempre se refleja en las calificaciones finales del estudiante (Ibid) y en consecuencia
en el rendimiento escolar en matematicas. Es usual que después de tener un uso constante de una
calculadora en el salon de clase para llevar a cabo actividades, en el examen se les prohiba a los
estudiantes usarla.

Otra de las formas en las que se ha intentando introducir las TIC en la escuela es como objeto de
estudio, con el proposito de desarrollar habilidades y competencias. Las TIC han invadido la vida
cotidiana, se han convertido en elementos fundamentales de la sociedad, por ello es importante que los
estudiantes las conozcan a profundidad; en consecuencia, han pasado de ser consideradas herramientas
utiles para la construccion de los conocimientos a ser objeto de instruccion.

A esta perspectiva del uso de las TIC en la escuela, da Ponte (2000) la llama la alfabetizacion
informatica. Los curricula se han transformado afadiendo al programa de estudios uno o varios
cursos. Las competencias a desarrollar pueden estar vinculadas con conocer a fondo las caracteristicas
del mecanismo de los artefactos electronicos, con aprender a usar paquetes electronicos especificos, o
bien programar usando uno o varios lenguajes. Este uso de las TIC no garantiza que los conocimientos
adquiridos se transfieran a otras areas del conocimiento para mejorar el desempeiio de los estudiantes,
por ejemplo con respecto a las matematicas. Con esta perspectiva, como afirma da Ponte, se podra
transformar a fondo el curriculum pero no la escuela.

De acuerdo con McFarlane, Bonnet y Williams (citados en Rojano, 2000), otra perspectiva de uso de
las TIC en la escuela es considerarlas un agente de cambio con impacto revolucionario, es decir se
considera que tienen una gran potencialidad de cambiar a fondo las practicas en la escuela; pocos
trabajos pueden ubicarse en esta direccion. Una tarea importante a realizar aiin es explorar con mas
cuidado el crecimiento explosivo de Internet y sus multiples posibilidades para modificar el ambiente
escolar. Sobre esta perspectiva Rojano (2000) argumenta:

“es dificil encontrar ejemplos de su implementacion en los sistemas educativos. Este
acercamiento que posibilita reformular a fondo lo que hay que enseinar, como enseriarlo
y el rol del profesor, ha entrado en conflicto en algunos paises con la cultura escolar
existente, generada en buena medida por el curriculo conservador que no da espacio a
un alumno que ha adquirido cierta autonomia en el aprendizaje a través de un uso
intensivo de las TIC fuera de la escuela ...” (pag 138).

Ella afiade que esa es una situacion que surge en paises en los cuales el primer contacto de los nifios
con las TIC se da en el hogar, sin embargo en México y en muchos paises de Latinoamérica el primer
acercamiento que tendran los nifios con las TIC sera en un entorno escolar.

Da Ponte (2000) va mas alla, afirma que “no se puede discutir el problema de las TIC en la escuela
sin cuestionar de manera mas profunda lo que es la escuela o el modelo de educacion subyacente que
ha producido la sociedad industrial” (pag. 75).
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Y el profesor?

Con frecuencia en la literatura se encuentran afirmaciones como las de Graham y Thomas (2000, pag.
268):

“ ...los efectos benéficos de la investigacion como la de ellos ...[refiriéndose a
investigadores que usaron computadoras] ...generalmente tardan mucho en llegar a las
clases de matematicas, si es que alguna vez llegan. Dos razones son mencionadas con
frecuencia por los profesores: la falta de confianza al usar la tecnologia para enseriar
matematicas, y la falta de recursos, en términos de computadoras y de programas
electronicos relevantes, puestos a prueba y evaluados”.

Mas adelante al dar cuenta de los resultados obtenidos en su investigacion Graham y Thomas dicen:
“Uno puede tener a mano las mejores ideas, pero si los maestros no se sienten a gusto al usarlas en
sus salones de clase, entonces esas ideas tienen muy poco valor prdactico” (pag. 275).

Como parte de los datos recogidos en la investigacion, llevada a cabo por Graham y Thomas, en la que
seis maestros de Nueva Zelanda se ofrecieron como voluntarios para poner a prueba las actividades
disefiadas en un entorno provisto por la calculadora grafica, se les solicito a los profesores escribieran
un comentario de sus propias impresiones del proyecto, incluyendo maneras para mejorarlo. Después
de dar cuenta del analisis de sus impresiones, los investigadores dicen: “Estos comentarios de los
maestros son importantes ya que el elemento vital de la introduccion exitosa de la tecnologia en el
salon de clase es la actitud y el respaldo de los profesores (Thomas et al, 1996). Sin esto, cualquier
iniciativa esta condenada al fracaso” (Pag. 278).

Para finalizar ellos afirman: “Con la asistencia y el apoyo de los maestros, que frecuentemente estan
muy interesados en obtener recursos y estrategias innovadoras tales como las que les propusimos, se
puede obtener una diferencia significativa en el progreso matemdtico de los estudiantes” (pag. 280).

Lo que se ha querido ilustrar con los comentarios de estos investigadores son expresiones que también
son lugares comunes: la falta de confianza en el uso de la tecnologia en la clase de las matematicas por
parte de los profesores, la falta de recursos tecnoldgicos en los salones de clase, el papel fundamental
del docente en la introduccion de la tecnologia en el aula, el interés de algunos docentes por aprender
cosas nuevas y experimentar actividades innovadoras en el salon de clase, y el lento proceso de
transferencia de los resultados de la investigacion al aula, si es que esos llegan algin dia hasta los
profesores.

Pero, lo que aparentemente no se puede mostrar con comentarios de este tipo y posiblemente los
investigadores las tienen presentes, son situaciones como las siguientes. Algunos profesores les tienen
miedo a las innovaciones, temen dejar al descubierto sus debilidades al poner en practica actividades
que no disefiaron; otros docentes pierden seguridad al usar tecnologia en el aula, con frecuencia son
aprendices con mas dificultades que sus propios alumnos; otros mas temen perder el control de su
“muy estructurado entorno de ensefianza”. Echeverria (2000) afirma que al entrar a la telenaturaleza de
Internet es muy fécil que los individuos, s6lo por explorar, intenten recorrer las telecalles que no
tienen una estructura determinada. En ese intento también se producen aprendizajes, en un entorno de
ensefianza no reglado, los cuales son llevados al aula de manera natural.

Noss (2004) al describir los resultados parciales del proyecto Playground realizado por el, sus colegas
de Londres y un grupo de investigadores de cuatro paises Europeos, dice: “... y con respecto al lado
negativo, nosotros (re)aprendimos lo dificil que es empatar nuestros objetivos matematicos como
maestros con aquellos que los nifios adoptan de manera espontanea” (Pag. §83).

Ni modo. Las TIC estan en nuestro entorno cotidiano, y poco a poco han entrado en la escuela, o bien,
entran subitamente e irrumpen en el aseado salon de clase de la escuela tradicional por decision de un
politico. El docente aunque atrapado en este diario evolucionar de la sociedad de comunicacion tendra
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que hacerle frente a una nueva orientacion de su profesion. En el tercer entorno social, el debera tener
una nueva actitud, una disposicion a aprender, a innovar tanto desde el punto de vista de la educacion,
como desde el punto de vista tecnologico, debera tener la mente abierta, probar ideas nuevas y buscar
nuevas formas de organizar sus actividades y la ensefianza en su aula y su comunidad. El debe
comprender que €l también es un agente de cambio y que la transformacion de la escuela en parte le
corresponde a él.

“El profesor”, dice da Ponte (2000):

“tiene que ser un explorador capaz de percibir lo que le puede interesar y aprender por
st solo o junto con sus colegas mds proximos a sacar partido de las respectivas
potencialidades. Tal como el alumno, el profesor acaba por tener que estar siempre
aprendiendo. De ese modo, se aproxima a sus propios alumnos. Deja de ser autoridad
[que todo lo sabe] para pasar a ser, muchas veces, aquel que menos sabe (o que esta
lejos de constituir una modificacion no menor de su papel profesional)” (Pag. 76).

Biblioteca digital

Durante mas de diez afios en una sede de la Universidad Nacional Autéonoma de México (UNAM),
localizada en una zona deprimida del Distrito Federal, se ha estado llevando a cabo el Programa de
atencion al bajo rendimiento escolar dirigido por Buenrostro (2003), en el cual se combinan docencia,
investigacion y servicios.

El programa ha sido exitoso, y apunta a la resolucion de problemas de la comunidad que vive y trabaja
alrededor de las instalaciones de la Facultad de Estudios Superiores, Zaragoza de la UNAM. A través
de los afos, este trabajo ha tenido impacto en la zona circundante a la institucion, no sélo porque ha
atendido a mas de 120 nifos, sino que los maestros de las escuelas ubicadas en el derredor acuden a
solicitar asesoria para resolver problemas que enfrentan con la ensefianza de las matematicas. De ese
modo, el programa se ha convertido en un centro especializado de informaciéon y documentacion
vinculado con la ensefianza de las matematicas de los primeros grados de la escuela primaria y en
particular, con el bajo rendimiento escolar en matematicas.

Un grupo de colegas de la Universidad Pedagogica Nacional (UPN), después de realizar una
evaluacion del curriculum de la escuela primaria, solicitada por la Sociedad Matematica Mexicana
(ver Alatorre, et al.; 1998, 1999) decidio usar las TIC para apoyar a los profesores en la preparacion de
su clase de matematicas. Para ello construyeron un entorno informatico en la red Internet con el
nombre Mi Ayudante y la direccion http://www.kan.ajusco.upn.mx/miayudante. Entorno en el cual se
incluyo6 el conocimiento sobre el curriculum nacional que fue estructurado empleando mapas de la
organizacion longitudinal de los contenidos y de las interrelaciones establecidas entre ellos a lo largo
de los seis afios de la escuela primaria. Se encuentran también en esa pagina todos los documentos que
la SEP elabora para apoyar a los maestros en su trabajo, asi como los libros de texto de los nifios que
edita el Estado y distribuye de manera gratuita a los estudiantes del pais. Esta pagina puede
considerarse una seccion especializada de una biblioteca digital sobre materiales bibliograficos
empleados para la educacion matematica en la primaria mexicana.

El compartir la experiencia de Buenrostro y el trabajo realizado por €1 y sus alumnos, con profesores
de otras partes del pais, tomando como marco de referencia el entorno informatico disefiado por
colegas de la UPN impulsé a un grupo de investigadores a disefiar el proyecto Procesos de
transferencia de resultados de investigacion al aula: El caso del bajo rendimiento escolar” (Figueras, et
al, 2001).

Uno de los objetivos generales del proyecto es empezar la construccion de una biblioteca digital, los
bloques de construccion son bases informaticas con informacion sobre diversos aspectos vinculados
con la problematica del rendimiento escolar en matematicas. La idea central es ofrecerle a los
docentes, via la red Internet, informacion sobre las posibles causas del bajo desempefio de los
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estudiantes, maneras de delimitar las problematicas individuales, actividades disefiadas con propositos
especificos que han sido puestas a prueba y evaluadas y con las cuales se ha podido ayudar a nifios a
superar dificultades, y cosas por el estilo. En suma, la intencion es poner a disposicion de los docentes
los resultados de la investigacion en educacion matematica, sacando provecho de las potencialidades
de los entornos telematicos y sobretodo en la lengua oficial de su pais: el espafiol®.

Para lograr este proposito, el trabajo se dividié en tres partes centrales: Estudios sobre creencias, La
construccion de bases informaticas y Estudios de usuarios.

Estudios de creencias. Los contenidos de las matematicas para la primaria y secundaria se organizaron
en la reforma curricular de 1992 (actualmente vigente) por medio de hilos conductores que marcan el
inicio del estudio de un tema en un grado escolar y su desarrollo gradual de forma horizontal y
transversal a lo largo de los nueve grados de la escolaridad obligatoria (Figueras, 1992). A la
educacion primaria le corresponden los siguientes: Los nlimeros y sus relaciones, Las operaciones y
las técnicas de calculo, El espacio y las formas, La medicion, Prediccion y azar, Tratamiento de la
informacién y Procesos de cambio.

Una hipotesis del trabajo que se realiza es que la aritmética es el foco de atencion de los profesores
mexicanos en la escuela primaria. La evaluacion de los estudiantes se hace en torno al desempefio en
aritmética y lo que el docente espera de sus alumnos es que desarrollen competencias numéricas,
relacionadas principalmente las operaciones. Por ende, el rendimiento escolar en matematicas en este
nivel escolar recae en el dominio de la aritmética.

La estructura del curriculum refuerza esta creencia de los docentes, la mayor cantidad de contenidos
de la primaria se ubica en los ejes correspondientes al estudio de la aritmética. Las evaluaciones que se
hacen durante el afio estdn cargadas hacia el desempeiio en aritmética.

Por ello se podia comenzar a construir bases informaticas asociadas a los conocimientos numéricos:
Aritmética 1, 2 y 3 y Aritmética 4, 5 y 6; mientras se llevaban a cabo estudios sobre creencias por
medio de los cuales se identificaran los topicos de mayor preocupacion para los docentes, de manera
que la informacion que se pusiera en las bases sea util para resolver los problemas que enfrentan en su
trabajo diario los profesores, o su deseo de superarse y de saber mas sobre lo que ensefia.

Los estudios de creencias se llevan a cabo en Estado de México, Nayarit, Oaxaca y el Distrito Federal.
Se ha formado una red de investigadores y colaboradores que permiten hacer diversos tipos de
estudios y tomas de datos usando encuestas escritas con el proposito de hacer indagaciones locales en
cada estado, asi como estudios comparativos con un numero grande de profesores. Entre los resultados
mas relevantes para la construccion de las bases se tiene: en la comparacion global no se encontraron
diferencias significativas entre las expectativas de los docentes (Flores, Pluvinage y Figueras, 2004),
una interpretacion de este hecho es que subyace en sus expectativas y creencias una identificacion de
un grupo profesional. Hay evidencias para suponer que estas formas de pensar estan influenciadas por
las politicas educativas transmitidas por medio de documentos elaborados por la SEP y los cursos de
actualizacion organizados por esa dependencia. Entre las dificultades enfrentadas se puede mencionar
la falta de indicadores que permitan comparar los resultados de manera global.

Mientras en el Distrito Federal, el uso de un indice obtenido de la aplicacion del examen IDANIS
(Instrumento de diagnostico de alumnos de nuevo ingreso a la secundaria) a nifios de sexto afio de
primaria en 2001, permitid trabajar con una muestra representativa de escuelas relacionada con el
rendimiento escolar en matematicas. Cuatro grupos de maestros se pudieron diferenciar con respecto a
lo que ellos esperan sean caracteristicas de un buen alumno en matematicas (Flores, Pluvinage y
Figueras, 2004).

El efecto que los resultados de esta investigacion tiene para la construccion de las bases informaticas
es que se puede clasificar la informacién tomando como criterio caracteristicas de los grupos de
profesores de manera que ellos encuentren en la pagina informacion relacionada con sus expectativas.
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También es posible generar secuencias de ensefianza que puedan poner en marcha para lograr sus
propios objetivos.

Matematicas en la escuela primaria. Un sitio para nuestros maestros. Aritmética 12 3

Actualmente se cuenta con el esquema general de una base de datos correspondiente a tematicas de la
aritmética vinculada con los primeros grados de la educacion primaria. En Internet hay un prototipo de
la base que permite hacer una evaluacion y tener una idea del tipo de documentos electronicos que se
estan elaborando para la biblioteca digital y las conexiones que se pueden hacer entre entornos de la
red que tienen informacion valiosa para los docentes. La pagina tiene la siguiente direccion:

http://www .hipatia.cinvestav.mx/bibliotecavirtual/aritmétical23

En ella el docente encuentra una variedad de aspectos que le ayudaran a identificar dificultades que
puedan enfrentar los estudiantes, sugerencias de evaluacion, actividades, ejemplos de estrategias
empleadas por los nifios para resolver problemas, tareas especificas, resefias de libros en espafiol y
resimenes de articulos de la literatura especializada que le permitiran ampliar su conocimiento.

En México el uso de Internet en la escuela estd todavia restringido, la gran mayoria de las escuelas de
nivel basico no cuentan con este servicio y muchas instituciones de educacion superior tienen acceso
restringido. Por ello se puede decir que en términos generales no hay una cultura informatica en el
pais. Existe una enorme brecha entre aquellos que tienen acceso a las redes telematicas y los que no lo
tienen, y aun cuando hay decisiones politicas para introducir las TIC a las escuelas, estos procesos son
altamente costosos y lentos, pero el solo hecho de tener el acceso no garantiza que se genere una
cultura en este sentido. “... si bien a finales del siglo XX aumentaron las posibilidades de acceso a la
informacion y al conocimiento, con millones de personas usando estas tecnologias en todo el mundo,
la mayor parte de la poblacion mundial aun no las puede utilizar para su beneficio” ( Almada,
Pag.106).

A pesar de ese paisaje global, es importante estar preparado para estar en posibilidades de ser un
agente de los cambios necesarios en la sociedad del conocimiento como la llama Almada (Ibid). Por
ello hay que aprovechar las oportunidades que se tienen a la mano.

En esta direccion, ;cual seria el papel de los investigadores en educacion matematica? ;Coémo
debemos acompanar a los docentes en su carrera cotidiana para alcanzar la tecnologia? ;Como
podemos hacernos complices de ellos y no de las autoridades educativas que con su politica de
mercado presionan y tensan los procesos educativos? ;Como ayudar a los profesores en servicio para
que no se queden en la trampa de manera permanente?

Notas

' Otros paises, como Japon, usan la red de transmision nacional para transmitir clases de matematicas.
Akiyama (2004) dice que la atencion se pone en la formulacion y realce de problemas y la
construccion de modelos matematicos para sacarle partido a las oportunidades visuales que ofrece la
television.

" De aqui en adelante se usard la expresion entornos telematicos de aprendizaje en lugar de la
expresion inglesa e-learning, el vocablo hace referencia a una educacion por via telematica; la cual en
la actualidad se aplica inicamente a la esfera de Internet. Gonzalez (2005, pag. 1) afirma:

El término e-learning, acufiado mas recientemente, aglutina aquellos trabajos que tienen como
ingrediente principal la comunicaciéon no presencial, normalmente via web, y que se ocupan de
analizar el modo en que las nuevas interfases producen nuevas formas de comunicacion y, en
consecuencia, cambian nuestras practicas y nuestros modos de aprender.
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" Durante la revision bibliografica de informes de indagaciones publicados en las memorias de PME
28, PMENA 26 e ICME 10, asi como los ejemplares de la revista Educational Studies in Mathematics
de los tltimos cuatro afios la autora se quedd con una sensacion que coincidio con la apreciacion que
Kristjansdottir (2004) plasma en su escrito:

“Al buscar literatura moderna sobre el aprendizaje y la ensefianza de la matematica una brecha ...
rapidamente se volvio visible. Mucha de la literatura sobre aprendizaje y enseiianza de las
matematicas, de alta calidad, esta escrita como si no hubiera ninguna influencia del desarrollo de la
tecnologia de la informacion. También existe una cantidad significativa, que va en aumento, de
articulos sobre aprendizaje, asi como acerca de ensefianza de las matematicas, en un entorno
altamente tecnologico, en los cuales la perspectiva de este entorno particular esta hablando tan alto
que a veces es dificil para el lector distinguir que hay de nuevo sobre el aprendizaje mismo”.

Ella afirma que la existencia de la brecha se podria explicar tomando en cuenta dos maneras
profundamente diferentes de ver las cosas: Por un lado, la tecnologia de la informacion es vista
solamente o principalmente como influyendo los media usados. Por otro lado, todas las cuatro
perspectivas y su relacidon interna se comprenden mucho més como transformadoras y altamente
influyentes. Se refiere a un modelo formado por cuatro perspectivas de aprendizaje: las matematicas,
el estudiante, los medios empleados y la comunicacion. Estos grupos los considerd al tomar en cuenta
los focos de atencion de la investigacion y las decisiones politicas a lo largo del tiempo.

" Cuando se hable de las TIC de aqui en adelante, la referencia estara vinculada a algiin componente
de las tecnologias de la informacion y comunicacion en el sentido de Echeverria (2000), y no como
otros autores, quienes solamente incluyen en este rubro las experiencias con el uso de las redes
telematicas, acotando a la red Internet. La informacion encontrada sobre el uso de las redes telematicas
para la clase de matematicas es relativamente poca comparada con el uso de programas electronicos y
calculadoras en el aula, y en pocas ocasiones se hace mencion de conexiones en redes electronicas
locales, Intranet. da Ponte hace el siguiente comentario: “Tenemos aqui un problema de terminologia.
Durante muchos arios solo habia computadoras. Después con la preeminencia que los periféricos
(impresoras, plotters, scanners, etc) comenzaron a tener se hablaba de nuevas tecnologias de
informacion (NIT). Con la asociacion entre informdatica y telecomunicaciones se generalizo el término
tecnologias de informacion y comunicacion (TIC). Cualquiera de las denominaciones es reductora,
porque lo importante no es la maquina, ni el hecho de poder lidiar con informacion, sino la
posibilidad de la comunicacion a distancia en condiciones francamente ventajosas” (pag. 64).

¥ El proyecto fue puesto a consideraciéon del Consejo Nacional de Ciencia y Tecnologia en 2001, clave
G37301-S y ha sido apoyado econdémicamente por ese organismo desde 2002.

¥ Aun cuando la lengua oficial en México es el espafiol, se han reconocido 64 lenguas diferentes. Para
la educacion primaria hay libros de texto para nifios en 58 lenguas.
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tecnologias de la informacion y comunicacion”,
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Resumen de la ponencia

En su ponencia, Olimpia Figueras analiza el impacto de las Tecnologias de la Informacion y la
comunicacion (TIC) en la clase de matematicas, considerando los cambios que las TIC demandan de
los profesores para una correcta imparticion de sus ensefianzas (forma de organizar la ensefianza en el
aula, manera de obtener la informacion, forma de proponer actividades y tareas, competencias de los
estudiantes, entre otras).

Particularmente analiza las posibilidades del docente para adecuarse a las exigencias que le plantean
las TIC.

Comienza su ponencia narrando una experiencia de teleeducacion que se desarrolld en México a partir
de 1966 y que se extiende hasta nuestros dias. Entiendo que la plantea como ejemplo de entorno
telematico de aprendizaje que le sirve para reflexionar sobre el impacto de las TIC.

A continuacion analiza diversos modos de introduccion de las TIC en el aula.

Posteriormente estudia el papel del profesor, que atrapado en esta incesante evolucion de la sociedad
de la comunicacion, tiene que hacer frente a una reorientacion incesante de su papel profesional,
debiendo adoptar una actitud de aprendizaje permanente, en el plano educativo y en el tecnoldgico, y
un planteamiento constante de busqueda de nuevas formas de ensefianza en el aula. Todo ello sin

tener, necesariamente, la debida preparacion para afrontar este reto.

Analiza a continuacién la funcién que pueden tener las bibliotecas digitales, como medio de ofrecer a
los docentes, via Internet, soporte para su proceso de renovacion docente.

La ponencia se concluye con la formulacién de unas preguntas acerca del papel de los investigadores
en este campo:

(,Como debemos acompaiiar a los docentes en su carrera cotidiana para alcanzar la tecnologia?

(Como podemos hacernos complices de ellos y no de las autoridades educativas que, con su politica
de mercado, presionan y tensan los proceso educativos?

(Como ayudar a los profesores en servicio para que no se queden en la trampa de manera permanente?
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Idea central de la ponencia

A mi juicio, no hay una idea central de la ponencia, puesto que la misma se centra en una descripcion
genérica de diversos aspectos de la situacion mexicana, con relacion a las TIC.

Tres ideas fuertes
Podriamos destacar como principales ideas de la ponencia las siguientes:
e Los importantes cambios estructurales que las TIC provocan en los escenarios educativos.

e El fuerte impacto de las TIC en el quehacer docente del profesor en servicio. La necesidad de
reorientacion de su papel docente, por la introduccion de las TIC

e La conveniencia de ofrecer ayuda al profesor en servicio mediante sistemas como las bases de
datos digitales y mediante las aportaciones de los investigadores a la docencia de los
profesores.

Tres ideas débiles

e Haber planteado la experiencia de teleeducacion en México, como ejemplo de entorno
educativo apoyado en las TIC, quizd no haya sido lo mas acertado. Mejor hubiera sido, a
nuestro juicio, considerar los entornos telemadticos representados por las plataformas de e-
Learning, que tanto nivel de penetracion en educacion estan teniendo en los tltimos afios.

e Al hablar de los modos de introduccion de las TIC en el aula que se han producido, no
considerar el importante uso que los recursos didacticos virtuales estan teniendo en area como
la nuestra, como herramientas para la produccion de aprendizaje significativo.

e Haber polarizado, en su proyecto, el sentido de la biblioteca digital sobre todo al ambito de los
estudios de creencias de los profesores, con bases de datos muy incipientes, enfocadas a nivel
de primeros cursos de primaria.

Tres cuestiones especificas de educaciéon matematica a debatir

Las tres cuestiones que propongo para debate estan relacionadas con las tres ideas débiles que he
sefalado antes.

e ;Qué papel desempeiian los espacios telematicos abiertos por las plataformas de e-Learning en
la ensefianza de las matematicas en los diferentes niveles educativos. ;Qué relacion tienen con

el Espacio Educativo Superior Europeo, de proxima implantacion?

e ;Qué significado y que importancia pueden tener las bibliotecas virtuales como soportes de
informacion al servicio del profesorado y el alumnado.

e ;Qué importancia concedemos al uso de recursos didacticos virtuales (applets, virtual
manipulatives) en la ensefianza de las matematicas. (Qué valor tienen para la produccion de
aprendizaje significativo?

Yo adelanto mi opinidn en cada uno de estos tres puntos.

Plataformas de e-Learning

En la Union Europea existe actualmente un proceso importante de renovacion en la educacion
universitaria, centrado en el objetivo de consecucion del nuevo Espacio Educativo Superior Europeo.
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La creacion de ese nuevo espacio lleva aparejada la introduccion de nuevos objetivos educativos y
nuevos modelos de ensefianza, que implican nuevas herramientas de comunicacién didactica.

Los objetivos de ensefianza se van a centrar en el desarrollo de competencias no solo especificas de la
titulacion concreta, sino también de un ambito mas general (capacidad para resolver problemas, para
gestionar la informacidn, para disefiar y gestionar proyectos, etc.).

El proceso de ensefianza/aprendizaje que se apunta va a poner el foco principal en el trabajo autonomo
de los estudiantes, quienes con la ayuda del profesor seran los artifices de la construccion de sus
propios conocimientos.

La funcion del profesor serd orientar a los estudiantes en el proceso de construccion de sus
conocimientos: presentando los temas, sefialando la forma de abordarlos, aportando informacion
pertinente, enfatizando los aspectos mas importantes a asimilar, destacando las aplicaciones mas
relevantes, promoviendo entornos de aprendizaje; etc.

En nuestra opinion, esa funcion tutorial sélo se puede materializar con el auxilio de las nuevas
tecnologias de la informacion y la comunicacion. En particular los entornos telematicos que abren las
plataformas de e-Learning son especialmente valiosos para esos nuevos sistemas de ensefianza.

Una plataforma de e-Learning es una herramienta telematica que abre una amplia variedad de canales
de comunicacion virtual, sincrona o asincrona, entre el profesor y los estudiantes, y de éstos entre si,
complementarios de los sistemas tradicionales: mensajeria instantanea, chat, foro, tutoria electronica,
pizarra electronica, videoconferencia, etc. Estos sistemas comunicacion virtual favorecen una
interaccion mas reflexiva entre los diversos agentes del proceso de ensefianza/aprendizaje,
posibilitando asi la construccion de conocimientos significativos por parte de los sujetos que aprenden.

Es oportuno sefialar que el proceso de ensefanza/aprendizaje es un proceso eminentemente social,
colaborativo. Y que es como consecuencia de un rico y variado conjunto de interacciones sociales
como los sujetos pueden atribuir significados a los elementos conceptuales, procedimentales y
actitudinales sobre los que operan los procesos de aprendizaje. Esas interacciones cobran toda su
potencia, todo su dinamismo mediante la utilizacion de sistemas de ensefianza virtual, mediante
utilizacion de plataformas de e-Learning.

Bibliotecas virtuales

En el ambito del e-Learning, nos parece oportuno resaltar la importancia de las bibliotecas virtuales.
Pero no con un sentido de herramientas puntuales de apoyo en un ambito concreto y especifico (como
el que apunta la ponencia, en torno al campo de las creencias de los profesores). Nosotros
consideramos las bibliotecas virtuales en un sentido fuerte del término, como herramientas de un
enorme valor potencial en todos los ambitos del proceso de ensefianza/aprendizaje.

Los sistemas de biblioteca tradicionales ponen al alcance de los estudiantes un conjunto importante
pero limitado de fuentes de informacion. Las bibliotecas virtuales que empiezan a abrirse ante
nosotros van a poner a nuestra disposicion una cantidad tal de informacion que el verdadero problema
no sera la falta de informacion, sino el exceso de informacion. Las bases de datos electronicas, los
libros electronicos con caracteristicas interactivas y multimedia, consultables mediante conexion a la
red de Internet, abren ante nosotros tantas posibilidades de acceso a la informacidon que sitian como
objetivo educativo fundamental la capacitacion para la gestion de la informacion.

Podemos comentar al respecto que en nuestra universidad estamos impulsando un proyecto de
biblioteca virtual con un importante componente tecnologico y editorial, al servicio de la ensefanza
virtual. Una biblioteca virtual ligada a nuestra plataforma de ensefianza virtual
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Recursos didacticos virtuales

En el proceso de aprendizaje, los recursos didacticos desempefian un papel esencial. La necesidad de
rentabilizar al maximo los recursos escolares hace conveniente la introduccion en el aula de recursos
didacticos versatiles, que permitan crear una amplia variedad de situaciones didacticas relacionadas
con el conjunto de contenidos previstos en la planificacion docente.

Nos parece por ello que, al analizar el uso de las TIC en educacion, el tema de los recursos didacticos
virtuales merece una atencion especial.

En lo que sigue nos referiremos con el nombre de ‘recursos didacticos virtuales’ a materiales
didacticos virtuales de caracter manipulativo (applets, virtual manipulatives). Es verdad que el término
‘recurso didactico virtual’ puede tener una acepcion mas amplia. Pero también puede tener la acepcion
que le damos, en un plano més cotidiano.

Un libro electronico puede integrar todo un conjunto amplisimo de recursos educativos de caracter
virtual. El libro tradicional puede presentar un determinado recurso y explicar como utilizarlo, pero no
puede contener el recurso material en si mismo (por ejemplo, una balanza, un geoplano o una
calculadora). El libro electrénico si puede integrar el recurso en forma simulada, virtual,
transformandolo en un elemento informatico de naturaleza similar a la del propio libro electrénico e
incorporandolo, asi, en el sistema informatico que el libro comporta.

Esos recursos didacticos virtuales pueden ser de muy variados tipos. Por ejemplo, un juego de
interacciones comerciales, para estudiantes de empresariales. O un laboratorio virtual para estudiantes
de quimica. Aqui nos limitaremos a considerar recursos didacticos virtuales aplicables al area de
matematicas en Primaria y Secundaria. Por ejemplo, abaco, calculadora, geoplano, graficador de
funciones, etc.

Un sitio Web paradigmatico, en el ambito de la educaciéon matematica, es el reservado por el NCTM
para alojar un extenso y rico conjunto de recursos didacticos virtuales:

http://www.illuminations.nctm.org/tools/index.aspx

Son recursos tales como:

Balanza Numérica Fraccionador

Voltimenes de paralelepipedos
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Nosotros hemos desarrollado también varios recursos didacticos virtuales, en esta misma linea de
trabajo: Abaco, Balanza Numérica, Bloques Multibase, Bolas, Calculadora, Dados, Diagrama de
Barras, Fraccionador, Geoplano, Herramienta de Dibujo, Geometria de la tortuga, Medida de

Superficies, Mosaicos, Regletas, Tangram. Estos recursos se encuentran alojados en la direccion
Web:

http://www.uco.es/~malmarea/Recursos/Recursos.html

Balanza Numérica

Fraccionador

Mosaicos

Una version simple de recurso didactico virtual puede ser la siguiente (puede consultarse en la pagina
del CNICE:

http://descartes.cnice.mecd.es/3_eso/Multiplos_divisores/multiplo.htm )
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Donde el alumno simplemente tiene que arrastrar los nimeros a uno de los rectangulos de la figura y
podra comprobar inmediatamente si la respuesta que aporta es o no correcta, teniendo informacion
escrita para analizar, en su caso, la causa de su error.

Una version mas compleja puede ser la siguiente, correspondiente a nuestra implementacion elemental
del clasico programa logo, de “geometria de la tortuga”:
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Este recurso puede ser utilizado para dibujar poligonos regulares. Por ejemplo, el cuadrado puede
resultar combinando 4 veces las instrucciones “Avanzar 100” y “Girar Derecha 90” (pues el angulo
del cuadrado es de 90°):

Pero si intentamos dibujar el tridngulo equilatero, cuyos angulos son de 60°, y utilizamos tres veces las
instrucciones “Avanzar 100” y “Girar Derecha 60”, nos encontramos con el siguiente dibujo,
correspondiente al recorrido efectuado por la tortuga:

Si reflexionamos, podemos darnos cuenta que al avanzar la tortuga, el angulo de giro correspondera al
angulo exterior del poligono, razén por la que tendriamos que girar un angulo de 120° si quisiéramos
obtener el triangulo equilatero:
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Significado cognitivo de los recursos didacticos virtuales

Un recurso didactico virtual es, de acuerdo con Moyer, Bolyard, y Spikell (2002), una representacion
visual, interactiva, en soporte Web, de un objeto dinamico, que presenta oportunidades para construir
conocimiento matematico. Esta definiciéon puede valernos en un primer acercamiento a este tipo de
recursos. En todo caso, nosotros sustituiriamos el término “visual” por el término “multimedia” (es
decir, pudiendo incluir animaciones, video, audio, etc.), por dar a esta definicion un significado mas
rico, mas ajustado a nuestra propia interpretacion de su ambito de aplicaciones.

En esta misma linea, Heddens (2003) considera los recursos didacticos virtuales como simulaciones
electronicas de modelos materiales que ayudan a los alumnos a comprender mejor los objetos
matematicos.

La principal utilidad de los recursos didacticos virtuales, bajo esta interpretacion, es la posibilidad que
brindan de un acercamiento intuitivo a los objetos matematicos, a partir de la manipulacién simulada
de un modelo material relacionado con el objeto matematico en cuestion. Manipulacion que facilita la
transicion desde el plano de lo concreto, de lo empirico al plano de la abstraccion matematica.

En esta interpretacion, la utilidad del recurso didactico virtual es similar a la del recurso didéctico
material que simula, con las ventajas derivadas de su bajo coste economico y, quiza, de su mayor
sencillez de uso. Una ventaja afiadida es que el recurso virtual, por su mismo caracter de simulacion
visual, introduce un primer nivel de abstraccion respecto al recurso didactico material que simula.

Sin embargo no es esa apoyatura en la realidad empirica, en la manipulaciéon de lo concreto lo que
constituye, en nuestra opinion, la esencia del recurso didactico virtual. Para nosotros, su valor
fundamental reside en la capacidad que tiene para inducir la abstraccion reflexiva sobre los objetos
matematicos con los que, a través del recurso, el sujeto interactia.

Como sefiala Clements (1999), lo concreto no necesariamente coincide con lo empirico, con los
objetos fisicos. Por ejemplo, los numeros naturales, que pueden aparecer inicialmente para los
alumnos como objetos abstractos (a los que se acercan desde la manipulacion de objetos y situaciones
materiales concretas), posteriormente se transforman en simbolos que, a pesar de su caracter abstracto,
llegan a resultar concretos para los alumnos (el alumno puede comprobar la propiedad conmutativa de
la suma actuando directamente sobre los propios nimeros, sin necesidad de apoyarlos sobre objetos o
situaciones materiales).

El recurso multiplos y divisores (antes presentado) puede ser un ejemplo de recurso didactico virtual
que no simula un recurso didactico material, sino que constituye un recurso con sentido propio en el
ambito virtual, aportando una forma ludica de trabajar la nociéon de multiplo. En el recurso, los
numeros aparecen como objetos simbolicos sobre los se puede actuar, como si fueran objetos
materiales (desplazandolos de una zona a otras, accionando mensajes de advertencia al desplazar los
nimeros a una zona, etc.). El valor del recurso no reside aqui en su capacidad para inducir
pensamiento abstracto por manipulacion de un sistema material simulado, sino en el entorno ludico
que crea para realizar operaciones estrictamente matematicas.
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Como indica Clements (1999), el caracter fisico de un recurso didactico no conduce al significado de
la idea matematica. Los estudiantes pueden requerir inicialmente un material concreto para construir
significados, pero posteriormente deben reflexionar sobre las acciones que hacen con los recursos y,
con ayuda del profesor, crear representaciones crecientemente sofisticadas para sustentar sus ideas
matematicas. Es una abstraccion reflexiva, usando la terminologia de Piaget (1980), que no deriva
directamente, mediante la percepcion, de la accion manipulativa sobre el objeto, sino que resulta de la
reflexion que se hace sobre las acciones que se ejercen sobre el objeto.

Es esa reflexion sobre las acciones, que con su ayuda se hacen, la que da auténtico valor al recurso
didactico virtual. De acuerdo con Dorfler (1991), en los procesos de reflexion abstractiva, la atencion
se centra sobre algunas relaciones que se ponen de relieve entre los objetos y situaciones soportes de la
accion, durante el proceso de accion/reflexion. Estas relaciones demuestran ser estables cuando se
repiten. Son invariantes de la accion.

Esos invariantes necesitan una cierta descripcion simbdlica. Los simbolos utilizados empiezan a
sustituir gradualmente a los objetos de las acciones, llegando a hacerse finalmente objetos
independientes de dichas acciones, manifestdindose como objetos meramente simbolicos que obtienen
su significacion y sentido de las reglas que “gobiernan” dichas acciones (por ejemplo, los nlimeros
naturales aparecen finalmente como objetos que se pueden definen y operar de acuerdo con las reglas
de un sistema simbolico, axiomatico, sin necesidad de pensar en las situaciones fisicas en las que se
puede apoyar inicialmente su construccion: regletas Cuisenaire, abaco, etc.).

Los ejemplos analizados en el apartado anterior, utilizando nuestra herramienta “logo”, nos permiten
apreciar esa caracteristica de los recursos didacticos virtuales que les hace aparecer como instrumentos
favorecedores de la abstraccion reflexiva: su cardcter dinamico, interactivo, que permite al alumno
plantear y recorrer diferentes direcciones de trabajo, experimentar conjeturas, probar distintas
hipétesis en relacion al problema que le ocupa, anticipar resultados, etc.

La elaboracion de hipdtesis, la posibilidad de anticipar mentalmente los resultados de las acciones nos
sitflan en un escenario simbolico, donde el objeto es sustituido por su representacion mental (o por su
expresion simbolica), sobre la que se ensayan acciones también mentales, operaciones matematicas.

Este caracter de los recursos virtuales, como herramientas favorecedoras de la abstraccion reflexiva,
enlaza bien con la consideracion, que prevalece hoy en la mayoria de las propuestas curriculares
relativas a los procesos de aprendizaje matematico, que entienden esencialmente como procesos de
razonamiento.

Hay que tener en cuenta que, como recuerda Batista (1999), la matematica es primero y ante todo una
forma de razonamiento.

El curriculo tradicional ha puesto un énfasis especial sobre los procedimientos, sobre los algoritmos.
En las propuestas curriculares actuales para la educaciéon matematica se presta, en cambio, una
atencion creciente a los procesos de razonamiento matematico y de resolucion de problemas. Se espera
de los estudiantes que sean capaces de aplicar variadas estrategias y lineas de razonamiento en
diferentes situaciones.

Utilizacion de los recursos didacticos virtuales

Por muy ricas que sean las posibilidades didacticas que ofrece un recurso didactico, no se puede
esperar que dicho recurso agote el conjunto de expresiones posibles, que en el marco de la realidad
exterior, puede presentar un objeto matematico dado. Si se tiene en cuenta que el significado de un
objeto es la enciclopedia de usos del término que denota al objeto, es necesario experimentar con
diversos recursos y situaciones didacticas para poder alcanzar un aprendizaje significativo del mismo.
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Hay que tener presente que, para nosotros -Martinez Recio (2000)-, los objetos matematicos son
objetos complejos que integran notaciones, elementos conceptuales y fenomenologias. Las
fenomenologias de un objeto matematico son situaciones y problemas de tipo matematico, que
corresponden a situaciones y fenomenos de la realidad exterior a dicho objeto, en las que dicho objeto
se pone de manifiesto. Y que entre los elementos fenomenologicos y los elementos conceptuales
existe una relacion que expresa la vinculacion de lo particular con lo general, de lo concreto con lo
abstracto. La paulatina exploracion de diferentes fenomenologias correspondiente a un mismo objeto
matematico, permite ir construyendo los diferentes elementos conceptuales que dicho objeto
matematico comporta.

Habitualmente, un recurso didactico se corresponde con un marco fenomenoldgico determinado, que
no agota el conjunto de expresiones didacticas del objeto matemadtico en cuestion. Por ejemplo, las
regletas Cuisenaire nos introducen en el marco fenomenologico del nimero natural como expresion de
la longitud. Las calculadoras nos introducen en un ambito numérico mas estrictamente simbolico.
Ambos recursos deben ser combinados, junto a otros varios, para permitir una construccion
crecientemente enriquecida de la nocion de ntimero.

Por lo demas, los conceptos matematicos, segin Vergnaud (1990), aparecen interrelacionados,
conformando campos conceptuales. De manera que la comprension de un concepto implica el
conocimiento de las interrelaciones de dicho concepto con otros elementos de su propio campo
conceptual. Lo que aconseja un uso de los recursos didacticos ligados a campos conceptuales.

Como ejemplo, en la direccion Web
http://www.uco.es/~malmarea/Aritmetica/Divisibilidad/Divisibilidad0.html puede observarse una
posible forma de trabajar los objetos matematicos correspondientes a un determinado campo
conceptual —la divisibilidad-, apoyada en la utilizacion de recursos didacticos virtuales.
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Aspectos metodologicos de la investigacion sobre aprendizaje
de la demostracion mediante exploraciones con software
de Geometria dinamica
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Resumen

En este texto describo, ejemplifico y analizo diferentes opciones metodologicas de las fases de
recogida y analisis de datos en investigaciones disefiadas para estudiar los procesos de aprendizaje
de la demostracion matematica basado en software de geometria dinamica. En el contexto mds
especlfico de la resolucion de problemas de conjetura y demostracion de geometria, muestro como las
principales herramientas tipicas (a veces exclusivas) de estas investigaciones resultan utiles para
poder conocer con profundidad la actuacion de los estudiantes durante la resolucion de estos
problemas y su forma de pensar.

Abstract

In this text I describe, exemplify, and analyze the main methodological options for gathering and
analyzing data in research experiments aimed to study the processes of learning mathematical proof
in dynamic geometry software environments. In the more specific context of solving geometry
conjecture and proof problems, I show that the main tools typical (some exclusive) of this kind of
research help to deeply understand students’ thinking, behaviour and activity while solving conjecture
and proof problems.

Introduccion

Las herramientas informaticas se estdn usando en la enseflanza de todas las dreas de las matematicas
en los diferentes niveles educativos, siendo su uso mas frecuente en los niveles de Primaria y, sobre
todo, Secundaria. En particular, una agenda de investigacion muy activa es la dedicada a la ensefianza
de la geometria con la ayuda del software de geometria dindmica. La principal ventaja de este software
sobre los materiales didacticos tradicionales (tanto estaticos como dinamicos) es la facilidad y rapidez
con que los estudiantes pueden transformar las construcciones hechas en la pantalla, realizar
mediciones y disponer de un gran nimero de ejemplos tan variados como quieran. Esto da a los
estudiantes la posibilidad de realizar experimentaciones que les permitan plantear y verificar
conjeturas o encontrar propiedades matematicas no evidentes con las que abordar la resolucion del
problema planteado.

El uso de software para la ensefianza de la geometria se generalizo a comienzos de los afios 80 con la
aparicion del Logo. La segunda revolucion se produjo unos afios después, con la aparicion del
software de geometria dinamica (la primera presentacion internacional de Cabri tuvo lugar en 1988,
durante ICME-6). Desde entonces, numerosos investigadores de todo el mundo nos hemos dedicado a
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explorar las posibilidades del software de geometria dinamica en la ensefianza de la geometria y a
experimentar las mas variadas formas de ensefianza. Dentro de esta agenda de investigacion, una linea
especialmente importante, tanto por el nimero de investigaciones como por su importancia en el
contexto del aprendizaje de las matematicas, es la dedicada a analizar los procesos de aprendizaje de la
demostracion matematica en contextos de software de geometria dinamica.

Paralela al incremento de las experimentaciones didacticas con software de geometria dindmica es la
necesidad de desarrollar metodologias de investigacion para la recogida y el analisis de datos en estas
experimentaciones. En algunos casos se adaptan metodologias existentes. En otros casos surgen
nuevos métodos de investigacion basados en las peculiaridades del nuevo contexto.

Mi objetivo en este texto es describir, ejemplificar y analizar las principales herramientas
metodologicas de recogida y de andlisis de informacion tipicas (a veces exclusivas) de las
investigaciones sobre procesos de aprendizaje de la demostracion basadas en el uso de software de
geometria dindmica, en el contexto mas especifico de la resolucion de problemas de demostracion.

Existen varios programas de geometria dindmica de uso frecuente (Cabri, Sketchpad, Cinderella y
otros). Cada programa tiene sus peculiaridades pero, para lo que nos interesa ahora, el comportamiento
de los de uso mas frecuente es bastante similar. Los ejemplos que presentaré a continuacion estan
hechos con el programa Cabri, el programa de geometria dinamica de mayor implantacion en Espaiia.

En las paginas siguientes utilizaré los términos “figura” y “dibujo” con los significados habituales en
el contexto del software de geometria dinamica (Parzysz, 1988; Laborde, Capponi, 1994): Una figura
es un objeto geométrico abstracto caracterizado por las propiedades matematicas derivadas de los
elementos y las herramientas usadas para su creacion. Un dibujo es una representacion particular en la
pantalla de una figura. Cada figura se puede mostrar mediante una infinidad de dibujos, resultantes de
cambiar en la pantalla las posiciones o tamafios de los elementos de la figura. Por otra parte, no es
posible saber qué figura hay detras de un dibujo concreto que vemos en la pantalla, pues es necesario
conocer las herramientas usadas para su construccion y las propiedades matematicas derivadas de las
mismas.

Multiples puntos de vista para analizar el aprendizaje de la demostracion con software de
geometria dinamica

Las partes criticas en cualquier investigacion experimental en didactica de las matematicas son la
recogida de informacion sobre la actividad de los estudiantes durante los experimentos y el analisis de
la informacion recopilada. En ambos casos, la principal dificultad esta en la necesidad que tenemos de
conocer qué pasa por la cabeza de los estudiantes cuando estan envueltos en una actividad matematica,
cuales son sus procesos de razonamiento, como analizan y transforman la informacion que les llega
del exterior, cuando y como toman decisiones, etc., todo ello para tratar de mejorar los procesos de
ensefanza y aprendizaje. Cuando la investigacion es sobre el aprendizaje de matematicas en entornos
de software de geometria dinamica, ademas de las metodologias generales usadas en otros tipos de
investigaciones, disponemos de algunas herramientas especificas.

Recogida de informacion

La manera mas usual de resolver un problema de conjetura y demostracion, o s6lo de demostracion,
con la ayuda del software de geometria dinamica es empezar construyendo una figura basada en las
hipotesis del problema, después hacer experimentaciones mediante arrastre de elementos de la figura,
buscando regularidades que nos permitan identificar una conjetura o, si ya la tenemos, comprobar su
validez en una variedad adecuada de ejemplos y, por ultimo, identificar propiedades matematicas
observables en la pantalla que permitan descubrir un camino de demostracion de la conjetura validada
por la experimentacion. Para poder hacer un andlisis detallado del proceso de resolucion de un
problema con software de geometria dinamica, el investigador debe tener informacion lo mas
completa posible sobre la interaccion de los estudiantes con el ordenador, pues las claves para
entender qué han hecho los estudiantes y por qué lo han hecho, en qué estaban pensando, cuando y por
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qué han tomado una decision, etc. casi nunca estan en el resultado (archivo o texto en papel), sino en
el proceso.

Es conocido que hay varios métodos de recogida de datos de uso frecuente como son la recogida de la
produccion escrita de los estudiantes (respuestas de cuestionarios o soluciones de problemas), la
grabacion en video cuando los estudiantes trabajan en grupo, o las entrevistas clinicas. Cuando la
investigacion se basa en el uso de software de geometria dinamica, estos métodos son también ttiles
pero, ademas, tenemos otros especificos, propios de este contexto de experimentacion:

* Archivos creados por estudiantes, con figuras construidas y revision de la construccion hecha.

Los programas de geometria dindmica incluyen un comando que permite revisar la construccion hecha
en un archivo, mostrando en la pantalla la sucesion de pasos dados por los estudiantes de principio a
fin de la construccion y el comando usado en cada paso. De esta manera podemos ver el orden en que
han sido afiadidos los elementos de la figura y saber qué herramienta han usado para crear cada
elemento. Asi, en el ejemplo de la figura 1 podemos darnos cuenta de que un estudiante ha usado el
comando “mediatriz” y el otro el comando “recta perpendicular”. Al analizar la resolucion completa
del problema por ambos estudiantes, se ve que esta diferencia (la recta perpendicular no esta ligada al
punto medio del lado) resulta crucial para entender por qué el segundo estudiante no fue capaz de
llegar a una solucidn correcta.

Figura 1. Comando “revisar la construccion”.

Un inconveniente del comando revision de la construccion es que no muestra los objetos borrados
durante el proceso de construccion, por lo que no podemos, por ejemplo, ver las soluciones erroneas
intermedias que los estudiantes han descartado. Esto es analogo a lo que ocurre en las investigaciones
con papel y lapiz cuando los estudiantes usan hojas “de sucio” que no entregan o cuando hacen
operaciones o dibujos que después borran. Un procedimiento que puede paliar parcialmente este
inconveniente es pedir a los estudiantes que guarden periddicamente archivos con nombres diferentes.
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* Registro automatico de la actividad de los estudiantes.

Esta opcion (registro de sesion) es exclusiva de Cabril. Cuando est4 activada, el programa guarda de
manera automadtica un archivo cada vez que se hace un cambio en la pantalla, tanto si se ha afadido o
borrado un elemento de la figura, como si se ha modificado la posicion o tamafio de alglin objeto en la
pantalla (punto, recta, poligono, etc.). El resultado es una secuencia de archivos que muestran los
sucesivos dibujos manejados por los estudiantes durante su interaccion con el ordenador. Como
complemento, las versiones de Cabri que pueden hacer el registro de la sesion disponen de un
comando que muestra, como una serie de diapositivas, la secuencia de archivos guardados durante la
sesion.

El registro automatico de una sesion de trabajo de los estudiantes es una herramienta de investigacion
muy valiosa, pues gracias a ella si podemos ver los objetos borrados por los estudiantes durante la
resolucion del problema y también, aun mas importante, podemos ver las manipulaciones de arrastre
que han hecho y cuando y donde surgen las ideas que les permiten avanzar hacia la solucion del
problema, o que les llevan a un bloqueo.

La figura 2 muestra una secuencia de archivos (no siempre consecutivos) del registro de una sesion en
la que los estudiantes resuelven el problema “Dados un tridngulo ABC y tres rectas paralelas, construir
otro triangulo DEF semejante a ABC que tenga un vértice sobre cada recta.” El contexto es un
proyecto de investigacion que esta desarrollando el estudiante de doctorado Félix Rodriguez en la
Universidad de Valencia. El experimento se ha llevado a cabo con los 8 estudiantes matriculados en la
asignatura “Métodos Geométricos”, optativa de 2° ciclo de la Facultad de Matematicas de la

Universidad de las Islas Baleares, en la que los estudiantes trabajaron por parejas con Cabri2.

En la primera parte de la resolucion (no mostrada aqui), los estudiantes han dibujado el tridngulo
ABC, las rectas r, s y ¢, el triangulo A’B’C’ (congruente a ABC y fijo) y el otro tridngulo (semejante a
ABC, con el vértice A’ fijo y con el vértice correspondiente al B perteneciente a la recta ¢). Las
imagenes 1 a 4 resumen una serie de tanteos (arrastres del tercer tridngulo desplazando el vértice sobre
la recta ¢ ) que llevan a los estudiantes a descubrir la solucion del problema: Trazan la recta que pasa
por los vértices C’ y su correspondiente en el tercer triangulo (imagen 5), comprueban que el punto de
corte de esta recta y la recta s es un vértice del tridngulo solucidn (imagen 6) y construyen el tridngulo
DEF pedido (imagen 7).

I El registro de sesion estd implementado solo en dos versiones del programa, la mas antigua (Cabri 1) y la
mas reciente (Cabri II+). Este es el motivo por el que numerosas investigaciones han usado Cabri 1 a pesar
de las ventajas de Cabri II en otros aspectos. La opcion de registro de sesion no estd disponible en la version
actual de Cabri II+ para Macintosh.

En cualquier investigacion sobre ensefianza apoyada en software de geometria dinamica (como caso
particular de ensefianza apoyada en las TIC) hay dos componentes importantes: El tipo de interaccion de
profesor y estudiantes con la tecnologia y el tipo de interaccion entre profesor y alumnos junto a los roles de
cada uno. En estas mismas actas, el texto de la ponencia de Olimpia Figueras profundiza en el primer
componente y el texto de la ponencia de Pedro Cobo profundiza en el segundo componente. Mi objetivo en
este texto es utilitario, pues reflexiono sobre metodologias de investigacion.
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Figura 2. Fragmentos de un registro de sesion.

En el ejemplo anterior, al revisar la construccion del archivo de Cabri con la soluciéon del problema, al
investigador le quedan varias preguntas sin contestar. Observar el registro de la sesion resuelve
algunas de estas cuestiones, pero no todas. La principal pregunta sin respuesta es ;jpor qué se les
ocurre trazar la recta por los dos vértices en la imagen 5? ;Como han descubierto o intuido que el
punto de corte de esa recta y la recta s es la solucion del problema? En este ejemplo podemos ver
como cada herramienta ayuda, pero la combinacion de ambas (observar el registro de la sesion y
analizar la construccion de uno de los archivos previos a la imagen 5) resulta mas potente que cada
una por separado (figura 3): Al modificar el tercer tridngulo en un archivo previo a la imagen 5
observamos que esta activado el comando “traza”, por lo que los estudiantes ven que el vértice del
tercer triangulo correspondiente a C’ recorre una recta que pasa por C’.
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Figura 3. Recorrido de un punto con la traza activada.

Cuando se utiliza un programa de geometria dinamica que no dispone de la opcidon de registro de
sesion, existen en el mercado varios programas de monitorizacion automatica de la pantalla que
pueden hacer un trabajo parecido. Estos programas guardan cada cierto tiempo (especificado en las

preferencias) un archivo grafico con una copia de la pantalla3.
* Auto-protocolo escrito por los estudiantes.

Una de las metodologias tipicas de la investigacion sobre resolucion de problemas es la de pedir a los
resolutores “pensar en voz alta”. Existen publicaciones en las que se discuten las ventajas e
inconvenientes de esta metodologia. El principal inconveniente alegado es que, al tener que verbalizar
los pensamientos, decisiones, observaciones, etc. durante la resolucion, el resolutor se ve obligado a
interrumpir su flujo de pensamiento, lo cual puede distorsionar el proceso de resolucion e incluso
llevar a un resultado diferente del que se habria obtenido sin la verbalizacion. Otro inconveniente
evidente de esta metodologia es que solo se puede utilizar en entrevistas clinicas.

En el proyecto de investigacion que mencionaba en los parrafos anteriores, hemos experimentado una
variante de pensar en voz alta, que denominamos “auto-protocolo”, para tratar de usar esta
metodologia en el contexto de clases ordinarias. Los estudiantes, al mismo tiempo que avanzan en la
resolucion de un problema, van escribiendo notas comentando su actividad, los motivos de sus
decisiones, etc. La directriz dada a los estudiantes es que, paralelamente a la resolucion del problema,
escriban comentarios sobre sus procesos meta-cognitivos de toma de decisiones, ideas o acciones,
motivo por el que han decidido actuar asi, etc. Al usar el auto-protocolo en situaciones de trabajo con
papel y lapiz o con ordenador, la interferencia que puede producir la escritura del auto-protocolo en
los estudiantes es menor que al pensar en voz alta, pues éstos de todas formas deben detener su flujo
de pensamiento para escribir o manipular el ordenador.

Como los estudiantes trabajaban por parejas, una estrategia que utilizaban frecuentemente es que,
mientras uno hacia en el ordenador lo que habian decidido, el otro escribia el auto-protocolo. Veamos
a continuacion (figura 4) el fragmento del auto-protocolo correspondiente al ejemplo de las figuras 2 y
3.

3 En el mercado hay programas tanto para Macintosh (por ejemplo Screen Movie Recorder) como para Pc (por
ejemplo FlashCam).
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Figura 4. Fragmento de auto-protocolo.

El auto-protocolo confirma la conclusion extraida del andlisis del registro de sesion y la revision de
una construccion vistos mas arriba (figuras 2 y 3), de que la traza del punto permite a los estudiantes
caracterizar la recta que lleva a la solucion. Lo que no podia deducirse al analizar la informacion
proporcionada por el ordenador, pero si aparece explicitamente en el auto-protocolo (#10 a #14), es
que los estudiantes decidieron seguir ese camino porque recordaron la forma de resolver otro problema
planteado antes en el curso (con lapiz y papel): “Dados un punto P y dos rectas paralelas r y s,
construir un triangulo equildtero que tenga uno de sus vértices en el punto P, otro vértice sobre la
recta ry el otro sobre la recta s.”

Analisis de informacion

Para el analisis de los datos recogidos en una investigacion experimental, también hay algunas
metodologias generales, como el analisis de protocolos, tratamientos estadisticos, clasificacion de
respuestas en categorias o tipos, etc. si bien abundan las especificas, propias de cada contexto
concreto. En el contexto del aprendizaje de la demostracion con la ayuda de software de geometria
dindmica, una revision de la literatura especializada muestra varios constructos que se estan utilizando
con éxito para entender los procesos mentales de los estudiantes cuando resuelven problemas de
demostracion, las dificultades que han sufrido, o los motivos por los que no han logrado completar con
éxito una demostracion. Podemos destacar los siguientes marcos de andlisis de la informacion:

* Analisis de los tipos de arrastre realizados en la pantalla del ordenador.

El arrastre de objetos en la pantalla del ordenador es la caracteristica mas peculiar del software de
geometria dindmica. Esta accion permite modificar en tiempo real el dibujo de la pantalla para
convertirlo en otro dibujo asociado a la misma figura (realmente lo convierte en una sucesion casi
continua de dibujos). La modificacion continua como elemento didactico favorecedor del aprendizaje,
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que supera las limitaciones del aprendizaje en contextos de lapiz/tiza y papel/pizarra, no es nuevo,
pues siempre se han utilizado modelos articulados o deformables para representar determinados
conceptos o propiedades matematicos. Lo que si es nuevo es la gran libertad de movimientos y
transformacion que permite el software de geometria dinamica.

La segunda funcion del arrastre que descubren los estudiantes cuando empiezan a aprender a manejar
un programa de geometria dinamica, después de la funcién inicial de modificar un dibujo, es la de
verificar que la construccion que acaban de realizar es correcta. Aqui hay un contrato didactico
implicito segiin el cual si una construccidon soporta cualquier arrastre sin perder ninguna de sus
propiedades matematicas caracteristicas, el profesor y los estudiantes aceptan que la construccion es
correcta.

No obstante, como sefialan Arzarello y otros (1998 b, 2002) y Holzl (1996), cuando un estudiante
arrastra un objeto en la pantalla, puede hacerlo con varias finalidades diferentes, las cuales “cambian
[durante la resolucién de un problema] dependiendo de las modalidades cognitivas y epistemologicas
segun las cuales los estudiantes realizan el control (y en consecuencia realizan sus acciones) en Cabri”
(Arzarello y otros, 1998 b, p. 33). En otras palabras, los estudiantes pueden realizar acciones de
arrastre con distintas finalidades especificas en diferentes momentos. Entre los tipos de arrastre
caracterizados por estos investigadores, cabe destacar como mas ttiles para analizar la actividad de los

estudiantes los siguientes4:

- Arrastre de test (test): El arrastre se hace para comprobar si la construccion hecha conserva las
condiciones matematicas del problema, es decir si la figura creada se rompe o no. El ejemplo tipico de
este tipo de arrastre es cuando, al principio del curso, se pide a los estudiantes que construyan un
rectangulo y éstos lo hacen utilizando segmentos verticales y horizontales; al mover un vértice de esta
figura, los estudiantes ven como el rectangulo se convierte inmediatamente en un cuadrilatero general.

- Arrastre errdtico (wandering): El arrastre se hace sin un plan especifico, de forma aleatoria, con la
finalidad de modificar un dibujo pero sin que importe como es esa modificacion. En este caso, no hay
que confundir que el recorrido del cursor por la pantalla sea aleatorio, es decir que no esta
predeterminado por el estudiante, con que el estudiante haga el arrastre sin ninguna finalidad
especifica. Este tipo de arrastre es muy frecuente cuando, tras haber construido una figura que se
ajusta al enunciado de un problema y haber verificado que la construccion es correcta (arrastre de
test), los estudiantes empiezan a explorar la figura buscando invariantes matematicos sin ninguna idea
previa de qué invariantes buscar ni donde o como encontrarlos.

- Arrastre guiado (guided): Se arrastra un punto u otro objeto con el fin de obtener un caso particular
de la figura construida (particular por su forma, tamafo, posicion, ...).

B
M N
A.Q \C
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D

4 Incluyo junto a las etiquetas de los tipos de arrastre su denominacion en inglés para facilitar relacionar este
texto con publicaciones en inglés.
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Figura 5. Arrastre guiado durante el descubrimiento del teorema de Varignon.

Una situacion muy frecuente en la que esta presente el arrastre guiado es la de haber construido una
figura en la que interviene un cuadrilatero general y el estudiante modifica el dibujo de la pantalla para
conseguir que ese cuadrilatero se transforme en diversos cuadrilateros especificos (paralelogramo,
rombo, rectangulo, etc.). Por ejemplo, se pide resolver el problema: “Dado un cuadrilatero ABCD, sea
MNORP el cuadrilatero formado al unir consecutivamente los puntos medios de los lados de ABCD.
(Qué tipo de cuadrilatero es MNOP? ;Cuando es MNOP un cuadrado? ;Y un rombo?” (teorema de
Varignon). En la figura 5 vemos una secuencia de dibujos obtenidos mediante arrastres guiados
durante la resolucion de este problema con el objetivo de hacer que MNOP sea, sucesivamente, un
rectangulo, un cuadrado y un rombo. En cada caso, los estudiantes trataban de encontrar alguna
particularidad de ABCD que les permitiera caracterizar su relacion con el correspondiente cuadrilatero
MNOP.

- Arrastre sobre un lugar geométrico oculto (dummy locus o lieu muet): El arrastre se hace
procurando que los sucesivos dibujos conserven cierta propiedad matematica que no es valida para la
figura construida. En este caso, generalmente hay un punto de la figura cuyo recorrido coincide con un
lugar geométrico oculto. La identificacion y caracterizacion de ese lugar geométrico suele llevar a la
solucion del problema. El comando “traza” combinado con este tipo de arrastre es una eficaz
herramienta para identificar el lugar geométrico oculto, que no esta disponible en los entornos de

papel y lapiz.

La figura 6 resume la actividad de una pareja de estudiantes de la Facultad de Matematicas de la
Universidad de Valencia tratando de resolver el problema “Sean A, B y C tres puntos fijos no
alineados y D un punto libre diferente. ;Qué condiciones debe cumplir D para que las cuatro
mediatrices del cuadrilatero ABCD se corten en un tnico punto?” El contexto es una asignatura de
didactica de las matematicas de Secundaria, de libre eleccion, en la que los estudiantes trabajan por
parejas con Cabri para resolver diversos problemas, resoluciones que después profesor y alumnos
analizan desde las perspectivas matematica y didactica.

Los estudiantes empiezan haciendo un arrastre erratico hasta comprobar que, en principio, no es facil
que las cuatro mediatrices se corten (en un sélo punto). Después inician un arrastre guiado hasta lograr
que las cuatro mediatrices se corten (figura 6, 1? fila). Tras algunas experimentaciones mas en las que
encuentran algunas soluciones, deciden mover el punto D muy despacio para que las mediatrices no
dejen de cortarse en un solo punto (figura 6, 2* fila). Uno de los estudiantes intuye que el movimiento
del punto D podria ser circular. Entonces, activan la traza del punto D y repiten el arrastre anterior,
comprobando que el recorrido del punto D es similar a la circunferencia que pasa por los otros tres
vértices (figura 6, 3* fila). Ahora los estudiantes construyen la circunferencia que pasa por A, By C
(figura 6, ultimo dibujo) y comprueban, de nuevo mediante arrastre guiado, que cuando D se desplaza
sobre esta circunferencia las mediatrices se cortan en su centro. A partir de aqui, los estudiantes ya
tienen una conjetura y empiezan a trabajar para demostrarla basandose en la propiedad de las
mediatrices de equidistancia a los vértices del cuadrilatero (que han usado para determinar el centro de
la circunferencia).
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Figura 6.

Arzarello y otros (2002) hacen un andlisis de las actuaciones de los estudiantes observados buscando
identificar relaciones entre la fase de la resolucion del problema en que se encontraban (ascendente o
descendente; las describo en el apartado siguiente) y los tipos de arrastre que hacian. Por otra parte,
también es posible relacionar los tipos de arrastre con las etapas de resolucion de los problemas de
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conjetura y demostracion. La tabla siguiente resume estas relaciones para los tipos de arrastre que he
descrito en los parrafos anteriores. De esta manera, a la vista del tipo de arrastre que estan realizando
los estudiantes, los investigadores pueden deducir informacion sobre los objetivos, razonamiento, etc.
de los estudiantes.

Etapas de resolucion de un problema
de conjetura y demostracion Tipos de arrastre
Construccion inicial Test

Erréatico
Descubrimiento de propiedades Erratico

Guiado
Elaboracion de una conjetura Sobre un 1. g. oculto

Guiado
Verificacion de la conjetura Test

Guiado
Demostracion de la conjetura -

* Analisis de las fases de la resolucion de un problema de demostracion.

Decia mas arriba que, cuando se plantean problemas de demostracion con software de geometria
dindmica, un proceso ideal de resolucion de estos problemas (figura 7) empieza construyendo una
figura basada en las hipdtesis del problema, sigue experimentando con esa figura mediante arrastre de
sus elementos para identificar propiedades matematicas o conjeturas y, después, para validarlas y, por
ultimo, concluye demostrando deductivamente la conjetura validada por la experimentacion (la
resolucion descrita en la figura 6 es un ejemplo).

Construccion y
validacion de una figura

o

Arrastre para encontrar] —’ Arrastre para validar las

propiedades y propiedades y conjeturas
conjeturas encontradas

»

Demostracion
deductiva de la
conjetura

Figura 7. Proceso ideal de resolucion de un problema de demostracion con software de geometria dindmica.

En la practica, los procesos seguidos por los estudiantes pueden ser bastante diferentes del descrito en
la figura 7 por varios motivos: La accion de tutorizacion del profesor puede primar determinada forma
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de proceder de los estudiantesd. Estos pueden ignorar alguna de las etapas por falta de experiencia.
Los estudiantes pueden quedarse bloqueados en el proceso de busqueda de conjeturas, no ser capaces
de encontrar la forma de realizar la demostracion deductiva, etc. En las resoluciones que si llegan a
realizar demostraciones deductivas, Arzarello y otros (1998 a) definen dos fases que caracterizan las
relaciones entre la actividad empirica de elaboracion de conjeturas y la actividad deductiva de su
demostracion:

- Una fase ascendente caracterizada por la actividad empirica dirigida a la mejor comprension del
problema, la busqueda de una conjetura y su posterior validacion o rechazo.

- Una fase descendente caracterizada por la actividad argumentativa (deductiva o no) dirigida a la
elaboracion de una demostracion de la conjetura planteada.

Segun este modelo tedrico, la resolucion de un problema de demostracion se caracteriza por la
transicion de la fase ascendente a la fase descendente. En la realidad, la resolucion de un problema
puede estar formada por varias transiciones en una u otra direccion entre ambas fases,
correspondientes a unos momentos de trabajo empirico y otros momentos de trabajo deductivo, a
avances por caminos que no llevan al resultado deseado seguidos de retrocesos para iniciar nuevas
fases ascendentes de buisqueda o verificacion empiricas que dan paso a nuevas fases descendentes de
produccion deductiva. En el siguiente ejemplo (Marrades, Gutiérrez, 2000) muestro la resolucion por
una pareja de estudiantes de Secundaria del siguiente problema:

Haz una construccion con las siguientes condiciones:

- El segmento CD sobre una recta. P m]
- El segmento AB paralelo al CD.

- El segmento AB tiene la misma longitud que el AC.

Investiga si el segmento BC es la bisectriz de [JACD.

La figura 8 muestra los pasos mas significativos de la actividad de los estudiantes. Una vez hecha la
construccion correctamente, los estudiantes empiezan la resolucion haciendo algunas mediciones (AB,

AC, TABC, ACB y [IBCD; ver figura 8.1) y comprobando mediante arrastre que los tres angulos son
siempre iguales. Después demuestran la congruencia de [JABC y [/BCD:

1. LBCD = [TABC porque son alternos internos.
2.4AB = AC.
3. 4B // CD.

Después de hacer algunos cambios en la figura de la pantalla, los estudiantes creen que ya pueden
escribir una demostraciéon de la relacion pedida en el enunciado. Entonces (figura 8.2) afiaden la recta
perpendicular a CB por el punto A, marcan el punto M de interseccion de esta recta con CB y miden
los angulos JCAM, TT/BAM y JAMB. Mediante arrastre, verifican que [ICAM y TIBAM miden
siempre lo mismo. Por tltimo, escriben en su libreta:

5 Véase el texto de la ponencia de Pedro Cobo para profundizar en este aspecto.
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Figura 8.

4. Si AB = AC y AB es paralelo a CD, entonces BCD = TABC por alternos internos y
[TACB = [ABC por el 2° criterio de igualdad [de triangulos] dos lados y un angulo
comprendido [iguales].

5.AB = AC, un lado.

6. AM [es un lado] comun.

7. ICAM = IBAM un angulo comprendido.

8. Por lo tanto, si AACM = AABM entonces [/ACB = [/ABC.
9. ABC = /' BCD.

10. /ACB = [/ABC.

11. --> ZBCD = [TACB ( [luego CB es la] bisectriz de [IACD).

En este resumen encontramos las dos fases de la demostracion claramente diferenciadas: Los episodios
1 a 3 corresponden a la fase ascendente y los episodios 4 a 11 corresponden a la fase descendente. Sin
embargo, un analisis mas detallado muestra que hay varias transiciones entre fases ascendentes y
descendentes. La primera se produce cuando los estudiantes, después de las mediciones y
verificaciones iniciales (fase ascendente, figura 8.1) demuestran la congruencia de [JABC y [IBCD
(fase descendente, episodios 1 y 3). Aunque intentan seguir escribiendo la demostracion, deben volver
a una fase ascendente para afiadir a la figura elementos auxiliares que necesitan y verificar mediante
arrastre las relaciones de congruencia entre los angulos (figura 8.2). Hecho esto, ya estan en
condiciones de terminar de escribir la demostracion, pues han identificado las propiedades y relaciones
que necesitan, y pasan a otra fase descendente (episodios 4 a 11).

En numerosas publicaciones relacionadas con el aprendizaje de la demostracién matematica se dice
que generalmente una parte de la actividad de los matematicos profesionales cuando estdn
investigando un nuevo teorema es de tipo empirico, y que éstos solo proceden a escribir una
demostracion formal del nuevo resultado cuando estan suficientemente convencidos de la veracidad
del mismo. Por lo tanto, también ahi encontramos las fases ascendente y descendente.

* Analisis de la unidad cognitiva de teoremas observable en la resolucion con éxito de problemas de
demostracion.

Mariotti y otros (1997) dicen que el analisis de las formas de trabajar de gedbmetras antiguos y actuales
pone de relieve que existe una continuidad entre los procesos de produccién de una conjetura y de
elaboracion de una demostracion de la misma. Esta misma continuidad puede verse en experimentos
con estudiantes que resuelven con éxito problemas de conjetura y demostracion. Esta continuidad, que
estos investigadores llaman la unidad cognitiva del teorema, se basa en las relaciones cognitivas
establecidas por el resolutor del problema entre los resultados de su actividad exploratoria de
busqueda de una conjetura y su actividad deductiva posterior de busqueda de una demostracion para
las conjetura hallada, de forma que las ideas surgidas durante la actividad exploratoria son la base para
la construccion de la demostracion deductiva:
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“Durante la produccion de la conjetura, el estudiante progresivamente trabaja en su
enunciado mediante una actividad argumentativa progresiva funcionalmente
entremezclada con la justificacion de la plausibilidad de sus elecciones. Durante la
posterior etapa de demostracion del enunciado, el estudiante conecta con este proceso de
forma coherente, organizando algunos de los argumentos previamente producidos en
una cadena logica.” (Garuti, Boero, Lemut, 1998)

En el ejemplo de la figura 8 existe unidad cognitiva entre las experimentaciones empiricas en el
ordenador y la escritura de una demostracion de la conjetura, pues los estudiantes, a través de la
actividad de manipulacion empirica (medicion, arrastre y observacion de las medidas) descubren las
propiedades que luego utilizan para escribir el argumento de la demostracion. Esta demostracion tiene
partes de tipo deductivo aunque, globalmente, no podamos considerarla una demostracion deductiva
por la falta de justificacion adecuada de algunas relaciones (principalmente de la igualdad de [ICAM y

BAM).

También en el ejemplo de la figura 6 podemos reconocer la presencia de la unidad cognitiva del
teorema, pues los estudiantes, después de la experimentacion inicial, construyen la circunferencia
circunscrita (con centro en el punto de corte de dos mediatrices y que pasa por los puntos A, By C) y,
después de terminar las exploraciones y verificaciones empiricas, utilizan esta propiedad de las
mediatrices para escribir la demostracion de la conjetura que resuelve el problema.

Veamos ahora un tercer ejemplo (Marrades, Gutiérrez, 2000), dos estudiantes de Secundaria
resolviendo el problema del corte de las mediatrices de un cuadrilatero en un sélo punto, en el que los
estudiantes encuentran la relacion correcta que resuelve el problema, pero la falta de unidad cognitiva
les impide demostrarla.

Los estudiantes comienzan realizando la construccién del cuadrilatero con las mediatrices y
arrastrando el vértice D. Realizan diversos arrastres sin lograr ningun ejemplo con las cuatro
mediatrices cortandose, afiaden las medidas de los lados y los angulos y siguen transformando la
figura, hasta que obtienen un rectdngulo y un cuadrilatero cruzado (figura 9.1). Los estudiantes siguen
haciendo arrastres del punto D y obtienen algunos rectangulos y poligonos andlogos al de la figura
9.2.

A continuacion los estudiantes superponen los puntos B y C (figura 9.3) y, arrastrando el punto D,

obtienen varios “triangulos”, observando en todos que las cuatro mediatrices se cortan®. Abandonan
este tipo de dibujos y vuelven a manipular cuadrilateros convexos, obteniendo diversos casos en los
que se cortan las cuatro mediatrices. Los estudiantes escriben una conjetura: La suma de las angulos A
vy Ces igual a la suma de B y D si queremos que las mediatrices se corten. La suma de los angulos [de
cada par, A+C y B+D] es 180°.

Los estudiantes deciden construir la circunferencia con centro en la interseccion de las mediatrices de
dos lados opuestos y que pasa por C (figura 9.4). Como los vértices A y B no estan en la
circunferencia, los mueven hasta situarlos encima de ella (figura 9.5). A continuacién escriben: Las
mediatrices se cortan en un punto. Ese punto es el centro de la circunferencia circunscrita [al
cuadrilatero ABCD)]. Los vértices equidistan del centro de la circunferencia.

6 Al no haber puesto los puntos B y C exactamente uno encima del otro, Cabri sigue considerando que existe el
segmento BC y, por lo tanto, dibujando su mediatriz.
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Figura 9.

Estos estudiantes han encontrado dos conjeturas correctas que resuelven el problema, pero no son
capaces de demostrar ninguna de ellas porque durante sus experimentaciones en el ordenador no han
encontrado propiedades que pudieran servirles para conectar las conjeturas con la propiedad de corte
de las mediatrices. Por ejemplo, a diferencia de como construyen la circunferencia los estudiantes de
la figura 6, éstos han usado las mediatrices de dos lados opuestos (AB y CD), por lo que los vértices
A, B y C no pertenecen todos a la circunferencia. En otras palabras, no han logrado crear la unidad
cognitiva del teorema.

Hay una evidente relacion entre los constructos de las fases ascendente y descendente y de la unidad
cognitiva de un teorema como herramientas de analisis de la actividad de los estudiantes: El primero
permite diseccionar el proceso de resolucion de un problema de conjetura y demostracion
distinguiendo los momentos en los que el estudiante esta buscando informacioén (de manera empirica
exploratoria) y aquéllos en los que esta organizando la informacion (de manera deductiva). El segundo
permite identificar las relaciones funcionales entre los hallazgos producidos en la fase ascendente y las
definiciones, propiedades, etc. usadas para organizar la demostracion en la fase descendente. Sin
embargo, estos constructos no son equivalentes pues dan lugar a analisis complementarios de la
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resolucion del problema ya que las fases de resolucion permiten observar la secuencia de momentos
durante la resolucidon y la unidad cognitiva permite observar la coherencia entre las actividades de
ambas fases (o la falta de ella).

La utilizacion de las fases de resolucion de un problema de demostracion y de la unidad cognitiva de
un teorema como herramientas de analisis de datos no estd restringida a las investigaciones de
actividad en entornos de software de geometria dindmica, sino que también se pueden emplear cuando
los estudiantes han trabajado en contextos de papel y lapiz. Sin embargo, en los contextos informaticos
es donde dichas herramientas son mas productivas, porque el uso de software de geometria dinamica
hace explicita con mayor detalle la actividad empirica de los estudiantes que en contextos no
informaticos transcurre en mayor medida en la mente de los estudiantes, sobre todo cuando éstos son
mas expertos o tienen un mayor nivel de razonamiento abstracto.

* Analisis de los tipos de demostraciones realizadas por los estudiantes.

Diversos investigadores han observado las formas de resolver problemas de demostracion de
estudiantes de diferentes niveles educativos y han llegado a elaborar algunas clasificaciones de las
mismas. Las clasificaciones mas fructiferas y de uso mas frecuente en la actualidad son las definidas
en Balacheff (1988 a) (ver también Balacheff, 1988 b) y en Harel, Sowder (1998). Posteriormente,
otras investigaciones realizadas en Espafia han analizado la aplicabilidad de dichas clasificaciones y
han elaborado clasificaciones que profundizan y desarrollan las anteriores (Ibafies, 2001; Marrades,
Gutiérrez, 2000; Martinez Recio, 1999; Martinez Recio, Diaz Godino, 2001). De manera muy
resumida, los tipos de demostraciones descritos por Balacheff y por Harel y Sowder son:

- Demostraciones empiricas:

Empirismo naif, demostracién consistente en verificar la veracidad de la conjetura en uno o
varios ejemplos elegidos generalmente de manera aleatoria.

Experimento crucial, demostracion consistente en verificar la veracidad de la conjetura en un
ejemplo elegido cuidadosamente y pensando que si la conjetura es cierta en este ejemplo, sera
cierta siempre.

Ejemplo genérico, demostracion consistente en verificar la veracidad de la conjetura en un
ejemplo elegido con la intencidon de que sea representante de la familia de todos los ejemplos y
que las manipulaciones realizadas con el ejemplo sean manipulaciones con toda la familia. Los
estudiantes intentan que las propiedades matematicas que usan en la demostraciéon aparezcan
desvinculadas del ejemplo especifico que estdn usando, por lo que esta forma de proceder
supone un primer paso hacia las demostraciones deductivas.

- Demostraciones deductivas:

Experimento mental, demostraciéon consistente en utilizar un ejemplo para identificar
propiedades pertinentes que a continuacién se disocian del ejemplo concreto, se interiorizan de
manera abstracta y se organizan en una cadena deductiva.

Analitica o teodrica, demostracion deductiva abstracta, generalmente formal, basada en el uso de
argumentos y operaciones mentales que no tienen ninguna relacion con la manipulacion de
ejemplos concretos. Las demostraciones analiticas pueden ser transformativas o axiomaticas.

Sintesis final, implicaciones didacticas y sugerencias

Resumo mediante un diagrama (figura 10) las estrechas relaciones que hay entre los instrumentos o
procedimientos de recogida de datos y los tipos de analisis que podremos hacer de esos datos que he
presentado en las paginas anteriores. Este diagrama se podria ampliar afiadiendo las metodologias
generales de recogida y analisis de datos, pero eso queda fuera del objetivo de este texto.
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Figura 10. Relacion entre formas de recogida y de analisis de datos.

Es facil observar en las publicaciones que informan sobre investigaciones experimentales que el uso
del software de geometria dinamica influye en la mayor o menor frecuencia con la que encontramos
cada tipo de demostracion. La forma de construccion de una figura en el ordenador y el uso del
arrastre hacen que los ejemplos que manipulan los estudiantes adquieran con mas facilidad el caracter
de ejemplo genérico o experimento mental que el de ejemplo naif o experimento crucial. Una cuestion
que no esta investigada, y sobre la cual estamos trabajando en el Departamento de Didactica de la
Matematica de la Universidad de Valencia, es la de observar las posibles diferencias de
comportamiento de estudiantes cuando resuelven problemas de geometria sintética en los entornos de
papel y lapiz o de software de geometria dindmica.

Por otra parte, al analizar demostraciones deductivas elaboradas usando software de geometria
dinamica se pone en cuestion la diferencia entre las demostraciones deductivas del tipo experimento
mental y de los tipos analiticos definidos por Harel y Sowder, pues lo normal es que las
demostraciones formales sean el resultado de una fase ascendente de experimentacidon con arrastres,
mediciones, etc. Esta es una cuestion que merece la pena investigar.

Se ha alegado en ocasiones que el software de geometria dinamica es un obstaculo para que los
estudiantes (generalmente de Secundaria) entiendan la necesidad de la demostracion deductiva y
aprendan a hacer este tipo de demostraciones, porque su dinamismo y la facilidad para observar
ejemplos diversos hace que los estudiantes adquieran un grado de conviccidon de la veracidad de las
conjeturas tan alto que no consideran necesaria la demostracion abstracta deductiva. En estos casos el
bloqueo se produce porque los profesores solo ofrecen a sus alumnos la funcién de la demostracion
como forma de asegurar la veracidad de las conjeturas. Sin embargo, en otras investigaciones, al llegar
a este punto de bloqueo, los profesores han presentado a los estudiantes la funcion de la demostracion
como forma de comprender por qué las conjeturas son verdaderas. De esta manera el profesor, aun
asumiendo con sus alumnos que la conjetura es verdadera, tiene el recurso de plantear la conveniencia
de entender por qué es verdadera.

En cuanto a los estudiantes (de Secundaria o universitarios) que ya han comprendido la necesidad de
pasar de las demostraciones empiricas a las deductivas abstractas, el uso de software de geometria
dinamica no supone el obstaculo sefialado en el parrafo anterior, si bien no hay investigaciones que
presenten informacion concluyente sobre la utilidad de este tipo de software para ayudar a estos
estudiantes a mejorar su habilidad de razonamiento deductivo abstracto y la calidad de sus
demostraciones.
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Réplica a la ponencia:

Aspectos metodologicos de la investigacion sobre aprendizaje de la
demostracion mediante exploraciones con software de Geometria
dinamica del doctor Angel Gutiérrez.

Jesus Murillo Ramon

Departamento de Matematicas y Computacion. Universidad de La Rioja

Resumen

En nuestra opinion, plantarse una réplica a una ponencia, resulta en principio mas comodo y menos
comprometido que elaborarla y presentarla a la comunicad cientifica, pues entendemos que bastaria
con plantear la misma exponiendo aquellos aspectos mds interesantes, destacando sus puntos fuertes
y planteando puntos de vista alternativos sobre algunos aspectos recogidos en la misma, que como
cualquier objeto de estudio de la Didactica de la Matematica puede contemplarse desde una optica o
perspectiva diferente, sin que esto signifique que el planteamiento sea mejor o peor, Sino que
constituyen elementos enriquecedores, con el objetivo fundamental de mejorar el proceso educativo
de las matematicas en todos los niveles educativos y aumentar el éxito escolar.

Estos posibles enfoques diferentes son los que permiten plantear elementos de discusion o debate, que
enriquecen y sugieren otros objetos de estudio y lineas de investigacion de la Didactica de la
Matematica. Con estos planteamientos, desarrollaremos la réplica que sigue a continuacion. Vaya
por delante nuestro reconocimiento a la amplia y fructifera trayectoria investigadora del Dr.
Gutiérrez.

La ponencia presentada, comienza con una Introduccion en la que se plantea en primer lugar una
breve vision del uso de herramientas informaticas en la ensefianza de las Matematicas y en particular
en la de la Geometria. Sefiala asimismo el interés que en estos momentos existe en los investigadores
por estudiar su utilizacion, sobretodo el del software de Geometria Dinamica.

El profesor Gutiérrez destaca la principal ventaja que presenta este software, sobre los materiales
didacticos tradicionales tanto estaticos como dinamicos, a saber: La facilidad de representar figuras
geométricas, en las que se pueden realizar mediciones y experimentaciones, que sugieren a los
usuarios, el planteamiento de conjeturas en relacion con el problema propuesto y su verificacion,
enfocando en muchos casos su solucion y/o la posibilidad de encontrar propiedades matematicas no
evidentes de las figuras con las que abordar la resolucion del problema planteado.

El objetivo fundamental de la ponencia es “describir, ejemplificar y analizar las principales
herramientas metodologicas disponibles en la actualidad para las investigaciones sobre procesos de
aprendizaje de la demostracion basadas en el uso del sofiware de Geometria Dindmica en el contexto
mds especifico de la resolucion de problemas ™.
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En el siguiente apartado de Multiples puntos de vista para analizar..., sefala las partes 2 criticas de
cualquier investigacion experimental en Didactica de las Matematicas: La recogida de la informacion
de los estudiantes durante los experimentos y el analisis de esta informacion, haciendo hincapié en la
dificultad de conocer qué pasa por la cabeza de los alumnos cuando estan implicados en la actividad
matematicas, como analizan y transforman la informacion, ..., aspectos fundamentales a tener en
cuenta para mejorar el proceso de aprendizaje. De aqui el interés en que la recogida de la informacion
sobre el proceso que han seguido en la resolucion del problema, sea lo mas completa posible ya que
resulta fundamental para el investigador de cara a determinar las claves para entender qué han hecho
los estudiantes y por qué lo han hecho.

A continuacion pasa a describir algunas de las formas mas usuales de recogida de la informacién en
las investigaciones experimentales en Didactica de las Matematicas, incidiendo especialmente en
aquellas que son casi exclusivas del software Cabri II Plus y no presentes en otro software de
Geometria Dinamica. De entre los diversos métodos para recoger datos sobre las producciones de los
alumnos (respuestas a cuestionarios, soluciones de problemas...), toma en consideracion la forma mas
usual de resolver un problema utilizando software de geometria dindmica y elige uno especifico de
este contexto de experimentacion, en el que se utilizan basicamente funcionalidades casi exclusivas de
Cabri II Plus, aunque también sefiala la complementariedad en la recogida de informacion de los otros
métodos usuales.

Para recoger los datos considera los siguientes instrumentos:

1. En los archivos creados por los estudiantes con las figuras construidas, utiliza la
funcionalidad revision de la construccién'. Aspecto este que el ponente Dr. Gutiérrez ilustra
perfectamente con el grafico de la Figura 1.

2. Registro automatico de la actividad de los estudiantes durante el proceso de resolucion, la
funcionalidad grabar sesion’ que cuando se activa guarda de forma sucesiva las diversas
pantallas del proceso de resolucion del problema que el estudiante realiza. Se trata de una
herramienta de investigacion muy valiosa, ya que permite hacer un seguimiento de la actividad
del estudiante durante el proceso de resolucion y detectar los momentos en los que surgen las
ideas que les permiten resolver el problema o les conducen al bloqueo.

El ponente ilustra la utilizacion de este instrumento con la presentacion de los graficos
correspondientes al proceso de resolucion de un problema en la Figura 2 y procede a analizar la sesion
correspondiente, poniendo en evidencia que si bien resuelven algunas cuestiones al investigador,
también le quedan preguntas sin contestar(;Por qué utiliza una determinada estrategia?, ;Por qué han
intuido un determinado camino a seguir?,...) 1 Es una funcionalidad del mena Edicion, que permite
visualizar todas las etapas de la construccion, y en la version para Windows también aparece una
ventana de texto explicativa de la etapa de construccidon correspondiente, disponiendo de varias
opciones. 2. Por supuesto existe la posibilidad de leer las distintas pantallas, navegando por ellas y su
impresion.

3. Auto-protocolo escrito por los estudiantes. Segun el ponente, una variante de una
metodologia tipica de investigacion “pensar en voz alta”, que consiste en dar una directriz a
los estudiantes en la que se les pide que paralelamente a la resolucion del problema, escriban
comentarios sobre sus procesos de decision, produciendo menos interferencias que “pensar en

Es una funcionalidad del menu Edicion, que permite visualizar todas las etapas de la construccion, y en la
version para Windows también aparece una ventana de texto explicativa de la etapa de construccion
correspondiente, disponiendo de varias opciones.

? Es una funcionalidad del men@i Sesion, permite grabar segiin una sesién de las pantallas segin los intervalos de
tiempo que se establecen. Por supuesto existe la posibilidad de leer las distintas pantallas, navegando por ellas y
su impresion.
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voz alta”, pues dado que utilizan el ordenador, en todo caso deben detener su flujo de
pensamiento. El auto-protocolo es un instrumento que puede confirmar o completar la
conclusion extraida del analisis del registro de la sesion y de la revision de la construccion.

Para el analisis de los datos recogidos, después de haber revisado la literatura especializada en el
contexto del software de la Geometria Dinamica, destaca los siguientes marcos:

1. Analisis de los tipos de arrastre realizados en la pantalla del ordenador. Sefiala esta funcion
como elemento fundamental favorecedor del aprendizaje y con ventaja a otros materiales
clasicos(material articulable o deformable) por su gran libertad de movimientos y de
transformacion que posee, ademas de permitir a los alumnos la verificacion de que la
construccion realizada es correcta. Destaca como mas Tttiles, siguiendo a Arzarello y otros
(1998 b, 2002) y Holzd (1996) los siguientes.

a. Arrastre de test (test). Para comprobar si la construccion realizada conserva las
condiciones matematicas del problema.

b. Arrastre erratico (wandering). El arrastre se hace sin ninguna finalidad especifica,
explorando en busqueda de invariantes sin ninguna idea previa.

c. Arrastre guiado (guided). Se arrastra un objeto, con la finalidad de obtener un caso
particular de la figura construida.

d. Arrastre sobre un lugar geométrico oculto (dummy locus o lieu muet).

2. Analisis de las fases de resolucion de un problema de demostracion. En la figura 7 presenta
un proceso ideal de resolucion de un problema de demostracion, aunque el ponente sefiala bien
que los procesos seguidos por los estudiantes pueden diferir bastante del ideal por muy
diversos motivos, entre otros por la accion tutorial.

3. Analisis de la unidad cognitiva de teoremas observables en la resolucion con éxito de
problemas de demostracion.

En relacién a los dos marcos anteriores de fases de resolucion y unidad cognitiva de teoremas y las
ilustraciones sobre los mismos con dos ejemplos uno de alumnos de Secundaria y otro de alumnos de
la Facultad de Matematicas, los planteamientos metodologicos de la investigacion deben ser distintos,
dado que las competencias exigidas en los curricula correspondientes y los conocimientos basicos son
de distinto nivel, lo que plantea diferenciar las actividades a resolver por los alumnos de ambos niveles
educativos. En el texto de la ponencia parece no quedar clara la necesidad de diferenciacion entre las
exigencias de conjetura, conjetura y demostracion y demostracion.

La demostracién es un concepto extraordinariamente complejo en el que intervienen muchos aspectos
distintos: ldgica, argumentacion, verdad conocimiento, ..., lo que conduce a crear alrededor de esta
idea una especie de niebla que no deja ver con claridad cudles son los elementos fundamentales a la
hora de trata de conseguir que nuestros estudiantes sean capaces de entender, apreciar y producir sus
propias demostraciones. La demostracion coexiste con otros tipos de pruebas normalmente aceptadas
en los distintos ambitos en que se mueven los estudiantes —los distintos contextos institucionales- o
simplemente la demostracion tiene distintos significados segun el contexto institucional en el que se
genera.

El uso de la demostracion estrictamente deductiva en el marco escolar ha sido ampliamente discutido
Villiers(1993, 2000), Garuti, Boero y Lemut, Mariotti(1998). Godino y Recio (1997), Recio (1999),
cuestionandose su uso, sobretodo en los niveles no universitarios.

Como consecuencia de esta revision, la demostracion aparece hoy como un objeto complejo
estrechamente relacionado con otros elementos de validacion como pueden ser los de explicacion,
comprobacion, argumentacion y prueba, teniendo un significado mas abierto que acepta, junto a la
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demostracion estrictamente deductiva, la necesidad de otros modos de validacion de tipo empirico-
deductivo, la formulacién de conjeturas, los ejemplos y contracjemplos, los procesos de
generalizacion.

Esto permite dar un significado a la demostracion, mas amplio que el estrictamente deductivo y mas
cercano a las capacidades logicas de los estudiantes de Educacion Primaria y Secundaria.

Algo mas al respecto del analisis de la continuidad cognitiva diremos en el apartado de puntos débiles
de la ponencia.

4. Analisis de la los tipos de demostraciones realizadas por los estudiantes. Presenta de forma
resumida la clasificacion de las formas de resolver problemas de los estudiantes de diferentes
niveles educativos descritos por Balacheff'y por Harel y Sowder, considerando los dos bloques
el de demostraciones empiricas y el de las deductivas.

Finalmente presenta un diagrama que describe las relaciones entre los instrumentos y procedimientos
de recogida de datos y los tipos de analisis presentados. Sugiere la posibilidad de ampliarlo afiadiendo
metodologias mas generales de recogida y analisis de datos.

En la segunda parte de esta réplica sefialamos los que en nuestra opinién son los puntos mas
destacables de la ponencia presentada.

1. Los momentos en que nos encontramos, con un potente desarrollo de las Tecnologias de la
Informacion y de la Comunicacion (TIC) y una fuerte implicacion en el sistema educativo de
las Matematicas, la ponencia presentada es totalmente oportuna al plantear aspectos
metodologicos de la investigacion en un contexto concreto en el que se hallan inmersos
muchos investigadores y a los que puede servir de gran ayuda, destacando ademas la claridad
con la que esté escrita.

2. La eleccion como software de Geometria Dinamica de los existentes en la actualidad -el
ponente ha elegido CABRI II Plus-, destacando algunas funcionalidades especificas que
permiten recoger un determinado tipo de informacion, no accesible con otros.

3. El esquema del proceso ideal de resolucion de un problema de demostracion, para analizar
las fases de la resolucion.

Seguidamente tres puntos débiles o no considerados en la ponencia.

1. Dado que en la ponencia se plantean aspectos metodologicos, consideramos que un aspecto
olvidado es no haber realizado un analisis mas en profundidad del software de Geometria
Dinamica existente, sefialando sus ventajas e inconvenientes tanto desde el punto de vista
didéctico tanto como instrumento de investigacion. La eleccion llevada a cabo por el ponente
por Cabri II Plus y algunas funcionalidades -casi exclusivas- del mismo, recogidas en el texto
de la ponencia, parecen sugerir la idoneidad del mismo, pero seguimos considerando necesario
un andlisis mas en profundidad del software de Geometria Dindmica disponible.

Ampliando la consideracion anterior, planteamos la necesidad de contemplar el uso de los
applets de Java. La utilizacion por parte de los alumnos, sobretodo en el ambito de la
Educacion Secundaria, del programa Cabri exige por una parte la necesidad de disponer
localmente del software correspondiente y por otra de un aprendizaje previo del mismo con lo
que esto supone en cuanto a tiempo y esfuerzo por parte de los alumnos, independientemente
de que el aprendizaje de Cabri en si mismo tiene de valor formativo. Este tiempo de
dedicacién puede ser sustituido en determinas condiciones por applets de Java.

2. Poca claridad en la necesidad del disefio especifico de las actividades, con una estructura y
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exigencias concretas y diferenciadas segun el nivel educativo a que van dirigidas. Bien es
verdad que el andlisis desarrollado se hace como ilustracion, pero en cualquier caso
consideramos oportuno hacer la siguiente puntualizacion en cuanto al Analisis de la unidad
cognitiva de teoremas planteado a partir de la Figuras 8 y 9, dadas las implicaciones tanto
educativas como de investigacion que se plantean:

El programa Cabri ha ayudado en la elaboracion de las conjeturas por parte de los alumnos de
ESO. Estos han realizado el razonamiento inductivo (fase ascendente) de la misma manera que
los estudiantes de la Facultad de Matematicas en la Figura 6.

Ahora bien la capacidad deductiva, el bagaje matematico, la capacidad de expresion y la
experiencia de unos y otros no son los mismos. Consideramos por tanto que no puede
equipararse la investigacion con estudiantes de la Facultad de Matematicas con la que se
puede realizar con los alumnos de la ESO Posiblemente el alumno de la ESO no tenga
asimilado el concepto de mediatriz como lugar geométrico de los puntos que equidistan de los
extremos, ni maneje la relacion entre la medida del angulo inscrito en una circunferencia y la
del éangulo central correspondiente, ni mucho menos la de arco capaz de un angulo.
Entendemos que es necesario tener adquiridos estos conceptos y haber experimentado con
ellos para poder elaborar demostraciones deductivas planteadas en el problema de la Figura 9.

Consideramos que para poder hablar de “continuidad cognitiva del teorema” es necesario que
los alumnos conozcan los conceptos, definiciones y propiedades necesarios para poder
construir la demostracion deductiva y, asi, relacionarlos con los argumentos previamente
producidos en la primera fase de la exploracion inductiva.

En nuestra opinién, no podemos, por tanto, hablar de “continuidad cognitiva” en este caso, en
el sentido de Mariotti (1997). Los estudiantes de ESO han encontrado durante la actividad
exploratoria las ideas base para la construccion de la actividad deductiva, pero no han podido
“identificar las relaciones funcionales entre los hallazgos producidos en la fase ascendente y
las definiciones, propiedades, etc.” necesarios para poder realizar la actividad deductiva final,
porque estas definiciones no forman parte de su bagaje matematico, ni tienen la capacidad de
argumentacion ni el entrenamiento de los estudiantes de la Facultad de Matematicas.

3. No sefiala la importancia del trabajo colaborativo como elemento a tener en cuenta en las
investigaciones sobre ensefianza apoyada en las TIC, por su influencia en las interacciones que
se producen. Ademas, los analisis presentados en la ponencia, al menos en uno, el caso de los
estudiantes de la Facultad, trabajan por parejas.

Asumiendo la idea constructivista del aprendizaje y la “construccion social” del conocimiento,
consideramos que un elemento que forma parte de las propuestas metodologicas de investigacion en el
contexto de la ponencia, lo constituye “utilizar y analizar la influencia del trabajo colaborativo en la
mejora de la capacidad de demostracion matematica en nuestros alumnos utilizando las posibilidades
que brindan las TIC”.

Un breve esquema de propuesta de trabajo a desarrollar en este sentido, utilizando un entorno
interactivo de aprendizaje, compuesto por una red electronica, Cabri e Internet (para una descripcion
mas completa véase Murillo, 2000) planteada en dos fases podria ser la siguiente:

* En un primer momento, pretendemos que los alumnos asuman el sentido de la demostracion
matematica, a distinguir una demostracion de otras formas de argumentacion y a comprender
cuales son los elementos que la componen y el proceso general para desarrollarla.

1aa3

Se utiliza un proceso de comunicacién bidireccional entre el “profesor virtual” y el alumno a través

3 El “profesor virtual” es un profesor que no esti presente en la clase y que recibe los mensajes de correo
electronico de los alumnos. Esta encargado de aclarar las dudas que se produzcan, corregir las respuestas de los
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del correo electronico. Esto es, se plantea una actividad de iniciacion en la pagina Web del proyecto,
en ella se pide al alumno que haga una construccion con Cabri Géométre II, que tome medidas, que
manipule la figura, que trate de tomar conciencia de una propiedad geométrica que se da en la misma,
que no debe depender de la figura concreta realizada, sino que debera ser valida para un conjunto de
figuras. Esta propiedad no se le da de forma explicita, sino que se espera que la obtenga por
manipulacion. Una vez obtenida, se le pide que la exprese con su propio vocabulario y particular
sintaxis, y que intente justificar su respuesta.

Aqui se realiza una correspondencia epistolar electronica entre el alumno y el “profesor virtual”
mediante la que se van poco a poco dando instrucciones, animando, dando o no valides a las
deducciones obtenidas, y puliendo la respuesta hasta llegar a una comprension por parte del alumno
del concepto de demostracion, de los elementos que la componen y del tipo de expresion adecuada
para explicitar la demostracion requerida.

Las actividades planteadas son especificas, disefiadas y dirigidas a desarrollar la capacidad de
demostracion de los alumnos en el ambito de la Geometria

* La segunda fase corresponde a las actividades del Foro de discusion, en las que basicamente
el procedimiento es el siguiente:

1. Los alumnos reciben la propuesta de actividad a través del la pagina Web o del correo
electronico.

2. Individualmente y utilizando Cabri y/o el applet correspondiente, elaboran una primera
aproximacion de la demostracion, que es enviada al Foro de discusion (Tablero electronico).
En caso de ser necesario los alumnos envian los graficos correspondientes al profesor virtual
para hacerlos asequibles a todos.

3. Los alumnos discuten las respuestas dadas apoyandose en los graficos que estan accesibles,
trabajando colaborativamente hasta conseguir entre todos mejorar éstas y llegar a una
expresion mas completa, aunque no unica para todos.

Seguidamente planteamos tres puntos de interés para debatir, en relacion con la utilizacion del
software de geometria Dindmica en el proceso educativo de las Matematicas.

1. La eleccion de un determinado software de Geometria Dinamica, ;influye en los resultados
del aprendizaje de los alumnos? O ;solamente determina la metodologia de investigacion que
intenta establecer los posibles beneficios cognitivos en los alumnos?

2. (Se deben incorporar los applets de Java en los enunciados de las actividades geométricas
planteadas a nuestros alumnos? O ;suponen un exceso “conductista” en el camino a seguir por
nuestros alumnos en la resolucion del problema planteado?

3. (Debe fomentarse el trabajo colaborativo como elemento potenciador del aprendizaje de
nuestros alumnos? O ;se trata de uno mas de los métodos de trabajo con los alumnos?

A continuacién se muestran ejemplos de actividades, que ilustran nuestra postura en cuanto al papel
que juega Cabri, los applets de java y el disefio especifico de las actividades y que en cierta manera es
nuestra respuesta a las tres cuestiones planteadas anteriormente.

En la actividad que se muestra a continuacion llamada Actividad 1, applet de Java que aparece en el
enunciado de la misma, no aporta mas informacion que si hubiésemos utilizado un grafico estatico.
Casi el tnico motivo del mismo, con su animacion es hacer un enunciado mas atractivo y motivador

alumnos y sobre todo establecer con los alumnos una relacion personal lo mas estrecha posible y animar a todos
a realizar esfuerzo para realizar la demostracion. Esto tiene para los alumnos un gran atractivo y se ha
comprobado que el ascendiente de este profesor sobre el alumno es superior incluso al del profesor real que esta
en la clase presencial
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para que el alumno intente responder a la vez que ilustra el enunciado.

ACTIVIDAD 1

En la siguiente actividad se modelizan las que se pueden utilizar para desarrollar trabajo colaborativo a
través del Foro de discusion (tablero electrénico).
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En el texto del enunciado aparecen enlaces con archivos que en su caso permiten al alumno resolver
por si mismo algunas cuestiones basicas necesarias para el desarrollo de su actividad., asi como enlace
con el
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Tablero electronico.

En el enunciado de esta actividad aparece un enlace trapecio, que se muestra a continuacion y dentro
un enlace con un applet de Java, que muestra un aspecto de la demostracion.
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Resumen

En esta comunicacion presentamos el sistema tutorial inteligente, al que hemos Illamado
AGENTGEOM, y analizamos como interactua con un alumno en la resolucion de un problema que
compara areas de superficies planas. En esta interaccion, el alumno llega a apropiarse de
habilidades estratégicas y argumentativas en la resolucion de problemas. Observaremos que estas
apropiaciones son consecuencia de las formas de comunicacion alumno-AGENTGEOM, en las que se
combinan construcciones grdficas y sentencias escritas que siguen las normas del lenguaje
matemdtico, y la emision de mensajes escritos en lenguaje natural.

Introduccion

Las competencias en matematicas se consideran parte esencial de la preparacion para la vida
ciudadana de los estudiantes. El enfoque pedagogico por competencias es muy prometedor, aunque
aun no es prioritario en nuestro pais, quizas esto explica segun (Recio y Rico, 2004) los bajos
resultados obtenidos del estudio PISA 2003 en Espafia. El modelo de aprendizaje por competencias
comparado con el enfoque por objetivos, permite evitar la compartimentacion artificial de los
aprendizajes, como cuando a un problema de matemadticas se le atribuye la etiqueta de "algebraico",
mientras que el alumno ejerce algo mas complejo (v-g. una modelizacién con dependencia entre
variables e incertidumbre en un razonamiento cuantitativo), o cuando se cree que en clase de
matematicas s6lo es digno de interés el contenido propiamente matematico. El enfoque por
competencias proporciona referencias adaptadas a todos los que quieran tener en cuenta la
complejidad de la relacion didactica que supone el hecho de considerar, en el aprendizaje de las
matematicas, los procesos comunicativos -estrategias compartidas con el uso de la lengua natural, del
lenguaje matematico y de la argumentacion-, el razonamiento, la abstraccion, la resolucion de
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problemas, etc.

El desarrollo de estas competencias estd asociado a una gran diversidad de alumnado, que se produce
no s6lo porque en una clase haya alumnos con deficiencias en sus conocimientos y actitudes, sino
porque también los hay que tienen mucho mas desarrolladas sus habilidades. Ademas, al profesor se le
exige que atienda a los alumnos que tienen necesidades educativas especificas, a los que necesitan
refuerzo personalizado fuera del aula, y por supuesto también al alumno recién llegado que tiene
muchas mas dificultades para seguir el discurso oral de las clases que la expresion escrita, visual e
interactiva a través de la interficie de un dispositivo informatico.

La problematica que presentamos plantea como ayudar al docente en su responsabilidad de atender la
diversidad de casos cuando el enfoque pedagdgico se centra en el desarrollo de las competencias de
sus alumnos. La solucién que proponemos, no porque creamos que sea unica', Sino porque estamos en
la busqueda de una solucion pragmatica, pasa justamente por la utilizacion de las nuevas tecnologias.
Los entornos e-learning y, en particular, el ordenador con conexion a Internet son herramientas
privilegiadas si, detras de la programacion, hay un analisis serio y riguroso de las tareas pedagogicas y
matematicas a desarrollar, siendo el entorno el que sepa adaptarse a los conocimientos de cada alumno
y no el alumno el que se tenga que adaptar al dispositivo informatico.

Nuestro proposito es aprovechar y potenciar las ventajas de ese tipo de entornos para elaborar un
sistema tutorial inteligente, al que llamamos AGENTGEOM (Agente de Geometria) que colabora con la
tutorizacion humana, ayudando al alumno a mejorar sus competencias matematicas. Cuando hablamos
de las ventajas de los entornos e-learning pensamos en que su utilizacion: facilita las interacciones
entre el profesor, los alumnos, la tarea,...; mejora la calidad de las interacciones profesor-alumno;
incrementa el ritmo y mejora el estilo del aprendizaje de los alumnos; desarrolla el conocimiento y las
habilidades de ensefianza del profesor; etc. (Richard y otros, 2005). Cuando nos referimos a las
competencias matematicas pensamos en la resolucion de situaciones-problema, en el desarrollo del
razonamiento matematico y en la utilizacion del lenguaje matematico en los procesos comunicativos
que se dan en las situaciones que se plantean.

Un sistema tutorial inteligente ha de tener, desde nuestro punto de vista, tres caracteristicas basicas:

Ha de ser emergente en el sentido que tenga una conducta que no pueda ser predicha desde una
descripcion centralizada y completa de las unidades que lo componen. Por tanto su comportamiento ha
de ser autonomo y calificable como espontaneo. Por ejemplo, entre otros, en los aspectos que se
refieren a la conversacion -ha de tener capacidades de interaccion avanzadas, en nuestro caso,
mediante mensajes escritos en tiempo real y ajustado al lenguaje del contexto en que se use -. Para
mantener este tipo de conversacion ha de incorporar una base de conocimientos y un modelo de
discurso que le permitan al mismo tiempo asociar ideas.

Ha de ser personalizado, es decir, ha de proporcionar al usuario actividades y ayudarle a realizarlas, y
ha de ser capaz de evolucionar en el tratamiento de la realizacion de la tarea y adaptarse a las
caracteristicas cognitivas y sociales de cada alumno.

Ha de ser abierto, es decir, ha de poner menos énfasis en tipos de aprendizajes basados en elementos
instructivos y mas en aspectos constructivos en los que primen las interacciones no guiadas que
permitan a los alumnos practicar y adquirir habilidades metacognitivas, asociadas con la efectividad de
la exploracion, tan importantes en los modelos de ensefianza y aprendizaje de la resolucion de
problemas de matematicas.

Hemos construido el sistema tutorial inteligente AGENTGEOM, teniendo en cuenta esas caracteristicas
de emergencia, personalizacion y apertura, sobre una arquitectura web, a la que podemos acceder
mediante un protocolo http". Ademds, este sistema tutorial no solo se aprovecha de las ventajas de este
tipo de entornos, sino que se beneficia de las competencias de su profesor, ya que el docente puede
adaptar el estilo, el contenido o la naturaleza de los mensajes del tutor artificial. Por otra parte, nuestro
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proyecto incluye una experimentacion del sistema tutorial elaborado, en el sentido de que
identificamos las interacciones AGENTGEOM-alumnado, y analizamos su influencia en el desarrollo de
las competencias matematicas del alumno. En esta ponencia mostramos el caso de uno de los
diferentes alumnos que han participado en esta experimentacion.

Marco teorico

A pesar de la importancia que tiene el debate social en la construccion del conocimiento, reconocida
desde las aproximaciones mas tradicionales de la psicologia (Festinger, 1957, 1989; Vygotsky, 1978;
etc.) hasta las investigaciones mas recientes, los entornos informaticos de aprendizaje humano para la
ensefanza de la geometria todavia no tienen en cuenta la influencia del debate social simulado en el
aprendizaje de las matematicas (Richard y otros, 2004).

Por debate social simulado entendemos la discusion organizada y dirigida en la cual los interlocutores
son los agentes pedagogicos virtuales. Asi, contrariamente al debate social en la clase, en el que puede
quedar diluida la responsabilidad del alumno en su aprendizaje, en el debate social simulado que
pretendemos generar, el alumno ha de desempenar el papel de actor principal, ya que la progresion en
el debate dependera sobre todo de las aportaciones tematicas que ¢l haga a través de su interficie -
dimension tematica del discurso- y de su iniciativa (o la del sistema tutorial, si es el caso) en la
realizacion de tales aportaciones -dimension interlocutiva- (Calsamiglia y otros, 1997; Cobo y
Fortuny, 2000). La comunicacion en el entorno del AGENTGEOM se produce a través del lenguaje
escrito, lo que supone una modificacion de la comunicacion verbal presencial, pero da lugar a un
aumento del valor comunicativo, de generacion de conocimientos y, en general, de inteligencia
colectiva (Levy, 1994).

Por su parte, el STI ha de reproducir un comportamiento humano competente para que pueda adaptar
su ensefianza a las necesidades del aprendizaje de cada estudiante, y sus contribuciones al debate seran
de tipo metacognitivo, que guien el proceso de resolucion que desarrolla el alumno, o cognitivas
cuando el alumno las necesite.

Con la elaboracion de STI, con las caracteristicas descritas en los apartados anteriores, estamos
superando el paradigma que consideraba al medio tecnoldgico s6lo como elemento mediador entre los
seres humanos y los objetivos de las actividades que llevan a cabo (Cole, 1996), para situarlo como un
sistema cognitivo mas. En realidad lo que tenemos es la interaccion entre dos sistemas cognitivos: el
agente humano y el que se encuentra en la maquina.

Consideramos que los conocimientos que el alumno, como ejemplo de agente humano, llega a
construir dependen de sus conocimientos anteriores. Desde esta perspectiva constructivista, la
construccion efectiva de conocimientos pertinentes se realiza por un cambio de concepcion del alumno
y de superacion de los obstaculos en situaciones que reproducen las caracteristicas del trabajo
matematico (Richard y otros, 2004). Uno de los aspectos que mdas se resalta en las situaciones
didacticas es el hecho de que hacer matematicas es una actividad social. Segin Brousseau (1998), el
unico medio de hacer matematicas es buscar y resolver ciertos problemas especificos y ser capaz de
generar nuevas preguntas sobre ellos. Para poder llegar a esto, se supone que la ensefianza no so6lo ha
de preocuparse de desarrollar las competencias de los alumnos, sino también su autonomia. Del
analisis de la teoria de situaciones didacticas de Brousseau nos interesa resaltar, por su relevancia en
las interacciones del alumno con el STI en la resolucion de una situacion-problema, los tres tipos de
situaciones que se pueden producir (Llinares, 1994): situaciones de accion, en las que los alumnos
producen intentos de busqueda de la solucién que pueden generar nuevos conocimientos; situaciones
de formulacion, en las los alumnos intercambian informaciones (comparten estrategias utilizadas,
adelantan resultados,...) y, por tanto, el proceso comunicativo se constituye en un aspecto importante
del proceso de aprender; y las situaciones de validacion, en las que los alumnos ven la necesidad de
justificar las afirmaciones que hacen. Se pretende que con el uso continuado de los STI, los alumnos
vayan asumiendo la responsabilidad de validar que ahora delegan en el propio sistema tutorial (o en el
profesor, en el libro de texto o en compaferos mas competentes, en situaciones de enseflanza y



58 PEDRO COBO y JOSE M* FORTUNY

aprendizaje en el aula).

En cambio, el sistema cognitivo de la maquina depende de las opciones epistemologicas que hayan
considerado los que la han programado. En este sentido, en los parrafos siguientes, resumimos los
fundamentos tedricos en los que nos hemos basado para elaborar el sistema de mensajes que hemos
implementado en el AGENTGEOM, y resaltamos la importancia de los sistemas de representacion
semidtica que se utilizan en la comunicacion STI-alumno, y la forma en que el sistema puede
controlarlos.

Para seleccionar el sistema de mensajes, hemos tomado como punto de partida los modelos de
interacciones de Cobo y Fortuny (2000) y de Kieran (2001), y la nocion de apropiacion de
Moschovich (2004). Las interacciones del primer modelo —“guiadas”, “alternativas”, “de
relanzamiento” y “cooperativas”- son compatibles con la dialéctica de Lakatos (1984), en el sentido
de que los alumnos pueden relacionar diferentes competencias como la formulacidon de una conjetura,
el proceso de argumentacion, la organizacion del conocimiento, etc. El segundo modelo de
interacciones (Kieran, 2001) hace posible identificar, en un proceso de resolucion entre pares de
alumnos, si la produccion cognitiva y heuristica es del mismo orden, es decir, si los interlocutores
razonan sobre los mismos objetos, contribuyen a la formulacion o demostracion de la misma
conjetura, y si sus iniciativas o sus reacciones se separan del proceso argumentativo. Por otra parte, la
apropiacion es un concepto neovygotskiano que se ha utilizado para describir de qué forma el
aprendizaje es mediado por la interaccion con otros y de qué manera los alumnos aprenden cuando les
guian y les ensefian (Newman y otros, 1989, Wells, 1999, y Moschovich, 2004). Esta perspectiva
sociocultural que utilizamos considera dos aspectos de la apropiacion: uno relacionado con lo que los
alumnos se apropian y, el otro, como transforman activamente estas apropiaciones.

Hacemos la identificacion y seleccion de los mensajes que implementamos en el AGENTGEOM para los
problemas que consideramos a partir del espacio basico de la accion tutorial humana (Cobo, 2004).
Abhora bien, este espacio de la accidn tutorial humana lo obtenemos construyendo, en primer lugar, el
espacid basico de cada problema (Cobo, 1998), que contiene todas las posibles formas de resolver el
problema, identificadas por un resolutor experto, y todos los pasos posibles dentro de cada resolucion,
y, después, analizando -segiin los modelos tedricos antes descritos- las interacciones entre pares de
alumnos cuando resuelven los problemas propuestos, para identificar las competencias comunicativas
y cognitivas que los alumnos desarrollan durante los procesos de resolucion.

Por otra parte, en una situacion de aprendizaje la cuestion semidtica es a menudo subestimada por los
matematicos y por los informaticos. “Todo sistema de representacion semidtica, se trate de signos
figurales, de simbolos matematicos o de palabras del lenguaje natural, tiene a la vez efectos
productores y reductores en la representacion del conocimiento. Es decir, si los signos movilizados
permiten “ver” ciertas propiedades, a su vez, impiden también “ver” otras. Esta paradoja es
determinante en la adquisicion de conocimientos, sea a nivel de la comunicacion, del tratamiento de
las representaciones cognitivas y de la objetivizacion de las representaciones virtuales (por ejemplo,
las que hay en la mente de un alumno)” (Richard y otros, 2004, p. 13).

Duval (1995) destaca la importancia de considerar sistemas de representacion diferentes, ya que cada
uno de ellos tiene propiedades especificas que limitan intrinsecamente sus posibilidades, y de
coordinar su uso. Asi, el debate social debe considerar la coordinacion de varios sistemas de
representacion durante la progresion de un razonamiento o de una argumentacion. En la interaccion
alumno-4A GENTGEOM se complementan la utilizacion de signos figurales (expansion grafica, Richard y
otros, 2004) con la de simbolos algebraicos y con el lenguaje natural (expansion discursiva, Duval,
1995). En el AGENTGEOM el area grafica facilita la utilizacion de la representacion figural; el area
deductiva posibilita la representacion mediante simbolos algebraicos; y el lenguaje natural se potencia
en los mensajes implementados en el sistema tutorial y en la posibilidad que tienen los alumnos de
participar en forums de debate virtual durante o al final de los procesos de resolucion.

En el debate social simulado, los agentes pedagogicos virtuales de los STI han de asegurar que los
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simbolos que acepta el sistema tengan el mismo sentido para €l y para el alumno (control semidtico);
que el alumno trabaje en la misma situacion-problema que se le ha propuesto (control situacional); y
que los conceptos en juego se refieran efectivamente a los modelos pretendidos (control cognitivo).

Antecedentes del AGENTGEOM

El AGENTGEOM tiene un antecedente lejano en el Cabri y otro més inmediato en el proyecto Baghera,
desarrollado en el Laboratorio Leibniz de Grenoble (Laboratoire Leibniz, 1993) y dirigido por el
investigador N. Balacheff.

Cabri es un software desarrollado por Vanda Luengo que utiliza la légica geométrica para la
construccion de figuras geométricas. Es 1til para el andlisis de las figuras representadas y ayuda al
alumno en el uso del conocimiento geométrico. Facilita el arrastre de objetos en la pantalla del
ordenador y, por tanto, la modificacién continua del dibujo sobre la pantalla™.

A diferencia del Cabri, el AGENTGEOM incorpora una descripcid a priori de todos los procedimientos,
que identifica un resolutor experto y que pueden conducir a resolver el problema propuesto.

El proyecto Baghera, como nuestro sistema tutorial, incorpora tres principios que consideramos
basicos en la elaboracidon de entornos asistidos por ordenador. Por una parte, la colaboracion entre
agentes humanos y artificiales, que supera el paradigma de décadas anteriores en las que se
consideraba al ordenador como maquina auténoma que concebia la ensefianza sélo como funcion
instruccional (Balacheff, 2000). En segundo lugar, la concepcion de “la educacion como el resultado
de un proceso complejo que emerge de las interacciones entre agentes que tienen habilidades
diferentes y complementarias” (Webber y otros, 2002). Y, por ultimo, ambos proyectos estan
concebidos como sistemas tutoriales multiagentes de diagnostico que son capaces de identificar los
conocimientos de los alumnos después de las interacciones de €stos con el sistema y, por tanto, han de
ser capaces de adaptarse a sus caracteristicas cognitivas y a la evolucion de sus conocimientos
matematicos.

En cambio hay diferencias entre ambos proyectos, en concreto en dos aspectos que consideramos
fundamentales y que hacen del nuestro una propuesta innovadora y pionera en la elaboracion de
entornos interactivos web de ensefianza y aprendizaje. Asi, mientras Baghera es un entorno basado en
la red para el aprendizaje de la demostracion geométrica, fundamentado en los trabajos de Balacheff
(1999) y Luengo (1999), y ése es el contenido basico de las propuestas de actividades que se hacen a
los alumnos, el proyecto AgentGeom utiliza como objeto de estudio y como base de las propuestas de
sus actividades, ademas del desarrollo del razonamiento matematico, todos los procesos implicados en
la resolucion de problemas, y los procesos comunicativos que conllevan, y tiene como fundamento las
amplias investigaciones llevadas a cabo por los investigadores que formamos parte de él, relacionadas
con las interacciones en la resolucion de problemas en diferentes contextos (Cobo, y Fortuny, 2000;
Fortuny, Murillo, y otros, 1999; Meavilla, y Fortuny, 1999; Rodriguez, 2003; Richard, 2004* y 2004b;
y Cobo y otros, 2004).

Ademas, Baghera tiene un nivel de actuacion muy limitado en lo que se refiere a la verificacion en
tiempo real de la realizacion de las actividades de los alumnos (Webber y otros, 2002), dejando tal
verificacién para cuando el alumno ha acabado su propuesta de demostracioén. Pero, de acuerdo con
Bunt y Conati (2002): “Los entornos abiertos de aprendizaje podrian mejorarse proporcionando, en
tiempo real, soporte a los procesos de exploracidon, adaptados a las necesidades individuales de cada
estudiante”. Siguiendo este principio, hemos conseguido que el AGENTGEOM compruebe y verifique
de forma instantanea todas las acciones realizadas por los alumnos, identificando el momento del
proceso de resolucion en el que se encuentra y mostrandole, siempre que el tutor humano lo considere
oportuno o cuando el alumno lo solicite, mensajes o sugerencias que orienten su proceso y que le
ayuden a que sea él mismo quien obtenga una solucion del problema, siendo este tipo de ayudas las
minimas imprescindibles, como sugieren los diferentes modelos instructivos para la ensefianza de la
resolucion de problemas (Schoenfeld, 1985 y 1987; Callejo, 1994; O’Daffer, 1995; Stacey y Groves,
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1999; etc.). Este sistema de ayuda diferenciado para cada alumno, en funciéon de la evolucion de su
proceso de resolucion, hecho de forma directa, en tiempo real y adaptado a sus necesidades cognitivas
dara a nuestro aplicativo el caracter de emergente al que nos referiamos en la introduccion de esta
ponencia.

Arquitectura del AGENTGEOM

El AGENTGEOM es un sistema tutorial artificial concebido como un sistema multiagente hibrido que
combina interficies, utilizadas por personas como usuarios del sistema (profesores y alumnos); con dos
agentes artificiales -el agente tutor, que tiene una arquitectura principalmente reactiva, y el agente
mediador, que recibe las entradas de las interficies del alumno y del profesor-; y una base de datos, en
la que se almacenan todas las entradas de los usuarios.

Las interficies son todas las herramientas de las que disponen los usuarios para interactuar con los
agentes mediador y tutor. En el caso del profesor, el AGENTGEOM dispone de herramientas de
comunicacion —diferentes pantallas- que hacen posible que el profesor cree problemas y los asigne a
sus alumnos (Figura 1).
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Figura 1. Pantalla del area de trabajo del profesor

La creacion de problemas nuevos exige la elaboracion de todo un contenido pedagoégico alrededor de
cada problema, que comporta la identificacion de todas las estrategias que resuelvan el problema y los
diferentes mensajes que el profesor quiera que se muestren al alumno cuando el agente tutor lo
considere necesario.

La interficie del alumno le ofrece todas las herramientas para resolver el problema. Como se observa
en la figura 2, el alumno dispone de un area de construccion grafica (parte izquierda de la pantalla) y
de un editor de deducciones (parte derecha). En el area de construccion grafica, el alumno puede
dibujar figuras utilizando los botones (primitivas de construccion) para dibujar puntos, lineas rectas,
circunferencias, segmentos, paralelas, perpendiculares, definir la interseccion de dos objetos, etc. Con
el editor de deducciones, el alumno puede construir sentencias sobre los objetos graficos que ha
creado, y que el agente mediador validara o no.

El agente mediador recibe las entradas de las interficies del profesor y de los alumnos, es decir,
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procesa todas las acciones (graficas y deductivas) del profesor cuando crea problemas nuevos y del
alumno cuando resuelve el problema, y las almacena en la base de datos. Concretamente, por lo que se
refiere a las acciones graficas —cualquier accion que se realiza en el area grafica-, el agente mediador
recibe todas las primitivas de construccion, calcula todos los elementos nuevos derivados de las
acciones, emite mensajes si hay errores en la construccion o en la identificacion de los nuevos objetos
graficos, y, si el proceso acaba correctamente, muestra la figura que se ha dibujado en el area de
construccion. Las acciones graficas constan de una primitiva de construccion y de parametros
asociados, como por ejemplo el nombre que el alumno le da al objeto que crea o la posicidon que se
elige para situarlo en el area grafica, en el caso de un punto, etc. Las acciones graficas conducen al
agente mediador a mantener una representacion interna de la figura que el alumno esta construyendo.
Esa representacion interna estd referida en todo momento al conocimiento sobre geometria métrica
clasica necesario para resolver cualquier tipo de problemas geométricos, que hemos implementado en
el AGENTGEOM.
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Figura 2. Pantalla del area de trabajo del alumno

Por lo que se refiere a las acciones deductivas (o sentencias) —acciones que se realizan en el editor de
deducciones-, el agente mediador gestiona la construccion correcta de su sintaxis, mostrando mensajes
de error si no estan bien construidas; determina si la sentencia es verdadera o falsa, utilizando el
modelo de grafico al cual esta referida siempre la sentencia; y muestra la validez o no de la deduccion
introducida.

El agente tutor tiene por objetivo ayudar directamente al alumno en la resolucién del problema. Por
eso contiene, en forma de arbol, cada una de las estrategias correspondientes a cada problema.
También tiene diferentes listas de mensajes. Una lista para cada estrategia y una lista especial de
cambio de estrategia. Asi, el agente tutor tiene toda la informacion sobre estrategias, y sélo necesita un
mecanismo para saber cuando y como mostrar los mensajes al alumno. Este mecanismo comienza
cuando el agente mediador, que sigue la pista de todas las acciones que realiza el alumno, las pasa al
agente tutor, que las identifica dentro de su arbol de estrategias.

A continuacién describimos la forma de mostrar los mensajes que tiene el agente tutor.

El alumno entra en el AGENTGEOM y empieza a realizar acciones desde su interficie, sean deductivas o
graficas.
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La primera accion que hace el alumno puede ser reconocida por el agente mediador, en el sentido que
la considere correcta, o no reconocida —accion que el sistema considera incorrecta (de hecho es una
accion objetivamente incorrecta, excepto en casos muy excepcionales)-. El agente mediador pasa la
informacion al agente tutor.

Si la accion que hace el alumno es reconocida, entonces el agente tutor la considera como la tltima
accion reconocida (a efectos de identificar la estrategia que sigue el alumno y, en consecuencia, elegir
el mensaje adecuado) y actualiza a cero el contador de acciones no reconocidas, es decir, no considera
las anteriores posibles acciones no reconocidas a efectos de emitir mensajes. Después, el agente tutor
espera que el alumno realice una nueva accion.

Si, por el contrario, el agente mediador no reconoce la accion que realiza el alumno, entonces el
contador de acciones incorrectas sube una unidad y espera una nueva accidon. Si el contador de
acciones incorrectas llega a valer 3, entonces el agente tutor selecciona un mensaje segun el siguiente
criterio:

Si no hay una ultima accidn reconocida, entonces elige de manera aleatoria un mensaje de entre los
disponibles (que no hayan salido antes) que orienten al alumno hacia una nueva estrategia general.
Después de la eleccion, el agente tutor muestra este mensaje y espera una nueva accion del alumno.

Por el contrario, si hay una ultima accion reconocida, entonces el agente tutor selecciona el mensaje
que sigue el orden de esta ultima accion reconocida (que dependera del momento en el cual se
encuentre la resolucion y, por tanto, el desarrollo de mensajes para que la eleccion sea aleatoria o no).
A continuacion, el agente tutor muestra por la pantalla el mensaje elegido. Si el conjunto de mensajes
relacionados con la Ultima accion esta vacio, entonces el sistema selecciona, de forma aleatoria, un
nuevo mensaje entre el resto de los que oriente al alumno hacia una estrategia diferente de la que
actualmente seguia, lo muestra en la pantalla y espera una nueva accion del alumno.

Analisis de las interacciones con el AGENTGEOM. El caso de Albert

En este caso, describimos como, en la interaccion con AGENTGEOM en la resolucion de un problema
geométrico, Albert se apropia de aspectos relacionados con las ideas de concebir lo que es una
demostracion matematica y como se redactan y validan las sentencias que se infieren desde la
representacion figural del enunciado del problema. Y también como Albert interioriza la necesidad de
articular una secuencia de sentencias, derivandose unas de otras ya validadas o haciendo uso de una
propiedad geométrica ya establecida. Ademas, describimos como llega a reaccionan a los mensajes del
tutor, cambiando de estrategia en la resolucion, y apreciando cuando la produccion de una serie de
sentencias, que le hace visible el sistema, es ya suficiente para ser considerada como solucion.

o Contenidos implicados en la resolucion del problema del paralelogramo

En los paragrafos siguientes resumimos las caracteristicas del problema que hemos implementado y
del alumno que participa en la experimentacion, asi como la forma de recoger los datos que nos
permitiran identificar y analizar las interacciones del alumno con el AGENTGEOM y los beneficios
cognitivos que se deriven de estas interacciones.

Hemos seleccionado un problema sobre comparacion de areas de figuras planas -problema del
paralelogramo (Figura 3)-, que tiene dos caracteristicas que lo hacen adecuado para su implementacion
en el AGENTGEOM: es posible abordar su resolucion de diferentes formas y se puede resolver
combinando componentes graficos y deductivos.

El enunciado del problema del paralelogramo es el siguiente:
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Si M es un punto cualquiera de la diagonal AC del - =
paralelogramo ABCD, ;qué relacion hay entre las areas
de los triangulos rallados de la figura? M

Figura 3. El problema del paralelogramo

A partir de la construccion de su espacio basico, hemos analizado en profundidad las caracteristicas de
este problema: contenidos conceptuales y procedimentales implicados en su resolucion (Cobo, 1998),
asi como todas las acciones graficas y deductivas que un alumno pueda hacer para llegar a solucionar
el problema (Cobo, 2004). Resumiendo, podemos decir que hay cuatro formas de aproximarnos a la
solucién del problema del paralelogramo que son las que hemos implementado en el AGENTGEOM:
mediante el trazado de rectas paralelas a los lados por el punto M, considerando casos particulares,
limite y singulares, buscando un problema equivalente, y aplicando la formula del area del triangulo.

o Caracteristicas cognitivas del alumno que participa en la experimentacion

Diversos alumnos participan en la experimentacion con el AGENTGEOM. Los datos que analizamos en
esta ponencia corresponden al alumno que hemos llamado Albert.

Albert estudia primer curso de bachillerato (16 afios) en un Instituto de Ensefianza Secundaria de
Manresa. No ha seguido ninglin aprendizaje especifico sobre la resolucién de problemas ni sobre la
demostracion en matematicas. La ensefianza de la resolucion de problemas siempre se le ha enfocado
desde un punto de vista de la resolucion de ejercicios o problemas de aplicacion cuyos contenidos
matematicos acaban de ser explicados por el profesor. Albert y sus compafieros utilizan
esporadicamente el ordenador en sus clases -siempre trabajando en colaboracidn con sus compaieros-,
y realizando actividades estructuradas y guiadas, asociadas a los contenidos matematicos que el
profesor pretende ensefiar.

Los contenidos matematicos de los problemas de comparacion de areas se han tratado en los cursos
anteriores al que hace actualmente Albert, a pesar de que no de forma explicita ni con la finalidad
concreta de resolver problemas de este tipo. Albert, conserva conocimientos procedimentales
relacionados con la aplicacion de férmulas para el calculo de areas de figuras planas, y conocimientos
suficientes sobre los conceptos asociados a las construcciones geométricas del area grafica del
AGENTGEOM y los que se utilizan en la escritura de las sentencias deductivas.

A todos los alumnos que participan en esta experimentacion se les explica detalladamente el
funcionamiento del AGENTGEOM y practican informalmente con ¢él y, finalmente, se les propone que
resuelvan el problema del paralelogramo. Los datos de las resoluciones que desarrollan los alumnos
quedan registradas por el AGENTGEOM en el historial de cada uno de ellos. A partir de este historial y
de las transcripciones de las grabaciones de todos los eventos de pantalla realizadas con el software
Flash Cam" obtenemos los protocolos escritos que utilizamos para analizar las interacciones alumno-
AGENTGEOM. Asi pues, estamos utilizando una recogida de informacién que Angel Gutiérrez
identifica en su ponencia como “registro automatico de la actividad de los estudiantes”.

e Aspectos a considerar en el andlisis de las interacciones de Albert con el AGENTGEOM
En esta seccion resumimos las bases del analisis cualitativo de las interacciones que se producen entre
el alumno y el AGENTGEOM durante el proceso de resolucion, con la finalidad de identificar las

apropiaciones que el alumno va realizando durante dichas interacciones.

El objetivo ultimo para el alumno en la resolucion del problema es ejercer el significado de sus
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conocimientos para que permanezcan coherentes al final del proceso de resolucion, al menos en la
logica de la situacion propuesta. Entonces, el agente tutor puede orientar al alumno para que lo que
vea, lo que diga y lo que haga sea coherente con esta ldgica. Para el agente tutor, la légica en cuestion
esta explicitamente dirigida por el espacio basico del problema, ya que los mensajes del agente tutor
han sido concebidos en relacion a este espacio. Se trata de focalizar la atencién del alumno, de
asegurar el significado de las proposiciones que produce, y de verificar si se encamina hacia el
objetivo previsto. Asi pues, la influencia del medio social y, concretamente, el uso del lenguaje
grafico-deductivo en relacion a los mensajes del agente tutor serd uno de los elementos (o capas) del
analisis que realicemos. Por otra parte, teniendo en cuenta que la comunicacion del alumno con el
agente tutor se realiza a través de su interficie, es logico considerar otras dos capas en el analisis de las
interacciones: la utilizacion de las representaciones grafica y algebraica, es decir, la utilizacion que el
alumno hace de las areas grafica y deductiva, y la naturaleza del discurso del alumno en su interaccioén
con el agente tutor, en concreto, el analisis de las aportaciones tematicas que hace y de la iniciativa en
el proceso de resolucion. Siempre teniendo presente que la comunicaciéon del alumno con el
AGENTGEOM o con otros alumnos en el forum de debate (que en este caso no consideramos) se realiza
a través del lenguaje escrito.

Estas tres capas en el analisis de las interacciones estan conectadas entre si, es decir, la informacion
contenida en una capa puede interpretar la informacién de otra. Por ejemplo, los contenidos de las
acciones graficas y deductivas es posible que se tengan que explicar en base a los contenidos de los
mensajes del agente tutor, etc. A continuacion precisamos un poco mas el contenido de cada una de las
capas mencionadas.

a) Utilizacion de las dreas grdfica vy deductiva

Para ser capaz de comunicarse con la interficie, el alumno crea proposiciones graficas (carga la figura
del enunciado, crea objetos, que pueden ser puntos, segmentos, paralelas, perpendiculares,
interseccion..., borra objetos, nombra objetos, etc.) y proposiciones deductivas (escribe deducciones,
pide verificacion de deduccion, pide verificacion del resultado final, borra deducciones, etc.), a través
de los botones correspondientes. El sistema transforma las proposiciones graficas de forma que pueden
ser utilizadas como objetos para producir inferencias, de acuerdo con las normas de deduccion
establecidas. Por tanto, es necesario que los alumnos creen objetos graficos para que puedan ser
utilizados en sus proposiciones deductivas. Asi pues, es fundamental para el progreso del proceso de
resolucion una utilizacién conjunta de ambas 4reas de trabajo. Todas las acciones graficas y
deductivas, asi como los mensajes del agente tutor quedan registradas en el historial del proceso de
resolucion del alumno. Esto facilita el analisis de la forma en que el alumno utiliza dichas areas, asi
como la forma en que evoluciona esa utilizacion a lo largo del proceso de resolucion.

b) La naturaleza del discurso

En esta capa nos interesa analizar los contenidos matematicos que los alumnos introducen en el
proceso de resolucion — dimension tematica- y las iniciativas de los alumnos en sus intervenciones —
dimension interlocutiva - (Calsamiglia y Tuséon, 1999; Cobo y Fortuny, 2000).

Cuando la intervencidon del alumno suponga un progreso cognitivo, ya sea con la introduccion de
procedimientos u otros contenidos matematicos (graficos o deductivos), demandas de informacion y
de validacion al agente tutor... diremos que dicha intervencion es de tipo progresivo. Por el contrario,
si la intervencion del alumno no introduce ninguna informacién nueva (borrado de objetos, acciones
graficas o deductivas no acabadas, acciones realizadas previamente, etc) diremos que es de tipo
circular o repetitiva.

En un contexto en el que el alumno es el protagonista principal, tiene especial relevancia el estudio de
quién lleva la iniciativa durante el proceso de resolucion. Estudiar esa iniciativa supone considerar el
caracter proactivo o reactivo de las intervenciones de los alumnos y su influencia en el proceso de
resolucion. Una accion es:
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e Proactiva si es de iniciativa propia del alumno y no espera ninguna informacion del agente
tutor que no sea una respuesta de validacion a una accion deductiva o una respuesta grafica
a una accion grafica, excepto cuando la demanda sea de un mensaje.

e  Reactiva si es la reaccion del alumno a una sugerencia (mensaje) del agente tutor en la linea
marcada por ese mensaje.

¢) La influencia del medio social

Estudiamos la influencia que los mensajes del agente tutor han tenido en el alumno, por ejemplo, si ha
éste ha seguido las sugerencias del agente tutor y si se ha beneficiado de ese seguimiento, o si, por el
contrario, no ha hecho caso y ha seguido sus propias iniciativas. Esta influencia ha sido examinada
teniendo en cuenta los tres niveles de mensajes (o sugerencias) que hemos implementado en el agente
tutor:

Nivel 0: Mensajes generales que no incluyen contenidos matematicos implicados en la resolucion del
problema. Informaciones que los alumnos pueden encontrar directamente en su area de trabajo
(reconocimientos de objetos, elemento de la ventana de procedimientos...).

Nivel 1: Mensajes que solo contienen el nombre de los contenidos matematicos involucrados.
Nivel 2: Mensajes que contienen informaciones sobre esos contenidos matematicos.
Analisis del proceso de resolucion del problema del paralelogramo desarrollado por Albert

En los siguientes paragrafos analizamos el proceso de resolucion de Albert cuando interactia con el
AGENTGEOM para resolver el problema del paralelogramo. Para analizar el proceso de resolucion lo
dividimos en episodios sociales, que son intervalos de tiempo durante los cuales el alumno culmina
una fase del proceso de resolucion que ha seguido, en el sentido de Schoenfeld (1985), o interpreta el
enunciado o se beneficia de una mejor comprension de los conceptos y procedimientos involucrados
en la resolucion del problema gracias a las interacciones que se producen; o el alumno implementa una
aproximacion que le conduce directamente a la solucion (Cobo y Fortuny, 2000).

En el proceso de resolucion de Albert hemos identificado tres episodios sociales, que hemos
nombrado, teniendo en cuenta la finalidad de las acciones del alumno, de la forma: “establecimiento

de una conjetura”, “trazado de rectas perpendiculares” y “trazado de rectas paralelas para justificar la
conjetura”.

a) El establecimiento de una conjetura

Inmediatamente después de leer el enunciado del problema, de cargar en la pantalla grafica la figura
adjunta a dicho enunciado, Albert empieza utilizando el editor de deducciones para escribir la
conjetura (acciones 5y 6) de que las areas de los dos tridngulos que se pretende comparar son iguales.

5. Albert: Deduccion: area dam = area amb
6. Agente mediador: drea dab = drea amb: cierta

El agente mediador no so6lo le ha permitido establecer esta conjetura, sino que se la ha validado.
Albert duda si introducir esa sentencia como deduccidon final. No lo hace porque sabe, por las
experimentaciones previas que ha tenido con el AGENTGEOM, que el agente tutor se la validara pero le
exigird una argumentacion. Estamos planteando a los estudiantes la demostracion como forma de
comprender por qué las conjeturas que se establecen son verdaderas, a la que hace referencia Angel
Gutiérrez en las conclusiones de su ponencia. Asi, Albert es consciente que ha de iniciar una situacion
de validacion en la que ha de ir justificando las aportaciones que haga hasta comprender por qué la
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conjetura que establece es verdadera.

Albert ha hecho al inicio del proceso de resolucion lo que casi ningiin alumno hace, es decir, utilizar
directamente el area deductiva del AGENTGEOM. Ha realizado una aportacion tematica —expresar la
igualdad de las areas de los triangulos que se comparan- decisiva para el desarrollo posterior del
proceso de resolucion Parece que Albert ha sabido comprender las ventajas que le proporciona el
sistema y se ha aprovechado de ellas. A partir de ahora ha de empezar a justificar la intuicion que ha
tenido, haciendo aportaciones que el sistema ha de validar.

b) El trazado de rectas perpendiculares

En el inicio de este episodio Albert tiene dudas y realiza acciones sin una intencionalidad
aparentemente definida: vuelve a leer el enunciado, traza la otra diagonal db del paralelogramo,
identifica el punto donde se cortan las diagonales, vuelve a borrar esa diagonal, sefala lineas, crea el
segmento am, etc. Albert ha iniciado la utilizacion del area grafica. Sabe que sus sentencias deductivas
han de utilizar objetos graficos que estén construidos en dicha area, y, por tanto, no podra construir su
argumentacion si no empieza a crear elementos auxiliares que complementen la figura inicial. La
accion 16 marca el comienzo de una serie de acciones que parecen tener una finalidad concreta: la
expresion de las areas de los triangulos abm y amd (Figura 2) en funcion de sus bases y alturas.

16. Albert: Traza la perpendicular a da por m con nombre pm

Figura 1.

Albert ha empezado a trazar perpendiculares (accion 16). Eso pone en alerta al agente tutor sobre la
posibilidad de que trace las alturas de los tridngulos, pero las acciones 16, 17 y 18, en las que Albert
traza la perpendicular pm al lado da e identifica sus intersecciones con los lados da y ba, no estan en
ninguna de las estrategias que resuelven el problema. Por eso, el agente tutor responde a esas acciones
enviando un mensaje de nivel 1 (accidén 19)

17. Albert: Crea interseccion de la linea pm con ab de nombre p
18. Albert: Crea interseccion de la linea pm con da de nombre q
19. Agente tutor: “Trata de comparar las alturas de los triangulos ABM y AMD”

La comunicacion entre Albert y el agente tutor empieza a producirse. Por el contenido del mensaje,
Albert piensa que esta en el buen camino, pero en realidad no ha sabido interpretar esta comunicacion.
El hecho de que el agente tutor haya respondido con un mensaje ha de interpretarse como que las
acciones no siguen ninguna estrategia que lleve a la solucion del problema. Albert continua con su
idea inicial de trazar las alturas correspondientes a los lados da y ba, para, como dice el mensaje,
poder compararlas.

En las interacciones profesor-alumno, cada uno de los interlocutores, sobre todo si trabajan juntos con
frecuencia, saben interpretar las formas de comunicacion verbales o no verbales. Ahora el agente tutor
ha respondido con un mensaje a las acciones graficas de Albert, y éste no ha sabido interpretar, no su
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contenido, sino la presencia del mensaje. Posiblemente los alumnos y el AGENTGEOM necesiten un
periodo mayor de adaptacion mutua para acabar de comprender sus procesos comunicativos.

La persistencia de Albert en el desarrollo de la estrategia que ha elegido, hace que el agente tutor le
envie otro mensaje (accion 25), ahora de nivel 2 y de cambio de estrategia: “Podrias pensar alguna
forma de descomponer el paralelogramo en triangulos, por ejemplo, trazando paralelas que pasen por
M”. Este mensaje es mucho mas concreto y aporta una informacion matematica considerable aunque
no decisiva, como hemos tenido oportunidad de comprobar con otros alumnos. Al final de este
episodio, Albert cumple su objetivo de construir las alturas sobre los lados ba y da de los tridngulos
abm 'y amd para llegar a compararlas (acciones 29 y 31)

29. Albert: Deduccion: linea gm = linea mr

30. Agente mediador: linea qm = linea mr: falsa
31 Albert: Deduccio: linea gm = linea mr*2

32. Agente mediador: linea qm = linea mr*2: falsa

El agente mediador no valida ninguno de los dos intentos de comparacion de Albert, y éste empieza a
pensar en un cambio de estrategia.

Resumiendo este episodio podemos decir que Albert ha insistido en desarrollar la estrategia que ha
elegido hasta el final, animado por la interpretacién que hace del primer mensaje que le envia e/
agente tutor. Ademas, sus acciones son proactivas y generan elementos graficos auxiliares — trazado
de las alturas de los triangulos- para su aplicacidén en las sentencias deductivas, que no han sido
validadas por el sistema. Ademas, Albert no ha atendido la sugerencia que el agente tutor le ha
enviado en su segundo mensaje.

c) El trazado de rectas paralelas

El agente tutor sabe que Albert no ha tenido en cuenta su ultimo mensaje (accion 25). No sélo no ha
hecho ninguna accién gréafica o deductiva en la direccion que le marca el mensaje sino que las tres
ultimas acciones no han sido reconocidas por el agente tutor (accion 26, en la que traza el segmento
mr, la 29 y la 31). En estas circunstancias el agente tutor puede repetir el mismo mensaje. Es lo que
hace en la accion 32, envia a Albert la sugerencia de que descomponga el paralelogramo en triangulos,
trazando paralelas que pasen por M.

A partir de este momento se inicia un nuevo episodio del que resaltamos dos fases claramente
diferenciadas en el desarrollo de la estrategia que marca el trazado de rectas paralelas a los lados del
paralelogramo. En la primera fase, que abarca casi 11 minutos, la respuesta de Albert al mensaje
emitido por el agente tutor es inmediata, posiblemente porque se encuentra en una situacion de
bloqueo. Sus acciones, que son claramente reactivas a ese mensaje, puesto que mira varias veces la
ventana del tutor para ver si sigue correctamente sus indicaciones, son todas de naturaleza grafica:
trazado de rectas paralelas a los lados del paralelogramo, interseccion de dichas rectas con todos los
lados e identificacion de todos los segmentos posibles de la figura que resulta. Son continuos los
dialogos con el agente mediador, que rechaza la nomenclatura que Albert asigna a los objetos que va
creando. Durante toda esta fase del proceso de resolucion Albert se ha olvidado de utilizar el area
deductiva. Al final, parece que vuelve a estar bloqueado. Este bloqueo lo manifiesta obsesionandose
en crear nuevos segmentos i lineas, algunas de ellas no reconocidas por el agente tutor, que acaba
enviandole un nuevo mensaje: “Identifica los triangulos nuevos que se han formado”.

Este mensaje es una insinuacion al alumno para que contintie con la estrategia que ha iniciado, y es el
inicio de la segunda fase de este episodio que conducira a Albert a la justificacion de su conjetura. En
el area grafica no se pueden identificar triangulos, puesto que el agente mediador los crea
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automaticamente cuando el alumno crea el segmento que cierra dicho tridngulo. Albert interpreta
correctamente el mensaje y reacciona, tras un par de acciones graficas de interseccion de lineas,
empezando de nuevo a crear sentencias deductivas, intercaladas con algunas acciones graficas que
completan la figura que habia hecho en la fase anterior. Las sentencias deductivas comparan areas de
paralelogramos, de tridngulos, y de sumas de areas de tridangulos que se han formado con el trazado de
las paralelas y otras lineas auxiliares. Todas son correctas y, por tanto, validadas por el agente
mediador, aunque muchas de ellas no son sentencias que contribuyan a justificar su conjetura. Al final,
Albert introduce la sentencia que da el resultado final y el agente mediador se la da por justificada con
un 35 % de acciones reconocidas. El AGENTGEOM da por buena una argumentacion cuando el alumno
supera el 30% de las acciones graficas o deductivas que desarrollan la estrategia que ha seguido
(porcentaje facilmente modificable por el profesor), que son las acciones reconocidas para esa
estrategia, y sabe diferenciar entre todas las acciones validadas, las que contribuyen a justificar la
conjetura que ha establecido de las, aun siendo correctas, no contribuyen a esa justificacion.

Resumiendo, podemos decir que en este episodio las aportaciones tematicas de Albert han sido
dirigidas por los mensajes del agente tutor (acciones reactivas), y, por tanto, podemos considerar que
la interaccion entre Albert y el AGENTGEOM ha sido guiada por éste. Esta direccion ha conducido a
Albert a realizar, primero, s6lo acciones graficas, y, después, a combinar las acciones graficas y las
deductivas para desarrollar su proceso argumentativo.

Conclusiones generales

Con esta experiencia hemos puesto de manifiesto que el AGENTGEOM puede ser una herramienta
auxiliar del profesor, que le puede ayudar en sus necesidades de atender a la diversificacion de
alumnos con la que se encuentra cada dia. A ello contribuye la capacidad que tiene el profesor, a
través del AGENTGEOM, de adaptar los problemas y los mensajes a las caracteristicas cognitivas de
cada uno de sus alumnos.

El AGENTGEOM colabora, creando las condiciones necesarias de manera casi autéonoma, en el
desarrollo de las competencias de los alumnos, relacionadas con los procesos de resolucion de
problemas, con el desarrollo del razonamiento geométrico, y con la utilizacion del lenguaje
matematico en los procesos comunicativos. Para ello, hemos disefiado el AGENTGEOM de forma que
tiene dos areas -grafica y deductiva-, cuya utilizacion conjunta permite a los alumnos crear objetos
matematicos genéricos, es decir, desvinculados de las medidas concretas de sus elementos, para
utilizarlos en las sentencias deductivas, que han de ser escritas siguiendo las normas propias del
lenguaje matematico. Asi pues, los alumnos desarrollan su capacidad de abstraccion y se apropian de
la idea de demostracion matematica, gracias a la desvinculacion de los objetos graficos de sus medidas
concretas, a la construccion de las sentencias deductivas tomando como referentes dichos objetos, y a
la necesidad, que impone el AGENTGEOM, de no dar por valida una argumentacion hasta que no haya
habido un nimero minimo de acciones reconocidas.

Ademas, el AGENTGEOM contribuye al avance en el proceso de resolucion del problema haciendo
sugerencias que orientan al alumno, pero proporcionandole, en cada momento, s6lo la informacion
estrictamente necesaria, de forma que sea el propio alumno el que resuelva realmente el problema.
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El sistema tutorial AgentGeom y su contribucion a la mejora de
las competencias de los alumnos en la resolucion de problemas de
matematicas
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Aportaciones de la ponencia

Los méas de treinta afos de andadura de la investigacion sobre nuevas tecnologias en Educacion
Matematica han dado lugar a multitud de trabajos que progresivamente han identificado aspectos
influyentes y han delimitado lineas de investigacion prioritarias. El término e-learning, acufiado mas
recientemente, aglutina aquellos trabajos que tienen como ingrediente principal la comunicacién no
presencial, normalmente via web, y que se ocupan de analizar el modo en que las nuevas interfaces
producen nuevas formas de comunicacion y, en consecuencia, cambian nuestras practicas y nuestros
modos de aprender.

En este contexto general, el trabajo de Cobo & Fortuny se sitia en la confluencia de tres ejes de plena
actualidad desde el punto de vista de la investigacion en Educacion Matematica y de la practica
docente:

- la ensefianza y el aprendizaje con recursos informaticos mediante sistemas interactivos cuyo
uso requiere la tutorizacion combinada humana-artificial,

- la atencion a la diversidad, entendida como diversidad de niveles cognitivos o diversidad de
asistencia presencial,

- el desarrollo de habilidades estratégicas y argumentativas asociadas a la resolucion de
problemas, en un modelo de curriculo basado en competencias.

El objetivo explicito del trabajo de Cobo & Fortuny tiene dos vertientes:
- Disenar un material multimedia, el sistema tutorial inteligente AgentGeom, que interactile con
los alumnos simulando una comunicacién espontanea y que coopere con €l en la resolucion de

tareas matematicas.

- Evaluar el modo en que este material influye en el desarrollo de habilidades estratégicas y
argumentativas en los alumnos ante la resolucion de problemas.
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Este proposito de disefio y evaluacion de una herramienta multimedia para el aprendizaje ha llevado a
los autores a desarrollar —no so6lo en la ponencia que nos ocupa, sino también en numerosos trabajos
relacionados con la misma- una amplia fundamentacién propia original sobre el uso de estas
herramientas a nivel epistemoldgico y cognitivo. Utilizaré estos dos dominios para enmarcar con mas
detalle el trabajo y situar sus aportaciones.

Desde el punto de vista epistemoldgico, una vez superadas las primeras fases de consideracion de la
tecnologia como potenciador de la eficacia (complemento) y como profesor electronico (sustituto),
surgi6 la idea de la tecnologia como mediadora entre el sujeto y el conocimiento, postura que ha
pervivido con fuerza durante la década de los 90 (Noss & Hoyles, 1996). Pero mas recientemente se
viene elaborando la idea de evitar una separacion artificial entre el ser humano y sus ‘tecnologias’,
segun la cual hemos de romper nuestra forma de pensar en la tecnologia como algo externo. En esta
linea de pensamiento se considera que la tecnologia forma parte esencial de las practicas humanas y
las define, de modo que condiciona tanto el contenido como las formas de conocer. El binomio
‘humano-tecnologia’ es inseparable (Borba y Villareal, 2005). Cualquier interpretacion del llegar a
conocer o del conocimiento se sustenta en procesos de interaccion que forman parte esencial de las
practicas y, por ello, también estdn influidos por la tecnologia (Levy, 93). Las preguntas de
investigacion interesantes desde este punto de vista estan orientadas a identificar aquellos elementos
del disefio de entornos de aprendizaje que condicionan las interacciones y, en consecuencia, a
caracterizar la reorganizacion que sufren las practicas realizadas en dichos entornos. El trabajo de
Cobo & Fortuny concreta respuestas en esta linea. En efecto, se desvincula explicitamente del
paradigma que considera a la tecnologia como mediadora entre los seres humanos y los objetivos de
las actividades que llevan a cabo y asume la existencia de distintos agentes cognitivos en un mismo
entorno de aprendizaje compartiendo sus formas de conocer. No busca analizar el modo en que el
alumno accede a un tipo de conocimiento mas o menos objetivo implementado en un sistema, sino que
el foco de atencidon son las interrelaciones posibles entre dos ‘agentes cognitivos’ poseedores de
distintos conocimientos que evolucionan conjuntamente dependiendo de las relaciones que establezcan
entre ellos. Obviamente ninguno de los dos agentes son hojas en blanco: el alumno llega al escenario
con un determinado bagaje de conocimiento y de formas de interactuar; el agente virtual se disefia de
forma que sus modos de comunicacion produzcan interacciones valiosas. Enmarcado en estos
supuestos, el trabajo de Cobo & Fortuny:

- identifica un conjunto de cualidades que ha de tener el sistema AgentGeom para cumplir con
su cometido de interactuar simulando una accién tutorial humana,

- selecciona dos modelos de interacciones, los adapta a un medio escrito, a través de distintos
sistemas de mensajes, y los implementa utilizando como base la resolucion de tareas
matematicas (espacio basico de la accion tutorial humana, asociado al espacio basico de cada
problema)

- desarrolla un modelo para analizar las interacciones que finalmente se producen entre los
alumnos y el sistema.

Desde el punto de vista cognitivo, en coherencia con el planteamiento epistemologico, se considera el
aprendizaje como una propiedad emergente de la realizacion de practicas que se realizan en contexto y
que estan definidas por las interacciones sociales. Se asume que el potencial de los individuos para
desarrollar su conocimiento aumenta cuando se relacionan con otros en tareas colaborativas. Los
contextos de resolucion de problemas de matematicas se adaptan especialmente bien a este tipo de
intercambio. El lenguaje se constituye en centro de atencion, al reconocerse la relacion entre las
construcciones lingiiisticas y las cognitivas. En distintos trabajos (Cobo, 98; Cobo & Fortuny, 2000),
los autores han introducido elementos de analisis del discurso para investigar esta relacion, que coloca
al debate social en el centro de atencion. El hecho de concebir al AgentGeom como un agente
cognitivo mas da sentido a la consideracion de este marco para interpretar también las interacciones
humano-maquina. Y dado que las interrelaciones se analizan teniendo en cuenta el contexto en el que
se produce la comunicacion y las caracteristicas sociales e individuales de los interlocutores, cabe
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identificar aquellos aspectos especificos al caso en que uno de dichos interlocutores es virtual. El
trabajo que nos ocupa:

- adapta los resultados de interacciones presenciales al contexto humano-virtual, con el fin de
disefiar el AgentGeom de modo que reproduzca un comportamiento humano competente,

- identifica las caracteristicas distintivas que hay que controlar en un escenario en el que uno de
los interlocutores es virtual y que han de tenerse en cuenta al disefiar el agente virtual (control
semidtico, situacional y cognitivo).

- valora los cambios contextuales y de aprendizaje que produce el hecho de estar ante un debate
social simulado (implicacion del alumno como actor principal, aumento del valor
comunicativo del lenguaje escrito),

- describe como la interaccion producida hace que un alumno se apropie de habilidades
estratégicas y argumentativas (concebir la idea de demostracion, asumir reglas de
representacion, de razonamiento y de validacion).

Idea central de la ponencia

La ponencia realiza una contribucién bien fundamentada al problema del disefio y evaluacion de
entornos de aprendizaje interactivos basados en la tutorizacion virtual y orientados al desarrollo de
competencias matematicas. Muestra el modo en que un alumno que desarrolla practicas en un se
apropia de habilidades estratégicas y argumentativas en uno de dichos entornos.

Tres ideas fuertes

- Estructurar situaciones complejas de ensefianza/aprendizaje integrando de forma inseparable,
en un mismo marco, componentes que tradicionalmente se han concebido como distintas en la
investigacion sobre nuevas tecnologias (conocimiento, modelo pedagoégico, estudiante).

- Concretar en un Sistema Tutorial Inteligente y a través de practicas reales distintos
planteamientos teodricos (modelos de interacciones entre agentes cognitivos, desarrollo de
conocimiento vinculado a las practicas) y adaptar dichos modelos a situaciones matematicas.

- Abordar la problematica de la gestion del conocimiento vinculado a competencias
matematicas en entornos de e-learning.

Tres ideas débiles

- El trabajo s6lo contempla de forma colateral el papel del profesor en este tipo de entornos. Se
le atribuye el papel de disefiador de las actividades que han de ser implementadas en el
sistema, pero esta tarea dista mucho de la correspondiente en entornos de tutorizacion
presencial.

- La ponencia reconoce la importancia del contexto en el desarrollo de conocimiento, pero su
forma de describir el contexto en el que el alumno se apropia de ciertas competencias solo
hace mencidn a los factores relacionados con el Sistema AgentGeom, omitiendo otra serie de
factores contextuales que pueden haber sido determinantes.

- Aunque se argumenta la bondad del Sistema Tutorial Inteligente para atender a la diversidad,
no parece que el planteamiento realizado incorpore un analisis profundo de como se han de
gestionar en el sistema las adaptaciones necesarias.
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Cuestiones especificas de educacion matematica a debatir

La ponencia de Cobo & Fortuny muestra una profunda reflexion y un importante avance en una linea
de investigacion de plena actualidad en Educacion Matematica. Sus resultados, difundidos a través de
prestigiosas revistas y foros de investigacion, estan fuera de toda duda. En mi tarea de replicar esta
ponencia continuaré presentando algunas reflexiones y cuestiones no resueltas en ambitos
relacionados con este tema de trabajo.

1. Sobre los ‘conocimientos de referencia’

Hace ya mas de diez afios, Balacheff (1994) ponia de manifiesto que el disefio de entornos
informaticos para el aprendizaje de las matematicas tenia que ocuparse de los problemas que surgen al
llevar a cabo una representacion computacional del conocimiento en soportes informaticos. Partiendo
de la existencia de un conocimiento de referencia objetivo —matematico-, habia que determinar las
transformaciones que éste sufria al implementarse en un soporte concreto y caracterizar asi el
‘dominio de validez epistemologica’ de dicho soporte. Ante un Sistema Tutorial Inteligente como el
AgentGeom, el término ‘conocimiento’ se amplia para incluir también modos de razonamiento ante la
resolucion de problemas... aspectos relacionados con las concepciones, el saber y el saber-hacer
tacitos, que son considerados conocimiento emergente de las practicas.

Podemos considerar que este nuevo dominio de conocimiento de referencia ampliado se estructura a
través de la idea de ‘competencia matematica’. Este dominio ha sido contemplado de diversas formas
en la concepcion y en el desarrollo del AgentGeom. En consecuencia, es coherente concebir que las
interacciones con este sistema desarrollen conocimiento en términos de ‘competencias matematicas’.

Este planteamiento parece asumir que hay un paralelismo entre el ‘conocimiento matematico’ de
referencia y cualquier ‘otro tipo de conocimiento’ necesario para resolver con éxito tareas matematicas
a la hora de ser tratados en un soporte computacional, aunque cada uno con su especificidad. La
fundamentacion realizada no tiene fisuras a ese respecto.

Pero, mientras en nuestros curriculos la identificacion del conocimiento matematico de referencia
puede considerarse consensuada dentro de la comunidad de profesionales relacionados con la
educacion matematica, no parece que ocurra lo mismo con otros tipos de conocimiento (competencias)
emergentes de practicas no universalizadas, subjetivas, valoradas s6lo en un ambito que puede ser tan
local como el aula. Nuestros curriculos recientes —todavia impermeables a la idea de las competencias
y reconociendo solo timidamente determinadas practicas genéricas relacionadas con la resolucion de
problemas- no parecen tener referentes claros y consensuados sobre cuales son las competencias a
desarrollar, en qué grado, en qué momento y qué practicas pueden asumirse como referente curricular
comun para desarrollar ciertas competencias... La investigacion en Educacion Matematica esta
actualmente en la busqueda de respuestas sobre estas cuestiones.

Algunas cuestiones concretas son:

Las competencias matematicas consideradas en el trabajo de Cobo & Fortuny (la resolucion de
situaciones-problema, el desarrollo del razonamiento matematico o la utilizacion del lenguaje
matematico) ;/qué referentes objetivos tienen sobre lo que significa su desarrollo y consecucion? ;json
comparables a los referentes de las destrezas matematicas contempladas en el curriculo? ;como se
valida la bondad de las practicas realizadas con AgentGeom de las cuales emergen las competencias?
(Qué comparten con otras practicas que pretendan los mismos fines? ;En qué hubiera sido distinto el
desarrollo de estas competencias en un entorno presencial con el mismo tipo de tareas matematicas?

2. Sobre la descontextualizacion de los aprendizajes

Hemos asumido en las secciones anteriores que los alumnos construyen el conocimiento en contexto,
vinculado a las practicas que realizan, que desarrollan un conocimiento util a ese contexto, esté o no
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en consonancia con algun conocimiento de referencia. Pero la progresion de un alumno en el sistema
educativo ha de garantizar una cierta ‘descontextualizacion’ de los aprendizajes, donde este término
significara ahora ‘contextualizacion segun practicas estandarizadas’. Por ejemplo, son numerosas las
investigaciones que muestran como, ante el uso de Cabri-Géometre, los alumnos desarrollan un
conocimiento estratégico y un lenguaje vinculados al modo arrastre que no se transfiere al contexto
estatico de lapiz y papel... aunque posiblemente sea este tltimo entorno el considerado habitual en el
aprendizaje de la geometria en nuestro sistema educativo.

En la ponencia de Cobo & Fortuny se muestra el modo en que un alumno se apropia de habilidades
estratégicas y argumentativas gracias a la interaccion con el AgentGeom. Este sistema tiene
implementada una forma de validacion de las acciones del alumno que ‘obligan’ a éste a seguir unas
normas precisas para comunicarse con €l, para validar una secuencia de afirmaciones, etc. Cabe pensar
que un alumno aprenda facilmente a satisfacer las restricciones impuestas por el sistema y acabe
teniendo éxito en sus estrategias de resolucion de problemas con el AgentGeom, pero que después no
reproduzca esta forma de proceder en otras situaciones en las que las normas de comunicacion sean
distintas (al fin y al cabo, las formas de interactuar con el sistema también estan formando parte
inseparable del conocimiento). También ocurre que la propia forma de interactuar con el sistema —en
su faceta de tutor virtual- es la que moviliza conocimientos en el alumno para que éste acabe
realizando una aportacion temadtica u otros tipos de acciones. Pero una expectativa ultima es que el
alumno sea capaz de reproducir sus estrategias en situaciones en las que tenga otro tipo de tutorizacion
o incluso sin ninguna tutorizacion.

Algunas cuestiones son:

(A qué contextos se considera que puede extenderse la apropiacion de competencias conseguida con
AgentGeom? En el proceso de apropiacion de competencias, a parte de la interaccion con el
AgentGeom, ;se ha considerado explicitamente la intervencion de otros elementos no virtuales? El
hecho de que el agente haya sido virtual, ;qué inconvenientes y qué ventajas tiene a los efectos de la
descontextualizacion?

3. Sobre la ‘instrumentacion’ de los recursos

La literatura recoge una abundante coleccion de fendomenos nuevos que surgen en contextos
computacionales y cuyo control parece exigir una adaptacion del alumno a los entornos tecnificados.
Es significativo el desarrollo reciente de la teoria de la instrumentacion (Guin et al, 2004) segtn la
cual al introducir tecnologia se produce un proceso de ‘génesis instrumental’ por el cual un recurso se
transforma en un ‘instrumento’, es decir, en un util que permite al usuario realizar con éxito un
determinado tipo de tareas y controlar su actividad. Segliin este marco, para que el alumno saque
provecho de un recurso es necesario que desarrolle un conocimiento genuino, vinculado al recurso,
que le permita hacer uso del potencial didactico que dicho recurso tedricamente posee y que requiere
de instruccion especifica.

El AgentGeom esta concebido para adaptarse al alumno (y no al revés), evoluciona en funcion de las
necesidades del alumno. Pero también podemos observar la existencia de algunos elementos asociados
al sistema tales que si el alumno los conoce y los gestiona convenientemente pueden modificar
(optimizar) su trayectoria en el proceso de resolucion de los problemas. A lo largo de la ponencia, sus
autores mencionan algunas conductas del alumno investigado que muestran su desconocimiento de
este tipo de conocimiento: comienza usando el area deductiva, no realiza una interpretacién correcta
del hecho de recibir un mensaje (aunque si del contenido del mensaje), no atiende a la segunda
sugerencia que le hace el agente tutor... En otros momentos se indica que ‘ha sabido comprender las
ventajas del sistema y se ha aprovechado de ellas’. Se reconoce la necesidad de que entre los alumnos
y el AgentGeom se produzca un periodo de adaptacion mutua para que acaben comprendiendo sus
procesos comunicativos.

Algunas cuestiones son:
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(Qué capacidades especificas, si las hay, son necesarias para conseguir un manejo eficiente del
sistema? ;qué practicas conducen a su desarrollo? ;como interfiere este aprendizaje con el de las
competencias estratégicas y argumentativas que se pretende? ;lo potencia? ;lo dificulta? ;es posible
fracasar en el desarrollo de estas competencias por el desconocimiento de las otras?

4. Sobre la idea de demostracion

Marrades y Gutiérrez (2000) utilizan el término justificacion para referirse a las razones dadas para
convencer a otros de la validez de una proposicion, y el término demostracion para nombrar a la
demostracion matematica formal, es decir, la secuencia logica que satisface los requisitos
matematicos de abstraccion, rigor y lenguaje. Ante un sistema como AgentGeom aparecen
significados especificos sobre estos procesos ya que el sistema incorpora criterios de validacion
propios que, en este caso, responden a planteamientos de tipo social:

- Para que una sentencia sea valida es necesario que el sistema la tenga incorporada en su lista de
sentencias para una estrategia,

- Para que una argumentacion (encadenamiento de sentencias) sea valida es necesario que contenga
un determinado porcentaje de sentencias validas.

El alumno-usuario no tiene porqué conocer explicitamente los mecanismos de validacion que usa el
sistema. Aun conociéndolos, no cabe esperar que distinga entre una validacion ‘social’ como la que
incorpora el AgentGeom y una validacion ‘formal’ —por ejemplo, las basadas en demostracion
automatica de teoremas geométricos que incorporan otros sistemas (Botana & Valcarce, 2001)-. Pero
lo destacable es que esperamos que el alumno se apropie de la idea de demostracion formal.

Algunas cuestiones son:

(Influye el tipo de validacion interna del sistema en el tipo de concepcion/apropiacion sobre la idea de
demostracion que desarrollan los alumnos? ;jen qué aspectos? A parte de percibir que la demostracion
formal exige el respeto a unas reglas y un lenguaje, hay otros aspectos implicados en el desarrollo de
la competencia de ‘razonamiento matematico’. Segiin Niss (2003) esta competencia involucra percibir
lo que no es una demostracion, conocer otros tipos de razonamiento... jpueden algunos de estos
aspectos ser desarrollados usando el sistema? ;cuales serian las actividades y cual el contenido de los
mensajes? De las distintas funciones atribuidas a la demostraciéon en el dmbito de la educacion
matematica (verificar o justificar la correccion de una propiedad, explicar por qué una propiedad es
cierta, sistematizar los resultados obtenidos en un sistema axiomatico deductivo, descubrir nuevas
propiedades o comunicar conocimiento matematico (De Villiers, 1993)) ;cuales prevalecen si se lleva
a cabo una instruccién con AgentGeom?

5. Sobre el papel del profesor

El sistema AgentGeom también esta concebido como herramienta didactica para el profesor. Sus
caracteristicas permiten a este introducir problemas adaptados al nivel de los alumnos, modificar los
mensajes, cambiar los parametros que deciden si una estrategia de un alumno es valida o no... En cada
una de estas acciones podemos reconocer tareas profesionales clasicas para el profesor, pero ahora se
ven condicionadas por algunos elementos nuevos.

En efecto, el sistema AgentGeom estd disefiado segin modelos de interaccidon que condicionan la
naturaleza y el contenido de los mensajes que devuelve; dichos mensajes deben mantener la
coherencia con el espacio basico de cada problema,... parece necesario que el profesor, antes de
aventurarse a modificar un mensaje, conozca exactamente qué alteraciéon de qué estrategia esta
introduciendo y cuales son sus consecuencias. Mientras en una interaccion presencial el profesor no
hace necesariamente explicitos a priori los contenidos de sus mensajes ni sus criterios especificos de
validacion de una estrategia basada en la interaccion, ahora estd obligado a realizar un disefio técnico
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de la interaccion a priori y a implementarlo por escrito (el sistema se encargard después de simular un
comportamiento espontaneo).

Este planteamiento abre un amplio abanico de preguntas sobre el papel del profesor, su conocimiento,
su formacion,...

Algunas cuestiones concretas que cabe realizar son las siguientes:

(Es realista proponer que el profesor lleve a cabo todo ese analisis a priori de tareas/interacciones o
son so6lo los disenadores del sistema los que —tomando como referencia los modelos de interacciones,
el espacio basico de cada problema, el espacio basico de la accidon tutorial humana, etc- tienen
garantias de implementar mensajes adecuados? Caso de que el sistema se use en un entorno presencial,
,se ha considerado algiin modelo de interacciones que combine las acciones tutoriales virtuales y las
presenciales que deba ser conocido y respetado por el profesor?
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Resumen:

Los intentos de reforma de la ensefianza del cdlculo en los diferentes paises han sido muchos y
distintos. La mayoria de los programas de renovacion comparten los mismos criterios, y creen que los
cambios deben afectar a: los curricula vigentes, al desarrollo profesional de la universidad, a la
utilizacion sistemdtica de la tecnologia y de otros materiales, a la formacion diddactica y cientifica de
los futuros docentes, etc. En Esparia, cada vez son mds numerosas y frecuentes las experiencias
puestas en marcha por grupos de trabajo, profesores universitarios interesados y preocupados por la
calidad y eficacia de su docencia, etc. La gran mayoria se apilan bajo el epigrafe de “innovacion”. A
pesar de ello, los cambios apenas se dejan sentir. La cuestion se plantea en términos de: ;A qué se
debe esta persistencia e inmovilismo al cambio? ;Donde radica la dificultad de la enserianza de
aplicaciones y de modelos de situaciones proximas a la realidad? ;Qué pueden aportar las
investigaciones de didactica de las matematicas al proceso de ensefianza y aprendizaje en el ambito
universitario?

Este articulo pretende ser una reflexion acerca de la situacion actual de la enseiianza del calculo en
la universidad, asi como una justificacion de la necesidad e importancia de las investigaciones
didacticas en el ambito del conocimiento del profesor, como motor del proceso de ensenianza y
aprendizaje.

Abstract

The calculus reform in different countries have been very interesting but quite different. Most of the
renewal programs share the same general issues, and most institutions have developed an agenda
which includes the changes that must be, that it is: curricula, reward systems for faculty, the kind of
space used for instruction in science and mathematics, technology and materials, meaningful
connections with real life, etc. In Spain, there are some people interested in new experiences and, at
the same time, worried by the quality and the efficient of their teaching. There are experiences of
teachers who improve new methodologies in their classrooms, use problem solving or projects to
develop the calculus concept, but they are a minority compared with the number of mathematics
teachers who teach calculus at university level. The questions are: Why is so difficult the change? Why
do not mathematics teachers teach the derivative, differential equations and so on, using real life
situations instead of exercises? Why is so difficult the relation between mathematicians and math
educators?

This paper is a reflection about the teaching of calculus at university level and an analysis of the
calculus reform movement. We also discuss about the importance of the research in the pedagogical
content knowledge and the development of professional knowledge for teaching.
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Introduccion

De entre los ambitos de estudio de la didactica de las matematicas nos preocupa ¢ interesa sobre todo
el referido al nivel universitario. Cada vez son mas numerosas las investigaciones que buscan su
centro de interés en este nivel, y en particular, sobre el papel de la didactica en la ensefianza de las
matematicas universitarias. El hecho de que, poco a poco, se traslade el foco de interés del estudiante
al profesor, o al menos los dos compartan protagonismo, hace pensar a los investigadores lo acertado
de la orientacion de sus investigaciones, asi como de la complejidad que en si mismo entrafia el tema.
Esta complejidad no so6lo es debida a las caracteristicas particulares del profesor y de los estudiantes,
sino también de la propia asignatura, cada vez mas abstracta y formal, y de las caracteristicas
especificas de la Universidad como institucion, que condiciona, limita y determina los limites de
actuacion en ella.

La investigacion didactica en el nivel universitario no es novedosa. Tal como recuerda Artigue (2003),
ésta lleva realizandose durante mas de 20 afios. Tiempo, durante el cual, a parte de intentar mejorar la
comprension sobre las dificultades de los estudiantes y las disfunciones del sistema educativo, también
se han intentado encontrar vias para superar estos problemas.

La ensefianza de los principios del calculo resulta bastante problematica, y aunque seamos capaces de
ensefar a los estudiantes a resolver de forma mas o menos mecénica algunos problemas estandar, o
bien, realizar algunas derivadas o integrales, tales acciones estan muy lejos de lo que supondria una
verdadera comprension de los conceptos y métodos de pensamiento de esta parte de las matematicas.

Los métodos tradicionales de ensefianza de las matematicas en el nivel universitario tienden a
centrarse en una practica algoritmica y algebraica del calculo, que acaba siendo rutinaria (Artigue,
1995; Yusof y Tall, 1999), y a menudo intentan inculcar desde los inicios, los tradicionales métodos
rigurosos de demostracion matematica (Yusof y Tall, 1999). Asimismo, el profesor evaltia las
competencias adquiridas por el estudiante en este dominio algoritmico y algebraico, generalmente a
partir de ejercicios similares o iguales a los presentados en clase, ejercicios que responden
exactamente al mismo esquema de pensamiento.

Como argumenta Artigue (1995) este fenomeno, que comienza en la ensefianza y se continta con la
evaluacion, acaba convirtiéndose en un circulo vicioso pues para obtener niveles aceptables de éxito se
evalua aquello que los estudiantes pueden hacer mejor, convirtiendo lo evaluado en lo esencial para
los estudiantes.

Alguno de los problemas detectados como consecuencia de esta forma de ensefar es que si bien el
conocimiento adquirido por los estudiantes les puede ser 1til para resolver ejercicios y problemas
rutinarios, en el momento en el que se les enfrenta a contextos y situaciones que requieren mayor
conocimiento conceptual, la mayoria falla y no saben cémo abordar la situacion (Selden, Mason y
Selden, 1994). En palabras de Skemp (1980), lo que sucede es que los estudiantes aprenden el
“producto del pensamiento matematico” en vez del “proceso”.

Para Artigue (1995), la evidencia de tales dificultades, los problemas detectados en los estudiantes vy,
en general, la insatisfaccion existente tanto entre profesores como estudiantes ha tenido dos
consecuencias interesantes:

o Potente desarrollo de las investigaciones didacticas de la ensefianza superior centradas
fundamentalmente en el area de calculo.

e Desarrollo y aparicion de numerosos proyectos de innovacion de la ensefianza.
El mayor exponente sobre temas de investigacion didéactica en temas propios del calculo queda

recogido en el texto “Advanced Mathematical Thinking” (Tall, 1991), aunque se pueden citar otras
tantas investigaciones recogidas en revistas como: Educational Studies in Mathematics, Recherches en
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Didactique des Mathématiques, y las monografias de la American Mathematical Society sobre la
reforma del calculo, entre otras.

Por lo que respecta al tema de la innovacion, se podrian citar casos como la renovacion global del
curriculum en Francia y Australia, o como las innovaciones y experimentaciones de Estados Unidos
(Artigue y Ervynck, 1992; Lynn, 1993; Page et al., 1993), o los trabajos de innovaciéon en el aula
realizados en diversos lugares de Espafa (Gomez 1 Urgellés, 2000; Llorens, J. L., 1995; Sanchez-
Pérez, E.A., Garcia Raffi, L.M. y Sanchez-Pérez, J.V, 1999; Guzman, 1994, 2000), todos ellos con el
objetivo de abordar el aprendizaje de las matematicas de forma creativa, significativa y constructiva en
la universidad.

No obstante, y en contra de lo que seria deseable, el informe Tucker (1991) deja claro el
distanciamiento tan grande existente entre el mundo de la investigacion y el de la innovaciéon. A modo
de ejemplo, en Estados Unidos la mayoria de los proyectos inscritos en el area de renovacion del
calculo se han aplicado de forma independiente de los trabajos de investigacion existentes.

Investigacion vs. Innovacion y renovacion

Tanto la investigacién como la innovaciéon o renovacion tienen sus propias dificultades, que quizas
hoy por hoy, estan lejos de encontrar puntos en comun. Tratamos de adentrarnos en el problema,
reflexionar sobre el interés de cada una, y la manera de establecer conexiones entre ambas.

Las investigaciones didacticas se han desarrollado atendiendo a diferentes enfoques teodricos y
conceden un peso variable a cada una de las tres dimensiones que resultan esenciales: la
epistemologica, la cognitiva y la didéctica; pero, ademas, existe un gran problema: los marcos teoricos
que las sustentan. El hecho de no existir un paradigma dominante hace que no se facilite la
comunicacion entre investigadores, intentando cada corriente de investigacion mantenerse en su torre
de marfil.

De la misma forma, los intentos por la innovacion también resultan problematicos. Generalmente el
entusiasmo de las personas que lo realizan y la necesidad de convencer hace que se dejen a un lado los
problemas, y se sobrestimen las potencialidades y virtudes. En este sentido Artigue (1995), y sobre las
innovaciones, advierte de la peligrosidad de caer en un discurso ingenuo, donde se toma como analisis
cognitivo y didactico el hecho de que tales herramientas se constituyan como un buen catalizador para
forzar la evolucion de las practicas pedagogicas de los profesores y para comprometerlas en un
enfoque mas constructivista del aprendizaje.

a) Reformas en la ensefianza del cdalculo en el nivel universitario:

Las distintas reformas a las que se han visto abocados los diferentes programas de calculo aunque han
sido interesantes, no han acabado con los problemas y las dificultades de los estudiantes. Segun
Artigue (1995), algunas de las criticas mas destacadas hacia los programas de céalculo en Francia
fueron: introduccion de las nociones basicas desligadas de problemas reales; construccion lineal de los
conceptos; escasa relevancia de la resolucion de problemas; empleo muy precoz de un lenguaje
formalizado; ensefianza muy centrada en el discurso del profesor, etc.

Estos puntos que Artigue sefiala como criticas a la ensefianza de los afios setenta en Francia, son
perfectamente equiparables a las consecuencias obtenidas en el estudio Moreno (2001) con profesores
de universidad, en el que se detectaba que la forma general de plantear la ensefianza era de acuerdo a
muchos de esos principios basicos.

Las reformas actuales recomiendan una revision de los programas de calculo, y de hecho los
profesores intentan acomodar los programas a las realidades de los estudiantes. No obstante, en el caso
espafiol no se ha realizado un debate tan especifico como en el caso francés para abordar la
problematica de las diferentes areas de las matematicas que se tratan en el nivel universitario.
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De la misma forma, la mayoria de los proyectos de los Estados Unidos, y ponemos como ejemplo el
de Rouche (1992) o Page et al. (1993), desarrollan los conceptos del calculo a partir de situaciones
cotidianas y de problemas. Las ideas principales que se sustentan son que los objetos mentales
preceden a los conceptos formales, y que éstos pueden servir para organizar ciertos campos de
experiencia, y que los conceptos matematicos se formalizan inicamente cuando son necesarios o bien
utiles para demostraciones.

Muchas de las renovaciones curriculares realizadas, por ejemplo en Estados Unidos, Australia o
Francia, son reformas orientadas tecnolégicamente. Evidentemente la orientacién dada por cada pais e
incluso por cada universidad puede variar considerablemente. En el caso de Estados Unidos las
reformas han tomado dos caminos opuestos, uno radical que intenta una reconstruccion del curriculum
partiendo de cero, como es el enfoque de la Universidad de Duke; o bien el resto, que buscan una
reestructuracion de la ensefianza de acuerdo a las consideraciones epistemoldgicas, cognitivas y
tecnologicas (Schwingendorf, 1992).

El caso australiano (Mack, 1992) se ha centrado en desarrollar software que facilite las
representaciones graficas y algebraicas de las nociones de calculo. Dadas las dificultades producidas
por los enfoques tradicionales el gobierno y las instituciones educativas estan apoyando aquellos
proyectos que produzcan una introduccion intuitiva al calculo a través de la resolucion de problemas.

b) Investigaciones diddcticas sobre la ensefianza y el aprendizaje de las nociones del calculo en
la universidad:

Para Harel y Trgalova (1996), revisando el panorama actual de las investigaciones didacticas en el
area de calculo, es posible entresacar tres ejemplos de tres nuevos enfoques en la ensefianza del
calculo que pueden ser representativos de los movimientos actuales de cambio en diferentes paises del
mundo:

El primero al que los autores hacen referencia es del denominado “Proyecto de Calculo en Contexto”
(1987) y en el que participa la Universidad de Massachusetts. La idea principal es que el calculo es un
lenguaje (el lenguaje de la ciencia), una red de conceptos y un conjunto de técnicas utiles. El objetivo
principal del proyecto es que los estudiantes construyan las matematicas a través de sus aplicaciones y
comprendan las relaciones entre todos los elementos que configuran el célculo. La instruccion se
organiza de forma que los principios generales emergen de los problemas y de las situaciones reales
tratadas. Los estudiantes trabajan en pequefios grupos y los problemas se tratan inicialmente con
métodos numéricos, con ayuda del ordenador, antes de desarrollar técnicas de obtencion de soluciones
analiticas (O’Shea y Senechal, 1992).

Otro nuevo enfoque que se esta dando a la ensefianza del calculo se presenta bajo el formato de
“Proyecto de Debate Cientifico” (Legrand, 1992) y su objetivo principal es conseguir que los
estudiantes trabajen como si fueran matematicos mediante la introduccion de diferentes conceptos del
calculo en el contexto de problemas cientificos. Los estudiantes formulan preguntas, proponen
conjeturas, dibujan sus propias conclusiones de acuerdo a la relevancia y validez de las conjeturas, y
discuten y argumentan sus puntos de vista con los compafieros de clase. El mayor obstaculo didactico
de este proyecto es el conflicto existente entre el enfoque cientifico y los habitos de aprendizaje
establecidos por las instituciones educativas.

El tercer enfoque novedoso al que se refieren los autores es el propuesto por Artigue y sus
colaboradores (Artigue 1989, 1991, 1992, 1994; Alibert, Artigue et al., 1989; Artigue, Menigaux y
Viennot, 1990; Artigue y Rogalski, 1989) que desarrollan un modelo teérico y de ensefianza
denominado ingenieria didactica. Un ejemplo, lo encontramos en una de las primeras investigaciones
realizas por Artigue (1989) sobre la ensefianza de las ecuaciones diferenciales, las cuales han acabado
ensenandose como si de un catdlogo de recetas de solucion algebraica en los casos clasicos de
funciones integrables se tratara. Para ello la investigadora propone estudiar la viabilidad de un nuevo
enfoque de ensenanza que intente desde el principio coordinar los enfoques algebraico, numérico y
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grafico con la solucion de la correspondiente ecuacion diferencial asociada. Se plantea una
investigacion en tres fases: analisis e interpretacion de la ensefianza; analisis de las restricciones en la
ensefianza; disefio de una ingenieria didactica.

El proceso de ensefianza se lleva a cabo en fases organizadas alrededor de situaciones consideradas
claves por los investigadores. Las experimentaciones sucesivas con este modelo han mostrado, no
solo, la viabilidad “teodrica” de tal tipo de ensefianza, sino, el interés que puede generar en los
estudiantes a pesar del aumento de dificultad. Son muchos los investigadores que han seguido y
aplicado los trabajos de Artigue, aplicandolos a diferentes contextos y contenidos de calculo.

Otras investigaciones didacticas con interesantes repercusiones en la ensefanza han sido las que han
hecho del ordenador el centro de interés. Muchas de estas investigaciones han consistido en el
desarrollo de un software especializado para la ensefianza efectiva de conceptos de calculo (Tall,
1986b; Tall et al., 1990; Kocak, 1986; Hubbard y West, 1990). Por su especial relevancia, destacamos
como ejemplo los trabajos de Tall en la linea de potenciar la visualizacion y las diferentes
representaciones de un mismo concepto, como aspectos facilitadores del aprendizaje. Aunque Tall ha
dedicado mucho tiempo a los trabajos sobre limites y continuidad, también son interesantes sus
aportaciones en el estudio de la derivada, la tasa de cambio y los trabajos sobre visualizacion en dos y
tres dimensiones de las soluciones de ecuaciones diferenciales.

El software “Graphic Calculus” (Tall 1986a, 1986¢; Tall et al., 1990) intenta abordar los conocidos
obstaculos conceptuales en la comprension del concepto de limite, y propone una nueva secuencia de
aprendizaje construida sobre la base de la visualizacion de la “rectitud local” de los graficos. Usa el
grafico y las posibilidades dindmicas del ordenador para dar una base cognitiva a las nociones de
derivada e integral en educacion secundaria, y que pueden llevar a formalizaciones posteriores en
diferentes ramas del Analisis. La importancia de este software, especialmente disefiado para trabajar
con las nociones del calculo, es que permite a los estudiantes explorar inicialmente las ideas
geométricas y numéricas, desarrollar sus propias concepciones y finalmente, conectarlas con los
productos de los procesos simbolicos, dandoles una interpretacion significativa.

Otro modelo que actualmente utilizan los investigadores para avanzar en el conocimiento de las
dificultades de los alumnos con los conceptos matematicos, y que ademads, propone secuencias
posibles de ensefianza es el modelo APOS desarrollado por Dubinsky (ver Tall, 1991) y modificado
posteriormente (Asiala et al., 1996; Dubinsky y McDonald, 2003). APOS no s6lo es un marco tedrico
de referencia sino también un modelo que permite analizar las construcciones mentales utilizadas en el
aprendizaje de conceptos matemadticos de nivel superior. Este modelo se basa en las acciones,
procesos, objetos y esquemas que cada individuo realiza sobre los conceptos matematicos que
aprende. Los investigadores que trabajan dentro de este modelo teérico, forman un grupo de trabajo e
investigacion denominado RUMEC, que elaboran descomposiciones genéticas de diferentes conceptos
matematicos ensefiados en el nivel universitario, y disefian secuencias de ensefianza de acuerdo a las
descomposiciones genéticas, las cuales son experimentadas y modificadas en lo necesario. Estas
secuencias de ensefianza se organizan en lo que lo se denomina ciclo ACE: actividades para ser
realizadas en el ordenador, discusiones de clase y, ejercicios para ser hechos con lapiz y papel. Hoy
por hoy, las investigaciones sobre la teoria APOS son un claro referente para cualquier investigador
que desee orientar su investigacion hacia la ensefianza y aprendizaje de los conceptos de calculo en el
nivel universitario.

Finalmente, y por tratarse de un ejemplo de investigacion con repercusiones en la ensefianza,
queremos destacar la interesante contribucion del profesor Gomez (2000) al trabajo sobre
modelizacidn en el nivel universitario. Dicha investigacion fue realizada en el marco de la ensefanza
de las matematicas a futuros ingenieros de la Escuela Universitaria Politécnica de Vilanova i la Geltru.

Uno de los objetivos del trabajo fue analizar la viabilidad de introducir elementos nuevos de
aprendizaje, como es la modelizacion, y disefiar un curriculum innovador, mejorando y evaluando el
proceso de aprendizaje.
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Para ello se disefiaron unidades didacticas especificas, y se utilizd la metodologia de trabajo por
proyectos, eligiendo problemas adecuados a los contenidos y a los conocimientos previos de los
estudiantes (modelizacion de un sistema de resortes; el astronauta y las ecuaciones diferenciales, etc.).
Los datos e informacion disponible procedian de grabaciones de video y cassette, y cuestionarios
pasados a los estudiantes.

La valoracion que el autor hace del trabajo es positiva. La experiencia demostrd que los alumnos eran
capaces de descubrir el significado de las situaciones propuestas, aprendian a construir modelos y
sentian la necesidad de resolver modelos especificos para encontrar la solucion. Asimismo, el trabajo
por proyectos resulté muy util, y permiti6 a las estudiantes lograr un equilibrio entre las matematicas y
la aplicacion de éstas a la realidad. Para el autor, los principales obstaculos de la investigacion fueron:
el tiempo empleado para realizar las practicas con los estudiantes; el desconcierto de los alumnos
habituados a un tipo de practica rutinaria, y el miedo de los profesores a la pérdida de la tradicional
pureza de las matematicas.

Si bien hay otros grupos de investigacion y modelos tedricos de referencia que con sus trabajos e
investigaciones contribuyen al desarrollo de la Didactica del Analisis, hemos hecho esta seleccion por
tratarse de investigaciones que abordan la problematica de la ensefianza de diferentes aspectos del
Analisis en el ambito universitario, y donde el profesor adquiere una gran relevancia.

Es cierto que cada vez las ideas de renovacion se van asentando en la ensefianza de las matematicas de
los niveles iniciales universitarios, dejando un poco de lado el formalismo y rigor prematuro propio de
las ensefianzas mas tradicionales, y abriendo las puertas a la adquisicion de ideas y conceptos de forma
significativa y profunda. Aunque tal como comentaba Artigue (1995), la ensefianza actual se basa
fundamentalmente en el énfasis de las destrezas procedimentales y en la aplicacion de reglas,
asimismo el estudiante parece sentirse comodo en ese papel y prefiere tal enfoque frente a otros que
supongan un aprendizaje significativo y relacional. Igualmente, Rogalski (1990), considera que los
estudiantes no estan interesados en observaciones epistemologicas ni historicas sobre las matematicas,
dudan a la hora de realizar preguntas, y prefieren métodos de solucion directos frente al intento por
parte de algunos profesores de profundizar en los conceptos que aprenden.

El problema de la renovacion e innovacion no soélo resulta problematico por parte de los estudiantes
sino también, a menudo, por parte de los profesores que dudan y no se sienten seguros en las nuevas
metodologias de ensefianza, por motivos diferentes. No obstante, y a pesar, de que puedan existir
detractores de la utilizacion de nuevas tecnologias en la ensefianza del calculo, o bien, profesores que
prefieren mantenerse en la postura tradicional de potenciar la ensefianza de los métodos de resolucion
algebraica muy por delante de los numéricos o geométricos, la realidad es que cada vez mas
profesores intentan mostrar a los estudiantes las matematicas como un mundo de exploracion y de
resolucion de problemas.

La cuestion de fondo es preguntarse acerca de lo que estd pasando, porque las experiencias
innovadoras suelen ser bastante puntuales, y nuestros métodos de ensefianza siguen siendo poco
eficaces y no demasiado buenos para ensefiar a una poblacion estudiantil universitaria, que en su
mayoria, no seran matemadticos y, sin embargo, tendran que utilizar las matemadticas en sus
profesiones.

La respuesta no proviene de un unico lugar, y es evidente que hay muchos factores que deben tenerse
en cuenta. Este trabajo pretende captar la atencion de los lectores hacia uno de los elementos, que
desde nuestro punto de vista, es clave para el éxito, y necesario para implementar cualquier cambio o
propuesta didactica que tenga su origen en la investigacion: el profesor. Hablar del profesor implica
hacerlo del conocimiento y del desarrollo profesional. Una de las componentes que tanto Benedito et
al. (1995), desde el ambito de la pedagogia, como Cooney (1998) desde la didactica de las
matematicas, consideran inseparables del término profesionalizacion, son las creencias y los
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conocimientos'. Desde nuestro punto de vista, las creencias juegan un papel muy importante en todo lo
que se relaciona con el profesor y la toma decisiones en su ambito profesional, por lo que cualquier
intento de implementacion de la calidad docente deberia pasar por detectar, identificar, analizar e
interpretar cudles son esas concepciones y creencias de los profesores sobre el proceso de ensefianza y
aprendizaje de las matematicas, y la materia en si misma en su contexto especifico de ensefianza.

Desde una perspectiva de enseflanza y aprendizaje constructivista, Benedito (1995) caracteriza la
figura del profesor universitario en término de lo deseable:

[...] El profesor universitario deberia provocar procesos de aprendizaje en el aula,
conocer la dindmica de la misma, seleccionar, organizar los contenidos, facilitar el
surgimiento y formulacion de interrogantes, alimentar la discusion y el debate, establecer
relaciones positivas, evaluar el trabajo de los alumnos y facilitar la busqueda y
construccion con sus alumnos del conocimiento cientifico. El profesor ha de comprender
como se utiliza y elabora o reconstruye el conocimiento cientifico, se resuelven
situaciones inciertas y desconocidas, se elaboran o modifican rutinas, se toman
decisiones, se experimentan hipotesis de trabajo, se utilizan técnicas, instrumentos y
materiales nuevos o conocidos, se recrean estrategias, se inventan procedimientos, tareas
y recursos, se realizan las tareas de evaluacion, se modifican sus teorias previas en
contraste con la realidad, etc.” (Benedito et al., 1995)

Todas las acciones a las que se refiere Benedito, estan condicionadas por esas creencias especificas del
profesor, por lo que cualquier cambio resulta muy complejo, y no suele producirse a menos que el
propio profesor, tal como apunta Cooney (2001), sienta la duda y vea la evidencia de que el cambio es
necesario y puede reportar beneficios. Si no hay motivo para dudar de las creencias propias, tampoco
hay razén para cambiarlas. En este sentido, nos parecen muy interesantes las reflexiones de Cooney
sobre este elemento de “la duda” que, bien se puede sembrar en el propio profesor, o simplemente
surge espontaneamente, y es el punto central para promover el cambio.

Desde nuestra experiencia como investigadores, estamos convencidos de la necesidad de una
deteccion previa de las concepciones y creencias del profesor, como punto de partida para poder
incidir e implementar el desarrollo profesional del profesor. En este sentido, nos gustaria detenernos
en la investigacion que realicé en el 2001 con matematicos de diferentes universidades espafiolas, para
asi poder argumentar por qué las concepciones y creencias sobre el profesor deberian ser el punto de
inicio de cualquier investigacion sobre el profesor y su desarrollo profesional.

Un ejemplo de investigacion sobre creencias de profesores de matemaiticas en el nivel
universitario

Para identificar y detectar las concepciones y creencias de algunos profesores de matematicas
universitarios sobre la ensefianza y aprendizaje de algunos aspectos del calculo®, decidimos realizar
una investigacion que asi nos lo permitiera (Moreno, 2001). Para realizar esta investigacion contamos
con la inestimable colaboracion de seis profesores de universidad, matematicos especialistas en
matematica aplicada, y que impartian docencia no so6lo en facultades de matematicas sino también en
facultades como quimica, biologia o veterinaria. Entre todos los profesores habia tanto expertos como
novatos, pero al menos todos tenian un minimo de 6 afios de experiencia docente en la universidad.

' Las definiciones y discusién que aceptamos para los términos concepciones y creencias se corresponden con
los explicados detalladamente en Moreno, M. (2002) El pensamiento del profesor. Evolucion y estado actual de
las investigaciones. En G.A. Perafan y A. Aduriz-Bravo (Eds.) Pensamiento y conocimiento de los profesores.
Debate y perspectivas internacionales, p. 61-78, Universidad Pedagdgica Nacional, Colombia.

? La investigacion a la que nos referimos, Moreno (2001), versaba sobre ecuaciones diferenciales y el problema
de la modelizacion; sin embargo, hemos empleado la expresion genérica “conceptos/nociones del calculo”
porque los aspectos que resaltamos de la investigacion en este capitulo, pueden hacerse extensivos a cualquier
nocion de calculo. Basicamente nos interesa mostrar al lector una manera de aproximarnos a las creencias de los
profesores de universidad y la posterior utilizacion de toda la informacion obtenida.
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El instrumento disefiado para la recogida de datos pretendia que surgiera la duda y la autorreflexion de
los profesores participantes sobre su propia actuacion docente. El cuestionario constaba de cuatro
tareas, todas ellas elegidas de textos propuestos habitualmente por los profesores en las asignaturas
impartidas a los quimicos, bidlogos y veterinarios. Salvo la primera tarea, que fue calificada por la
mayoria de los profesores como estandar, por el hecho de ser muy habitual y facilmente identificable
por los estudiantes; las otras tres cuestiones rompian con los esquemas de trabajo clasicos en estos
Cursos.

A partir de todos los datos procedentes, tanto de los materiales disponibles de cada profesor
(programas asignatura, hojas de ejercicios y problemas, bibliografia recomendada...), como de las
respuestas de los profesores al cuestionario (respuestas recogidas en una entrevista grabada en audio),
realizamos un doble analisis. El primer analisis tenia cardcter global y su finalidad era proporcionar
una vision muy general sobre las concepciones y creencias, que mayoritariamente manejaban los
profesores de nuestra investigacion, sobre aspectos de ensefianza, aprendizaje y modelizacion. El
segundo andlisis lo denominamos particular pues pretendia dar una caracterizacion individual de cada
profesor, destacando incoherencias, si era el caso, entre aspectos de bloques diferentes pero
relacionados entre si, o bien, evidenciando la coherencia mantenida en la mayoria de sus respuestas.
Asimismo, este analisis nos permitié hablar del grado de permeabilidad de las creencias y
concepciones de cada profesor, y la posibilidad de que, bajo determinadas circunstancias, todos o
alguno de ellos pudieran encontrarse en disposicion de evolucionar o, simplemente modificar algunas
de las creencias y concepciones mantenidas por ellos respecto a la materia y, a su enseflanza y
aprendizaje.

Si bien, ambos analisis no pueden verse independientemente, en este trabajo vamos a centrarnos en el
analisis particular de los datos, pues en cierta manera, es el que nos aporta informacion acerca de la
importancia de la investigacion sobre creencias como paso necesario a la profesionalizacion de los
profesores universitarios y al establecimiento de conexiones entre la innovacion y la investigacion
didactica.

El analisis particular proporciond una caracterizacion de cada profesor atendiendo a tres aspectos: las
concepciones sobre los conceptos matematicos; la practica docente que interpretamos que realiza cada
profesor a la vista de los datos disponibles; las creencias de cada profesor sobre lo que piensa que
deberia ser su propia practica docente. Un analisis mas detallado de los resultados lo podemos ver en
Moreno y Azcarate (2003).

Practicamente todos los profesores sostienen una vision platonica de la existencia de los objetos
matematicos y estan convencidos de tratar con una realidad objetiva, si bien explicitamente mantienen
una concepcion formalista de las matematicas. Tan solo el profesor C muestra cierta tendencia
instrumentalista, y el profesor F, aun con su marcado caricter formalista, hace ciertos guifios al
intuicionismo, y no esté en total desacuerdo con dicha escuela de pensamiento.

Cuando el analisis se centra en lo que los investigadores hemos interpretado como la practica docente
de cada profesor, las diferencias comienzan a surgir. Los profesores A, C y F son claramente
instrumentalistas (no sélo por lo que ellos dicen que hacen y creen acerca de la ensefianza y
aprendizaje, sino que tales creencias coinciden con la interpretacion que los investigadores hemos
realizado teniendo en cuenta toda la informacién disponible de cada profesor); el profesor B también
lo podemos calificar de instrumentalista aunque con tendencia a lo pragmatico-constructivista; el
profesor D claramente lo calificamos de dogmatico-conservador (idea que como en el caso de los
profesores instrumentalistas, es una conclusion a la que llegamos los investigadores y coincide
totalmente con las creencias personales del profesor y los datos disponibles); finalmente, el profesor E
entra en una contradiccion pues aunque la creencia personal de este profesor sobre su docencia le hace
enmarcarse en la categoria de pragmatico-constructivista, el analisis de los datos disponibles para los
investigadores y de los materiales proporcionados por el propio profesor, nos hace calificar su
actuacion docente como una mezcla de dogmatico-conservador e instrumentalista.



EL PAPEL DE LA DIDACTICA EN LA ENSENANZA DEL CALCULO 89

Nuevamente, cuando analizamos las creencias de cada profesor sobre lo que cada uno piensa que
deberia ser su practica docente, vuelven a aparecer las diferencias: los profesores A, B y E creen que
deberian actuar méds como pragmaticos-constructivista; el profesor F se inclina mas hacia el
intuicionismo con matizaciones y ligera tendencia hacia lo pragmatico-constructivista; el profesor C
claramente se define instrumentalista; mientras que el profesor D se mantiene en la linea dogmatico-
conservadora.

A pesar de la aparente homogeneidad entre los seis profesores, fuimos capaces de agruparlos en tres
grupos, atendiendo a la concepcion que tienen de la matematica, a como creen que deberia ser su
docencia y, a como hemos interpretado los investigadores que es su practica docente (a la luz de los
materiales y datos recogidos de cada profesor): I (profesores A, B y F), II (profesores C y D) y 1II
(profesor E). En esta tipificacion es donde tienen un gran valor las creencias y concepciones de cada
profesor, y donde mas alld de que algunas de éstas puedan ser diferentes, se pueden encontrar
elementos comunes unificadores.

Ahora bien, ;qué es lo que nos ha conducido a tipificar asi a los profesores? ;Qué diferencia, desde el
punto de vista de las creencias, a los profesores de los diferentes grupos?

Esta tipificacion se debe, en gran medida, al estudio del nivel de coherencia mostrado por los
profesores, y al grado de permeabilidad o consistencia de sus creencias. Asimismo, la posibilidad de
disponer de mucha informaciéon complementaria sobre las creencias y concepciones particulares de
cada uno de los profesores del estudio con todo tipo de matizaciones, permitié no solo la tipificacion
mas general, sino también, los informes particulares y detallados de cada profesor.

Los profesores del grupo I son, desde nuestro punto de vista, los menos coherentes y consistentes en
sus concepciones y creencias. Este grupo es el mas reflexivo y autocritico consigo mismo, y es
precisamente, de la reflexion de su practica docente y de sus creencias sobre la ensefianza y el
aprendizaje, donde surgen contradicciones entre lo que creen que se deberia hacer y lo que realmente
hacen. La realidad dominante es que se acaba haciendo un ejercicio de docencia muy
instrumentalizado, donde la resolucion de tipos de ecuaciones diferenciales, problemas estandar y la
casi ausencia de conceptos tedricos demasiado complejos son los protagonistas de la materia. Estos
profesores estdn convencidos que seria necesario buscar la parte mas significativa de las ecuaciones
diferenciales, aproximarse mas a los intereses de los estudiantes y de las profesiones en las que se
estan formando. Asimismo, piensan que seria mas importante que el estudiante tuviera una idea global
y mas completa de las ecuaciones diferenciales, aunque fuera mas intuitiva y menos formal de lo que
cabria esperar de dicho conocimiento para un matematico.

El problema, segun los profesores, es que, ni se dispone del tiempo ni de los medios apropiados para
ello; y, ademas, carecen de la formacion adecuada para progresar como docentes.

En el otro extremo tenemos a los profesores del grupo II, que podrian ser calificados como los mas
coherentes y consistentes en sus concepciones y creencias, a pesar de una practica docente tan
diferente. Mientras que el profesor C es claramente instrumentalista, el profesor D lo es dogmatico-
conservador. A ambos les une la fuerte conviccion de que su actual practica docente es la Unica
posible y la que debe ser. El profesor C cree que dado el pobre nivel de competencia de los
estudiantes, su desmotivacion natural hacia la materia, etc., la tinica posibilidad de ensefianza con
estos colectivos de quimicos y bidlogos es utilizando ejercicios, técnicas de resolucion de ecuaciones
diferenciales, y tipos de situaciones modelizables bajo modelos previamente explicados por el profesor
en clase, y que se ajusten perfectamente a dichos modelos. Por su parte, el profesor D, esta convencido
de la necesidad de no perder los valores propios de las matematicas, la importancia de mostrar la
belleza de una demostracion, etc.; y la obligacion de los estudiantes, aunque no sean futuros
matematicos, de ser conscientes de la dificultad que en si misma entrafian muchos conceptos
matematicos de nivel superior.

La propia firmeza en las concepciones y creencias de los profesores del grupo II, elimina cualquier
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atisbo de duda sobre su practica docente, y aleja cualquier expectativa, por parte de los investigadores,
de cualquier tipo de cambio o puesta en practica de una experiencia de innovacion. En ningin
momento se plantean que su forma de enseflar no sea la mas adecuada ni eficaz; tampoco hay, en
principio, argumentos suficientemente convincentes que les lleven a creer que los estudiantes pueden
mejorar sus aprendizajes bajo contextos o circunstancias diferentes.

El caso del profesor E (grupo III) es totalmente distinto al del resto de los profesores, a pesar de que,
desde el punto de vista del analisis de la consistencia o permeabilidad de las creencias, el resultado es
similar al del grupo II. Este profesor se siente muy comodo con su modo de ensefiar, considera que ha
alcanzado el objetivo perseguido por muchos profesores, como es el de ser constructivista (en un
sentido muy genérico de la palabra); y, ademas, cree que los estudiantes aprenden y estain muy
conformes con su manera de ensefiar. En este profesor hay, asimismo, un factor de inconsciencia que
distorsiona lo que como investigadores pensamos que es la realidad de su ensefianza.

Como en el caso del grupo 11, la ausencia de duda justifica la ausencia de motivos para el cambio; sin
embargo, en este caso, llamamos la atencion en la incoherencia del discurso de este profesor, que se
podria justificar por como el profesor E presenta los temas en clase (a veces recurre a ejemplos de la
realidad), la utilizacion de un discurso eminentemente didactico y, su preocupacion por los estudiantes
y, en general, por la ensefianza. El resultado de los analisis de los materiales proporcionados por el
profesor E muestran los equilibrios que hace para mantenerse entre las posturas mas dogmaticas-
conservadoras (no perder el valor ni naturaleza del conocimiento matematico) y las instrumentalistas
(una practica excesivamente mecanica que acabara proporcionando un conocimiento parcial de las
ecuaciones diferenciales, y de unas cuantas técnicas de resolucion). Este profesor muestra muchas
contradicciones entre su discurso y lo que los investigadores creemos que hace. El hecho de que este
profesor no sea consciente de tal contradiccion nos lleva a pensar en la dificultad de incidir en su
desarrollo profesional..

Mirada a dos casos particulares: los profesores A y D

La vision del perfil particular de cada profesor y la comparativa entre grupos nos proporciona pistas de
cudles serian aquellos aspectos mas interesantes sobre los que actuar, detectar los puntos débiles de los
profesores, los elementos de duda que se explicitan y suelen ser punto de partida y motor del cambio,
etc. Mostraremos a modo de ejemplo, parte de un analisis entre dos profesores de dos grupos
diferentes, y asi ilustrar al lector y dar una idea de como puede ser la actuacion posterior una vez
detectadas e identificadas estas creencias de los profesores y analizado el grado de consistencia o
permeabilidad de éstas, asi como las coherencias e incoherencias internas.

Un elemento fundamental para el analisis particular fue la lista de descriptores elaborada durante la
investigacion en la fase del analisis de los datos. Estos descriptores, como los hemos denominado,
proceden de las sucesivas reducciones de datos realizados a lo largo de las siete fases en las que tuvo
lugar el proceso de analisis. La lista de descriptores esta organizada en torno a tres grandes bloques:
aprendizaje, ensefianza y modelizacion. A su vez, cada uno de estos bloques incluia varios apartados
directamente relacionados con los bloques en los que estaban incluidos. Por mostrar un ejemplo:
dentro del bloque aprendizaje se incluyeron 4 apartados: respuestas y razonamientos de los
estudiantes-dificultades y errores-percepcion modelos de ecuaciones diferenciales-grado de
formalizacion; dentro del de ensefianza incluimos 5 y, dentro del de modelizacion 4. La riqueza de esta
lista de descriptores es que en cada uno de los apartados correspondiente a cada uno de los tres
grandes bloques identificados inicialmente, se recogian practicamente todas las respuestas diferentes y
matices que los profesores proporcionaron al reflexionar sobre los diferentes temas tratados.

De esta forma, basta con aplicar la lista de descriptores a cada profesor para obtener el perfil de cada
uno de ellos, y conocer exactamente las creencias sobre las dificultades de los estudiantes cuando se
enfrentan a tareas de diferente tipo, como por ejemplo: de resolucion de problemas tipo estandar, otras
de tipo no estandar, problemas que parten de un planteamiento grafico, o bien tareas de caracter
eminentemente teorico. Al igual que sobre dificultades, podriamos hacer lo mismo con cualquiera de
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los muchos apartados que aparecen en la lista. Esto nos proporciona una radiografia bastante exacta de
cada profesor, en términos de concepciones y creencias sobre un aspecto matematico concreto, sin
olvidar la importancia del contexto y los condicionantes que ello supone. Igualmente nos permite, con
cierta sencillez, comparar perfiles de profesores, global o parcialmente; detectar creencias coincidentes
y diferentes; etc. En resumen, contamos con una vasta informacion que puede ser reutilizada con cierta
sencillez y que puede ponerse al servicio de los profesores de cara a su desarrollo profesional.

Para desarrollar este apartado hemos elegido dos profesores: el profesor A perteneciente al grupo I, y
el profesor D del grupo II.

Fijémonos, por ejemplo, en las concepciones y creencias de cada profesor respecto al “formalismo
exigido y esperado de los estudiantes”, apartado incluido en el bloque de aprendizaje. Mientras que el
profesor A cree que no se debe exigir excesivo formalismo matematico, y que seria suficiente que los
estudiantes fueran capaces de comprender lo que se les pregunta y fueran capaces de explicarlo de
forma inteligible. El profesor D piensa que es necesario transmitir a los estudiantes el valor de los
objetos matemadticos y sus significados, y exigir rigor y bastante grado de formalismo tanto en las
definiciones como teoremas explicados en clase. Al mismo tiempo, la respuesta del profesor A en el
apartado “dificultades y errores cometidos por los estudiantes”, también del mismo bloque, entra en
contradiccion con la creencia anteriormente manifestada, al afirmar que en una definiciéon matematica
hay ausencia de dificultad, pues se trata de una tarea que no requiere comprension sino solo
memorizacion. El profesor D confirma el nivel de coherencia en sus respuestas, tal como quedo
patente, al considerar que las dificultades de los estudiantes suelen relacionarse con la comprension
del enunciado y su redaccion bastante abstracta, y la falta de conocimientos.

Veamos algo sobre otro bloque como es el de ensefianza. Si analizamos las creencias sobre la
ensefianza en el apartado “definiciones, teoremas y demostraciones”, volvemos a encontrar diferencias
considerables entre ambos profesores. El profesor A elige definiciones sencillas y ausentes de
formalismos, suele enunciar teoremas en clase y trabaja sobre su significado, y no demuestra nada, tan
solo se intenta usar el sentido comun para comprenderlos. Por el contrario, el profesor D, coherente
con sus concepciones sobre las matematicas y sus creencias sobre la ensefianza confirma que: elige
aquellas definiciones que surgen como ‘consecuencia de’ y también aquellas que sean
matematicamente relevantes; se enuncian teoremas y se trabaja sobre su significado, pero al contrario
que el profesor A, hace todas aquellas demostraciones que sean constructivas y cuya técnica de
demostracion sea adaptable a otras situaciones de interés matematico.

Dentro del mismo bloque nos fijamos, a modo de ejemplo, en el apartado “profesionalizacion y
formacion”, por tener éste bastante interés para los investigadores. Mientras que el profesor A asume
la deficiente formacion inicial alejada de los modelos quimicos o bioldgicos, y la influencia que ésta
tiene sobre su ensefianza pues le impide dar explicaciones convincentes de algo que ni domina ni
conoce suficientemente; el profesor D, aun asumiendo la deficiente formacion inicial, piensa que la
formacion inicial como matematicos proporciona herramientas suficientes como para superar
cualquier laguna de conocimiento.

Cuando dentro de este mismo apartado se aborda el tema de las repercusiones de cara a la docencia, el
profesor A revela cierta sensacion de vacio de conocimiento especifico aplicado a estas disciplinas, y
siente que explica contenidos carentes de interés para los estudiantes. Asimismo, justifica la deficiente
y mediocre preparacion de sus clases por la falta de textos y otros materiales didacticos adecuados. Por
el contrario, el profesor D cree que todo profesor, seglin sus concepciones y creencias personales, se
ve obligado de alguna manera a optar por la parte mas instrumental o mas aplicada de las ecuaciones
diferenciales debido a la dificultad conceptual de conciliar ambas. Ademas, cree que la formacion
especifica del profesor no repercute en modo alguno en la docencia, ya que el bajo nivel de
conocimiento del alumnado impide al profesor mostrar su propio desconocimiento del tema.

La riqueza de estas creencias y pensamientos evocados por estos profesores es grande, y proporciona
informacién valiosisima que nos permite desenmascarar dos profesores que aunque en apariencia y en
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muchos aspectos son similares, y en la practica su ensefianza puede llegar a ser muy parecida, sus
creencias ocultas destapan dos personalidades muy diferentes, con inquietudes y creencias distintas
sobre la ensefianza, y con actitudes contrarias sobre lo que su formacion puede o no repercutir en su
docencia.

Aunque a modo de ejemplo, la comparativa entre las creencias de estos dos profesores justifica la
pertenencia a dos grupos diferentes el I y el I, respectivamente; y como las dudas, la autocritica y las
propias contradicciones internas en las que a menudo cae el profesor A, son el germen de duda al que
se referia Cooney (2001) que pone al profesor en situaciéon de cambio de creencias, por sentirse
incomodo en las suyas, o al menos, ser consciente de la necesidad de encontrar otro “algo” no sélo que
le llene mas como docente, sino también a sus estudiantes. Por el contrario, el caso del profesor D,
perteneciente al grupo II, muestra la otra cara de la moneda, y es la del profesor muy coherente, seguro
y convencido de su actuaciéon como profesor y matematico, y sin sentir ningln tipo de carencia en su
formacion profesional. Este es el caso de la persona que tiene unas creencias firmes, seguras y muy
arraigadas, y que al no sentir duda, tampoco siente ninguna necesidad de cambiar nada. Desde su
perspectiva como docente y matematico el cambio no tiene sentido, las cosas funcionan de manera
aceptable; la palabra cambio no tiene cabida en su vocabulario.

Conclusiones y retos futuros:

Aunque la dificultad conceptual de la modelizacion y el bajo nivel de conocimientos matematicos de
los estudiantes sea una realidad; la sencillez de la ensefianza de técnicas frente a la dificultad de
ensefar a resolver problemas acaba imponiéndose; y el profesor sienta miedo a la pérdida de “las
matematicas de verdad” en favor de unas “matematicas aplicadas”; sean, entre otros, motivos reales,
finalmente, acaban sirviendo a los profesores para justificar la persistencia de los métodos, a menudo,
tan poco eficaces en la ensefianza y aprendizaje de conceptos matematicos de nivel superior. Los
resultados de esta investigacion permite que confirmemos la hipotesis de partida que hablaba de la
necesidad de ir més alld de las evidencias, que la experiencia personal y la practica docente nos hacen
percibir sin necesidad de grandes investigaciones, y reafirma esta linea de investigacion que concede:

* Importancia a las creencias y concepciones de los profesores como punto clave de la mayoria
de toma de decisiones como docente.

= Evidencia la necesidad de una deteccion previa de las creencias de los profesores, y del grado
de coherencia y permeabilidad de ellas.

=  Valor al analisis de las concepciones y creencias fuente de incoherencia, y de las que son poco
consistentes como punto de partida de cualquier intervencion que pretenda modificar, cambiar
o simplemente mejorar la formacion profesional del docente universitario.

* Interés a la necesidad de contar con instrumentos de deteccion de concepciones y creencias
completos, eficaces y sencillos de utilizar que no supongan un esfuerzo extra por parte de los
investigadores para investigar y desarrollar otros aspectos relacionados indirectamente con las
creencias de los profesores.

El otro tema importante al que hicimos referencia al comienzo, es la desconexion entre la practica de
aula y los resultados de las investigaciones; lo que no deberia ser asi, y como apunta Ponte (2001),
ignorar las contribuciones de las investigaciones didacticas seria dejar de lado un conjunto de
poderosas perspectivas para la educacion y un conjunto de conceptos basicos sobre los que intervenir
y analizar en las situaciones practicas. Igualmente, los procesos de desarrollo profesional tienen sus
propios ritmos y dinamica, hecho que tampoco pueden olvidar los investigadores. El desarrollo
profesional implica una madurez gradual de las potencialidades de cada profesor, la construccion de
nuevo conocimiento, todo ello marcada por el contexto social y colectivo en el que se produce la
actividad del profesor. Que la investigacion y la practica no establezcan puentes de union, significaria
malgastar un importante capital de experiencia e investigacion, que el propio profesor puede utilizar
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en beneficio del estudiante.

Por lo tanto, ;por qué pensamos que, efectivamente, la investigacion didactica sobre conocimiento y
desarrollo profesional del profesor puede ser un dinamizador de los procesos de cambio? Porque nos
permite tener un conocimiento muy vasto de las ideas mas profundas del profesor, y hasta cierto punto
intuir los compromisos que esta dispuesto a asumir, el interés o no que para cada profesor pueda tener
su desarrollo profesional y su disposicion a crecer profesionalmente tanto en el terreno didactico como
en el conceptual. También, ese conocimiento de las creencias y concepciones del profesor informa
sobre como conviven los aspectos didacticos y conceptuales en cada profesor: si se solapan total o
parcialmente, si por el contrario son totalmente independientes, si para un profesor solo existe el plano
de los contenidos, etc. Porque podemos aprovechar la riqueza de las creencias de cada profesor para
acercarnos mas a su realidad y sus preocupaciones, y poder dar respuestas mas ajustadas a sus
necesidades. Porque la deteccion de “las dudas” y aspectos deficitarios, o simplemente menos
desarrollados de su perfil profesional nos pueden permitir romper esa barrera que habitualmente existe
entre el docente y el investigador, precisamente porque somos capaces de ofrecerle aquello que sin
necesidad de demandarlo explicitamente, aparece como tal demanda implicita en lo mas profundo de
sus pensamientos. De esta forma, y por ejemplificar algo, si como en el caso del profesor A de nuestro
estudio, parte de su demanda surgia de la falta de materiales adecuados para alumnos y profesores, un
buen punto de partida puede ser presentarle diversos materiales desarrollados por investigadores para
trabajar las nociones de calculo, y trabajar conjuntamente en la utilizacion de éstos, la adaptacion al
contexto de enseflanza, a las necesidades de los estudiantes, etc.

En definitiva, el conocimiento con cierto detalle de esa parte oculta de los profesores puede
permitirnos ir un paso por delante de ellos, y estar en una buena posicion de trabajar con los profesores
partiendo de sus necesidades, con la ventaja de poder acercarles a la didactica y aprovechar gran parte
del conocimiento, que actualmente la didactica puede ofrecer a los profesores universitarios sobre la
ensefanza y aprendizaje del calculo, en su beneficio y desarrollo profesional.

Asimismo, y parte de la clave del éxito en la intervencion con el profesor es que, el investigador tiene
que ser capaz de transmitir al profesor que sus métodos de ensefianza o las actividades propuestas en
determinadas situaciones de enseflanza no son buenas o malas en si mismas, sino mas bien, es el
propio contexto, los alumnos, etc., los que las hacen ser efectivas o no. En este sentido, pensamos que
la mejor manera de concretar los resultados de esta investigacion en la practica seria la posibilidad de
promover grupos de trabajo interdisciplinares, a varias bandas, que permitan poner sobre la mesa los
problemas de los profesores, situaciones muy diversas de ensefianza, etc., sobre los que todos los
miembros implicados puedan reflexionar, analizar, discutir y aportar puntos de vista, para asi generar
situaciones que provoquen esa “duda” a la que hicimos referencia anteriormente y que activa los
procesos de cambio en los profesores, con los subsiguientes cambios y repercusiones en la ensefianza.

El momento actual de cambios que vive la Universidad debido al proceso de convergencia europea en
el que estamos inmersos y la adaptacion a los ECTS, estd provocando la necesidad en muchos
profesores de repensar su metodologia de ensefianza, buscar alternativas que involucren mas al
alumno, etc. Es un buen momento para trabajar con los profesores e incidir en su desarrollo
profesional y desarrollar vias de investigacion como pueden ser los grupos interdisciplinares de
trabajo, a los que hacia referencia en el apartado anterior que, ademas, favorezcan la reflexion, el
aprendizaje, el desarrollo del conocimiento, la colaboracion y las interacciones entre miembros de
diferentes areas de conocimiento, pero con intereses comunes.

Finalmente, para acabar con este apartado de conclusiones, nos gustaria recordar que se trata de una
investigacion abierta, muy novedosa y reciente en nuestra comunidad investigadora, por lo que
debemos trabajar para profundizar en las multiples cuestiones abiertas que ain quedan por responder,
mejorar los métodos de investigacion y de aproximacion a las creencias y concepciones de los
profesores universitarios, desarrollar ¢ implementar propuestas concretas de formacion en los niveles
requeridos por los profesores, plantedandonoslo como un trabajo en etapas, que no tiene porqué ser
lineal y ni continuo en el tiempo, aunque si profundo y duradero. Lo esencial es: primero sembrar la



94 MARIA DEL MAR MORENO MORENO

semilla de la duda, después establecer puentes de conexion entre la matematica y la didactica de la
matematica, comenzar a trabajar al ritmo requerido, fijar metas a corto plazo, y objetivos muy
concretos, claros y concisos, y esperar que los resultados obtenidos permitan mantener vivo el espiritu
del crecimiento personal e intelectual.
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La ensefianza y aprendizaje del analisis matematico
haciendo uso de CAS (computer algebra system)

Matias Camacho Machin
Universidad de La Laguna

Resumen

En este trabajo se presentan dos investigaciones que hemos venido desarrollando en los ultimos arios,
centradas en la ensefianza y aprendizaje de la integral definida y la integral impropia. Se destacaran
aquéllos aspectos que se relacionan con el uso que se hace de los CAS' Derive y Maple
respectivamente, incidiendo en el papel que ha jugado cada uno de ellos en la investigacion y
mostrando algunos de los resultados obtenidos.

Abstract

In this work we present two researches that we have come developing in the last years, centred on the
teaching and learning of Definite Integral and Improper integral. It will be the aspects that relate to
the use that is done of the CAS Derive and Maple respectively, affecting in the role that has played
each of them in the research and showing some of the obtained results.

INTRODUCCION

En los ultimos afios la generalizacion del uso de programas informaticos potentes y el facil acceso a
ellos, ha provocado un reconocimiento mas o menos oficial de la necesidad de integracion de las
distintas herramientas tecnologicas en los estudios universitarios. Las TIC (Tecnologias de la
Informacion y la Comunicacidn) estdn empezando a constituirse en recursos que ayudan a cambiar los
métodos de ensefanza, principalmente en los primeros cursos de Universidad. El reciente informe del
ICMI (Holton, 2001) dedica una de sus secciones a la Tecnologia y (King, et al, p. 350) destaca la
importancia de la Tecnologia como un medio para facilitar el aprendizaje de los estudiantes, haciendo
énfasis en algunas de las potencialidades de las TIC para promover un aprendizaje mas activo asi
como el trabajo cooperativo, motivar las explicaciones, indagar sobre los procesos de pensamiento de
los estudiantes, etc. Desde la década de los 80, existen en el mercado diferentes programas que poco a
poco han ido incorporandose en la ensefianza, algunos concebidos con ideas educativas y otros no
especialmente pensados con esa idea. Aparecieron programas tales como el Macsyma, Mumath, etc. -
denominados manipuladores simbolicos- que son capaces de resolver facilmente los ejercicios
rutinarios, que, de otro modo, requeririan de una instruccidon en técnicas de calculo muy laboriosas.
Comenzd en ese momento, principalmente en USA y Canada, un replanteamiento sobre qué y como
debe ser ensefiado el Calculo en los Gltimos cursos de Secundaria y primeros cursos de Universidad.
En la década de los noventa y con la aparicion de algunos programas mads especificos, con mas
capacidades tanto simbolicas como graficas (Maple, Mathematica, Matlab, Mathcad, Derive, etc.), el
uso de este software se ha ido extendiendo a la ensefianza del Calculo o Analisis Matematico, aunque
en ningin caso el manejo de éstos puede considerarse como generalizado. Todo este software es
generalmente denominado en la literatura anglosajona Computer Algebra System (CAS), dado que son

' Hemos optado por utilizar este término, porque es el mas usado internacionalmente. También se utiliza SCF
(Systéme de Calcul Formal) en la literatura francesa y PCS (Programa de Célculo Simbdlico) en la espafiola.
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programas informaticos que facilitan el trabajo simbolico y que permite manipular con expresiones
algebraicas y numéricas. También los CAS permiten la representacion de graficas de funciones asi
como la conjugacion de todos estos aspectos. También en esta década de los 90, surgen las
calculadoras simbdlicas, que son aquéllas que tienen implementadas algun CAS, como es el caso de la
TI-92 o la Voyage 200. Cada vez mads, aparece en los libros de texto la alusidén al uso de las
calculadoras tanto graficas como simbdlicas para la resolucion de problemas.

Quizas uno de los CAS que por sus propias caracteristicas (facil manejo, economia de memoria, etc.)
ofrece mas posibilidades didacticas, es el Derive. Se han desarrollado diferentes proyectos de
investigacion subvencionados por las instituciones académicas responsables que han tratado de
extender el uso de tal software (Artigue et al, 1995; Drijvers et al, 1997; Heugl 1997), aportando
resultados bastante alentadores. A pesar del temprano optimismo despertado por el uso de CAS existe
un amplio abanico de cuestiones sin responder. Por ejemplo:

(Cual es la relacion entre lapiz-papel y el trabajo en un entorno informatico?
(Como afecta el uso de CAS al curriculo?

( Como afectan los CAS a la comprension de los conceptos?

(Qué conocimientos previos se requieren para usar un CAS de forma productiva?

El Documento de Discusion del 12 ICMI Study titulado “The Future of the Teaching and Learning of
Algebra” sefial6 las siguientes interrogantes como cuestiones basicas que necesitan de respuestas mas
o menos inmediatas

e /Para qué estudiantes y cudndo es apropiado introducir el uso de un CAS?

o ;Cudndo las ventajas de usarlo sobrepasan el esfuerzo que hay que poner en aprender a
utilizarlo? ;Hay actividades en los que pueden ser realizados con provecho por
estudiantes mds jovenes?

e /Qué intuiciones algebraicas y “sentido simbdlico” necesita el usuario de un CAS'y a qué
intuiciones conlleva el uso de éste?

o Una de las potencialidades de los CAS es que favorecen multiples representaciones de
conceptos matemdticos. ;Como se puede utilizar esto correctamente? ;Pueden ser
“sobreutilizados”’?

e Cudles son las relaciones e interacciones entre distintas aproximaciones y filosofias de
la enserianza de las Matematicas con el uso de CAS?

e Los estudiantes que utilizan distintas herramientas informdticas resuelven los problemas y
piensan en los conceptos de forma distinta. Los profesores tienen mds opciones para
como enseriar. ;Qué impacto tiene esto en la ensefianza y el aprendizaje? ;Qué tipos de
sistemas favorecen qué tipos de aprendizaje? ;Pueden ser caracterizadas teoricamente
estas diferencias?

e Cémo deberia ser un curriculo de Algebra en un pais donde los CAS estin disponibles
libremente? ;Qué habilidades manipulativas deberian retenerse? (Chick et al, 2001)

Es claro que la integracion de los CAS en la educacion matematica hace emerger muchas cuestiones
que aun estan por responder. Consecuentemente, la investigacion sobre el la integracion de estos
programas en el aula en los diferentes niveles, ha ido configurandose poco a poco como campos de
investigacion en el que aparecen involucrados colectivos de investigadores cada vez mas amplios. En
algunos paises, el impacto de estas tecnologias ha llevado a dedicar un espacio de discusion e
investigacion emergente, en el que han surgido elementos tedricos que nos ayudan a interpretar las
dificultades y potencialidades que aparecen al introducir las TIC en el aula. Por ejemplo, en Francia,
M. Artigue directora del IREM de Paris, ha liderado un grupo de investigacién que ha tratado de
explicitar la complejidad que tiene el proceso de ensefianza y aprendizaje utilizando CAS. Desde ese
punto de vista (Artigue, 2002, Trouche, 2004, Guin, Ruthven y Trouche, 2005), establecen las bases
de lo que se viene llamando recientemente la Aproximacion Instrumental, como un elemento que
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ayuda a organizar la ensefanza e interpretar el aprendizaje de los estudiantes. Desde este punto de
vista, el trabajo en un entorno de aprendizaje con ordenadores (CLE, Computerized Learning
Environments) se hace efectivo mediante lo que se denomina Génesis Instrumental, que es el proceso
mediante el cual un instrumento resulta de la construccion hecha por un individuo, en un entorno
practico, sobre las base de un “artefacto” (la Calculadora Simbolica).

En este trabajo describiremos dos investigaciones que hemos venido desarrollando durante los tltimos
afios, cuyos enfoques son esencialmente diferentes: en la primera, que estd dedicada a la ensefianza y
aprendizaje de la integral definida, elegimos el CAS Derive, como mediador en el proceso de
ensefianza y aprendizaje y en la segunda, utilizamos el CAS Maple V, con el objetivo principal de
operacionalizar algunos de los resultados teéricos que han sido presentados a los estudiantes en una
secuencia de ensefnanza sobre la integral impropia con alumnos de primer curso de la Licenciatura de
Matematicas

LA ENSENANZA Y APRENDIZAJE DEL CONCEPTO DE INTEGRAL DEFINIDA

Esta investigacion cubre un aspecto, que se relaciona con el curriculo habitual del Calculo. Se
introduce, previo al estudio del calculo de primitivas, el concepto de Integral Definida como area bajo
una curva, desde una perspectiva grafica y numérica partiendo de la idea de aproximacion y utilizando
Derive. Se pretende analizar la viabilidad de esta modificacion del curriculo, las potencialidades y
dificultades que surgen en su implementacion y, finalmente, analizar como adquieren los estudiantes
el concepto de Integral Definida.

Hemos considerado como soporte tedrico de nuestro trabajo, dado que nos propusimos analizar como
entienden los estudiantes el concepto de area e integral definida después de participar en un curso en el
que se utilizaba Derive, dos componentes importantes. Por un lado, consideramos un modelo de
competencia adaptado del que define Socas (2001) cuando estudia el papel de los Sistemas
Matematicos de Signos en la comprension de los objetos matematicos en relacion con el pensamiento
numérico y algebraico, y, por otro, aspectos relacionados con el uso de la TIC, como elementos que
facilitan el proceso de formacion de los conceptos.

En relacion al primer aspecto, el modelo de competencia se utiliza como un marco de referencia que al
compararlo con las actuaciones de un estudiante, nos ayuda a determinar el grado de comprension del
concepto (Camacho y Depool, 2003) y funciona como un elemento organizador que facilita el analisis
de la comprension del concepto de Integral Definida por parte de los estudiantes.

El segundo elemento que ya hemos indicado, tiene que ver con el uso herramientas tecnologicas como
mediadores entre el proceso de instruccion y el aprendizaje. En los ultimos veinte afios, aparte de los
cambios experimentados por el software matematico y los propios ordenadores, las teorias sobre como
los CAS pueden influir en la ensefianza y aprendizaje de las Matematicas, también han venido
refinandose cada vez mas (Mariotti, 2002). (Heid, 2002) establece en su trabajo que es importante
analizar como las teorias existentes sobre la ensefianza y aprendizaje pueden influir en el papel que
representan los CAS en la ensefianza y aprendizaje de las Matematicas. Para Heid, existen dos tipos de
teorias que podrian resultar utiles para explorar el papel de los CAS en el aprendizaje de las
Matematicas: las teorias que tienen que ver con las relaciones entre el aprendizaje y la estructura del
curriculum de Matematicas, y, las teorias que tienen que ver con las relaciones entre el aprendizaje y
los contenidos del curriculum.

En cuanto al primer tipo de teorias, Heid sefiala que los CAS constituyen una tecnologia cognitiva que
facilita el acceso de los estudiantes a procesos de pensamiento matematico de un nivel mas alto. Con
un CAS los estudiantes pueden generar y manipular expresiones simboélicas que de otra manera
necesitaria un gran tiempo de trabajo. Para Pea (1987) como tecnologia cognitiva, los CAS pueden ser
considerados como ‘“amplificadores” o “reorganizadores u organizadores” del curriculum. En el
primer sentido, gracias a la funcién amplificadora, los CAS permiten extender el curriculum y ampliar
los topicos que se trabajan en el curriculum habitual. La segunda manera de usar CAS, como
tecnologia cognitiva, es como reorganizadora del curriculum, cambiando la naturaleza y ordenacion
del curriculum. En las investigaciones que se han desarrollado en los ultimos afios, resulta dificil de
separar totalmente la relacion de estas dos funciones que hemos sefialado. Sin embargo, esta
categorizacion nos ayuda principalmente al tratar de examinar los efectos de la tecnologia en la
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ensefianza y aprendizaje de las Matematicas.

Como consecuencia de lo anterior, nuestra investigacion se ha configurado combinando ambos
elementos. De esta forma, vamos a considerar que el CAS Derive constituye un amplificador del
curriculum desde el momento que ha sido utilizado para que los estudiantes desarrollen un conjunto de
Practicas de Laboratorio en un aula de ordenadores para introducir y establecer el concepto de Integral
Definida, usando métodos de aproximacion numérica que no se encuentran en los curricula habituales
del curso de de Calculo I para una carrera de ingenieria en una Universidad Latinoamericana’. En el
otro sentido, consideramos el CAS Derive como un reorganizador del curriculum, puesto que en el
programa de formacion optamos por organizar la ensefianza de otra forma, es decir, adelantando la
ensenanza del concepto de Integral Definida como area, al célculo de primitivas que es como se
presenta habitualmente a los estudiantes de esos niveles.

Heid distingue como segundo tipo de teorias aquéllas que relacionan los contenidos y los procesos que
aparecen en el curriculum de Matematicas, estableciendo ademas diferentes subcategorias de analisis:

El papel de los CAS en el algebra escolar, el paso de las estrategias informales a las formales, la
influencia de los CAS en las teorias que relacionan los procesos y objetos matematicos y, finalmente,
la influencia en las teorias de la representacion para el aprendizaje de las Matematicas.

Nos centraremos en esta ultima subcategoria que resulta ser la que mas se relaciona con nuestro
estudio. Pese a que existen diferentes interpretaciones de las representaciones (internas, externas,
semidticas...), creemos, al igual que Heid, que lo que importa es el sistema en el que se produce la
representacion, no la perspectiva que se tome sobre las representaciones. Lo esencial en este caso es la
conversion entre representaciones para su articulacion coherente.

Los CAS y sus capacidades multirrepresentacionales constituyen un entorno de trabajo privilegiado.
Muchas investigaciones han mostrado, como elementos claves en los que los estudiantes fracasan, la
conexion entre las distintas representaciones. Santos (2000) en su investigacion, encontrd que un
aspecto importante que favorece las conexiones entre las distintas representaciones, es la reflexion
sobre la informaciéon que cada sistema de representacion puede aportar a otro sistema de
representacion.

El trabajo que desarrollamos se centr6 en dos aspectos, primeramente en el papel que desempefan las
representaciones en el aprendizaje del concepto de Integral Definida, cuando se utiliza un CAS como
Derive, y en segundo, nos centramos en como influye el uso de un CAS en la construccion de dichas
representaciones.

El andlisis de estos dos aspectos nos permitié, por una parte, establecer la competencia de los
estudiantes mediante un modelo definido con anterioridad (Camacho y Depool, 2003a) y, por otra,
determinar una serie de perfiles de actuacion en la resolucion de los problemas no rutinarios que se
utilizaron en nuestra investigacion, lo que constituye el trabajo que se presenta aqui.

La secuencia de ensefianza para la integral definida

En la investigacion participaron un grupo de 31 estudiantes que recibieron un curso de Calculo I entre
los meses de octubre de 2001 y marzo de 2002. En este curso se combinaron las clases habituales de
tiza y pizarra con una serie de Practicas de Laboratorio (PL) para realizar con Derive. Una vez que los
estudiantes habian asistido a las clases, desarrollaban las PL que se disefiaron para el trabajo de
laboratorio. Los temas contenidos en el programa oficial fueron:

Se prepard un Modulo Instruccional que constaba de 8 Practicas de Laboratorio. Las primeras cinco
dedicadas al estudio de Funciones, Limites y Derivadas que se configuraron utilizando sencillos
Programas de Utilidades (PU) similares a los expuestos en algunos libros de Calculo (Stewart, 1999)
asi como los comandos de calculo directo que se incluyen en los diferentes menus del Derive. El resto
de las practicas se disefiaron para el estudio de la Integral Definida, y se basaron principalmente en el
uso de un Programa de Utilidades disefiado por nosotros (ver Camacho y Depool, 2003b, Depool
2004). Estas practicas fueron concebidas con la intencion global de que los estudiantes puedan seguir

* En lineas generales, en Latinoamérica la integral definida se introduce en los primeros cursos de Universidad
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paso a paso el calculo del area de la region limitada por una curva, utilizando aproximaciones con
rectangulos, trapecios y trapecios paraboélicos (Simpson), para interpretar desde un punto de vista el
concepto de Integral Definida partiendo del calculo aproximado de areas de regiones. Se enfatiza el
aspecto grafico en la practica 6, en la que se realizan lo que hemos denominado cuadraturas de la
region cuya area queremos calcular, utilizando construcciones progresivas de rectangulos, trapecios y
trapecios parabolicos (en el sentido de Simpson). En la practica 7 se le presenta al estudiante un
resumen del desarrollo grafico expuesto en la anterior y se introduce el aspecto numérico calculando
las diferentes aproximaciones totales al area, mediante las sumas de las distintas divisiones que se han
hecho para la region que se esta estudiando (practica 7). En la ultima practica (8) se incluyeron
diferentes problemas de aplicacion en los que se deben aplicar los conocimientos trabajados desde el
punto de vista tedrico en las clases habituales y en las PL anteriores.

De esta manera, para la formacion de los estudiantes se desarrollé un trabajo dividido en tres fases
principales:

Fase 1: Clases habituales: El profesor hace una presentacion de los contenidos usando los métodos y
medios habituales de ensefianza, es decir, se emplea el libro de texto oficial (Stewart, 1999), tomando
como soporte para las explicaciones el retroproyector, la tiza y la pizarra.

Fase 2: Prdcticas en el Laboratorio de ordenadores: Los estudiantes realizan por parejas, en el
laboratorio de ordenadores, las Practicas de Laboratorio que conforman el Mddulo Instruccional. Las
parejas de estudiantes llevan a cabo las practicas correspondientes y presentan un informe en soporte
informatico del trabajo realizado. Se utiliza un canén de proyeccion para hacer la presentacion de la
practica y para aclarar dudas en su desarrollo.

Fase 3: Puesta en comun: Se discute lo realizado en las Practicas de Laboratorio con todos los
estudiantes, tomando como referencia el trabajo desarrollado por ellos en los informes de las practicas
que presentaron.

Ya se indicd que las PL constituyeron el nticleo central de la instruccion. Cada practica de laboratorio
constaba de un comentario general sobre la misma y un protocolo que los estudiantes deben seguir
como instruccion de la practica, con el asesoramiento del profesor. El contenido de cada practica se
proyecta en una pantalla con un cafién de proyeccion, y se les entrega a los alumnos con el objetivo de
aclarar los puntos que sean necesarios de la misma. Cada practica de laboratorio es recurrente, es
decir, cada practica nueva se comienza abriendo el archivo que contiene la practica anterior en la que
los estudiantes leen las observaciones de ésta y la calificacion respectiva. Una vez terminado el
modulo, se realiza una evaluacion final que contiene los puntos mdas importantes tratados en las
practicas. Un ejemplo de Practica de Laboratorio seria la resolucion del siguiente problema que
aparece en un libro de texto clasico:

Un fabricante necesita hacer hojas de metal corrugado de 36 pulgadas (90 cm) de ancho con
secciones transversales con la forma de la curva (figuras 1, 2)

y:%sennx, 0<x<36

(;Qué ancho deben tener las hojas originales extendidas para que el fabricante produzca estas hojas
corrugadas?

(Edwards y Penney 1996, pp. 370-371).

Teniendo en cuenta que la longitud de un arco de curva entre dos puntos cualesquiera a¢ y b viene dada

por la formula
2
b
j- 1+ (ﬂj dx,
a dx

se tiene en este caso



102 MATIAS CAMACHO MACHIN

S(x)=js6\/l+(%)2 cos 2z x dx:36J.;\/l+<%)2 cos 2 zwx dx

1

AN S A

Figura 1. Lamina de metal Figura 2. Graficade y = %Sen X

En el texto mencionado se sefala Estas integrales no pueden ser evaluadas en términos de funciones
elementales (p. 370) para remitir al lector a otro capitulo del libro donde se trata la integracion
numérica. Presenta entonces la siguiente solucion:

j;\/n(g)z cos 2 7x dx =146

Indicando a continuacion que la solucion del problema es: 36.(1,46) = 52,56 pulgadas.

Con la secuencia de ensefianza desarrollada por los estudiantes para el estudio del concepto de Integral
Definida vista como el calculo de areas limitadas por una curva, no necesitamos darle solamente una
solucion numérica tal y como se hace en el texto, sino que podria obtener dicha solucion desde el
punto de vista grafico y numérico. Para lo cual bastaria con considerar la funcion:

F(x):= \/l—i-(%)zcoszﬂx

que al representarla graficamente (figura 3) nos permite observar que es una funcion positiva. El PU
servira ahora para resolver el problema, se puede observar en la figura los distintos rectangulos y el
“llenado” de la superficie limitada con el eje de abscisas.

12

a.z a.4 8.6 a.s 1

Figura 3. Grafica con Rectangulos Punto Medio

Utilizando la matriz con 10, 20 y 30 subintervalos en la que aparecen las diferentes
aproximaciones tenemos que la integral es aproximadamente 1.46369.

N.S R.INF R.PTO. M TRAP. TRAP. PARAB. R.SUP.

10 1.377485726 1.463695629 1.463695315  1.463632875 1.549904904
20 1.420590677 1.463695472 1.463695472 1.463695524 1.506800266
30 1.434958942 1.463695472 1.463695472 1.463695472 1.492432002

El estudiante concluira en definitiva que, el fabricante debe utilizar hojas extendidas de
aproximadamente 36(1,46369) ~ 52,69 pulgadas de ancho.
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Analisis de los resultados

Los instrumentos de analisis utilizados para la recolecciéon de datos fueron: un cuestionario de
conocimientos y una entrevista. El primero fue aplicado a todo el grupo, y el segundo a seis de estos
estudiantes. Estos ltimos se seleccionaron seglin su actuacion cuando resuelven por escrito las tareas
propuestas en el cuestionario de conocimientos. En (Camacho, Santos, Depool, 2004a, 2004b) se
incluye una sintesis general de las respuestas dadas por el gran grupo, asi como de los estudiantes que
se seleccionaron. Pasamos ahora a describir con mayor detalle los instrumentos utilizados:

El cuestionario y la entrevista: Las tareas propuestas tanto en el cuestionario de conocimientos como
en la entrevista, se organizaron en torno a tres grupos de acuerdo con las caracteristicas y las formas
potenciales de solucion:

e Primer grupo de preguntas: Preguntas en las que el registro grafico constituye el elemento
basico de la informacion que se suministra para la resolucion del problema.

e Segundo grupo de preguntas: Preguntas en las que la informacion suministrada viene dada
en el registro algebraico.

o Tercer grupo de preguntas: Cuestiones mas generales en las que los estudiantes tienen que
poner en juego un alto nivel de comprension del concepto de Integral Definida para usar
los diferentes registros de representacion semidtica considerados durante la instruccion
(numérico, grafico y algebraico)

Los estudiantes cumplimentaron el cuestionario en tres escenarios diferentes:

Escenario 1, en el que los estudiantes resuelven las tareas del cuestionario empleando solamente lapiz
y papel e informan por escrito sobre sus planteamientos o soluciones a los problemas.

Escenario 2: que corresponde al trabajo que presentan los estudiantes al resolver el cuestionario con el
empleo del software Derive; aqui los estudiantes entregan una copia del disquete que contiene sus
soluciones y sus comentarios sobre el contenido de la practica.

Escenario 3: en el que los 6 estudiantes seleccionados (E1, E2, E3, E4, ES, E6) son entrevistados y se
les pregunta directamente sobre su manera de resolver los problemas planteados. Aqui ellos eligen
libremente qué tipo de herramienta deben emplear durante sus explicaciones o soluciones al
cuestionario.

Conviene sefalar que no todas las preguntas se propusieron en los tres escenarios, dado que un analisis
previo de las respuestas dadas por el gran grupo (la clase) en los escenarios 1 y 2 nos sugiri6 incluir o
descartar algunas de las preguntas que quedaron para la entrevista semiestructurada (escenario 3) que
se desarrollo con el grupo de estudiantes seleccionado.

El analisis de las entrevistas nos permitio definir tres perfiles de actuacion de los estudiantes

e En el primer perfil, situamos a los estudiantes que utilizan el CAS simplemente para
realizar calculos algebraicos o localizar cortes de la curva con el eje OX; aplican
procedimientos algebraicos y/o numéricos en la resolucion de los problemas, con escaso
soporte grafico.

e Los estudiantes incluidos en el segundo perfil, usan el software como una herramienta que
les permite hacer mas faciles la resolucion de las tareas.

e En un tercer perfil se encuentran los estudiantes que muestran una disposicion clara al uso
de Derive.

LA ENSENANZA Y APRENDIZAJE DE LA INTEGRAL IMPROPIA

Pasamos ahora a describir la segunda investigacion que hemos venido realizando sobre el estudio de la
Integral Impropia. Esta investigacion se desarrolld dentro del marco de la Universidad y en particular
de la Licenciatura de Matematicas.

La secuencia se basa en presentar la integral impropia destacando su condicion de generalizacion de la
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integral definida, por lo que se pretende ir complementando un conocimiento que los estudiantes
deberian tener. Esta eleccion de comenzar el estudio partiendo de un problema matematico (el de
generalizacion) viene condicionada por el nivel de conocimiento de nuestros alumnos de Primer Curso
(no es posible comenzar con un problema de aplicacion, puesto que nuestros estudiantes no conocen
aun la Teoria de Probabilidades ni aplicaciones fisicas de los conceptos estudiados). En el anexo se
esquematiza el desarrollo que proponemos.

El hecho de suprimir una de las condiciones iniciales para definir el nuevo concepto puede ocasionar
algin problema a los estudiantes. Sin embargo, el hecho de partir de la misma definicidon pretende
crear una continuidad entre ambas definiciones (aunque es evidente que no se conservan todas las
propiedades). Otra de las rupturas evidentes es la diferencia en las condiciones de existencia de una
integral propia e impropia (por ejemplo, para el valor absoluto’). Ademas, funciones en las que
siempre existe la integral definida (como polinomios) aparecen como imposibles de integrar en un
intervalo infinito.

La secuencia de ensefianza utilizada incluy6 dos sesiones en un laboratorio de ordenadores con la
intencion principal de promover lo que se denomina génesis instrumental®. Desde esta perspectiva, en
la ensenanza de los conceptos utilizando CAS, se distingue entre un artefacto tecnologico y el
instrumento que un ser humano es capaz de construir a partir de ¢l. Mientras el artefacto se refiere a
una herramienta objetiva, el instrumento se refiere a una construccion mental hecha por el usuario de
la herramienta. El instrumento no viene dado con el artefacto, se construye mediante el proceso
complejo que se denomina génesis instrumental y da forma a la actividad y el pensamiento
matematico.

La génesis instrumental trabaja en dos direcciones. En la primera, se dirige hacia el artefacto,
cargandolo progresivamente con potencialidades; se llama a este proceso instrumentalizacion del
artefacto. En la segunda direccion, se dirige hacia el sujeto y lleva al desarrollo y apropiacion de
esquemas de accion instrumentada que se constituyen progresivamente en técnicas que permiten una
respuesta efectiva a tareas dadas. Esto ultimo es lo que se denomina propiamente instrumentacion.

Es en esta perspectiva global y teorica, en la que Artigue (2001) establece un analisis sobre todos estos
factores mediante el cual trata de caracterizar su marco tedrico, centrandolo en los siguientes aspectos:

e Lainesperada complejidad de la génesis instrumental.
e Las necesidades matematicas de instrumentacion.

e FEl estatus de las técnicas instrumentales, los problemas surgidos de su conexion con las
técnicas de papel /1apiz, y su administracion institucional

Entre los resultados mas relevantes de las investigaciones con calculadoras simbolicas se encuentran
los de Trouche (2004, 2005). Concluye que existen efectos negativos sobre los procesos de
conceptualizacion, al hacer un uso individual de la calculadora simbolica. Guin y Trouche (1999)
muestran que hay tres tipos de restricciones: internas, de comandos y de organizacion; es fundamental
tenerlas en cuenta segun la necesidad de una socializacion del proceso de instrumentacion, dado que:

e [a utilizacion de las calculadoras conduce a los estudiantes, con mas probabilidad, a
construir su propia comprension matematica gracias a una reflexion consciente.

e El comportamiento ideal que describen, induce un aporte benéfico de las calculadoras.

e [ os profesores son investidos de una responsabilidad importante dentro de la eleccion de
situaciones para acompafiar el proceso individual de instrumentacion.

e El rol del profesor es: subrayar las contradicciones no percibidas, incitar a una reflexion
para encontrar una coherencia matematica, ayuda a los alumnos a acceder a esta

? Se tiene que, en un intervalo [a, b], si existe la integral de f{x) también existira la de |f{x)|. Sin embargo, si se
toma el intervalo [a, + o) este resultado es falso. Mas adelante mostramos algunos ejemplos.
* Para una exposicion detallada del tema, consultar Artigue, 2002.
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coherencia, introducir los nuevos conocimientos matematicos necesarios y administrar las
dificultades que surjan dentro del nuevo entorno.

Nos muestran ademas, como los estudiantes trabajan en un solo registro (grafico, numérico, simbolico)
y existen dificultades de conversion entre registros.

Cuando los alumnos aprenden por si solos a utilizar las calculadoras ;Cudles pueden ser las
consecuencias?

Se observa que los estudiantes:
e No consideran que la pantalla tiene limites mientras que la grafica no los tiene.
e Consideran que las asintotas forman parte de la funcion.

e Creen fielmente lo que les dice la calculadora sin buscar relaciones con los conocimientos
adquiridos.

En las sesiones experimentadas con el software Maple V tratamos de evidenciar a los estudiantes
algunas de las restricciones internas propias de este programa con el objetivo de ampliar las
perspectivas de ensefianza y aprendizaje de la integral impropia.

También los obstaculos globales y locales definidos por Drijvers (2002) nos serviran para que los
estudiantes reflexionen sobre su propio aprendizaje. Las ideas que aparecen establecidas en el marco
teorico juegan un papel esencial, no solamente en el analisis del trabajo de los estudiantes, sino
también en el disefio y estructura de nuestro estudio.

La secuencia de ensefianza de la Integral Impropia

Tal y como se ha indicado con anterioridad, la secuencia de enseflanza experimentada const6 de diez
sesiones, estando las dos ultimas dedicadas al trabajo con el CAS Maple V. Consideramos que el uso
del registro grafico de forma mas activa durante la instruccion y en los ejercicios y problemas
propuestos podria paliar algunas de las carencias mostradas por los alumnos en investigaciones
precedentes (Gonzalez-Martin y Camacho, 2004; Gonzalez Martin, 2002).

En la secuencia de ensefianza utilizada se destaca que el aprendizaje de los nuevos conceptos puede
utilizarse para reforzar los conocimientos previos de los estudiantes. y por ello supone una
retroalimentacion de los conceptos aprendidos; por una parte, utilizamos activamente el aprendizaje
anterior de los estudiantes para construir los nuevos conceptos y, por otro, estos nuevos conceptos
seran utilizados para revisar los anteriores y aclarar algunos aspectos de ellos. En particular, se tiene
en cuenta en la propuesta de ensefianza que:

= La introduccion de la integral generalizada a partir del problema de extension de la definicion
de Riemann puede reforzar la comprension de ésta, en particular las condiciones bajo las que
se define. Con este enfoque, algunos obstaculos ligados al concepto de integral definida
pueden revisarse.

= La presentacion de la funcion integral como elemento central del discurso puede reforzar la
vision de la integral como un proceso dinadmico.

= El calculo de limites de la funcidn integral para decidir el caracter de una integral puede hacer
que los estudiantes revisen su vision de los procesos limite. De esta forma, se pretende
combatir el obstaculo generado por el empleo de una concepcion estatica de los procesos
limite.

= La decision de abordar la secuencia en paralelo a la secuencia habitual para la ensefianza de
las series y la evidencia de sus relaciones a partir del Test Integral puede enriquecer la
comprension de los estudiantes sobre las series, favoreciendo nuestro esquema de
retroalimentacion de los conceptos nuevos con los previos.

= El uso activo de ejemplos y contragjemplos enriquecera el conjunto de experiencias de los
estudiantes, haciéndolos mas sensibles a los engafios de la intuicion y dandole un mayor
estatus matematico al registro grafico.
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La secuencia de ensefianza esta divide en seis bloques (Integral de una funcion en un intervalo infinito:
Introduccion y primeras intuiciones, Estudio de la integral impropia de funciones estrictamente
positivas, Estudio de las propiedades que se conservan al extender la definicion, Relaciones entre
integrales impropias y series, Estudio de la integral impropia de funciones que cambian de signo,
Ampliacion al caso de integrales de funciones no acotadas en el intervalo de integracion) con un total
de ocho sesiones en el aula (donde se utilizaran hojas de actividades, debates y discusiones, ejemplos y
contraejemplos) y dos en el aula de ordenadores.

En cuanto a los objetivos que nos hemos propuesto para alcanzar durante el desarrollo de las sesiones
de laboratorio, tendremos:

- Reforzar el uso de criterios mediante la resolucion de problemas mas dificiles de resolver con lapiz y
papel e incorporando funciones no prototipicas

- Mostrar las limitaciones del software para decidir la convergencia de algunas integrales, lo que
motiva el interés del aprendizaje y el uso de criterios

- Reforzar el uso del registro grafico en las actividades y resvisar contenidos institucionalizados

- Analizar si es posible adaptar las condiciones ecologicas para la socializacion de la génesis
instrumental a un contexto de aprendizaje con ordenadores.

- Analizar la viabilidad para la observacion de génesis instrumentales y la posibilidad de generalizar
algunos obstaculos observados en entornos de calculadoras graficas en un contexto de aprendizaje con
ordenadores.

Conviene destacar que se usa el ordenador solo para reforzar los conceptos aprendidos y no para hacer
surgir nuevas ideas.

La primera sesion disefiada hace un acercamiento al software Maple V' y presenta las 6rdenes que se
utilizardn en las actividades. Las actividades estan organizadas de forma que la complejidad del uso de
las ordenes es gradual, permitiendo al estudiante instrumentalizar la maquina y generar sus propios
esquemas de accion instrumentada (instrumentacion). La estrategia disefiada para que el estudiante
tuviera una actitud critica y tratara de utilizar resultados teoricos fue mostrar algunos defectos del
software (restricciones internas) y la poca manejabilidad de algunos resultados que éste ofrece. La
orquestacion empleada (Trouche, 2002) contaba con un alumno sherpa con su computadora conectada
a un candn de proyeccion, de modo que sus acciones se presentaban en una pantalla, permitiendo al
resto de alumnos controlar el desarrollo de las actividades y aportar sus propios métodos de
resolucion.

Una de las actividades presentadas plantea el estudio de la convergencia de la integral de la funcion

2
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La estrategia que esta actividad tiene por objetivo desarrollar es la implementacion de un
criterio de comparacion para concluir la convergencia de la integral. Esto se debe a que la evaluacion
directa de la integral produce un resultado dificil de interpretar, que se muestra en la siguiente figura:
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En particular, esta actividad tiene por objetivo que el estudiante emplee el criterio de comparacion por
cociente y pruebe diferentes funciones con las que comparar, generando asi esquemas de accion y de
reconocimiento de regularidades. Una posible solucion seria:

., -
Probamos con otra funcidn: =

> Fi=x-> x*(1/3)/(1+x"(3/2)) ;

:> int(f{x) ,x=0..infinity) ;
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Hemos elegido una funcidn en este caso tal que su integral es "sencilla” de calcular ¥ resulta ser convergente. Ademas, el limite
del coctente de finciones tiende a cero.

El criterio de comparacién nos asegura que la mtegral de partida es convergente.

Se observd que algunos estudiantes lo que hacen es dibujar conjuntamente las funciones f(x) y
1

3/2°

1 obteniendo una grafica como la siguiente:
+ X
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La segunda integral es convergente (se puede comprobar facilmente), por lo que f{x), al encerrar un
area menor, es también convergente. Este tipo de razonamiento nos parece una muestra muy
significativa de la elaboracion de los estudiantes de sus propios esquemas de accion instrumentada y
del proceso de instrumentacion, al elegir un criterio de comparaciéon mucho mas facil de implementar
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en este caso.

Mencionamos, finalmente, que el trabajo con el ordenador resulta especialmente util cuando se trabaja
sen x

con integrales de funciones que cambian de signo. Asi, la funcion f(x)= constituye un

ejemplo clasico de funcidn con integral convergente pero no absolutamente convergente. Sin embargo,
este ejemplo esta fuera del alcance intuitivo de los estudiantes. Utilizando la teoria de series y los
conocimientos previos, es mucho mas sencillo construir contraejemplos de funciones que convergen
condicionalmente (Gonzalez-Martin y Camacho, 2005)

Analisis de los resultados

En la primera sesion participaron 18 estudiantes y en la segunda se cont6 con la presencia de 22. Se
observo, en general, un primer nivel de instrumentaciéon. Los estudiantes descubren los comandos y
sus efectos, aunque no tienen en cuenta otras fuentes de informacion. En algunos de los estudiantes se
observd, ademas, un intento de comprension de la herramienta y de combinacién de los elementos
tedricos con los comandos aprendidos, resolviendo el problema de no encontrar una funciéon adecuada
para el Criterio del Cociente mediante el uso del Criterio de Comparacion, lo que puede constituirse en
los primeros pasos hacia la instrumentalizacion

Para la génesis instrumental colectiva de estos procesos, pensamos que la eleccion del alumno sherpa
result6 ser fundamental, pese a que algunos problemas propios de la sintaxis del programa, incluso las
carencias de conocimientos de los estudiantes dificulto la génesis de estos procesos.

Las actividades utilizadas, las elecciones hechas y la orquestacion seguida han permitido observar
algunos de los procesos de instrumentacion e instrumentalizacion en los estudiantes, lo que alienta el
disefio de otras sesiones futuras donde los estudiantes tengan mayor libertad y puedan movilizar sus
conocimientos.

Se observo en nuestra experiencia con el ordenador que hay también una presencia de varios de los
obstaculos tanto locales como globales en el mismo sentido que (Drijvers, 2002) establece en un
contexto de CAS para calculadoras simbolicas. Conjeturamos ademas que estos obstaculos tienen un
caracter dual que sobrepasa la dependencia del tema concreto que se esté estudiando.

Finalmente, se observdo que las dificultades no previstas por los estudiantes para visualizar
conjuntamente series y funciones, asi como la confusion existente entre la serie asociada y las sumas
de Riemann, han oscurecido la introduccion del Test Integral y su operacionalizacion y ademds se han
mostrado resistentes. Como conclusion, pensamos que sera conveniente desarrollar mas experiencias
de ensefanza en el futuro donde se tenga en cuenta esta situacion para ofrecer estrategias que permitan
a los estudiantes superar estas dificultades.

CONCLUSIONES

A lo largo de este articulo se han mostrado las bases fundamentales de dos secuencias para la
ensefianza y aprendizaje de dos conceptos importantes del Analisis Matematico haciendo un diferente
uso de los CAS Derive y Maple V. La primera para el concepto de integral definida, basada
principalmente en un trabajo amplio de laboratorio y la otra secuencia, mas tedrica, en la que el papel
del CAS es esencialmente diferente a la primera.

Resulta pertinente destacar que, a nuestro parecer, el uso del software proporciona un importante
instrumento para que los estudiantes puedan librarse de memorizar formulas o procedimientos de
calculo, aunque es fundamental tener en cuenta que los estudiantes necesitan un cierto tiempo para
madurar y desarrollar una comprensioén conceptual segura de los conceptos. Necesitan prestar atencion
al proceso de transformacién y relacion que pueden establecerse entre las representaciones graficas,
algebraicas y numéricas.

Hemos constatado ademas que los estudiantes necesitan desarrollar un conjunto de estrategias para la
resolucion de problemas que pudieran ayudarlos a decidir cuando usar el software y cémo dirigir su
trabajo con el mismo.
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Resumen

En este trabajo se presenta un resumen del enfoque ontosemiotico de la cognicion matemdtica y se
comentan diferentes investigaciones, sobre la didactica de la derivada, en las que se ha utilizado esta
teoria. Dichos trabajos han permitido detectar determinados fenomenos diddcticos y sugerir su
explicacion.

INTRODUCCION

En diferentes trabajos Godino y colaboradores (Godino y Batanero, 1994; Godino 2002; Contreras,
Font, Luque, Ordoéfiez, en prensa; Godino, Batanero y Roa, en prensa; Godino, Contreras y Font en
prensa) han desarrollado un conjunto de nociones tedricas que configuran un enfoque ontoldégico y
semiodtico de la cognicidon e instruccion matematica. Para referirnos a esa manera de enfocar la
investigacion en didactica de las matemadticas utilizaremos la expresion "enfoque ontosemiotico"
(EOS)'. Se trata de un punto de vista pragmatico, semidtico y antropologico que puede explicar
muchos de los fenomenos que se producen en el proceso de enseflanza-aprendizaje de las matematicas.
Esta linea de trabajo recientemente se ha aplicado a la didactica del analisis matematico (Font, 2000a,
2000b y 2005; Contreras y Font, 2002; Inglada y Font, 2003; Ordoéfiez y Contreras, 2003; Contreras,
Luque y Ordoiiez, 2004, Contreras, Font, Luque y Ordoéfiez, en prensa).

A continuacion se presenta un resumen del enfoque ontosemidtico de la cogniciéon matematica y se
comentan diferentes investigaciones, sobre la didactica de la derivada, en las que se ha utilizado esta
teoria

EL ENFOQUE ONTOSEMIOTICO

A continuacion se exponen, de manera breve, algunos de los constructos del enfoque ontosemidtico

a) Los objetos institucionales y personales

Un objeto matematico institucional se considera en el enfoque ontosemidtico como un ente que
emerge progresivamente de sistemas de practicas socialmente compartidas en una institucion, ligadas

1 . . . , . e, . .
En algunas publicaciones el EOS se designa como Teoria de las Funciones Semioticas (TFS), al considerar que
la “funcién semidtica” es un constructo clave de dicho enfoque.
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a la resolucion de cierto campo de problemas matematicos. Puesto que las practicas pueden variar en
las distintas instituciones, se ha de conceder al objeto una relatividad respecto a las mismas. Esta
emergencia es progresiva a lo largo del tiempo. En un momento dado, es reconocido como tal objeto
por la institucion, pero, incluso después de esta etapa, sufre transformaciones progresivas segliin se va
ampliando el campo de problemas asociado.

2° nivel de mergencia

o -
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Figura 1

Los objetos personales (Godino y Batanero 1994) se consideran como emergentes del sistema de
practicas personales significativas asociadas a un campo de problemas. Estos objetos personales van
cobrando forma —van emergiendo— en un aprendizaje suscitado por la propia practica.

b) Significado y sentido de un objeto

La emergencia progresiva de los objetos matematicos institucionales se concreta en diferentes
definiciones (segun el programa de investigacion en el que se enmarquen). Este hecho hace que tenga
sentido utilizar, de entrada, la diferencia entre sentido y referencia de un término introducida por Frege
(1998). La referencia sera el objeto matematico nombrado, mientras que el sentido es la manera de
presentacion.

El ejemplo de la mediatriz puede ilustrar la diferencia entre sentido y referencia. Podemos definir la
mediatriz de un segmento como la perpendicular que pasa por el punto medio o como el lugar
geométrico formado por todos los puntos equidistantes de los extremos. En cada definicion
relacionamos el concepto de mediatriz con conceptos diferentes, pero nos estamos refiriendo a la
misma referencia. Las dos definiciones tienen sentidos distintos porque la manera de presentacion (la
conexion con otros conceptos) es diferente. Entender que las dos definiciones son equivalentes
informa que dos definiciones, que se podrian considerar definiciones de objetos diferentes, se refieren
al mismo objeto.

Cada definicion hay que entenderla como una definicidn-regla que, de entrada, no parece que indique
que haya algo que sea preciso hacer. A partir de las definiciones-reglas podemos atribuir valores
veritativos (verdadero y falso) a ciertas proposiciones (por ejemplo, ante la afirmacion “esta recta es la
mediatriz del segmento AB” podemos decir si es verdadera o falsa). Ahora bien, de una definicion-
regla también se puede deducir una regla practica que nos da instrucciones para construir la mediatriz.
Esta practica se puede dar en diferentes situaciones, por lo que se puede afirmar que una definicion
genera un conjunto de practicas. A su vez, otra definicion equivalente generara otro subconjunto de
practicas. Por tanto, en cada definicion de mediatriz relacionamos el objeto definido con objetos
diferentes y con procedimientos de construccion diferentes (se generan practicas diferentes).

En el EOS se entiende el objeto matematico institucional como un emergente y su significado de la
siguiente manera:

S(0) = {Conjunto de practicas P; tal que en cada practica P; la institucion utiliza el objeto O}
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Cuando se adopta una perspectiva pragmatista y se define el significado de un objeto matematico en
términos de practicas, resulta que el significado de un objeto matematico queda ligado a otros
significados y a otros objetos, puesto que en las practicas interviene dicho objeto conjuntamente con
otros objetos matematicos. Este hecho, permite distinguir en el EOS dos términos que resultan dificiles
de diferenciar, nos referimos a los términos sentido y significado. En efecto, puesto que el objeto se
puede relacionar con unos u otros objetos segun el contexto, el tipo de notacion, etc. para dar lugar a
diferentes practicas, en el EOS se entiende el sentido como un subconjunto del sistema de practicas
que constituyen el significado del objeto.

El significado de un objeto matematico, entendido como sistema de practicas, se puede parcelar en
diferentes clases de practicas mas especificas que son utilizadas en un determinado contexto y con un
determinado tipo de notacién produciendo un determinado sentido. Cada contexto ayuda a producir
sentido (permite generar un subconjunto de practicas), pero no produce todos los sentidos.

Un objeto matematico, que se ha originado como un emergente del sistema de practicas que permite
resolver un determinado campo de problemas, con el paso del tiempo queda enmarcado en diferentes
programas de investigacion. Cada nuevo programa de investigacion permite resolver nuevos tipos de
problemas, aplicar nuevas técnicas, relacionar el objeto (y por tanto definir) de una manera diferente,
utilizar nuevas representaciones, etc. De esta manera, con el paso del tiempo aparecen nuevos sistemas
de practicas (sentidos) que amplian el significado del objeto.

El significado de un objeto personal se entiende como el sistema de practicas matematicas personales
que una persona realiza para resolver el campo de problemas del cual ha emergido el objeto.

Esta manera de entender los objetos y su significado supone que la institucion o la persona disponen
de practicas con respecto al campo de experiencia que el objeto abarca.

¢) Practica matematica

En el EOS no se considera que el objeto personal sea la causa eficiente (dicho en términos
aristotélicos) de la realizacion de la practica. Contrariamente a este punto de vista, se considera mas
conveniente interpretar la relacion entre el objeto personal y la practica en términos de brecha, puesto
que para la realizacion de una practica primero hay que valorar y decidir lo que uno va a hacer,
después se tiene que decidir qué secuencia de acciones es la mas indicada para conseguir lo que se ha
decidido y, por ultimo, se ha de seguir un curso temporal, desde el inicio hasta el final. Reflexionar
sobre como se supera esta brecha lleva a reflexionar sobre: a) qué es una prdctica matemdtica y b)
qué hay que entender por realizacion de una practica matemdtica.

En el EOS se considera prdctica matematica (Godino y Batanero 1994) a toda actuaciéon o expresion
(verbal, grafica, etc.) realizada por alguien para resolver problemas matematicos, comunicar a otros la
solucion obtenida, validarla o generalizarla a otros contextos y problemas. Una vez asumida la
centralidad del constructo "practica" se distingue la practica de la conducta. En el EOS se considera
que no podemos interpretar las conductas observables de los alumnos si no les atribuimos una
finalidad. Por tanto, se distingue entre conducta humana, entendida como comportamiento aparente y
observable de las personas, y practica, que, en tanto que acciéon humana orientada a una finalidad,
tiene una razén de ser, tanto para quien la realiza como para quien la interpreta.

Si entendemos la practica como “accion orientada a un fin”, se observa que en la definicion de
practica que se ha dado anteriormente se pueden considerar tres intenciones diferentes, las cuales
permiten considerar tres tipologias de practicas que llamaremos: a) operativas o actuativas -toda
actuacion o manifestacion (lingiliistica o no) realizada por alguien para resolver problemas
matematicos, b) discursivas o comunicativas - comunicar a otros la solucion, validar la solucion- y c)
regulativas o normativas - generalizarla a otros contextos y problemas-. Aunque es mas conveniente
pensar en una practica como una accién compuesta en la que puede primar el componente operatorio,
el discursivo o bien el regulativo.
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Las practicas en las que prima el componente operatorio o actuativo nos permiten realizar “acciones”
y “argumentaciones” cuya finalidad es la resolucion de “situaciones problemas”. Las practicas
discursivas (comunicativas) estan relacionadas con el dominio y la creacion del “lenguaje” asi como
en su uso para la realizacion de “argumentaciones” que permitan dar una justificacion de la validez de
las acciones realizadas. Las practicas regulativas (normativas) estdn orientadas bdasicamente a
conseguir establecer “propiedades” (proposiciones) y definiciones de “conceptos”.

La reflexion anterior sobre las practicas hace necesario ampliar lo que se entiende por objeto
matematico y no limitarnos a los conceptos. En el EOS, se entiende por objeto alguno de los
siguientes elementos: lenguaje, accion, argumentacion, concepto, propiedades y situacion problema.
Cada uno de estos elementos (excepto las situaciones problemas) se puede entender como un
emergente de las practicas cuya finalidad es la resolucion de situaciones problemas. A su vez, las
situaciones problemas se pueden entender como emergentes de otros tipos de practicas (necesidad de
contextualizar y aplicar las matematicas, necesidad de generalizar, necesidad de resolver problemas,
etc.)

En lo dicho anteriormente se ha considerado los objetos que emergen de las practicas. Ahora bien, a su
vez, para la realizacion de cualquier practica es necesario activar un conglomerado formado por
algunos (o todos) de los elementos citados anteriormente: lenguaje, situaciones, conceptos,
propiedades, acciones y argumentaciones. Para realizar una practica matematica (por ejemplo la
representacion grafica de una funcion) el sujeto necesita una serie de conocimientos sobre la
representacion grafica de funciones que son fundamentales para: 1) la realizacion de la practica que
consiste en representar una funcion determinada y 2) para la interpretacion de sus resultados como
satisfactorios. Es decir, que hay que tener en cuenta que el sujeto tiene un conocimiento sobre la
“representacion grafica”, (por ejemplo, como resultado del proceso de instruccion). También
podemos considerar que tiene unas capacidades y habilidades de tipo general.

Si consideramos los componentes del conocimiento que es necesario que el sujeto tenga adquirido
para la realizacion y evaluacion de la practica que permite resolver una determinada situacion
problema (por ejemplo, representar una funcion determinada) vemos que, de entrada, el sujeto ha de
utilizar un determinado /enguaje verbal (dominio, puntos de corte, asintotas, etc.), simbodlico (por
ejemplo la formula de la funcidn) y grafico (sistema de ejes de coordenadas, grafica, etc.). Este
lenguaje es la parte ostensiva de una serie de conceptos (funcion, grafica, dominio, etc.) y propiedades
(por ejemplo, si la derivada es positiva la funcion es creciente) que son necesarios para justificar las
acciones que realizara el alumno (por ejemplo calcular la derivada primera o las soluciones de la
ecuacion f (x) = 0, etc.), las cuales también se utilizaran en la argumentacion (implicita o explicita)
que realizara el alumno para decidir que las acciones simples que componen la practica, y ella misma
entendida como accidon compuesta, son satisfactorias.

Las consideraciones anteriores nos llevan a considerar que cuando un sujeto realiza y evalua una
practica matematica es necesario activar un conglomerado formado por algunos (o todos) de los
elementos citados anteriormente: lenguaje, situaciones, conceptos, propiedades, acciones y
argumentaciones. A este conglomerado, necesario para la realizacidon y evaluaciéon de la practica, en el
EOS se le llama configuracion. Estas configuraciones pueden ser cognitivas (conglomerado de objetos
personales) o epistémicas (conglomerado de objetos institucionales) segun que se considere la
practica desde la perspectiva personal o institucional.

En el EOS se considera que para superar la brecha entre un objeto personal y la practica en la que
dicho objeto personal es determinante hay que considerar la activacion, entre otros aspectos, de una
configuracion cognitiva de la que forma parte el objeto personal.

d) Dualidades cognitivas

Los objetos matematicos que intervienen en las practicas matematicas y los emergentes de las mismas,
segun el juego de lenguaje en que participan (Wittgenstein 1983) pueden ser considerados desde las
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siguientes dimensiones duales: personal-institucional, elemental-sistémico, expresion-contenido,
ostensivo-no ostensivo y extensivo-intensivo (Godino, 2002). Estas facetas se presentan agrupadas en
parejas que se complementan de manera dual y dialéctica. Se consideran como atributos aplicables a
los distintos objetos, dando lugar a distintas "versiones" o “miradas” de dichos objetos.

INSTITUCIONAL

PERSONAL

Figura 2

En la figura anterior se representan los diferentes constructos tedricos que se han comentado
anteriormente. En el interior tenemos las practicas. Para la realizacion de las practicas es necesario
activar una configuracion (hexagono) y a su vez, los objetos que forman las configuraciones son
emergentes de las practicas. Por ultimo, los objetos matematicos que intervienen en las practicas
matematicas y los emergentes de las mismas, segun el juego de lenguaje en que participan, pueden ser
considerados desde las cinco facetas o dimensiones duales (decagono).

e) Tipos de significado

Para explicar la dialéctica institucional-personal, en el EOS se consideran diferentes tipos de
significados institucionales y personales: 1) significado institucional de referencia — cuando un
profesor planifica un proceso de instruccion sobre un objeto matematico para un grupo de estudiantes,
comienza por delimitar "lo que es dicho objeto para las instituciones matematicas y didacticas".
Acudira, por tanto, a los textos matemadticos correspondientes, a las orientaciones curriculares, y en
general a lo que "los expertos" consideran que son las practicas operativas y discursivas inherentes al
objeto, que se fija como objetivo instruccional. Asimismo, el profesor usara sus conocimientos
personales previamente adquiridos. Todo ello constituye un sistema de practicas que designamos
como significado institucional de referencia del objeto—, 2) significado institucional pretendido —
sistema de practicas que se planifican sobre un objeto matematico para un cierto proceso
instruccional—, 3) significado institucional implementado — sistema de practicas que efectivamente
tienen lugar en la clase de matematicas, las cuales serviran de referencia inmediata para el estudio de
los alumnos y las evaluaciones de los aprendizajes— y 4) significado institucional evaluado
—coleccion de tareas o cuestiones que incluye en las pruebas de evaluacion y pautas de observacion
de los aprendizajes—.

Desde el punto de vista del estudiante cabe hacer la distincion entre el significado personal global
—corresponde a la totalidad del sistema de practicas personales que es capaz de manifestar
potencialmente el alumno, relativas a un objeto matematico—; el declarado —da cuenta de las
practicas efectivamente expresadas a propoésito de las pruebas de evaluacion propuestas, incluyendo
tanto las correctas como las incorrectas desde el punto de vista institucional—; y el logrado
—corresponde a las practicas manifestadas que son conformes con la pauta institucional establecida.
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EJEMPLO DE CONFIGURACION EPISTEMICA COMO CONTEXTO DE REFLEXION

A continuacién sigue un cuestionario propuesto a un grupo de estudiantes de primer curso de
Bachillerato (17 afios) como parte de un proceso de instruccion sobre la derivada. Este episodio de
clase se va a utilizar como contexto de reflexion (Font 2005).

Antes de contestar el cuestionario, los alumnos habian estado trabajando con la representacion grafica
de la funcion f{x) = €' en un software dinamico que les permitié hallar una condicion que cumplen
todas las subtangentes.

Cuestionario

En el aula de informatica has observado que la funcion f{x) = ¢* cumple que todas sus subtangentes
tienen una longitud igual a 1. Utilizando esta propiedad:

a) Calcula f'(0), ' (H)yf'(2)

P B

Figura 3
b) Calcula f'(a)

Figura 4
¢) Demuestra que la funcién derivada de la funcion f{x) = ¢" es la funcion f'(x) = €.
Para realizar la practica que permite calcular la derivada de la funcion f{x) = ¢' hay que poner en
funcionamiento una configuracion (epistémica / cognitiva) cuyos componentes se pueden describir

brevemente mediante el esquema de la figura 5.

Si nos fijamos en el cuadro de las acciones de la figura 5, resulta que para calcular la derivada de la
funcién f (x) = €' los alumnos han de aplicar una serie de acciones (una técnica) que consiste en
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considerar, de entrada, un punto particular con la tangente dibujada (por tanto, su abscisa y ordenada,
no se consideran variables). A continuacion, a partir de la manipulacién con programas informaticos
dindmicos, se halla primero una condicidon que cumplen todas las rectas tangentes (en este caso que la
subtangente siempre es un segmento de longitud 1). Esta condicién después se simboliza, aplicando la
interpretacion geométrica de la derivada, lo que permite calcular la derivada en x = a. Por ultimo, los
alumnos han de tener claro que la condicion que han hallado, y el calculo de la pendiente que de ella
se deriva, es valido para cualquier punto, de manera que el punto, que inicialmente se consideré6 como
un punto particular, pasa a ser considerado después como un punto cualquiera. De esta manera se
obtiene la expresion simbolica de la funcion derivada.

Fn
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Grifica de f{x) [
Expresion sirebdlics '
de )
Representacidn ] CONCEFPTOS
grafica de la tangenge PREVIOS
e : -Funcidn exponencial
o T ""‘-.__‘_\___ - Penchente -
t angente
prisens Representa gub‘ln‘lgem
T -Dierrvada en un punto coro
pendiente de 1a recta tangente
SITUACION PROBLEMA -Frncidn, derivada |
Hallor la forcin dervadade s | |
funcién exponencial de base ¢ e EMERGENTES
Emerge M} -Derivada de la funcidn
Y exponencial de base e
Fisuebee
4
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- Hallar una condicitn que ;
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- Sitbolizar esta condicién \ PROPIEDADES
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o | aenfln)
AR(_:MTOS . Justifica EMERGENTES
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curplen todas las subtangentes. X
P . exponencial de base e valen 1
- Justificacién del edleulo de £'(x)
Figura 5

Para que las acciones que constituyen esta técnica se puedan aplicar son necesarios los demas objetos
de la configuracion (figura 5), es decir se tiene que realizar una argumentacion, se ha de utilizar, entre
otros, el concepto de derivada entendido como pendiente de la recta tangente, se tienen que utilizar
graficas y formulas, etc.

REPRESENTACIONES OSTENSIVAS ACTIVADAS EN EL CALCULO DE F (0.9
1) Representaciones ostensivas activadas en el calculo de la derivada de f{x) =¢"
A continuaciéon vamos a centrarnos en el cuadro del lenguaje de esta configuracion (figura 5). Para

contestar el cuestionario, ademas de utilizar la grafica de la funcion, se ha de utilizar que la expresion
simbolica de la grafica es f{x) = ¢". Esta técnica relaciona los siguientes ostensivos:
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Grafica de f(x) y Expresion simbolica de f(x) = Expresion simbdlica de f'(x)

Con este esquema, simbolizamos que el punto de partida de las acciones de los alumnos para hallar
una condicién que cumplen todas las tangentes es la grafica de la funcion. La expresion simbdlica de f
(x) es necesaria para simbolizar la condicion que cumplen todas las pendientes de las rectas tangentes,
la cual nos permite deducir la expresion simbolica de f "(x). Si los alumnos conocen el céalculo de la
pendiente y el significado geométrico de la derivada en un punto, pueden llegar a obtener la expresion
simbolica de f"(x) sin mucha dificultad.

En este cuestionario, el uso de la representacion grafica en un software dindmico es necesario para
hallar una condicién que cumplen todas las tangentes (el punto de partida del cuestionario). Para
contestar de manera aproximada el apartado a es necesaria sélo la representacion grafica, pero para
contestar de manera exacta es necesario utilizar también la expresion simbdlica de la funcion
exponencial. Para contestar al apartado b es necesario el uso conjunto de la representacion grafica y de
la simbolica.

Dicho de otra manera, la técnica que la institucion escolar pretende que apliquen los alumnos en este
cuestionario solo es posible si se introduce una configuracion epistémica en la que el componente
“lenguaje” contemple la representacion grafica y la simboélica conjuntamente. Si no se contempla la
representacion grafica, la técnica no es viable. Por tanto, contemplar la representacion grafica, ademas
de la simbdlica, permite realizar determinadas practicas que con soélo la representacion simbolica no
serian posible. Ahora bien, es importante resaltar que no conviene focalizar la atencion so6lo en la
relacién de dos de los componentes de la configuracion epistémica (lenguaje y técnica) y olvidar los
demas componentes puesto que estos también son esenciales (es necesario que la derivada se haya
definido como pendiente de la recta tangente, que se acepte una argumentacion basada en la
observacion visual de que las subtangentes miden 1, etc.).

El objetivo de este cuestionario es proponer a los alumnos una secuencia de actividades que esta a
mitad de camino entre lo que se conoce histdricamente como el problema de la tangente y su inverso
—no es exactamente el problema de la tangente, puesto que aqui ya se tiene construida; ni es el
problema inverso, ya que se conoce la expresion simbolica de la funcion— Este método fue sugerido
por los procedimientos utilizados para construir la tangente y la normal en el periodo que va de
Descartes a Barrow y permite que los alumnos calculen determinadas funciones derivadas sin
necesidad de utilizar limites, siempre que se haya trabajado previamente la interpretacion geométrica
de la derivada en un punto.

Este método tiene un campo de aplicacion limitado ya que, previamente, el alumno ha de descubrir
una propiedad que cumplen todas las rectas tangentes. Ahora bien, se puede aplicar, entre otras, a la
familia de las funciones que tienen por grafica una recta, y también a las funciones exponenciales y
logaritmicas. El hecho de que se pueda aplicar este método para calcular la derivada de las funciones
exponenciales y logaritmicas permite una organizaciéon de la unidad didactica sobre derivadas que
tiene importantes consecuencias curriculares (por ejemplo, permite prescindir del estudio previo de la
indeterminacion 17%).

2) Representaciones ostensivas activadas en el calculo de f " (x)

En Font (2000a), se considera que el calculo de f ‘(x) a partir de fix) se puede interpretar como una
practica, en la que a su vez se han de considerar tres subprocesos:

1) Traducciones y conversiones entre las distintas formas de representar f{x)
2) El paso de una representacion de f{x) a una forma de representacion de f'(x).

3) Traducciones y conversiones entre las distintas formas de representar f '(x).
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Para considerar los diferentes tipos de representaciones que intervienen en estos tres subprocesos, en
Font (2000a) se propone la tabla 1 con el objetivo de considerar simultaneamente una funcion y su
funcion derivada.

En esta tabla tenemos, en las casillas con rayas verticales, las traducciones entre las diferentes formas
de representar una funcion y, en las casillas con rayas horizontales, las traducciones entre las
diferentes formas de representar la funcion derivada. Las casillas blancas nos conducen de una forma
de representar la funcion a una forma de representar la funcion derivada, mientras que las grises nos
permiten hallar la primitiva de una funcién a partir de la funcion derivada.

Expresi | Gra | Tab | Descripcion | Expresi | Grafi | Tabl | Descripcion
a on fica | la verbal de la on ca a verbal de la
simboli | f situacion (en | simboli | fix) situacion

ca f| ' |f términos de ca flx) fx)
"(x) ‘@) | f(x) (en términos de
de fx))

Expresio
n
simbolic

a fx)

Grafica

Jx)

Tabla
Sx)

Descripc
i6n
verbal de
la
situacion
(en
términos

de f(x))

Expresio
n
simbolic

a [

Grafica f
(x)

Tabla f
x)
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Descripc
16n
verbal de
la
situacion
(en
términos
de f
()

Tabla 1

En la siguiente explicacion de un libro de texto podemos observar conjuntamente los tres subprocesos,
ya que primero se hace una traduccion en la forma de presentar la funcion, después se obtiene la
funcion derivada aplicando las reglas de derivacion y, por ultimo, se buscan distintas maneras de
representar la funcion derivada. Es decir, se sigue el esquema siguiente:

Expresion analitica de  f{x) Y Expresion analitica de f (x) = Expresion analitica de f "(x) ¥
Expresion analitica de f'(x)

Derivada de la funcion f(x) = log,x
Al estudiar la familia de las funciones logaritmicas, hemos constatado que todas son el
resultado de una dilatacion en la funcion f (x) = In x. Es decir, que cualquier funcion

logaritmica cumple log,x = k-In x. Por consiguiente, la funcion derivada de la funcion
f(x) =log,x sera:

1
fx)=k(nx)=k—=—
by
. . . . . 1
Abhora bien, al estudiar el cambio de base, se observa que k es igual a log,e o biena —.

Ina

Por lo tanto:

, log,e , )
(log,x)’ = ——— obien (log,x)" =
X

xlna

Ambas expresiones de la funcion derivada se emplean indistintamente

4) Técnicas alternativas de calculo de f'(x)

Entender el célculo de la funcién derivada como una practica en la que intervienen tres subprocesos,
cada uno de los cuales puede utilizar representaciones diferentes, permite ampliar el abanico de
técnicas de calculo de la funcion derivada que no se restrinja al calculo por limites o bien al uso de
reglas de derivaciéon (Font 2000a).

El cuestionario anterior es un ejemplo de una de estas técnicas alternativas. En Font (2000b) se pueden
hallar varias técnicas alternativas para calculo de la derivada de la funcion seno.
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COMPLEJIDAD SEMIOTICA RELACIONADA CON EL CALCULO DE LA FUNCION
DERIVADA.

1) Complejidad semidtica

Si observamos los tres apartados del cuestionario anterior (calculo de la derivada de la funcion
exponencial de base e) podemos intuir que en su redaccion se ha tenido muy presente el paso de lo
particular a lo general. En el apartado a se pide calcular la derivada para tres valores concretos (0, 1 y
2). En el apartado b se pide calcular la derivada para un valor concreto “a” y en el apartado ¢ para un
valor cualquiera. Es decir, el transito de lo particular a lo general ha estado muy presente en el disefio
del cuestionario.

Sin entrar en analisis detallados utilizando funciones semioticas como los que se realizan en Contreras,
Font, Luque y Ordoéiiez (en prensa), podemos decir que para calcular la funcion derivada a partir de
una condicidon que cumplen todas las tangentes, el alumno ha de:

1) Tratar separadamente las variables relacionadas por la formula y la grafica de la funcion
exponencial de base e. Para ello, ha de entender el objeto funcidon exponencial de base e como un
proceso en el que intervienen otros objetos, uno de los cuales es x y el otro es f(x). Es decir, ha de
relacionar el objeto f{x) con el objeto x.

2) Asociar a x la pendiente de la recta tangente en el punto de abscisa x.

3) Asociar la expresion que permite calcular la pendiente de la recta tangente en el punto de abscisa x
con f'(x). En este caso se tiene que relacionar una notacion con otra diferente pero equivalente.

4) Considerar x como una variable. En este caso se tiene que relacionar un objeto con una clase a la
cual pertenece.

5) Entender la funcién que ha obtenido como un caso particular de la clase “funcion derivada”. En
este caso se tiene que relacionar un objeto con la clase a la cual pertenece.

Si nos fijamos en el cuestionario que se ha presentado a los alumnos podemos observar que la
secuencia de apartados tiene por objetivo facilitar el establecimiento de los pasos anteriores. El uso de
la letra a y de la igualdad x = @ en el apartado & del cuestionario tienen la funcioén de introducir un
elemento concreto en el razonamiento del alumno y facilitar el paso 1. La opcion de utilizar
conjuntamente la grafica y la formula y el uso de la notacion simbolica para el punto de coordenadas
(a , €") tienen por objetivo que el alumno realice los pasos 2 y 3. Los pasos 4 y 5 se pretenden
conseguir a partir de la pregunta del apartado c.

Este ejemplo permite ilustrar un fenomeno que en el enfoque EOS se considera muy relevante: /a
realizacion de la mayoria de prdcticas matemdticas conlleva una complejidad semiotica importante y
las representaciones utilizadas son determinantes, tanto para reducir o aumentar esta complejidad,
como para la realizacion efectiva de la prdctica. Por ejemplo, si en el cuestionario que estamos
considerando se hubiera eliminado el apartado b, seguiriamos pretendiendo que el alumno aplicara la
técnica de calculo de la funcion derivada que se ha comentado anteriormente y continuariamos
utilizando graficas (las de la actividad previa con el ordenador y las del apartado @) y expresiones
simbolicas (apartado c), pero la complejidad semiotica que tendria que afrontar el alumno aumentaria
notablemente y, con ello, las posibilidades efectivas de resolver la tarea.

2) Conflictos semidticos
Segun como se gestione en el proceso de instruccion la complejidad semidtica asociada a las practicas

matematicas, se puede facilitar (o no) la aparicién de conflictos semioticos, entendidos como. “(...)
disparidad o desajuste entre los contenidos atribuidos a una misma expresion por el alumno y la
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institucion.” (Godino, 2002, p. 258). Dos ejemplos de conflictos semioticos potenciales son los
siguientes: a) Cuando se considera ingenuamente que es bueno introducir diferentes representaciones
del mismo objeto matematico y se introducen el mayor numero posible de representaciones y de
traducciones entre ellas, sin tener en cuenta la complejidad semidtica asociada, b) En algunos libros de
texto se puede observar un conflicto semiotico potencial causado por la introduccion implicita de la
funcion derivada en la definicion de la derivada en un punto al usar la notacion incremental

f'(a) = lim — como primera notacion para definir la derivada en un punto (Badillo, 2003;
Ax—0 A)C (en x=a)

Inglada y Font, 2003; Contreras, Font, Luque y Ordoéiiez, en prensa).

La regularidad con la que se manifiestan en los alumnos conflictos semioticos relacionados con la
funcion derivada se considera en el EOS un aspecto de un fendmeno relevante. En el EOS (Wilhelmi,
Godino y Font, 2005) se utiliza una metafora vectorial para describir los fenomenos. Se considera que
todo fenémeno queda descrito como una n-tupla, donde cada componente representa una caracteristica
del mismo. Las caracteristicas o variables pueden considerarse en la investigacion desde dos puntos
de vista diferentes: uno, como variables explicadas (v, ..., v,), que son problematizadas por la
perspectiva tedrica utilizada para analizar el proceso de instruccion; otro, como variables explicativas
(w1, ..., wy), que se usan para describir las explicadas en dicha perspectiva y predecir su
comportamiento en situaciones “controladas” (generalmente de forma parcial). De esta manera un
fenémeno es:

Fenomeno = (wy, ..., wg; vy, ..., v,); dondev; = (wy, ..., wy),i=1, ..., 7

Dos enfoques tedricos diferentes pueden coincidir en que determinadas caracteristicas o variables
estan presentes en el fenomeno considerado (por ejemplo, dos enfoques por muy diferentes que sean
llegaran a un consenso sobre la edad de los alumnos, el nivel escolar, etc.) pero pueden diferir en su
consideracion de dichas variables como explicadas o explicativas.

En el caso de la funcion derivada, el fendmeno observado en el EOS se puede describir de la manera
siguiente:

Fenomeno EOS = (alumnos de bachillerato, institucion de educacidon secundaria,
funcion derivada, complejidad semiotica asociada a la funcion derivada; dificultad de
comprension de la nocidon “funcidon derivada” manifestada en conflictos semioticos)

La caracteristica explicada y que por lo tanto ha de ser problematizada es “la dificultad observada en
la comprension que tienen los alumnos de este objeto “funciéon derivada” manifestada en conflictos
semiodticos”. Las variables explicativas son “edad”, “tipo de institucion”, “objeto matematico” y
“complejidad semidtica asociada”.

El analisis ontosemiotico, al resaltar el papel que podian tener determinados usos de la notacion
incremental en dicho fenémeno, puso de manifiesto la magnitud que podia llegar a tener este
fenomeno en los paises en los que este tipo de notacion tuviese un papel predominante y, de esta
manera, dirigir investigaciones posteriores como la de Badillo (2003). Dicha investigacion, realizada
con profesores colombianos, documenta que dicho fendémeno en Colombia no se limita a los alumnos
sino que es de mayor magnitud ya que en muchos casos son los propios profesores los que confunden
la derivada en un punto y la funcidn derivada.

3) La dualidad extensivo/intensivo en el uso de los elementos genéricos

En Contreras, Font, Luque y Ordoéiiez (en prensa) la “complejidad semidtica” se concreta en una trama
de funciones semioéticas. En concreto, se analiza la trama de funciones asociadas a la definicion de la

funcién derivada f(y) = lim L &t M = f(X) Para ello, se tienen en cuenta ocho funciones semidticas y
h h

—0



UNA APROXIMACION ONTOSEMIOTICA A LA DIDACTICA DE LA DERIVADA 123

una sola de las cinco dualidades propuestas en el enfoque ontosemidtico, nos referimos a la dualidad
extensivo-intensivo.

La introduccion de la dualidad extensivo-intensivo y de las 8 funciones semidticas utilizadas son el
resultado de la reflexion sobre uno de los elementos cruciales de la actividad matematica: el uso de
elementos genéricos y de la observacion de episodios de aula en los que se fijan sus reglas de uso.
Como resultado de estas reflexiones, en el EOS se destaca otro factor, tanto o mas importante que el
tipo de representacion utilizado, que interviene de manera determinante en la complejidad semidtica
asociada al uso de ostensivos que son considerados elementos genéricos: las reglas del juego de
lenguaje en el que nos situamos.

Cuando en las practicas matematicas utilizamos una representacion ostensiva como un elemento
genérico estamos actuando sobre un objeto particular, pero nos situamos en un "juego de lenguaje” en
el que se entiende que nos interesan sus caracteristicas generales y que prescindimos de los aspectos
particulares. Para conocer los detalles sobre las caracteristicas de este juego del lenguaje, y de las
dificultades que tienen los alumnos para participar en €l, es necesario el analisis de didlogos entre
profesores y alumnos relacionados con el uso de elementos genéricos. La asimilacion (o no) de las
reglas de este juego de lenguaje es fundamental para que los alumnos puedan convivir con la
complejidad semiotica asociada a las practicas en las que interviene el elemento genérico.

A continuacion siguen dos didlogos en los que el profesor explica a los alumnos las reglas que rigen el
uso del ejemplo genérico (Contreras, Font, Luque y Ordoéfiez, en prensa).

Didalogo 1

En este didlogo la profesora propone a los alumnos que resuelvan la siguiente actividad de su libro de
texto:

Ejercicio 14: Dada la funcidon f{x)=ax+ b, demuestra que f (xg)=a,
independientemente del valor x, considerado.

Esta actividad se propone justo después de que la profesora haya explicado en clase un parrafo del
libro de texto en el que se justifica que la derivada de la funcidon constante f{x)=k es f ‘(x)=0 primero
graficamente, razonando sobre la pendiente de la recta tangente en un punto cualquiera de la recta, y
después calculando el limite de las tasas de variacion media:

Profesora: Lo vais a hacer de dos formas diferentes: graficamente y utilizando limites. ;De
acuerdo? Venga, y después sale alguien a la pizarra a corregirlo. Mientras os voy repartiendo mas
material que después haremos servir, eh!, y asi ya lo tenéis.

Alumno(Ivan): Pero graficamente, podemos... Eso es un ejemplo, si lo representamos graficamente
es un ejemplo...

Profesora: (mientras hace gestos con la cabeza de que lo que dice el alumno es correcto y se
acerca hacia él). Si, Correcto!

Ivan: Y dice que x cero se considera...

Profesora: Si, pero Ivan, para poderlo justificar coges un punto cualquiera de esta recta,
cualquiera, y lo haces, y como esto lo podrias hacer con cualquier punto y con cualquier recta,
sirve par justificarlo. ;De acuerdo? Pero tienes razon, claro, para poderlo dibujar has de escoger un
punto concreto y una recta concreta (mientras habla la profesora va repartiendo hojas a los
alumnos).
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Didalogo 2

Después de que el profesor haya introducido en clases anteriores la derivada en un punto como
@)= tim L@*W=/@ y  justo después de haber introducido la funciéon derivada como
h—>0 h

() = lim L&M=/ se produjo el siguiente didlogo:
’ h—0 h

Alumna(Laura): {Qué diferencia hay entre la definicion de funcion derivada y la definicion de
derivada en un punto?.

Profesor: La derivada en un punto es - i @+ -/ | en esta expresion la a es fija, no varia,
X h—0 h
lo que varia es la 4. En cambio, en el caso de la funcion derivada sy - jim L&+ =/ | primero has
; h—0 h

de suponer que la x no varia y que sélo varia la /4 para obtener f '(x), y después has de suponer que
la x varia. Por tanto, cuando calculas la derivada en un punto el resultado es un niimero, mientras
que cuando calculas la funcidn derivada, el resultado es una formula de una funcion.

EXPERIMENTACION DE UN PROCESO DE INSTRUCCION

A partir de las consideraciones anteriores, entre otras, en Font (2000a)* se describe un proceso de
instruccion para el objeto "derivada" que toma en consideracion la complejidad semiotica que implica
el paso de la derivada en un punto a la funcion derivada. La descripcion de este proceso de estudio se
desarrolla teniendo en cuenta los constructos elaborados por el EOS. En concreto se describe con
detalle el proceso que va del significado de referencia al significado pretendido. También se describen
el significado implementado y el evaluado. La institucion es, en este caso, una clase de 1° de
bachillerato de un Instituto de Educacién Secundaria de la Comunidad Auténoma de Catalunya.

El significado pretendido se concretdé en una unidad didactica que tenia por objetivo que, después del
proceso de instruccion, el alumno dominase las técnicas de célculo de la funcion derivada que se
deducen de la parte inferior de la figura 6. Para que estas practicas resulten comprensibles a los
alumnos, es necesario relacionarlas con otro sistema de practicas que permita calcular la derivada de
una funcioén en un punto, asi como con otro sistema de objetos institucionales que las justifiquen. De
todo esto, se desprende la necesidad de seleccionar previamente un sistema de practicas para calcular
la derivada en un punto, que son las que se deducen de la parte superior de la figura 6.

% En Contreras, Font, Luque y Ordéfiez (en prensa) se puede encontrar un resumen del proceso de instruccion
descrito en Font (2000a)
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Con relacion a las unidades didacticas habituales en la comunidad auténoma de Catalunya este
significado pretendido incorpora procedimientos correspondientes a las formas 2 y 3 (ver esquema
inferior de la figura 6) de introduccién de la funcion derivada. Puesto que cualquier recta tangente en
un punto de la grafica de la funcion f{x) = ¢' cumple que la subtangente vale 1, se puede aplicar el
procedimiento 2 a f{x) = ¢*, lo cual permite prescindir, en la unidad de limites, del estudio previo de la

indeterminacion 1%, mientras que la aplicacion del procedimiento 3 a la funcion seno (Tall (1992)
permite prescindir, en la unidad de trigonometria, del estudio de las formulas trigonométricas que
convierten una diferencia de senos en un producto. Por tanto, la incorporacion de estas dos técnicas
alternativas, ademds de permitir una emergencia diferenciada de los objetos derivada en un punto y
funcién derivada, permite una organizacion de la unidad didéactica de derivadas que reduce
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considerablemente los contenidos de dos unidades (limites y trigonometria) que se han impartido
previamente.

En la experimentacion del proceso de instruccion descrito en Font (2000a) la trayectoria que va del
significado de referencia al significado pretendido tuvo en cuenta los conocimientos previos de los
alumnos, la complejidad semidtica y los conflictos semidticos potenciales; pero también la eleccion de
actividades adaptadas a los alumnos que fuesen a la vez motivadoras para ellos, con el objetivo de
conseguir una buena implicacion en las tareas propuestas. Por otra parte, fue determinante la
consideracion de las restricciones que imponen los documentos curriculares y, sobre todo, la
disponibilidad de recursos materiales y temporales puesto que se disefid una propuesta de
organizacion del significado pretendido que fuese viable en una institucion escolar de secundaria
cualquiera.

La descripcion del proceso de instruccion, realizada en forma de cronica y de manera exhaustiva,
muestra por una parte la complejidad del proceso de instruccion cuando se trata de estudiar y ensefiar
el objeto “derivada” y, por otra parte, permite llegar a conclusiones importantes, entre las que
destacamos algunas:

e La consideraciéon conjunta de la complejidad semiotica, los conflictos semidticos potenciales y la
necesidad de actividades que partan de los conocimientos previos de los alumnos, lleva a proponer
significados pretendidos que se concretan en unidades didacticas cuya implementacion necesita
muchos recursos temporales. Por este motivo, resulta dificil compaginarlas con las restricciones
materiales y temporales reales.

e FEl significado personal de objetos que se suponia que los alumnos habian estudiado previamente
(funcion, variacion de una funcion, pendiente, tasa media de variacion, velocidad, etc.) era
insuficiente. De aqui se deduce que una buena manera de asegurar que los alumnos adquieren un
buen significado personal del objeto derivada consiste en conseguir un buen significado personal
de dichos objetos previos.

e La definicion de la funcion derivada como limite de las tasas medias de variacion presenta una
gran complejidad semiotica.

e FEl hecho de disefar un significado pretendido que incorporaba practicas que permitian calcular la
expresion simbolica de funciones derivadas a partir de graficas (de f{x) o de f(x)), modifico
los significados de los objetos personales “funciones elementales” de los alumnos. Al finalizar el
proceso de estudio, el significado personal de la mayoria de alumnos incorporaba practicas que
permitian obtener expresiones simbdlicas de funciones elementales a partir de sus graficas. Dichas
practicas no formaban parte del significado de sus objetos personales “funciones elementales”
antes del proceso de instruccion, ni habian sido explicitamente contempladas en el disefio previo
del significado pretendido.

CONSIDERACIONES FINALES

Los andlisis ontosemioticos, como por ejemplo el que se realiza en Contreras, Font, Luque y Ordonez
(en prensa) sobre la dualidad extensivo-intensivo en el uso de elementos genéricos en la derivada, son
analisis “finos” que permiten complementar otro tipo de analisis mas “gruesos” (por ejemplo, un
estudio sobre las técnicas de derivacion, su campo de aplicacion, sus modificaciones, etc.). El analisis
ontosemidtico permite “ver” nuevos fenomenos didacticos relevantes y sugerir su explicacion.

Uno de estos fendmenos es, por una parte, la regularidad con la que se manifiestan conflictos
semidticos en las practicas de los alumnos de bachillerato cuando han de distinguir la derivada en un
punto de la funcion derivada, y, por otra parte, la poca importancia que se da a la complejidad
semiotica que implica el paso de la derivada en un punto a la funcion derivada en las unidades
didacticas que se proponen en el nivel de bachillerato espafiol y que, evidentemente, tiene una
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influencia importante en lo anterior.
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Resumen

Este articulo presenta los resultados de un estudio sobre las tradiciones de ensefianza en cuatro
paises europeos: Bélgica (Flandes), Inglaterra, Hungria y Esparia. Se trata de un estudio a pequeria
escala en el que se emplean métodos cuantitativos y cualitativos, y que, en lugar de pretender obtener
generalizaciones, esta orientado a arrojar alguna luz que posibilite la mejora de la ensefianza y el
aprendizaje de las matematicas. Establece comparaciones con los resultados de los test TIMSS y PISA
y extrae alguna conclusion para la formacion inicial de maestros y profesores de matematicas.
Extraemos de éste los resultados relativos a los datos cuantitativos y nos centramos en el foco
matematico.

Abstract

This paper shows the results from a study on the teaching traditions in tour European countries:
Flemish Belgium, England, Hungary, and Spain. It is a small-scale study, which deals with the
mathematical focus and that applies quantitative methods. Instead of being aimed at generalising, this
study tries to contribute some insights in order to improve mathematics teaching and learning. It
establishes some comparisons with the results from TIMSS and PISA tests, and arrives to some
conclusion concerning initial mathematics primary and secondary teacher education.

Por lo general, la investigacion comparativa adopta uno de los siguientes enfoques: gran escala —
cuantitativo o pequefia escala — cualitativo (Kaiser, 1999). Los primeros suelen ser “decepcionantes en
detalle” (Theisen y Adams, 1990; p. 278) y parecen poco mas que “intentos de cuantificar lo
incuantificable” (Jenkins, 2000, p. 137). Presentan problemas de comparacion de datos, validez y
fiabilidad, y tienen una direccion etnocéntrica en el manejo y la difusion del estudio (Wiliam, 1998;
Prais, 2003). Los estudios cualitativos a pequefia escala se centran generalmente en la clase y su
proceso es hermenéutico (Jenkins, 2000). A diferencia de los primeros, la riqueza de sus datos aporta
luz (Kaiser, 1999). Tratan de informar de la influencia del contexto, aunque presentan problemas de
fiabilidad y, en el peor de los casos, pueden conducir a “correlaciones no garantizadas” y
“especulaciones infundadas” (Jenkins, 2000; p. 137).

' El proyecto “METE”, cuyo codigo es 2002-5048, esta financiado por la Union Europea, Accion 6.1 del
programa Socrates.
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Chabbott y Elliott (2003) clasifican los procesos de la educacion comparada en 3 tipologias. El tipo 1
se corresponde aproximadamente con el primero anteriormente descrito. El tipo II pretende informar
politicas educativas y aplicar practicas de unos paises en otros. Reconocen el valor de los enfoques
cuantitativo y cualitativo y son de menor escala que los del tipo I. Los estudios del tipo III intentan
aumentar nuestra comprension de los procesos educativos en su sentido mas amplio y no tratan de
influir en las politicas y practicas de un pais. Pueden ser cuantitativos o cualitativos, pero suelen
permitir a los investigadores adquirir nuevas ideas a través de la observacion sistematica de las
practicas de otros.

Situamos nuestro estudio en el tipo I1I, pues es un intento genuino de comprender mejor los modos en
que la matematica se conceptualiza y presenta a los aprendices en 4 paises, lo que no impide que
puedan derivarse consecuencias sobre la formacion de profesores. Se adopta una mezcla de métodos,
cuantitativo y cualitativo, y asume que el conocimiento es una construccidon social que necesita
negociacion entre los participantes. Sus objetivos se refieren a la mejora de la comprension de la
ensefianza de las matemadticas y no al intento de influir en ninguna politica educativa.

El proyecto “METE” y sus métodos

El proyecto “METE” (Mathematics Education Traditions of Europe) aborda el estudio comparativo
sobre la ensefianza de las matematicas en Bélgica (Flandes), Espafia, Finlandia, Hungria e Inglaterra
durante 2003 y 2004 (en este articulo no incluimos los datos fineses por no haber concluido su
analisis). Estos paises representan adecuadamente la diversidad socioecondémica del continente y la
diversidad de logros en el aprendizaje matematico segun estudios internacionales recientes como
TIMSS y PISA. Ademas, debido a que las culturas dominantes en todos estos paises se ubican en la
tradicion judeo-cristiana, creemos que muchos problemas relacionados con la transferencia
pedagogica (Hatano e Inagaki, 1998) se minimizan.

En lo que concierne a este articulo, donde nos centraremos en el estudio cuantitativo, se han extraido
datos de grabaciones en video de secuencias de 4 o 5 clases sobre cada uno de los siguientes
contenidos matematicos relevantes:

porcentajes (5°, 6° EP)

poligonos (5°, 6° EP)

poligonos (1°, 2° ESO)
- ecuaciones lineales (1°, 2° ESO).

Esto supone la grabacion de secuencias de ensefianza de cuatro profesores de cada pais, uno por
topico. Estos profesores fueron elegidos por los investigadores de cada pais como ejemplos, en su
contexto, de buena practica, entendiéndose por tal, entre otras cosas, que son profesores preocupados
por el aprendizaje de sus alumnos, por su formacion general, y que estan bien considerados por sus
comparfieros.

Los camaras intentaron captar las intervenciones de los profesores (que portaban un radio-micréfono),
y lo escrito en la pizarra. Se usaron dos camaras simultdneamente, lo que aportd otro micrdéfono
ambiente y la posibilidad de registrar las intervenciones de los alumnos. Las grabaciones se mezclaron
y se pasaron a formato CD y se subtitularon en inglés. Esto permitid realizar y posteriormente
comparar el andlisis efectuado por codificadores de diferentes paises, pudiendo establecer niveles
satisfactorios de fiabilidad. En todos los casos se obtuvo un valor superior a 0.79 para el coeficiente
Kappa, lo que hizo posible confiar en el anlisis efectuado por cada pais del topico asignado (cada pais
se encargo de elaborar el informe de un contenido matematico). Para conseguir este nivel de fiabilidad
y para desarrollar unos instrumentos de analisis compartidos por todos se desarrollé un programa de
observaciones en vivo de clases en cada pais que durd un afio. Durante una semana, investigadores de
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todos los paises del proyecto asistian a clases de uno de los paises, visionaban la grabacion y
analizaban, compartian y discutian sus interpretaciones. Uno de los objetos de estudio es el foco
matematico, que se refiere a los objetivos genéricos observables o a los logros de un episodio dado.
Sobre ¢l presentamos los resultados aqui.

Dispusimos de una tabla para registrar las observaciones, que permite constatar si un determinado foco
ha sido observado (1) o si estamos convencidos de que no ha existido (0) en cada episodio. En caso de
no estar seguros de su existencia o su ausencia, se deja en blanco la casilla correspondiente o se pone
un guidén. Entendemos por episodio un fragmento de la leccion en el que la intenciéon didactica o
relativa a la gestion del profesor es constante (por ejemplo, un periodo de trabajo en las mesas).

Resultados

Debe entenderse como resultado del estudio la propia categorizacion de los focos matematicos, pues
se ha ido desarrollando a lo largo del proyecto y responde a una comprension compartida por los
participantes desde sus respectivos marcos tedricos a la luz de las discusiones sobre las observaciones
de aula (de acuerdo con los presupuestos de la teoria emergente de los datos, Strauss y Corbin, 1998),
asi como al deseo de considerar el conocimiento de y sobre matematicas (Ball & McDiamird, 1990).
El acuerdo que supone el establecimiento de dicha categorizacion afiade, al valor intrinseco de integrar
en una la perspectiva de educadores matematicos de distintos paises, el que surge de la discusion sobre
actuaciones de aula concretas.

Describimos dicha categorizacion en la tabla 1.

Conceptual El profesor enfatiza o promueve el desarrollo conceptual de sus
alumnos
Derivado El profesor enfatiza o promueve el proceso de desarrollo de

nuevos entes matematicos a partir del conocimiento existente

Estructural El profesor enfatiza o promueve los lazos o conexiones entre
entes matematicos diferentes: conceptos, propiedades, etc.

Procedimental El profesor enfatiza o promueve la adquisicién de destrezas,
procedimientos, técnicas o algoritmos

Eficacia El profesor enfatiza o promueve la comprension o adquisicion
por parte del alumno de procesos o técnicas que desarrollan
flexibilidad, elegancia o comparacion critica del trabajo

Resolucion de problemas | El profesor enfatiza o promueve la implicacién de los alumnos
en la solucion de tareas no triviales o no rutinarias

Razonamiento El profesor enfatiza o promueve el desarrollo y la articulacion
de justificaciones y argumentos por parte de los alumnos

Tabla 1: Foco matematico (categorias)

Para entender mejor los resultados sobre el foco matematico, presentamos la tabla 2, comparativa
sobre nimero de episodios y duracion de las lecciones. Las lecciones flamencas son las que mas se
asemejan a la media del proyecto, donde duran mas las clases es en Espafia, y las lecciones huingaras
son las que poseen menos episodios y duran menos. Asimismo, en Inglaterra el numero de episodios



134 PAUL ANDREWS, JOSE CARRILLO y NURIA CLIMENT

es significativamente mayor que en el resto.
Flandes Inglaterra Hungria Espaiia Proyecto
Media SD Media SD Media SD Media SD Media SD
Episodios 56 1.7 71 22 43 08 52 1.6 55 1.8

Duracién 50.1 6.8 53.1 57 459 23 582 101 52.0 &3

Tabla 2: Media de episodios (y desviacion tipica) y duracion de las lecciones por pais. En cursiva aparecen los
casos mas dispares.

Pasamos a mostrar las medias de episodios en funcion del foco matematico (tabla 3).

Flandes Inglaterra Hungria Espaiia Proyecto
Conceptual 3.9 5.4 2.9 3.6 3.9
Derivado 0.3 0.1 0.3 0.1 0.2
Estructural 0.7 0.1 1.9 0.6 0.9
Procedimental 3.0 3.7 24 3.3 3.0
Eficacia 0.6 0.7 1.7 0.7 0.9
Res. problemas 0.4 1.4 1.3 1.8 1.2
Razonamiento 1.8 2.1 2.1 1.1 1.8
Total 10.5 13.3 12.6 11.3 11.8

Tabla 3: Numero medio de episodios por leccion en que se observan los diferentes focos matematicos.

En un episodio se puede registrar mas de un foco. Todos los valores deben ser considerados teniendo
en cuenta el nimero de episodios de las lecciones en cada pais, como se vera en la tabla 4. En cursiva
aparecen los casos mas dispares.

De nuevo, a excepcion del foco “Resolucion de problemas”, Flandes ofrece el mayor parecido con la
media del proyecto. Espafia no se separa demasiado de dicha media, salvo en el foco mencionado por
exceso, lo que en principio podriamos considerar un mayor énfasis de los profesores espaiioles
elegidos como ejemplos de buena practica en dicho foco; este hecho contrasta con la menor media en
“Razonamiento”.

En cuanto a la media del proyecto, podemos afirmar que los profesores observados en el proyecto
enfatizan lo conceptual y que en ellos predomina el foco conductual por encima del cognitivo en
relacion con los procedimientos matematicos, la resolucion de problemas y el razonamiento, que son
privilegiados sobre las propiedades especificas de las matematicas (eficacia, estructura y conocimiento
derivado deductivamente). Podemos incluso afirmar que las destrezas procedimentales se consideran
mas importantes que el razonamiento logico.
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Discusion

Uno de los objetivos del proyecto fue examinar como profesores de diferentes sistemas educativos
conceptualizan y ensefian matematicas. Este analisis se basa en episodios que representan las
oportunidades dadas a los estudiantes. Para facilitar la comparacion presentamos la tabla 4, en la que
se detallan los porcentajes de episodios.

Flandes Inglaterra Hungria Espaiia Proyecto

Conceptual 70.4 79.5 65.7 67.9 71.1
Derivado 4.5 1.1 55 2.1 3.7

Estructural 16.8 0.5 42.9 13.5 18.8
Procedimental 56.0 52.4 58.1 62.5 57.4
Eficacia 10.8 11.1 39.0 11.8 18.0
Res. problemas 5.7 21.7 29.5 35.0 22.7
Razonamiento 32.8 31.5 47.2 27.6 34.6
Total 197.0 197.8 287.9 221.9 226.3

Tabla 4: Porcentaje medio de episodios por leccion en que se observan los diferentes focos
matematicos (en cursiva, casos dispares).

La leccion media de Flandes es la mas parecida a la leccion media del proyecto. Solo difiere
significativamente de las otras en relacién con el menor niumero de episodios que dan oportunidades
para hacer resolucion de problemas. Parece que los profesores observados dan poca importancia a esta
actividad.

La lecciéon media inglesa posee bastantes mas episodios con foco conceptual y menos con foco
estructural que la media del proyecto. Si comparamos con el elevado niumero de episodios de la
leccion inglesa, podemos decir que los estudiantes ingleses del proyecto tuvieron muy escasas
oportunidades de examinar las propiedades estructurales de las matematicas.

Lo mas destacable de la leccion media hiingara es la existencia de mas episodios con énfasis en lo
estructural y en la eficacia. Esto sugiere que los profesores hungaros dan mas importancia a las
propiedades estructurales de las matematicas y la nocidon de elegancia matematica que sus colegas del
proyecto.

Con relacion a Espaia, es destacable la importancia dada a la resolucion de problemas, aunque
presenta el porcentaje inferior en razonamiento.

Llegados a este punto conviene indicar que los andlisis basados en el nimero de episodios y en los
porcentajes son complementarios. Por ejemplo, podemos apreciar que en la tabla 4 no aparece en
cursiva el porcentaje del foco conceptual de Hungria, mientras que estaba en cursiva en la tabla 3. Que
no aparezca en la tabla 4 indica que la proporcion de foco conceptual no difiere demasiado de la media
del proyecto; sin embargo, la tabla 3 nos informa de que, en realidad, hay pocas oportunidades para los
alumnos relacionadas con este foco (entiéndase pocas oportunidades en el sentido de pocas ocasiones
diferentes, no en tiempo dedicado). Observando los totales de las tablas 3 y 4 vemos que la mayor
cantidad es la hungara, a pesar de tener menos episodios; ademas, comparando sus datos con la media
del proyecto, vemos que supera la media en todos los aspectos, salvo en el conceptual, donde se situa



136 PAUL ANDREWS, JOSE CARRILLO y NURIA CLIMENT

cerca, siendo el Unico pais en el que ocurre esto, lo que puede significar que las lecciones hungaras
integran mas aspectos que las de los demas paises.

Se recuerda al lector que estos resultados provienen del analisis de 69 lecciones de 16 profesores en 4
paises. Los datos se han interpretado con cautela, aunque, al mismo tiempo, debido a que los
profesores participantes se consideraron representativos de una buena practica en su contexto, algiin
tipo de reflexion seria posible. Se encontraron semejanzas en los objetivos de los profesores, que se
relacionaban mas con logros conductuales que cognitivos; asimismo, practicamente no se vio
evidencia de la matematica como conocimiento derivado. Las lecciones del proyecto estuvieron
dominadas por el desarrollo conceptual y las destrezas procedimentales apoyadas por ciertas dosis de
razonamiento. En resumen, parece que los profesores del proyecto poseen puntos de vista similares
respecto a los objetivos clave de la ensefianza de las matematicas. ;,Qué se entiende, pues, por buena
practica en cada pais? Por ejemplo, la escasez de énfasis derivado, estructural, de eficacia y
razonamiento en los profesores espafioles nos lleva a preguntarnos si en nuestro pais, en la formacion
de profesores, no se tienen en cuenta suficientemente estos aspectos. Esto puede ser una falta de
atencion de los propios formadores, no sélo de profesores. El resto de focos puede hacernos pensar
sobre algunas diferencias entre tradiciones. Las lecciones hingaras enfatizaron la estructura
matematica y la eficacia, como ya identific6 Andrews (2003). Las lecciones flamencas y espafiolas
mostraron menor y mayor énfasis, respectivamente, en resolucion de problemas. Las lecciones
inglesas no mostraron apenas énfasis en la estructura matematica. Algunas de estas diferencias aluden
a modelos de ensefianza propios de cada pais y reflejan asunciones que suelen estar arraigadas y no
articuladas sobre los procesos educativos (Schmidt et al., 1996; Stigler et al., 2000). Es en este sentido
que este estudio, en la linea de lo que explicdbamos en la introduccidn del articulo, intenta aportar
datos para la reflexion a los interesados en la ensefianza de la matematica en cada pais.

Finalmente, de los 4 paises del proyecto, Flandes ha sido el que ha obtenido mayor éxito en todos los
ultimos tests sobre el logro matematico. Los 3 tests TIMSS examinaron competencias técnicas de los
estudiantes, mientras que los 2 PISA evaluaron aspectos relativos a la aplicacion de las matematicas.
Hungria obtuvo buenos resultados en los TIMSS, e Inglaterra obtuvo un buen resultado en el primer
PISA, mientras que Espafia obtuvo siempre malos resultados. Junto a esto, conviene recordar que las
lecciones de Flandes son las mas parecidas a la media del proyecto. O sea, con la excepcion de
resolucion de problemas, las lecciones flamencas fueron las mas equilibradas en relacion con las
oportunidades que se dan a los estudiantes. Por consiguiente, desde nuestro punto de vista, un modo de
mejorar la educacion matemadtica en Espafia seria proporcionar a los estudiantes experiencias que se
asemejen mas a las identificadas en la leccion media del proyecto. En particular, esto implicaria un
trabajo mas extenso en los aspectos estructurales de las matematicas (conexiones dentro y entre
topicos) y en los procesos de razonamiento. Tal cambio exigiria de los profesores un mayor
conocimiento de la matematica escolar y de los procesos de adquisicion de conocimiento matematico
por los alumnos. De nuevo, por tanto, estamos ante unos datos y unos resultados que ponen de relieve
la necesidad de profesionalizar a los profesores desde el trabajo realizado en el area de Didactica de la
Matematica.
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Proyecto “mete” (mathematics education traditions of europe'):
Poligonos en primaria

Nuria Climent Rodriguez y José Carrillo Y afiez
Universidad de Huelva

Resumen

El proyecto METE aborda el estudio comparativo de la ensefianza de la matematica en Bélgica —
Flandes-, Espania, Finlandia, Hungria e Inglaterra, desde una perspectiva cuantitativa y cualitativa.
Presentamos parte de los resultados relativos a la ensefianza de los poligonos en el ultimo ciclo de
Primaria, extraidos del andlisis de cuatro unidades diddcticas puestas en prdctica por profesores de
dichos paises. Mostramos la complementariedad de ambos tipos de datos y sus posibilidades para
profundizar en la ensefianza de dicho topico.

Abstract

The METE Project deals with a comparative study on the teaching of mathematics in Flemish
Belgium, Spain, Finland, Hungary, England, from a quantitative and qualitative perspective. We
present the outcomes related to the teaching of polygons in grades 5-6, which derive from the analysis
of four wunits which were implemented by teachers from those countries. We show the
complementariness of both types of data and the opportunities they provide to go deeper in the
teaching of the mentioned topic.

La investigacion desarrollada en el proyecto METE es un estudio de casos centrado en los dos ultimos
cursos de Primaria y los dos primeros de Secundaria, y en los topicos de porcentajes, ecuaciones y
poligonos. De la informacién recogida se extraen datos cuantitativos y cualitativos,
complementariedad que permite comparar la practica de los docentes. El objetivo de esta comparacion
es, sobre todo, profundizar en la comprension de la ensefianza de dichos tdpicos en los niveles
sefalados y, en concreto, reflexionar sobre dicha ensefianza en el pais.

Esta comunicacion debe considerarse ligada a la de Andrews et al. (2005) (en este simposio), que
presenta el estudio general (de todos los topicos) del proyecto METE y se centra en uno de los
aspectos estudiados (el foco matematico). Aqui nos restringiremos a los datos relativos al estudio de
los poligonos en Primaria en cuatro de los cinco paises (los datos fineses estar por analizar).
Resaltaremos solo algunos aspectos, sobre los que centraremos nuestra discusion de los resultados
referidos al analisis cualitativo de los datos, y no repetiremos caracteristicas del estudio general que se
explican en la comunicacién mencionada’.

Un aspecto fundamental en el estudio de los poligonos es el de las relaciones entre distintas figuras
geométricas, lo que estd estrechamente ligado a su clasificacion. En la geometria tradicional, tal
clasificacion se ha trabajado como contenido puramente conceptual y de manera memoristica. Autores
como De Villiers (1994) han sefialado las diferencias entre dos tipos de clasificaciones: disjuntas, que
subrayan las diferencias entre las distintas clases, e inclusivas, que destacan lo que tienen en comun.
Las ventajas de este tipo, desde el punto de vista de la construccidon matematica, son evidentes en
cuanto a la extension de propiedades de unas figuras a otras. Hay que tener en cuenta, segun el trabajo
de los Van Hiele, que las clasificaciones inclusivas son mas complejas que las disjuntas, requiriendo

' METE (codigo 2002-5048) esta financiado por la UE, Accidn 6.1 del programa Socrates
? Remitimos igualmente a ella para la fundamentacion general sobre el enfoque del proyecto y sus métodos
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un mayor nivel de desarrollo intelectual (en la mayoria de los casos fuera de Primaria, Jaime et al.,
1992). El estudio de las caracteristicas comunes a distintos tipos de figuras esta relacionado con la
geometria interfigural (que se ocupa de las relaciones entre distintas figuras) e intrafigural (relaciones
entre los elementos de una misma figura) (Piaget y Garcia, 1985; Vecino, 2003). Es necesario abordar
en la escuela los dos tipos de geometria, siendo la propia actividad de clasificar caracteristica de la
interfigural.

Por otra parte, la geometria puede suponer un contexto especialmente adecuado para que el alumno de
Primaria haga matematicas y adquiera conocimiento sobre matematicas (Ball, 1990). El estudio de
figuras concretas y sus propiedades, por ejemplo, favorece la busqueda de conjeturas y sus
demostraciones, o en algunos casos el seguimiento de demostraciones ya hechas. Ademas, puede
iniciarse a los nifios en distintos tipos de verificaciones (visualizaciones, comprobaciones) que si bien
no demuestran de manera general, en algunos casos captan el argumento que sustenta la demostracion.

Metodologia

Para el estudio de la ensenanza de los poligonos al final de Primaria, hemos grabado en video la
unidad didactica (4-5 lecciones) de un profesor de cada pais asociada a la introduccion de ese topico
en grado 6 (11-12 aflos). Estos profesores son considerados ejemplos de buena practica en su contexto
por el grupo de investigadores del proyecto de su pais. Ademas, hemos recogido sus planificaciones y
material escrito.

Respecto del analisis cuantitativo, cada leccion se ha dividido en episodios (un fragmento de la leccion
en el que la intencion didactica o relativa a la gestion del profesor es constante) y cada episodio
analizado seglin un sistema de categorias construido previamente en el seno del proyecto. Cada unidad
fue analizada por el equipo local y después han sido analizadas las dos primeras lecciones de cada
unidad (subtituladas en inglés) por nuestro equipo (el responsable del topico de poligonos en
Primaria). El grado de fiabilidad obtenido entre los analisis de estas lecciones por parte de los equipos
(coeficiente Kappa superior al 0.79) ha permitido asumir el andlisis cuantitativo del resto de la unidad
(no subtitulada). Remitimos a Andrews et al (2005) para la explicacion del proceso anteriormente
descrito. Este estudio se ha completado con un analisis cualitativo de las unidades. La base de éste ha
sido la observacion de los videos y analisis del material complementario. Ha sido realizado
principalmente por el equipo responsable del topico, junto con el equipo de cada pais. Teniendo en
cuenta algunas consideraciones de la literatura de investigacion sobre la ensefianza del topico en
Primaria, nos hemos fijado en las actividades y en general las formas de abordar la ensefianza de
dichos contenidos por parte de los cuatro profesores (por ejemplo, recursos que usan y su papel o tipo
de clasificaciones), sus diferencias y sus similitudes. Partiendo de dichas consideraciones y en un
analisis reiterado de las lecciones, comparandolas entre ellas, surgen los elementos que nos parecen
mas destacables del contenido de cada unidad.

Los grupos observados en Bélgica (B) y Hungria (H) son de habilidad media, el de Espafia (E) es un
grupo con especiales dificultades y el de Inglaterra (I) es un grupo de alto rendimiento. El alumnado
de las correspondientes escuelas belgas e inglesas es de nivel socioeconémico medio-alto y el de los
otros paises es de nivel medio. Los cuatro profesores poseen entre diez afios de experiencia (Pierre, B)
y 25 (Ewa, H).

Resultados y discusion

Analisis cuantitativo

La leccion tipo o media del proyecto, extraida con las medias de los valores de las variables
correspondientes a los cuatro profesores estudiados, nos apoya en la comparacion de los cuatro casos,

sirviéndonos para la reflexion sobre posibles caracteristicas comunes y diferenciadas en los cuatro
paises.
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A modo de introduccién, describiremos las caracteristicas principales de esta leccion media, pasando a
centrarnos en el foco matematico. En la leccion media predomina el trabajo con el grupo-clase, siendo
los datos de todos los paises consistentes con esto. Las formas dominantes de actividad pedagogica se
centran en el desarrollo de teoria o el trabajo sobre problemas u otras tareas relativas al contenido. El
contexto matematico dominante, donde subyace la concepcion de la matematica observable en las
tareas propuestas a los alumnos, es el de tareas no provenientes del mundo real, con datos inventados
por el profesor. El foco matematico mas comun (grafico 1) es el conceptual, seguido del razonamiento
y el procedimental (Andrews et al., 2005). No hay apenas presencia del foco derivado y muy poco del
estructural y eficiencia. Finalmente, las estrategias didacticas observadas se basan en: los alumnos
comparten publicamente sus ideas, soluciones o respuestas, el profesor explica una idea o solucion,
ofrece pistas o sugerencias, y formula cuestiones que permiten al alumno construir o refinar ideas
matematicas.

Nos centramos ahora en cada uno de los profesores estudiados y en el foco matematico (remitimos a
Andrews et al., 2005, para la definicion de sus categorias y la explicacion de como se obtienen los
datos siguientes en el caso de un topico cualquiera).

Foco matematico
‘ ‘ @ Conceptual
Leccién tipo | r [ || = Derivado
Pierre [ | O Estructural
Sarah | | o Procedimental
Eva | | [ ‘ | m Eficiencia
vare [N WM oneen e
0%  20% 40% 60%  80% 100% | Razonamiento
Marta (E) Ewa (H) Sarah (I)  Pierre (B) Proyecto
Conceptual 35,71 34,04 47,72 41,67 39,78
Derivado 1,78 0 2,27 1,39 1,36
Estructural 3,57 851 0 5,55 4.4
Procedimental 12,5 29,79 9,09 19,44 17,7
Eficiencia 5,36 851 2,27 5,55 5,42
Resolucion de problemas 17,86 6,38 13,64 6,94 11,2
Razonamiento 23,21 12,76 25 19,44 20,1

Grafico 1: Porcentaje medio de indicadores relativos a los distintos focos matematicos (respecto del
total de indicadores de la leccion de cada profesor —en cursiva aparecen los casos extremos).

Podemos observar como las lecciones de Pierre y Marta son las que presentan todos los indicadores,
aunque algunos con escasa presencia (derivado, estructural y eficiencia). Se diferencian basicamente
en que Pierre pone mas énfasis procedimental que Marta, lo contrario ocurre con la resolucion de
problemas. Sarah y Marta otorgan una importancia similar a la resolucion de problemas y al
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razonamiento; diferenciandose en el mayor énfasis conceptual de la primera. Ewa es la que presenta
una distribucién mas diferente a las restantes (es solo similar a Marta en el indicador conceptual), con
una distribucién mas homogénea respecto de los distintos indicadores (exceptuando el derivado) y con
el mayor énfasis procedimental. La leccion media de Ewa es las que mas difiere de la del proyecto,
mientras que la de Pierre es la mas parecida. Puede sorprender que en todos los indicadores Ewa y
Sarah presenten los casos extremos, excepto en resolucion de problemas. Ademas, mientras que Ewa
presenta los valores maximos en los focos estructural, procedimental y eficiencia, y los minimos en
conceptual, derivado, resolucion de problemas y razonamiento (Sarah presenta los extremos opuestos).

Resultan especialmente sorprendentes las diferencias en resolucion de problemas y razonamiento en
Ewa. El analisis cualitativo de los videos y el material de clase nos ayudan a interpretar estas
diferencias. Hemos de entender la diferencia en resolucion de problemas, segun se ha puesto de
manifiesto en el transcurso del proyecto, en el contexto de cada grupo-clase. Si analizamos las tareas a
las que se enfrentan los alumnos de ambas clases, las de Ewa son mas complejas intelectualmente y
encierran una matematica mas avanzada que las que propone Marta (la tarea que se describe en el
siguiente epigrafe [2* sesidon de Ewa] y, en la 2% sesion de Marta, la de extraer cuales son las
caracteristicas que nos permiten distinguir distintos cuadrilateros, son ejemplos de ambas). Sin
embargo, teniendo en cuenta la complejidad de dichas tareas para cada uno de los grupos
correspondientes, para los alumnos de Marta se trata en mas ocasiones de tareas no rutinarias. En
cuanto al razonamiento, creemos que la causa del bajo valor en la clase de Ewa es que ella no pide a
sus alumnos que formulen sus argumentos. Parece interesante el perfil de la leccion de Sarah, con gran
énfasis conceptual, y practicamente sin presencia de los focos estructural y eficiencia (lo que
relacionamos, como veremos, con el conocimiento sobre matematicas). En el andlisis de los videos
podemos observar como son los alumnos los que tienen que articular en muchas ocasiones los
argumentos y se destaca la relacion entre distintos conceptos y propiedades. Se trabajan muy pocos
procedimientos (los mas ligados a lo conceptual, como clasificar los cuadrilateros). En el caso de
Marta, los valores son bastante cercanos a la media, destacando el indicador de resolucion de
problemas, antes comentado. Tras el analisis cualitativo volveremos sobre los valores de algunos de
los focos matematicos.

Analisis cualitativo

En este apartado ejemplificaremos como integramos en nuestro estudio los datos de tipo cuantitativo y
cualitativo y, a su vez, extraeremos algunas consideraciones sobre la ensefianza de este topico. Nos
centraremos en el tratamiento (inclusivo o disjunto) de clasificaciones de figuras, relacionado con la
terminologia de cada pais, y la consideracion de un conocimiento sobre. En cada aspecto nos
fijaremos en los profesores que representen tratamientos mas diversos.

Pierre trabaja explicitamente la clasificaciéon de tridngulos segun sus lados de manera inclusiva
(equilateros como isosceles), a excepcion de considerar los “isosceles” y los “no-isdsceles”, y la
clasificacion de cuadrilateros de igual modo (paralelogramo como trapecio). No usa los términos
“escaleno”, “trapezoide” ni “romboide”. De hecho, éstos no se usan en la escuela belga-flamenca (ni
en los restantes paises; “trapezoid” en inglés es poco utilizado). Marta, como es habitual en Espafia,
diferencia los tridngulos escalenos, isdsceles y equilateros como tres clases disjuntas (no trata la
clasificacion de cuadrilateros). En este sentido, nos parecen interesantes dos cuestiones. Una es que la
propia terminologia usada en cada pais (ligada a las conceptualizaciones tradicionales) puede
favorecer o no el tratamiento inclusivo de las clasificaciones (nuestros términos son los que mas
favorecen las clasificaciones disjuntas). Otra es que en el resto de los paises, ya en la escuela primaria
los alumnos se enfrentan a clasificaciones inclusivas. Esto contrasta con nuestra situacion, donde si
algunas propuestas consideran unas clases como casos particulares de otras, lo hacen solo en casos
muy especiales (cuadrado-rectangulo o cuadrado-rombo). ;Tendrian mas dificultades nuestros
alumnos de edades similares de entender dicho tipo de clasificaciones? Quizas tengan el problema
afadido, si se pretende hacer a partir de cierto nivel cognitivo de éstos, de tener que desechar términos
y conceptos que pierden su sentido (como escaleno). Estos hechos contrastan con la idea de no abordar
la inclusividad en Primaria, referida al comienzo.
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Por otra parte, las lecciones de Ewa destacan sobre las restantes por el uso de notacion matematica
tanto por parte de la maestra como por parte de los alumnos (por ejemplo, para nombrar los vértices,
A, B, C, lados, a, b, c 0 AB, BC, CA, y angulos de un triangulo, a, B, y, 0 para nombrar el simétrico de
un punto respecto de un eje, P y P’). No solo se usa, sino que se discute el significado de dicha
notacion (por ejemplo, que pueden usarse las letras mayusculas que se quieran para los vértices de un
triangulo, pero se usan entonces para los lados correspondientes las mindsculas relativas para
evidenciar qué lado se opone a cada angulo) y su utilidad (se comenta que la notacion puede no ser la
convencional pero debe ser clara). Ademds, se enfatizan otros aspectos del conocimiento sobre
matematicas como, en el caso de problemas geométricos, el procedimiento de partir de lo que se desea
obtener. El siguiente fragmento de clase ejemplifica lo anterior:

Se plantea a los alumnos la tarea de dibujar un triangulo simétrico dado el eje de simetria y uno de sus
vértices (P, exterior al eje). Para ello, se sugiere la estrategia de pensar primero en qué se quiere
obtener (como debe ser la figura resultante) y pensar después en qué pasos deben darse desde los datos
que se tienen para llegar a ese dibujo. Se pide cuantas soluciones tiene, acordandose que hay infinitas,
tantas como posibilidades de colocar el vértice sobre el eje de simetria (todos los puntos del eje menos
el punto de corte con el segmento PP’). /29 sesion de Ewa]

Pierre y Sarah se centran en el conocimiento de matematicas, mientras que Marta enfatiza también
algunos modos de proceder propios del quehacer matematico, como el heuristico “organizar los datos
de un problema” o proceder sistematicamente en su resolucion, aspectos relativos al conocimiento
sobre matematicas, mas basicos (pero no menos importante) que los considerados por Ewa..

Volviendo a los datos cuantitativos referidos al foco matematico, Ewa presentaba el mayor énfasis
estructural (8’51%), seguida de Pierre (5°55%) y Marta (3°57%); los valores coinciden con los
anteriores en lo que se refiere a la eficacia en el caso de Ewa y Pierre, y sigue Marta (con un 5’36%)
muy cercana a Pierre. Si sumamos ambos valores, obtenemos un 17°02% en el caso de Ewa, un 11°1%
en el caso de Pierre y un 8°93% en el caso de Marta. Es interesante, ademads, tener en cuenta la
distribucion de estos indicadores a lo largo de la unidad. En el caso de Ewa, hay indicadores entre un 7
y un 15% en cuatro de las cinco lecciones en el foco estructural, y entre un 10 y un 15% en tres de las
cinco en eficiencia; Pierre presenta indicadores en el foco estructural so6lo en dos de sus cinco
lecciones (casi 20 y 5%) y en eficiencia en otras dos (una no coincidente con las anteriores, con
aproximadamente 10 y 15%); Marta so6lo presenta indicadores en el foco estructural en una leccion
(cerca de 15%) y eficiencia en otra leccion (algo mas de 20%). La distribucion por lecciones da un
retrato mas fiel de lo que supone la matematica que se presenta a los alumnos en estos casos respecto
de la matematica sobre. La matematica que se presenta y manejan los alumnos de Ewa enfatiza mas y
mas constantemente (como una caracteristica propia de la maestra, no como algo puntual) la estructura
y las bases de la materia, desde el punto de vista del esqueleto de sus contenidos y de sus modos
propios de proceder. Podria decirse que es una matematica mas formal, sin caer en un formalismo
vacio de significado para el alumno y no justificado. El empleo de la notacion por parte del alumno,
por ejemplo, es entendido como un recurso para favorecer su razonamiento matematico, ademas de
como un contenido. Este dato coincide con lo que se observa en los profesores hungaros estudiados en
relacion con los distintos topicos (Andrews et al., 2005) y lo observado por Andrews (2003).

En ese sentido, nos parece interesante la formacion matematica que ponen en evidencia los profesores
estudiados. Ewa muestra soltura en el conocimiento matematico (tanto de como sobre), ;cuantos de
nuestros maestros estarian preparados para abordar en sus aulas dicho conocimiento? ;Se trata de una
cuestion de habitos y/o capacidades de sus alumnos? ;Qué observamos y trabajamos en las aulas de
formacion de maestros? Son algunas cuestiones que pueden servir de hilo conductor de un debate
necesario sobre la naturaleza de la matematica que se estudia en nuestras aulas.
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Concepciones del profesor de secundaria sobre la demostracion
matematica. El caso de la irracionalidad de 2 y las funciones
de la demostracion

Vicente Vicario y José¢ Carrillo Y afiez
Universidad de Huelva

Resumen

Este trabajo examina las concepciones que dos profesores de educacion secundaria presentan
respecto a la demostracion matemdtica y sus funciones. Los datos son recogidos a través de
entrevistas relacionadas con aspectos de la demostracion. Los resultados sugieren que los profesores
reconocen la variedad de las funciones de la demostracion pero que tienen puntos de vista limitados
sobre su naturaleza y una inadecuada comprension de lo que constituye una demostracion
matematica.

Abstract

This study examined 2 in-service secondary school mathematics teachers’ conceptions of proof and its
functions. Data were gathered from a series of interviews and teachers’ responses to designed tasks
focusing on proof. The results of this study suggest that teachers recognize the variety of roles that
proof plays in mathematics but they hold limited views of the nature of proof in mathematics and
demonstrated inadequate understandings of what constitutes proof.

Motivacion

Muchos profesionales de la ensefianza de la Matematica consideran la demostracion como uno de los
nucleos principales de la disciplina, coincidiendo con Ross (1998, p. 254): "la esencia de la
Matematica esta en las demostraciones". El papel de las demostraciones en la educacion secundaria ha
sido de caracter periférico y esencialmente destinado a un contexto relativamente limitado.

En este contexto surge el trabajo encaminado a la tesis doctoral (en curso) "Concepciones del profesor
de secundaria sobre la demostracién matematica", dirigido por el segundo autor de este informe.

Muchos trabajos pioneros en este campo, de entre los que destacan sin animo de ser exhaustivos
Hanna (1989a,b, 1990), de Villiers (1993), Hersh (1993), Hanna & Jahnke (1996), Ibafies & Ortega
(1997), Recio (1999), Knuth (2002), indican la importancia asociada a la demostracion matematica, a
sus funciones y a las concepciones del profesor de secundaria sobre la demostracion.

El objetivo de este trabajo es acceder a las concepciones del profesor de secundaria sobre la
demostracion matematica y sus funciones. Esto nos dara pistas para plantearnos qué funciones de la
demostracion pueden ser utilizadas en el aula para hacer de ella una actividad mas significativa. Nos
acercaremos a estas preguntas a través de las declaraciones de dos profesores.
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Perspectiva tedrica

Tradicionalmente la demostracion matematica se ha tratado casi exclusivamente en términos de
verificacion o justificacion de enunciados matematicos. Se ha tenido la sospecha de que los profesores
de secundaria han mantenido estos términos como referentes basicos de la funcion exclusiva de la
demostracion. Uno de los campos de batalla estriba en criticar este punto de vista por ser parcial y
estudiar funciones de la demostracion asumidas por los profesores susceptibles de ser aplicadas en el
proceso de enseflanza-aprendizaje.

Desde esta perspectiva resumiremos las funciones de la demostracién matematica propuestas por de
Villiers (1993) sin animos de exhaustividad, y caracterizamos otras funciones emergentes:

* Verificacion (concerniente a la verdad de una afirmacion)

* Explicacion (profundizando en por qué es verdad)

* Sistematizacion (organizacion de resultados dentro de un sistema axiomatico)
* Descubrimiento (descubrimiento/invencion de nuevos resultados)

* Comunicacién (transmision del conocimiento matematico)

Una amplia bibliografia caracteriza esta problematica asociada a la ensefianza y el aprendizaje de la
demostracion matematica: Davis & Hersh (1983), Guzman (1995), Ibafies y Ortega (1997), Ibafies
(2001), Guzman (2003), Macias et al. (2004).

Asumimos la optica de Lakatos (1978), quien, desde el analisis epistemologico de ejemplos de la
historia de la Matematica, asume la falibilidad de la demostracion, y coincidiendo con Saenz (2001) al
establecer la hipotesis de que el sistema conjetura-pruebas-refutaciones constituye la logica del
descubrimiento matematico escolar.

Metodologia

Se analizaron las funciones que dos profesores de educacion secundaria asignaron a varias
demostraciones alternativas, para asi poder percibir sus concepciones. Las demostraciones fueron
proporcionadas con antelacion y estudiadas por ellos antes de efectuar una entrevista semiestructurada.

La entrevista fue grabada en audio y transcrita después, siguiendo las pautas de la metodologia
cualitativa y el enfoque interpretativo en este estudio de casos (Stake, 2000).

Exponemos a continuacion las demostraciones alternativas de la irracionalidad de V2 que presentamos
a los profesores, una breve caracterizacion de dichos profesores y el guion de las entrevistas.

Demostraciones de la irracionalidad de V2

1 Demostracion: Supongamos que 2 es racional. Entonces tendremos dos niimeros naturales PYq,
con q=0 tales que V2 = p/q y con M.C.D.(p,q)=1. Por tanto 2q*> = p* y p’ es par. Ademas p también es
par porque el cuadrado de un nimero impar es impar. Por tanto p = 2k para algin nimero natural k.
Sustituyendo en la relacion anterior y dividiendo por 2 tenemos que: q° = 2k?, por lo que q° es par y
también lo es q. Hemos llegado, pues, a una contradicciéon ya que p y q eran primos entre si.

2" Demostracién: En esta demostracion emplearemos el conocido teorema fundamental de la
aritmética, que afirma que "Todo numero natural se puede descomponer, salvo reordenaciones
triviales, como producto de factores primos y de forma unica".

Supongamos que V2 es racional. Entonces tendremos dos niimeros naturales p y q , con q=0 tales que
\2 = p/q . Por tanto 2q*> = p* lo que es absurdo, ya que en el primer miembro de la igualdad tenemos
multiplicandose un niumero impar de factores primos y en el segundo miembro un niimero par.
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3* Demostracién: Esta demostracién recurre al método de descenso infinito. Supongamos que V2 es
racional. Entonces existiran nimeros naturales p y q, con =0 tales que \2 = p/q. Ahora, de entre todos
los nameros racionales iguales a V2, consideremos aquel tal que el valor de p sea minimo.

L _»
——=2+1
V2 -1

Sabemos que:

Si sustituimos el primer valor de V2 por p/q y despejamos en el segundo \2, obtenemos que:

J2-24=p
pP—q
Ahora, puesto que p > q, entonces 2q—p <p y ademas:

en contradiccion con lo supuesto.

4* Demostracién: Supongamos que V2 es un numero racional. Entonces deben existir dos niimeros
naturales p y q, g#0 tales que V2 = p/q con p y q primos entre si.

Como V2 = p/q entonces 2q° = p°. Construyamos una tabla con todas las cifras en las que pueden
terminar p, q, p>, q° y 2q° en el sistema decimal de numeracion:

pla|p’|d’|2q°
0lo]o |0 |0
L1 |1 |2
20204 |4 |8
31319 |9 |8
4146 |6 |2
5/5(5 |5 |0
6|66 |6 |2
70719 |9 |8
8|8(4 |48
991 |1 |2

Si comparamos las columnas correspondientes a p° y 2q” nos damos cuenta de que 2q° = p® si ambos
miembros de la igualdad terminan en cero, y esto sucede Uinicamente si p termina en cero y ¢ termina
en cero 0 en cinco; en cualquier caso p y q serian multiplos de cinco y por tanto no serian primos entre
si.



148 VICENTE VICARIO y JOSE CARRILLO

5% Demostracion: Consideremos un cuadrado de lado unidad. Tracemos una de sus diagonales y
observemos que su longitud, aplicando el teorema de Pitdgoras, viene dada por V2. Pasemos ahora a
demostrar que la diagonal y el lado del cuadrado son dos segmentos inconmensurables entre si, es
decir que V2 es irracional.

L
Di

I
|

Midamos el lado del cuadrado sobre la diagonal y tracemos la perpendicular a la diagonal a partir del
punto de corte. Obtenemos asi un nuevo cuadrado de diagonal D; y lado L;.

Todo el proceso anterior puede aplicarse al nuevo cuadrado: se mide su lado sobre la diagonal y a
partir del punto de corte se traza la perpendicular a la misma. Evidentemente este proceso puede
repetirse indefinidamente. Aunque este proceso no termina, el resto obtenido sera gradualmente
menor, es decir: L>L; > L, > ...

Cada uno de estos restos constituye la diferencia que existe entre la diagonal y el lado del cuadrado
correspondiente: Ly =D -L; L,=D,-L;...

A partir de aqui procederemos a la demostracion. Asumiremos que el lado y la diagonal son
conmensurables y llegaremos a una situacion contradictoria. Si ambos son conmensurables tienen una
medida comun, un segmento u que divide exactamente al lado y a la diagonal. Si dos segmentos
cualesquiera son multiplos enteros de u, la diferencia entre ambos también es un multiplo de u. Es
decir, si D y L son multiplos enteros de u, también lo es L,. Por otra parte, resulta que D; =L - L, (es
facil verificarlo aplicando el teorema de Pitagoras), lo cual, siendo una diferencia entre multiplos de u,
también es un multiplo de u.

Del primer cuadrado hemos pasado al segundo. Podemos continuar de la misma forma. Tomando L, y
D, resulta que L, y D, son multiplos de u, y esto continiia en los sucesivos cuadrados. Llegamos ahora
a la contradiccion ya que si D y L son multiplos enteros de u, también lo son L, L;, L,,... Pero estos
multiplos de u decrecen continuamente. Esta es la contradiccion que prueba el teorema ya que en el
proceso de descenso llegariamos a multiplos de u menores que el propio u.

Los profesores

Los dos profesores (P; y P,) implicados en esta investigacion son profesores de secundaria, licenciados
en Matematicas y llevan ejerciendo la profesion 8 y 10 afios respectivamente.

El guion de la entrevista

1. (Crees que los argumentos presentados son demostraciones? ;Puedes plantear algin
inconveniente?

2. (Qué impresiones fundamentales has sacado al estudiar estas demostraciones? ;Propondrias
alguna demostracion alternativa?
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3. (Encuentras que estas demostraciones aparte de verificar el enunciado o justificarlo, cumplen
alguna otra finalidad?

4. De estas cinco demostraciones, ;jcuadl es para ti la mas idonea desde el punto de vista
didactico? ;Y personalmente?

5. (Te incomodan las demostraciones por reduccion al absurdo? ;Seria obligado para ti sustituir,
siempre que sea posible, una demostracion por reduccion al absurdo por otra directa? ;Qué
problemas puede causar en el alumno este tipo de demostraciones por reduccion al absurdo?

Analisis

Presentamos un breve analisis de las concepciones y funciones que los profesores asignan a la
demostracion matematica, confeccionado a partir de los datos extraidos de los cuestionarios y
entrevistas.

Las respuestas a la primera pregunta indican de forma transparente una poco clara comprension de la
demostracion por parte de P; al calificar de "indefinidas" a las demostraciones 1%, 3% y 5%

"..En las demostraciones 2°y 4° no encuentro ningun problema, son claras y transparentes,
rotundas. Las demostraciones 1 3“ y 5¢ estan formuladas de una manera indefinida,..." (P,).

Esta afirmacion se afianza mas cuando expone sobre la 5* demostracion:

"..a mi la 5 demostracion no me ha gustado nada, me parece insoportable, porque parte de
un argumento geométrico en el que luego hay que implementar un procedimiento muy
complicado disminuyendo tamanios y sin embargo la explicacion del fundamento del proceso
no es intuitiva. No tengo muy claro que demuestre lo que quiere demostrar” (P).

También dice que en la 3* demostracion (por descenso), no se deja claro lo que se quiere demostrar:

"..la 3 demostracion, su formulacion, el método de descenso infinito, no me gusta. Da una
falsa impresion de circularidad debido a que se demuestra una desigualdad que es evidente y
no se deja claro lo que se quiere demostrar” (P;).

Segun el profesor P, los cinco argumentos presentados son demostraciones pero aunque al principio
comenta que la 4* demostracion empleada efectivamente lo es, después dice que:

"...La 4° demostracion, mds que reduccion al absurdo, llega a ver que es imposible que V2 sea
irracional” (Py).

indicando en cierto sentido que esta demostraciéon es mas bien una demostracion directa y no una
demostracion por reduccion al absurdo.

En cuanto a la segunda cuestion, P, asume que el contenido de la demostracion 1* se puede remodelar
para simplificarla mas, sin darse cuenta de que la demostracion ya es "elemental":

"Propondria reformulaciones, sobre todo de la 1¢ demostracion a un lenguaje mas llano y
menos rebuscado” (Py).

Una de las funciones de la demostracion que emerge en este estudio es la funcion simplificativa
(carécter de encontrar un argumento relativamente breve y sencillo) que es contemplada en el marco
de De Villiers como una “subfuncion” de la funcion sistematizacion.
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Ni P, ni P, mencionan que aunque a los dos les ha parecido altamente estética la 2* demostracion, ésta
no es mas elemental que la 1%, que no recurre a ninglin otro teorema de la envergadura del teorema
Sfundamental de la aritmética al que si recurre la 2* demostracion.

Ademas, muestran poca familiaridad con demostraciones como la 3%, que les parece a ambos bastante
artificial (no la habian visto nunca) e incluso dudosa, ya que por ejemplo a P, le parece que supone un
argumento circular:

"..porque ya digo que la demostracion por descenso infinito parece que esta contenida en ella
(la 1“demostracion)...” (Py).

y a P, le parece que introduce operaciones con el "irracional" \2 antes de probar su irracionalidad y sin
ningun derecho a manipular este nimero algebraicamente:

“La 3“ demostracion, el método es artificial de la descomposicion de la fraccion del
irracional del denominador. Maneja el uso de irracionales en la propia demostracion, pero
esto no quita la propiedad de que sea irracional, jno?..” (P,).

A la tercera pregunta P, responde literalmente de forma sorprendente que:

"..La 2° demostracion muestra la raiz de la contradiccion. También es una reduccion al
absurdo, pero en la 2° demostracion esta patente la raiz de la contradiccion, cosa que en la 1°
demostracion esta totalmente ausente...” (Py).

caracterizando asi su escasa comprension de lo que supone una demostracion por reduccion al
absurdo. Los profesores P, y P, asumen que algunas demostraciones como la 4* son mas "didacticas" y
tienen mayor caracter "explicativo" que otras, y la 2* es la mas "bella" o "ingeniosa". Aparece, pues, la
funcion explicativa propuesta por de Villiers y creemos que la funcion diddctica como una
subfuncion, de la funcion explicativa, ademas de la funcion estética que el propio de Villiers considera
fuera de su esquema de funciones pero perfectamente factible.

Con respecto a la cuarta pregunta, estan de acuerdo en considerar la 4* demostracién como la de mayor
caracter "didactico" por estimar que es la mas cercana al horizonte cultural de sus alumnos. Coinciden
en que la 2* demostracion es su preferida por su fuerte caracter estético y la brevedad en obtener la
contradiccion:

"Personalmente la que mas me gusta es la 2° demostracion...Ahora, como diddctica, no hay
ninguna demostracion como la 4°...”" (Py).

"... pienso que la 4° demostracion es muy sencilla de entender por el alumno... Personalmente
me gusta la 2°... No aporta otras cosas pero es muy elegante e ingeniosa” (P,).

A la pregunta 5% en general P, y P, estan de acuerdo en que siempre que les sea posible es conveniente
la sustitucion de una demostracion por reduccion al absurdo por otra de caracter directo, pero no
especifican que tal sustitucion puede que en algunos casos sea imposible, es decir, no aclaran que
puede que un argumento so6lo se pueda demostrar por reduccion al absurdo aunque de varias formas
alternativas:

"..Visto en general si creo que es conveniente esta sustitucion..y utilizar otras
demostraciones mas directas y contundentes...” (Py).

"... Si puedo usar una demostracion mas directa y si tiene algun grdfico que les permite ver a
los alumnos mas facilmente, la usaria...Si no tuviese demostracion directa, entonces recurriria
a otra por reduccion al absurdo, por ejemplo a la 1¢ demostracion, quizas, que es habitual,
pero viendo la 4° demostracion, ahora mismo usaria esta otra” (Py).
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De los comentarios anteriores, surgen, de nuevo, la funcion explicativa y la subfuncion diddctica de la
demostracion.

Resumen de resultados y conclusiones

Observamos que estos profesores reconocen algunas de las funciones de la demostracion, ademas de la
verificativa o justificativa. Una de las funciones de la demostracion que el trabajo de De Villiers
(1993) propone es la explicativa, obtenida en este estudio.Los profesores analizados la funcion estética
o grado de "belleza" o "ingenio" puesto en juego. Asimismo, aparecen las subfunciones simplificativa
y diddctica respecto de las funciones sistematizacion y explicativa respectivamente.

Resumimos las funciones (cursiva) y subfunciones (subrayado) de la demostracion detectadas en las
respuestas de los profesores P, y P, a las cinco preguntas de la entrevista (Ei) en la tabla 1:

P, P,

E, | Verificativa | Verificativa

E, | Simplificativa | Estética

Estética

Es | Explicativa | Explicativa
Didactica Didactica

E4| Explicativa | Explicativa
Estética Estética

Didactica Didactica

Es | Explicativa | Explicativa
Verificativa | Verificativa

Didactica

Tabla 1

Queremos resaltar, finalmente, que estos profesores presentan puntos de vista limitados respecto a la
comprension de la esencia de una demostracion matematica, sobre todo en lo que se refiere a las
demostraciones por reduccion al absurdo, algo que pone de relieve carencias en el conocimiento sobre
matematicas (Ball y McDiamird, 1990).
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Analisis de las actuaciones de los estudiantes de secundaria
cuando resuelven problemas verbales en el entorno
de la hoja de calculo
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Resumen

En este trabajo presentamos una division en pasos ideales del Método de Resolucion de la Hoja
Electronica de Calculo y analizamos las dificultades propias del método que su uso plantea al
resolutor. También mostramos los resultados de un estudio exploratorio realizado con alumnos
de primer curso de secundaria en el que pretendiamos observar como resolvian problemas en
el entorno de la hoja de calculo y como se enfrentaban a las dificultades propias del método.

Abstract

In this work we show a division in ideal steps of the Spreadsheet Resolution Method and
analyze the difficulties of the method itself the use of which raises to the solver. We also show
the results of an exploratory study made with students of first course of secondary in which we
tried to observe the way they solved problems in the spreadsheet environment and how they
faced the difficulties of this method itself.

INTRODUCCION

Como senalan Bednarz y Janvier (1996) los conceptos y procedimientos de origen aritmético,
que seran la base sobre la que se construira el conocimiento algebraico, pueden actuar como
obstaculos en el uso del algebra para resolver los problemas verbales. Nuestro proyecto de
investigacion pretende determinar el cardcter mediador del Método de Resolucién de la Hoja
Electronica de Calculo (MHEC), sefialando qué aspectos del método fomentan la evolucion
hacia el pensamiento algebraico y cuales pueden intervenir como obstaculos en el proceso.

En esta comunicacion expondremos la division en pasos ideales del MHEC, analizaremos las
dificultades que su uso puede plantear al resolutor y mostraremos algunas observaciones de
como los estudiantes se enfrentan a una de estas dificultades.

MARCO TEORICO Y METODOLOGICO

Nuestro marco tedrico y metodologico ha sido el que Filloy (1999) denomina “Modelos
Tedricos Locales”, que venimos utilizando desde hace afios en los trabajos de nuestro grupo
(Fernandez, 2001; Nassar, 2001 y Puig, 1996).
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ANTECEDENTES

A partir de los trabajos de Dettori, Garuti y Lemut (2001), Rojano (1996) y Rojano y Sutherland
(1991, 1993a, 1993b, 1997) hemos realizado un catalogo de las actuaciones de los estudiantes
cuando resuelven problemas verbales en el entorno de la hoja de calculo, que nos ha permitido
elaborar el modelo de cognicion del modelo tedrico local.

Rojano y Sutherland (1993a) sefialan que el uso de la hoja de célculo favorece la evolucion del
pensamiento aritmético hacia el pensamiento algebraico. Los estudiantes de entre 10 y 11 afios,
a los que se les plantea la resolucion de problemas en el entorno de la hoja de célculo, tienden
inicialmente a pensar con ejemplos especificos y tienen dificultad en aceptar el trabajar con
cantidades desconocidas como si fueran conocidas (Rojano y Sutherland, 1993a). Tras recibir
instruccion en la resolucioén de problemas verbales en este entorno se observa:

e Un aumento de la percepcion de todas las relaciones entre valores conocidos y
desconocidos.

e Eluso del simbolismo de la hoja de calculo para expresar relaciones generales.

e La aparicion de estrategias de prueba y error cuando los alumnos trabajan en un entorno
no informatico.

e La integracion de los métodos no algebraicos parte-todo y de prueba y error en un
método de la hoja de calculo.

e Una evolucion hacia un “método mas general y algebraico” consistente en ir de lo
desconocido a lo conocido.

(Rojano y Sutherland, 1993b)

Algunos estudios previos han realizado analisis no exhaustivos de las limitaciones que el
entorno de la hoja de célculo plantea a la ensefianza del algebra. Dettori, Garuti y Lemut (2001)
sefialan, entre otras, las siguientes:

e La ecuacion nunca puede ser explicitamente expresada. El signo igual en la hoja de
calculo significa asignacion de un valor calculado a una celda, mientras que en algebra
significa relacion. La incapacidad de escribir relaciones en una hoja de calculo indica
que no es posible usarla para manejar modelos algebraicos.

e Las manipulaciones formales no se pueden llevar a cabo en el entorno de la hoja de
calculo, s6lo podemos asociar significado a los simbolos.

e Otro aspecto del lenguaje algebraico que tampoco se puede plasmar es la lectura de una
relacion en cualquier direccion ya que las relaciones en si mismas no estan presentes en
la hoja de célculo.

LA DIVISION EN PASOS IDEALES DEL METODO DE RESOLUCION DE LA HOJA
ELECTRONICA DE CALCULO

La division en pasos ideales del MHEC supone el catidlogo de aquello que debemos hacer
cuando resolvemos problemas verbales algebraicos en el entorno de la hoja de calculo, sin que
ello suponga un orden estricto.

e FEl primer paso es una lectura analitica del enunciado del problema que lo reduce a una
lista de cantidades y de relaciones entre cantidades.
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e FEl segundo, la eleccion de las celdas que van a representar a las cantidades, ya sean
conocidas o desconocidas, y qué celda, representante de una cantidad desconocida,
servira de referencia en el paso siguiente. A esta celda, que debe ser Unica, la
llamaremos “celda de referencia” ya que todas las celdas que representan cantidades
desconocidas haran referencia directa o indirecta a ella.

e El tercero, representar ciertas cantidades mediante expresiones en la forma superficial
de la hoja de calculo que describen la relacion (aritmética) que esas cantidades tienen
con otras. En esta fase puede ser necesario resolver una lista de dificultades que pueden
surgir y que expondremos mas adelante.

e El cuarto, el establecimiento de una ecuacion, lo que se hace igualando explicita o
implicitamente dos celdas que representan la misma cantidad. La igualacion explicita se
hace usando una funciéon booleana (=Celdal=Celda2) que implementa la hoja de
célculo' y que da VERDADERO cuando el valor contenido en las celdas igualadas es el
mismo, o FALSO cuando no lo es. De manera implicita la comparacién la hace el
usuario.

e El quinto paso serd la variacion del valor presente en la celda de referencia hasta
conseguir que se verifique la igualdad.

e En el tercer paso las decisiones que tome el resolutor pueden provocar la aparicion de
dos dificultades asociadas a las limitaciones del entorno:

e FEl exceso de colisiones.
e Las referencias circulares.

Llamamos “colision” a la presencia de dos celdas que representan la misma cantidad. El exceso
de colisiones se produce cuando al poner el problema en la hoja de calculo aparece mas de una
colision. Esto conlleva la existencia de mas de una celda de referencia y de mas de una igualdad
en el segundo y cuarto paso, respectivamente. Para evitar el exceso de colisiones debemos
modificar las formulas generadas a partir de las relaciones involucradas en las colisiones hasta
que el nimero de éstas se reduzca a una.

Las referencias circulares surgen cuando en una celda encontramos una formula que depende
del valor de otra celda y en ésta aparece una segunda formula que depende, de manera directa o
indirecta, del valor de la primera celda. Para resolver una referencia circular hemos de duplicar
una de las dos cantidades y reestructurar el problema (evitando la aparicion de exceso de
colisiones) para que estas dos celdas, que representan la misma cantidad, sean la condicion que
plantee la ecuacion.

LOS GRAFOS

Para representar la estructura de relaciones entre cantidades en los problemas utilizamos una
representacion en forma de grafo, evolucionada a partir de los grafos trinomiales (Fridman,
1990). Estos grafos, a diferencia de los estudiados por la teoria de grafos, pueden tener mas de
dos vértices en una arista. Cada arista representa una relacion entre cantidades y cada vértice
situado sobre la arista representa a una de estas cantidades. Las cantidades conocidas se
representan por vértices oscuros y las desconocidas, por vértices claros.

Cuando la lectura del problema se plasma sobre la hoja de calculo, las relaciones entre
cantidades se expresan como operaciones aritméticas. Hemos modificado los grafos con la
finalidad de que puedan representar la estructura de cantidades y relaciones de los problemas y
dar cuenta del proceso de solucion en el entorno de la hoja de célculo. A los grafos que
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representan las operaciones entre las cantidades les llamaremos grafos orientados. Orientar una
arista de un grafo es indicar con una flecha el vértice que representa a la cantidad resultante de
realizar la operacion con los otros vértices de la arista, a los que llamaremos antecedentes. Si la
operacion es conmutativa®, el orden de los antecedentes es intrascendente. Si la operacion no es
conmutativa (nicamente consideraremos relaciones ternarias), el primer antecedente sera el
vértice mas alejado del que representa la cantidad resultante.

En la Figura 1 se muestra el uso de los grafos orientados para identificar los dos tipos de
colision que se pueden producir al resolver un problema en el entorno de la hoja de calculo. La
colision sobre vértice oscuro obligaria a dedicar dos celdas a la misma cantidad, una para el
valor conocido y otra para el resultado de operar los antecedentes. La colision sobre vértice
claro también exigiria dedicar dos celdas a la misma cantidad, una para cada uno de los valores
obtenidos de operar con los antecedentes de las dos aristas.

D

Colisién en vértice oscuro Colision en vértice claro

Figura 1. Tipos de colision.
LA EXPERIMENTACION
LOS SUJETOS

Hemos seleccionado 12 alumnos de primer curso de secundaria del Col-legi Sant Bertomeu de
Godella elegidos entre los que tenian mejor historial académico en matematicas. El test inicial
se administrd individualmente, mientras que el estudio de casos se realizd agrupando a los
alumnos por parejas por las razones descritas en Schoenfeld (1985) y Puig (1996). Tanto en la
secuencia de ensefianza como en el estudio de casos a cada pareja se le asignd un ordenador que
disponia de la hoja de calculo Microsoft Excel 2000. Los estudiantes debian resolver los
problemas planteados utilizando esta hoja de calculo.

EL DESARROLLO DE LA EXPERIMENTACION

Se aplico un test individual que evaluaba las habilidades previas en la lectura e interpretacion de
enunciados y que permitid determinar que los esquemas utilizados por los estudiantes en la
solucion de los problemas eran aritméticos (incluso en aquellos problemas del test que se
resolvian habitualmente de manera algebraica®).

A continuacion se desarrollo la fase de ensefianza en el aula de informatica del centro a lo largo
de ocho sesiones de cincuenta minutos. En ella podemos diferenciar dos partes: la
familiarizacion del estudiante con el entorno de la hoja de calculo y la aplicacion de un modelo
didactico basado en la division en pasos ideales del MHEC.

Por ultimo se llevé a cabo un estudio de casos que consistid en observar las actuaciones de los
estudiantes cuando se enfrentaban a una prueba formada por cuatro problemas. Estos se
eligieron con la finalidad comtin de observar como aplicaban el MHEC, qué dificultades
encontraban y qué errores cometian. La recogida de datos se realizd6 mediante grabaciones en
video y anotaciones del investigador, a partir de las cuales se obtuvo la transcripcion de las
sesiones. Por tratarse de una investigacion que pretende observar la resolucion de problemas,
tomamos la decision de que el investigador tuviera un grado de intervencion muy bajo.
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ANALISIS DE LAS ACTUACIONES EN EL ESTUDIO DE CASOS

Analizaremos como los estudiantes se enfrentaron a dos problemas que fueron seleccionados
con el propodsito concreto de observar como actuaban ante la presencia de un exceso de
colisiones. El problema 1 presenta dos colisiones sobre vértice oscuro (ver Figura 2); mientras
que en el problema 2 se observa una colision en vértice claro y otra colision en vértice oscuro
(ver Figura 3).

Problema 1. En una granja, entre gallinas y conejos hay 20 cabezas y 52 patas. ;Cuantos
conejos y cudntas gallinas hay en la granja?

C Pc Tpc
Numero de cabezas = Nc = 20.
Numero de patas = Np = 52.
Conejos = C.
Ga}lhnas =QG. _ G Pg Tpg
Numero de patas por conejo = Pc = 4. [] ~ []
Numero de patas por gallina =Pg =2.
Numero de patas de los conejos = Tpc.
Numero de patas de las gallinas = Tpg.
: !
Nc © Np

Figura 2. Grafo del problema 1.

Problema 2. Tres muchachos ganaron novecientos sesenta euros. Luis gand veinticuatro euros
menos que Joan y la décima parte de lo que gand Roberto. ;Cuanto gan6 cada uno?

Dinero total ganado = T = 960.

Dinero ganado por Luis = L.

Dinero ganado por Joan =J.

Dinero ganado por Roberto = R. D
Cantidad que resta =S =24.

Cantidad que divide =D = 10.

T

Figura 3. Grafo del problema 2.
LAS ACTUACIONES EN EL PROBLEMA 1

El problema 1 se abord6 mayoritariamente de manera aritmética y ninguna pareja consiguiod
resolverlo correctamente. Unicamente la pareja formada por Angel y Javier utilizaron las
cantidades desconocidas como conocidas, pero no tuvieron en cuenta todas las relaciones
presentes en el problema.

La actuacion de Angel y Javier.
Presentamos un fragmento del didlogo que mantuvieron en el que observamos como Angel

percibe la necesidad de duplicar la cantidad Nc con la finalidad de establecer una ecuacion.

Angel: iAh! Pero es que te dice cuantos conejos y cudntas gallinas. ;No seria nimero
de conejos y nimero de gallinas? O sea total de conejos y gallinas. ;Sabes?

Javier: Si.

Javier: Seria total de conejos y gallinas...
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Angel: Total de conejos y gallinas. (Escribe en la celda A5 “total de conejos y
gallinas™.)

Javier: Veinte.

Angel: Si, pero podriamos hacer de otra manera.

Javier: (,Cémo?

Angel: Poner B1 mas B2.

Javier: Si

(Angel escribe en la celda B5 “=B1+B2".)

Angel: Y ahora... jMadre mia! Hay dos sin nimero y tendria que haber una.
(Inaudible). No sé me he liao... Es que lo de las patas seria ...

La constatacién de que “hay dos sin niimero” nos indica que Angel se ha dado cuenta de que
para resolver el problema mediante el MHEC es necesario que haya una unica celda de
referencia (una Unica celda sin nimero). En lugar de seguir buscando relaciones en el problema
para conseguir una unica celda de referencia, prefirieron intentar resolverlo aritméticamente sin
llegar a la solucidn correcta.

LAS ACTUACIONES EN EL PROBLEMA 2

Para resolver el problema 2 los estudiantes utilizaron mayoritariamente el MHEC y tres de las
parejas que emplearon este método consiguieron dar la solucidon correcta. Mostramos a
continuacion tres fragmentos en los que se observa como los estudiantes identifican la doble
colisién y como se enfrentan a ella.

La actuacion de Manel y Jorge.

En el fragmento de didlogo que presentamos se observa como esta pareja se centré en la
relacion entre las cantidades L y R para evitar la doble colision.

Manel: Luis veinticuatro euros menos que a Joan. (Escribe en la celda B2 =B3-24)

Jorge: Luis la décima parte de lo que gana Roberto... (Silencio.) También dice que tiene

veinticuatro euros menos que Joan, entonces no se pueden poner los dos... la décima

parte... al revés sera igual que por diez.

Manel: Si.

Jorge: Esto esigual a esto por diez. (Escribe =B2*10 en la celda B4 al tiempo que habla)
La estructura de relaciones y cantidades que acabaron representando en la hoja de calculo se

muestra en la Figura 4, donde entre paréntesis se especifica la celda o celdas que representan
cada cantidad.

T (BI, BS)

Figura 4. La representacion del problema 2 en la hoja de calculo segiin Manel y Jorge.
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La actuacion de Clara y Lucia.

Lucia elaboré un plan para deshacerse de la doble colision en el que podemos identificar las
siguientes partes: establecer como celdas de referencia las celdas que representan a las
cantidades J y R; eliminar la cantidad T, y con ella la relacion que producia la colision en
vértice oscuro; y duplicar la cantidad L, aquélla en la que se produce la colision sobre vértice
claro.

Clara: Ya estd. A ver. Luis gan6 veinticuatro menos que Joan.
Lucia: Vale pues. Es igual...
Clara: A esto menos veinticuatro. (Introduce =B3-24 en la celda B2)
Lucia: Y...
Clara: Joan gano la décima parte... (Silencio)
Lucia: Pues vamos a poner dos libres.
Clara: Esto es igual... No.
Lucia: Espérate. Vamos a hacer una cosa. Vamos a quitar de aqui el total y vamos a
poner Luis. (Eliminan la etiqueta de la cantidad T y la sustituyen por otra etiqueta para la
cantidad L.)
Lucia: Y tenemos que es igual también...
Clara: A la décima parte de Joan. (Al mismo tiempo que hablan escribe =B4/10 en la
celda B1)

J(B3)

5 (D R (B4)] S
L (Bl, B2)
T (BS)

Figura 5. La representacion del problema 2 en la hoja de calculo segun Clara y Lucia.

Esta pareja continud en su empefio de obtener la solucion del problema aun sin haber tenido en
cuenta todas las relaciones del problema (ver Figura 5). En coherencia con la decision de “poner
dos celdas libres” (dos celdas de referencia), generaron dos secuencias iguales de posibles
soluciones para las cantidades J y R. En el fragmento de didlogo que se presenta a continuacion,
Clara se da cuenta de que el hecho de que las dos secuencias de valores sean iguales equivale a
introducir una relacion entre las cantidades J y R que no aparecia en el problema.

Clara:  Pero entonces ;qué se supone?, /que Joan y Roberto tienen los mismas?

Lucia: No tienen los mismos. O sea no tendrian que tener las mismas. Vale me he

dado cuenta; pero es que aunque salga la misma cantidad no tiene por qué
(inaudible)... O sea...

Profesor: Queréis hablar un poco mas alto. Aunque sea la misma cantidad, ;qué?

Lucia:  Que aunque sea la misma cantidad, si el resultado de Luis no es el mismo, es
imposible que sea... Vale, y no va a dar bien.

La actuacion de Jaume y Miquel.
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En el fragmento de didlogo entre Jaume y Miquel se observa que evitan la doble colision
centrando su atencion en la relacion existente entre las cantidades L y R y entre las cantidades L

yJ.

Jaume: Dinero de Joan igual a dinero de Luis més veinticuatro. (Escriben =B2+24 en
la celda B3.)

Miquel: A mino me cuadra esto. Yo creo que seria. ..

Jaume: Espera, espera. Y dinero de Roberto... (Vuelve a leer en voz alta parte del
enunciado.) Luis gan6 veinticuatro euros menos que Roberto y la décima parte
que Joan.

Miquel: Por eso. Seria Luis igual a dinero de Joan menos veinticuatro.
Jaume: Y dinero de Roberto seria igual a dinero de Luis...
Miquel: Correcto.
Jaume: ... por diez.
Miquel: Dinero de Luis por diez.
En la Figura 6 se muestra la estructura de relaciones y cantidades que acabaron representando

en la hoja de calculo, en la que se observa como utilizaron como celda de referencia la celda que
representaba la cantidad L.

T (B, BS)

Figura. 6. La representacion del problema 2 en la hoja de calculo segun Jaume y Miquel.

CONCLUSIONES

Como conclusiones teodricas destacamos que hemos elaborado una divisién en cinco pasos
ideales del MHEC y hemos identificado las dos dificultades propias del método que su uso
plantea al resolutor: el exceso de colisiones y las referencias circulares. También hemos
definido y utilizado los grafos orientados para analizar la estructura de los problemas verbales
cuando se resuelven en el entorno de la hoja de céalculo.

Tras la ensefianza del MHEC hemos constatado que los estudiantes utilizan elementos propios
de la resolucion algebraica al enfrentarse a problemas verbales; ya que son capaces de
considerar las cantidades conocidas y desconocidas como si fueran conocidas y de utilizar la
igualdad como comparacion de dos cantidades. Ademas se aprecia una tendencia a trabajar con
las relaciones generales que se establecen entre las cantidades de los problemas.

Respecto a las actuaciones de los estudiantes ante la presencia de colisiones, hemos de indicar
que el problema 1 no proporcioné informacion, ya que ningun estudiante lo resolvio mediante el
MHEC. La unica pareja que lo intentd no consiguiod establecer la relacion no explicitada entre el
numero de conejos y gallinas, el nimero de patas por conejo y por gallina y el total de patas. Sin
embargo, de las actuaciones del problema 2 podemos concluir que los estudiantes, ante la
necesidad de resolver una colision sobre vértice claro o una colision sobre vértice oscuro,
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prefieren eliminar (o se muestran mas competentes al eliminar) las colisiones sobre vértice
claro.
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""En contra de lo afirmado por Dettori, Garuti y Lemut (2001) la hoja de calculo si que dispone de un
igual comparador.

? La conmutatividad de la que hablamos no es la de la operacién aritmética abstracta sino la del
significado en la situacion de las cantidades que se operan. Por ejemplo, en una situacion de cambio, la
adicion no es conmutativa.

3 Evitamos referirnos a los problemas como algebraicos ya que lo que puede considerarse aritmético o
algebraico es el proceso de resolucion, la lectura analitica o la ecuacion que traduce el enunciado; pero no
el problema (Puig y Cerdan, 1990).
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Resumen

Hoy dia, disponemos de una metodologia conocida como modelos de Box-Jenkins, sus creadores, la
metodologia ARIMA (Auto-Regressive Integrated Moving Average)-modelo autorregresivo integrado
de medias moviles- permite ajustar con mayor rigor una serie de datos secuenciales, superando las
técnicas clasicas por regresion y componentes de varianza, e inferir a partir del modelo determinado
valores de prondstico y/o post-intervencion experimental.

La funcion explicativa y de pronostico de la metodologia ARIMA se ejemplifica mediante su
aplicacion al estudio diacronico de las tendencias en la produccion espaniola en tesis doctorales de
Educacion Matematica y de las dreas de conocimiento mas productivas de la misma,; coadyuvando,
entonces, a la mejora de las propuestas analiticas un tanto simplistas de los modelos de crecimiento
de la ciencia propuestas por Price.

Abstract

Today, there is available a methodology, denominated by the names of its creators Box-Jenkins
models, in fact ARIMA methodology (Auto-Regressive Integrated Moving Average), which permits
more rigorous adjustments on time series of longitudinal data, overcoming the classic techniques of
regression and components of variance and inferring forecasting values and experimental post-
intervention data.

The explicative and forecasting functions of the ARIMA methodology are exemplified by its
application to the diachronic study of trends in the Spanish production of doctoral dissertations
(theses) on Mathematics Education and the areas of knowledge concerned with this research topic. So,
it is an improved analytical proposal in comparison to the scientific growth models anticipated by
Price.

INTRODUCCION

Las investigaciones de tipo longitudinal estan teniendo una importancia creciente en las ciencias
sociales y del comportamiento, siendo la base de este desarrollo los importantes estudios emprendidos
en los afios 60 (véase Keeves, 1997). En el ambito de la Educacion Matematica son muy variados, por
lo que, los mas importantes y actuales, han sido agrupados en area de interés.



164 MONICA VALLEJO, MANUEL TORRALBO y ANTONIO FERNANDEZ

Dentro del ambito del desarrollo de destrezas 16gico-matematicas destacan los estudios realizados por
Blatchford, Goldstein, Martin y Browse, (2002)"; Boaler, William y Brown, (2000)*, Safford-Ramus,
(2001)’ y Skaalvik y Valas, (1999)".

En el ambito de la investigacion en Educacion Matematica resefiar los trabajos realizados por
Nacional Science Foundation, (1982); Owens y Reed, (2000) y Suydam, (1989). Y por ultimo, citar
los trabajos realizados por la National Assesment of Educational Progress que han sido varios los
relativos a la Educacion Matematica, desde un tipo de disefio longitudinal; de entre todos ellos hemos
rescatados los de Mullis (1994) o Campbell, Hombo y Mazzeo (2000).

El uso del tiempo en los estudios longitudinales puede tratarse de dos maneras diferentes: el primero
donde el tiempo es usado como una caracteristica del tema, y el segundo, cuando se utiliza como una
sefal, una caracteristica del disefio. Un ejemplo del primer caso puede ser cuando la edad cronoldgica
se emplea como la base para la seleccion de un individuo; y del segundo, la caracteristica tiempo como
una variable alterable. Esta utilizacion del tiempo nos lleva a plantearnos 5 tipos de investigaciones
longitudinales: estudios simultaneos, estudios de intervencion, estudios de panel, estudios de tendencia
y estudios de series temporales, donde centraremos nuestra investigacion.

1. Estudios simultaneos: Dentro de esta tipologia, dos o mas estudios transversales son
realizados al mismo tiempo pero con diferentes grupos de edad en cada estudio.

2. Estudios de intervencion: Los estudios de intervencion involucran una variacion del disefio de
series temporales; pudiendo ser aleatoria la probabilidad de prueba, la distribucion de temas o
grupos de tratamiento.

3. Estudios de panel: En los estudios de panel intervienen tres variables: grupo, tiempo y edad.
Existen dos tipos de paneles: Panel tradicional, donde la muestra es fija, y en la que se miden
reiteradamente las mismas variables; y panel 6mnibus; con una muestra fija, pero las variables
son diferentes cada vez.

4. Estudios de seguimiento: Este tipo de estudios longitudinales tiene sus origenes en la
Psicologia del desarrollo; y asumen que el desarrollo humano es un proceso continuo,
evaluable en una serie de momentos o intervalos de tiempo apropiados, intervalos que no
tienen porqué ser iguales. De este modo, el desarrollo puede examinarse de una manera valida
con el analisis de estos intervalos temporales.

5. Estudio de tendencias: Son estudios que describen actitudes y opiniones, con personas
diferentes (muestras distintas procedentes de poblaciones distintas), utilizandose
mayoritariamente en pruebas de aprovechamiento, de aptitud escolar, verbal, etc.

Una clasificacion de los diversos estudios longitudinales nos la ofrece el siguiente cuadro extraido de
Fernandez Cano (2004).

! Sobre la relacion ratio y desempefio.

2 Sobre éxito fracaso escolar.

3 Sobre Educacion Matematica de adultos.

* Sobre la relacion entre rendimiento, autoconcepto y motivacion.
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Tabla 1. Clasificacion de estudios longitudinales (Est.)

Misma Misma Tratamiento | Observaciones | Misma

muestra | poblacion | experimental sucesivas variable
Est. simultaneos NO NO NO NO SI
Est. experimental de
intervencion: serie SI SI SI SI SI
temporal
Est. Expei.’z’mental de CASO ) S S S
intervencion N= 1
Est. cuasi-experimental NO SI SI S S
de cohortes
Est. observacionales de NO Sl NO S S
cohortes
Est. de panel clasicos SI SI NO SI NO
Est. de panel omnibus SI SI NO SI NO
Est. de seguimiento CASO - NO SI SI
Est. de tendencias NO NO NO SI SI

Fuente Fernandez Cano (2004).

Estudio de series temporales: Concepto general.

El estudio de las series temporales se constituye como una de las técnicas mas habituales que se
emplean para prever los fenémenos de cualquier naturaleza, utilizdndose con el propdsito de describir
la “historia” de una determinada variable o variables (Rodriguez Morilla, 2000). Esta finalidad
principal se puede dividir en dos objetivos basicos:

1. Extraer las regularidades que se observan en el comportamiento pasado de la variable,
obteniendo el mecanismo que genera para, en base a ello, tener un mejor conocimiento de la
propia variable.

2. Predecir el comportamiento futuro de la misma reduciendo la incertidumbre.

Asi, podemos definir a la serie temporal como una sucesion de observaciones correspondientes a una
variable en distintos momentos de tiempo; por lo general, seran en intervalos de tiempo regulares y de
duracion constante. De este modo, las series temporales se contraponen a las denominadas
transversales o de seccion cruzada, que recogen el comportamiento de una variable para diferentes
elementos, pero relativos a un mismo momento temporal, al igual que a los datos de panel, que
combinan datos de serie temporal y de corte transversal; proporcionando observaciones relativas a
distintos elementos en diversos momentos de tiempo (Rodriguez Morilla, 2000).

La sistematizacion de las diferentes metodologias empleadas en el tratamiento de una serie temporal
puede hacerse basandose en criterios diversos, que dan lugar a enfoques duales como los que apunta
Alvarez (2001): Determinista versus estocastico, Univariante versus multivariante y Dominio
temporal versus frecuencial.

Componentes de una serie.

Los componentes mas importantes de una serie temporal serian:

1. Tendencia: Movimiento de larga duracion que indica la marcha general y persistente del
fenomeno, siendo el componente que refleja la evolucion de la serie a largo plazo.



166 MONICA VALLEJO, MANUEL TORRALBO y ANTONIO FERNANDEZ

2. Variacion estacional: Componente causal debida a la influencia de ciertos fenomenos que se
repiten periddicamente.

3. Variacion ciclica: Componente de la serie que recoge las oscilaciones periddicas de amplitud
superior a un afio. Son movimientos irregulares alrededor de una tendencia regular en donde, a
diferencia de las variaciones estacionales, el periodo y la amplitud son variables.

4. Variacion aleatoria, accidental o errdtica: Movimiento de tipo causal que no muestra ninguna
regularidad y, en consecuencia, no seria posible su prediccion. Dentro de esta componente se
distinguen aquellas irregularidades cuyas causas se pueden identificar (factor erratico) y tales
atribuibles al azar (factor aleatorio).

En suma, digamos que en una serie no tienen por qué estar presenta todas las componentes, sino que
segun el fendomeno estudiado algunos componentes dejaran de tener sentido.

El enfoque moderno de series temporales: Modelos ARIMA

El estudio clasico o descriptivo de las series temporales se ha venido utilizando desde la segunda
mitad del siglo XIX; pero en 1970, con los trabajos de Box, profesor de Estadistica de la Universidad
de Wisconsin, y Jenkins, profesor de Ingenieria de Sistemas de la Universidad de Lancaster, se
produce un avance respecto a los modelos de series temporales, apareciendo lo que conocemos como
metodologia ARIMA o modelos Box-Jenkins (véase Box y Jenkins, 1970). La edicion mas reciente de
tales desarrollos ARIMA esta localizable en Box, Jenkins y Reinsel (1994). Esta metodologia esta
basada en la teoria de los procesos estocasticos, proporcionando mejores resultados, sobre todo, en las
predicciones a corto plazo.

Lo importante es que para utilizar la metodologia Box-Jenkins, se debe tener una serie de tiempo
estacionaria o una serie de tiempo que sea estacionaria después de una o mas diferenciaciones.

Fases de la metodologia ARIMA.

El proceso en la determinacion de un modelo ARIMA consta de cuatro fases o etapas, que se aplican
de manera iterativa hasta alcanzar el resultado mas satisfactorio:

1? Fase. Identificacion: Consiste en proponer un modelo ARIMA para representar el proceso que ha
generado las observaciones. Se trata de determinar los valores (p, d, q).

2% Fase. Estimacion: Identificados los valores de (p, d, q), la siguiente etapa es estimar los parametros
autorregresivos y de media movil incluidos en el modelo. Este calculo puede hacerse a través de
minimos cuadrados simples o con métodos de estimacion no lineal; aunque, actualmente, esta labor se
lleva a cabo a través de rutinas en diversos paquetes estadisticos.

3? Fase. Validacion: El modelo estimado debe representar adecuadamente el proceso que se supone
ha generado las observaciones, ya que es posible que exista otro modelo ARIMA que también lo haga.

4 Fase. Prediccion: Una de las razones de la popularidad del proceso de construccion de modelos
ARIMA es su €xito en la prediccion. En muchas ocasiones, las predicciones obtenidas por este método
son mas contables que las obtenidas en la elaboracion tradicional de modelos, particularmente para
predicciones a corto plazo.

ANALISIS DE DATOS

Como ejemplificacion de un andlisis de series temporales aplicando el modelo ARIMA,
seleccionamos la produccion espafiola de tesis doctorales de Educacion Matematica durante el periodo
1975-2002 y los departamentos universitarios donde se han realizado tales trabajos.
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1. Productividad General.

La serie temporal de la productividad general de tesis doctorales, se recoge en el siguiente cuadro-
resumen:

Tabla 2. Desarrollo diacronico anual de la produccion general

ANOS | 1975

Tesis 1

Aiios 1976 1977 1978 1979 1980 1981 1982 1983 1984
Tesis 2 2 1 1 0 2 3 1 0
Aiios 1985 1986 1987 1988 1989 1990 1991 1992 1993
Tesis 2 7 4 7 6 6 17 11 8
Aiios 1994 1995 1996 1997 1998 1999 2000 2001 2002
Tesis 16 15 16 18 21 15 20 28 18

El examen descriptivo de la produccion de tesis doctorales en Educacion Matematica durante el primer
decenio (1975-1985) muestra un fuerte caracter esporadico; leyéndose una media de 1 6 2 tesis
doctorales al afio. En afos posteriores, la produccion aumenta de manera considerable y paulatina.

Produccién General®W Trienios

70
60 +
50 +
40 -
30
20 -
10 +
0 : : i : : ! ! !
1975 1976- 1979 1982~  1985- 1988- 1991- 1994- 1997-  2000-
1978 1981 1984 1987 1990 1993 1996 1999 2002

N° de tesis

Figura 2. Anélisis longitudinal de la produccion general seglin trienios.

Este presenta semejanzas con lo estimado por Price (1986) para la ciencia en general, el cual
determind que la informacion cientifica durante un periodo de 10-15 afios llegaba a duplicarse
creciendo, por tanto, a un ritmo muy superior al de otros procesos o fendomenos sociales (véase
Fernandez Cano, Torralbo y Vallejo, 2004).

Este crecimiento acentuado de la produccion parece disminuir en el ultimo afio del estudio en donde
las 28 tesis doctorales realizadas en el 2001 se reducen a 18 en el 2002.

Para conocer si la produccion de tesis en educacion Matematica ha llegado a esa etapa de saturacion,
explicitada por Price, o alin, se encuentra en un periodo de crecimiento; realizamos el ajuste a distintos
modelos de crecimiento: Modelo ARIMA y modelos clasicos y un analisis prospectivo del mismo.

A. Ajuste.

Una vez realizado el analisis descriptivo de los datos obtenidos, efectuamos el ajuste a los siguientes
modelos:

A. Modelo ARIMA (3,1,3) con ajuste matematico de Box-Cox

B. Media constante = 8,85
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C. Tendencia lineal: -1745,64 + 0,88 t

D. Media mévil simple de 5 términos

E. Alisado simple exponencial con alpha = 0,50

Model MSE

(A) 6,26139
(B) 63,9788
(C) 11,7357
(D) 18,993
(E) 15,1779

(n) 2,50228
(B) 7,99868
(C) 3,42574
(D) 4,3581
(E) 3,89589

1,61736
6,96939
2,67648
3,34783
2,68308

0,130363
-3,17207E-15
-4,87229E-14
2,54783
1,36429

RUNS RUNM AUTO MEAN VAR

* k k

OK OK OK
* Kk Kk K,k Kk kkx
OK OK OK
OK * ok * ok
* OK * kK

Esta busqueda nos determina que el modelo 6ptimo de ajuste para la produccion general es un modelo
ARIMA (3,1,3) con ajuste matematico de Box-Cox, con un error medio cuadratico (MSE) de 6,26.
Con respecto a los modelos denominados clasicos, la produccidon general se ajusta a un modelo de
tendencia lineal cuya funcién es: y = -1745,64 + 0,88 ¢, donde y es la produccion (n°® de tesis) y ¢,

tiempo en afios.

N° de tesis

N° de tesis
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37

27

Produccion general
ARIMA(3,1,3) with constant

F ] = actual

E Mv = forecast

F - 4 —— 95,0%linits

C T E

1970 1980 1990 2000 2010
Modelo clasico
Linear trend =-1709,28 +0,863985 t

E / B = actual
- - = forecast
F 4 —— 95,0% limits

1970 1980 1990 2000 2010

Figura 3. Modelo grafico ARIMA y Clasico de la productividad general.

B. Pronosticos.

Determinado que el mejor ajuste plausible es un modelo ARIMA, este mismo nos proporciona los
datos-pronosticos a esperar en un periodo de tiempo de 7 afios. Los resultados son:
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Tabla 3. Valores-pronosticos de la produccion general en los siete afios siguientes

4 o LIMITE INFERIOR | LIMITE SUPERIOR
PRONOSTICOS N° DE TESIS 95,0% 95,0%
2003 22 16 28
2004 26 17 32
2005 23 17 29
2006 23 16 34
2007 27 17 37
2008 27 17 37
2009 27 17 39

* Las cifras han sido redondeadas

El analisis de ajuste y prospectivo, representado en la figura 3, determina que la producciéon de tesis
doctorales en este campo va a continuar aumentando a lo largo de este periodo hasta un maximo de 27
tesis doctorales; oscilando este pronostico en unos limites inferior (situacion mas pesimista) y superior
(situacidon mas optimista), al 95% de confianza, de 17 y 39 tesis doctorales (valores maximos de tales
limites).

Estos resultados parecen determinar que el crecimiento no ha sido acelerado (exponencial) y atn no se
ha llegado al nivel de saturacion (logistico). El hallazgo de que el crecimiento se ajuste (segundo
mejor ajuste) a una recta de pendiente crecimiento (a = 0,88; arco-tangente de a = 41°) es propio de
series reducidas y de bajo tamaiio muestral.

Price (1986) obtiene su modelo de crecimiento exponencial-logistico trabajando con un gran volumen
de datos. Aun sin verificar el modelo de Price, el hallazgo es de una relevancia insoslayable que
muestra la fertilidad del campo de la Educacion Matematica.

1I. Centro de realizacion o Departamento

La diversidad de departamentos de lectura obligd a establecer una agrupacion relativa a los mismos, en
funcion de la relacion con la Educacion Matematica. Las categorias que se establecieron fueron:
Generalistas, Especialistas, Psicologicos, Matematicos y Otros..

Segun esta clasificacion, podemos obtener un desarrollo diacronico de cada una de estas categorias,
destacando que las primeras tesis doctorales se efectuaron desde departamentos generalistas (1975) y

psicologicos (1976). (Ver tabla 4).

Tabla 4. Desarrollo diacronico anual de la produccion segun centro de realizacion

REALIZACION PERIODO REALIZACIONES | TOTAL
Generalistas 1975-1977, 1979, 1981, 1985-2002 23 88
Especialistas 1983, 1989, 1991-2002 14 81
Psicologicos 1976, 1982, 1985-1986, 1988, 1991-2002 17 51
Matematicos 1989, 1992, 1994, 1997-2002 10 12
Otros 1978, 1980-1981, 1989-1991, 1994-2001 14 16

Se constata que los departamentos generalistas cuentan con una mayor tradicion/antigiiedad
investigadora, comenzando su produccion en 1975 y manteniéndola a lo largo de 23 afios. Por el
contrario, los departamentos especialistas empiezan a realizar tesis doctorales en los afios 80,
concretamente en el afio 1983; aunque su produccion no tendra un caracter continto hasta el afio 1991.
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Para obtener un conocimiento mas detallado de cual ha sido la evolucion de estas categorias
establecidas, se han representado tales periodos de produccion en la figura 4. En esta figura podemos
observar como la realizacion de tesis doctorales en departamentos generalistas fue mayoritaria hasta el
afio 1991; pudiéndose considerar éste el afio de despegue de la investigacion del area de conocimiento
de la Didactica de la Matematica. Y es por ello por lo que, a partir de este momento, los departamentos
especialistas comienza a tener un crecimiento exponencial muy acentuado, que continua hasta la
actualidad.

Con respecto a los departamentos psicologicos podemos decir que han tenido una gran influencia y
representatividad en la realizacion de tesis doctorales sobre Educacion Matematica, influencia que se
ha sostenido casi constante con el paso del tiempo.

Por ultimo, mencionar que los departamentos matematicos y los denominados otros, han mantenido un
escaso aporte a lo largo del periodo analizado.

Cuatrienios

45 . . . . . . T
40 + 1
35} ]
% 30 | J
é 25 | 1
o 20 + 1
@ L ]
g 15
z 10+ 1 —— Generalistas
5t 1 - = - Especialistas
O 1 --~+-- Psicolégicos
-5 s . . L . L L —— Matematicos
1975-1978 1983-1986 1991-1994 1999-2002 —s+  Otros
1979-1982 1987-1990 1995-1998

Figura 4. Produccion de tesis doctorales segun centros de realizacion (1975-2002).

A. Ajuste.

El ajuste se realizara unicamente sobre las dos primeras categorias establecidas, por ser ambas las mas
productivas en la realizacidén de tesis doctorales. En el caso de los departamentos generalistas, los
modelos de verificacion/ajuste tendrian los siguientes valores:

A. ARIMA (4,2,4) con ajuste matematico de Box-Cox

B. Media constante = 3,14
C. Tendencia lineal: -445,28 + 0,23 t
D. Media moévil simple de 5 términos
E. Alisado simple exponencial con alpha = 0,32
Model MSE MAE MAPE ME MPF,
(2) 3,26316 1,11621 0,0604121
(B) 6,71958 2,16327 3,48927E-16
(©) 3,40461 1,44198 -3,85723E-14
(D) 4,56 1,6 0,626087
(E) 4,39495 1,40939 0,518129
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Model RMSE RUNS RUNM AUTO MEAN VAR
(A) 1,80642 OK OK OK OK OK
(B) 2,59221 OK e *x ***  OK
(C) 1,84516 OK OK OK OK OK
(D) 2,13542 OK OK OK OK *x
(E) 2,09641 OK OK OK OK OK

La produccioén de tesis doctorales por parte de los departamentos generalistas se ajusta a dos modelos
con unas diferencias minimas y ratificando todos los supuestos del anélisis de series temporales.

Estos modelos: ARIMA (4,2,4) con ajuste matematico de Box-Cox en este caso, al contrario que en
otras variables anteriores, se ha tenido que diferenciar dos veces para hacer la serie estacionaria; y al
modelo clasico de tendencia lineal y = -445,28 + 0,23 ¢. De estos dos modelos se selecciona el modelo
ARIMA, como mejor modelo de ajuste, con un error menor (MSE = 3,26).

Este modelo determina un crecimiento desigual en la produccion de tesis doctorales con amplias
fluctuaciones anuales, que se producen igualmente a los limites superior e inferior (al 95% de
confianza) delimitados por este modelo.
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F ] — 9%50% limits
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1970 1980 1990 2000 2010 2020
Modelo clasico
Linear trend =-445,276 + 0,225506 t
15
= actual
12 / forecast

——— 95,0% linits

N° de tesis

o)
~
S
)
3
S
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S | N T T |
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Figura 5. Modelo grafico ARIMA y Clasico de la produccion generalista.
En el caso de los departamentos especialistas, el ajuste a los modelos seria:

A. ARIMA (2,2,6) con ajuste matematico de Box-Cox

B. Media constante = 2,89

C. Tendencia lineal: -805,24 + 0,41 t

D. Media moévil simple de 5 términos

E. Alisado simple exponencial con alpha = 0,56
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Model MSE MAE MAPE ME MPE

(B) 1,03541 0,644639 0,0244612

(B) 16,0251 3,22704 -1,14194E-15

(C) 5,03552 1,69916 4,06024E-14

(D) 6,1513 1,64348 1,31304

(E) 4,32299 1,29144 0,626807
Model RMSE RUNS RUNM AUTO MEAN VAR
(B) 1,01755 OK OK OK OK  OK
(B) 4’00314 * x * * Kk * * Kk k * % % * % K
(C) 2,244 * % * *%x  OK  OK
(D) 2,48018 OK OK OK OK  ***
(E) 2,07918 **kx 0K OK * Kk

La produccién en este tipo de departamentos se ajusta, de manera concluyente, al modelo ARIMA
(2,2,6) con ajuste matematico de Box-Cox, seguido del modelo alisado simple exponencial con alpha

0, 56 .
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Figura 6. Modelo grafico ARIMA y Clasico de la produccion especialista.

Si se comparan las pendientes de regresidon, segun ajuste, al modelo lineal se observa como la
tendencia de crecimiento de los departamentos especialistas (¢ = 0.41, con una arcotangente a = 22,1°)
es mas pronunciada que la de los departamentos generalistas (¢ = 0,22, con una arcotangente a =
12,4°). Para ratificar estos datos obtenidos y arrojar mayor claridad sobre cudl serd la tendencia de
crecimiento de ambos tipos de departamentos, el analisis prospectivo aportara los valores cuantitativos
a esperar para los proximos siete afios.

B. Pronosticos.

Como determinamos anteriormente, tanto los departamentos generalistas como los especialistas
manifiestan un crecimiento con importantes fluctuaciones en sus valores pronosticos, dificultando,
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este hecho, determinar patrones de crecimiento con cierta regularidad.

Tabla 5. Valores-pronoésticos de la produccion en centros generalistas y especialistas

PRONOSTICOS CENTROS LIMITE LIMITE
Generalistas Especialistas INFERIOR SUPERIOR
95,0% 95,0%
2003 1 17 0 13 4 20
2004 8 20 3 17 13 24
2005 7 10 2 7 13 14
2006 5 22 0 16 11 28
2007 7 30 1 23 13 36
2008 2 13 0 8 9 19
2009 8 28 0 20 16 37

Tales oscilaciones anuales, nos llevan a realizar una agrupacion trienal, semejante a la del analisis
descriptivo, a través de la cual inferimos una tendencia de estabilizacion en el caso de los
departamentos generalista (valor medio de 14-15 tesis doctorales), algo que se habia hecho explicito
en el primer analisis realizado. Por el contrario, los departamentos especialistas marcan un
crecimiento continuo, cuyos maximos limites de crecimiento (inferior y superior) estarian en 23 y 37
tesis doctorales respectivamente; por lo tanto, se confirma el resultado obtenido a través de las
pendientes de regresion, corroborando que el patron de crecimiento serd mayor en departamentos
especialistas que en los generalistas y con una tendencia mas acusada.

CONCLUSIONES
- Necesidad de realizar estudios longitudinales para analizar la produccion cientifica, ya que los
estudios longitudinales permiten hacer inferencias cualificadas que superan la inmediatez de los

hallazgos propios de los estudios transversales.

- La metodologia ARIMA es un modelo analitico potente que permite realizar prondsticos ajustados,
sobre datos de disefos longitudinales.

- La investigacion espafiola en Educacion Matematica, a nivel de tesis doctorales, se manifiesta como

un campo fértil de indagacion ajustado a un modelo de crecimiento lineal; aunque los pronésticos
obtenidos por la metodologia ARIMA manifiestan que seguira creciendo en un futuro a medio plazo.
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Reconstruccion del concepto de limite:
estudio de un caso’

Rosa Elvira Paez Murillo

Universidad Francisco de Paula Santander, Cucuta-Colombia

Resumen

El objetivo de este estudio fue investigar la reconstruccion del concepto de limite en estudiantes de
posgrado en un ambiente de aprendizaje cooperativo, debate cientifico y autorreflexion. Disefiamos
veintidos actividades, las cuales se desarrollaron durante catorce sesiones de dos horas y media cada
una. La dinamica consistio en impulsar primero, la participacion activa de los estudiantes a través de
pequerios grupos, para la resolucion de las tareas incluidas en las actividades diseiadas. En segundo
termino, todos los miembros del grupo participaban en el debate cientifico, para revisar y analizar los
enfoques de los equipos. Y tercero, se pedia al estudiante que fuera de clase llevara a cabo una
reflexion de las tareas desarrolladas en el salon. En este articulo presentaremos aspectos generales
de la investigacion y un caso especifico con uno de los alumnos.

Abstract

The aim of this study was to investigate students’ reconstruction of the limit concept in a scientific
debate/cooperative learning environment. We design twenty-two activities, which developed during
fourteen sessions of two hours and a half each one. The dynamics consisted of stimulating first, the
active participation of the students in a discussion in small groups, for the resolution of the tasks
included in the designed activities. In the second term, all the members of the group were taking part
in the scientific debate, to check and to analyze the approaches of each team. And third, it was asked
the student to reflect about the tasks developed in the classroom. In this article we will present general
aspects of the investigation and a case study.

Introduccion y Marco Teorico

La historia de las ideas matematicas nos muestra que el concepto de limite es complejo. Manifestacion
de ello es: la definicion de limite en términos de €y 6 es el resultado de mas de cien afios de ensayo y
error, e incorpora en unas pocas palabras el fruto de un esfuerzo persistente para dotar a este
concepto de una base matemadtica solida... Sin embargo, una comprension clara y una definicion
precisa de los limites estuvieron bloqueadas durante largo tiempo por una dificultad aparentemente
insuperable. (Courant y Robbins, 1941, p. 342 en la ed. en espafiol). De la misma manera, la historia
nos revela los obstaculos que tuvieron determinados matematicos para entender y formalizar el
concepto de limite (véase por ejemplo, Cajori, 1915; Grattan-Guinness, 1970; Bell, 1940); de ahi
entonces que dificultades también se presenten en el aula. En este contexto, nuestro interés se enfocod

" Los resultados descritos en este reporte de investigacion son parte de uno de los 17 casos analizados en la tesis
doctoral dirigida por el Dr. Fernando Hitt (Cinvestav-IPN).
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en investigar dificultades de aprendizaje y procesos de construccion o reconstruccion del concepto de
limite, en estudiantes de posgrado que han ejercido como profesores de matematicas y/o de calculo.

Investigadores en educacion matematica, como Cornu (1981 y 1994), Sierpinska (1985, 1987 y 1988),
Tall y Schwarzenberger (1978) y Hitt y Paez (2001, 2003, 2004), entre otros, se han preocupado por
identificar la problematica relativa a las dificultades que tienen los estudiantes en la construccion del
concepto de limite. Cornu y Sierpinska han relacionado estas dificultades con aspectos historicos del
concepto de limite, estableciendo asi obstaculos de corte epistemologico.

Nuestra investigacion estd enmarcada desde una perspectiva de la construccidon de conceptos,
fundamentada en la teoria de representaciones semioticas (Duval, 1998; Hitt, 2003). En particular,
consideramos de suma importancia las producciones semidticas de los estudiantes en el proceso de
construccion del concepto de limite. Otro aspecto esencial fue la posibilidad de detectar en ellos
procedimientos que reflejen cierto tipo de conocimiento; al que identificamos como una concepcion’
en el sentido de Duroux (1983). Este conocimiento funciona localmente y dependiendo de la situacion
el estudiante puede resolver un problema y en otras situaciones, ese conocimiento, promueve el error.

Para fines de la investigacion, tomamos como concepcion el conocimiento del alumno con respecto a
un concepto, util en determinadas situaciones matematicas y en otras genera fracaso. Este
conocimiento funciona en el estudiante como una unidad, cada vez que se enfrenta a un problema, y se
manifiesta a través de sus producciones semioticas. Algunas concepciones provocaran un obstaculo
epistemologico en el sentido de Brousseau (1983) y Sierpinska (1985). Un ejemplo de una concepcion
que se vuelve obstaculo es el siguiente: en un estudiante de primer semestre de universidad (ver Paez,
2001) identificamos que tiene la concepcion de limite como sustitucion, cuando en un ejercicio de la
forma lim ~/x+1 responde que el limite es dos porque sustituye. Esta concepcion le permite
x—3

encontrar la respuesta, cuando las funciones son continuas. Pero, en el caso contrario los conduce a un
error, como en el ejemplo utilizado de una representacion grafica de una funcion discontinua, donde
prevalece la sustitucion y si el punto de discontinuidad es a, afirma que el limite cuando x tiende a a es
f(a).

Las preguntas de investigacion que rigieron este estudio fueron: ;Qué concepciones de limite
presentan algunos estudiantes de posgrado? y ;Qué avances con respecto al proceso de construccion o
de reconstruccion del concepto de limite se pueden observar en los estudiantes de posgrado, frente a
situaciones no rutinarias en un ambiente de aprendizaje cooperativo, debate cientifico y
autorreflexion?

Metodologia

Los sujetos que participaron en el estudio son diecisiete estudiantes de una maestria de educacion
matematica que han ejercido como profesores de matematicas y/o de calculo.

Para lograr el objetivo propuesto de esta investigacion, disenamos veintidos actividades, las cuales
incluian diferentes representaciones del concepto de limite (grafica, numérica, algebraica y en lenguaje
natural). Para su resolucion necesariamente se verian obligados a realizar procesos de conversion entre
representaciones. Por ejemplo, en la actividad No. 7 el estudiante tiene que integrar las dos
representaciones, la geométrica y el lenguaje natural, para comprender el problema. Luego, para su
solucion es indispensable un cambio a la representacion algebraica.

2 Duroux (1983) define este término como un saber local que se produce cuando se privilegian ciertas
situaciones, en menoscabo de otras, en la adquisicion del conocimiento. Por lo tanto, una concepcion es operante
sobre una parte de lo que Vergnaud designa como campo conceptual y por ende presenta necesariamente
insuficiencias.
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Actividad No. 7

Partiendo de un cuadrado grande, trace otro al interior
desplazando sus vértices como se indica en la figura: cada
vértice esta sobre un lado del primer cuadrado a una distancia
igual a 1 cm de su vértice. Dibuje otro cuadrado siguiendo el
mismo proceso y después otro mds y asi sucesivamente.

a. ;Hasta donde se puede realizar esta construccion?

b. Compare este problema con el de los cuadrados construidos
en los puntos medios de los lados de cada uno de los
cuadrados.

c¢. Compare este problema con el de los hexdgonos y
dodecagonos.

La actividad esta disefiada para discernir dos posiciones, para unos es un proceso finito y para otros se
trata de un proceso infinito ligado al infinito potencial (ver Paez, 2004). La controversia se podra
resolver cuando pasen al terreno algebraico. De hecho, el paso a la representacion algebraica se
presenta como necesario para poder argumentar a favor o en contra, ya que en el ambito perceptivo, la
discusion no podria ir muy lejos. Es importante sefialar, que con este problema, la propiedad de iniciar
con un cuadrado e ir construyendo otro cada vez, el limite es también un cuadrado. En otros
problemas se habia llegado a la conclusidon que el limite era un punto (actividades con cuadrados y
hexagonos).

Las actividades se desarrollaron durante catorce sesiones de dos horas y media cada una. La
metodologia utilizada en el desarrollo del curso fue la del debate cientifico (Alibert y Thomas, 1994;
Legrand, 2001) en un ambiente de aprendizaje cooperativo (Hagelgans, et. al, 1995) y de reflexion
personal.

Para seguir las indicaciones de la metodologia del aprendizaje cooperativo, con respecto a la
conformacion de los grupos y con relacion al nivel académico, aplicamos un cuestionario diagndstico.
De acuerdo a los resultados, clasificamos a los estudiantes de posgrado segiin su desempefio, en tres
tipos:

1. Los estudiantes que demostraban afirmaciones no contradictorias en sus respuestas y buen
desempefio en general.

2. Los estudiantes que planteaban afirmaciones contradictorias en sus respuestas.

3. Los estudiantes que mostraban limitaciones en su conocimiento pero sin contradicciones en sus
repuestas.

Una vez realizada la clasificacion procedimos a formar los equipos de trabajo, incluyendo un miembro
de cada uno de los tres grupos y procurando que en cada uno hubiese estudiantes cuya formacion
inicial fuese de matematica o de ingenieria.

En cada sesion, habia un tiempo para que los miembros de los pequefios grupos discutieran y
desarrollaran la o las actividades planteadas. Estas fueron disefiadas para fomentar la participacion
activa dentro de los equipos. En ellos, cada uno asumiria un rol diferente por sesién. Por ejemplo, uno
manejaria la calculadora; otro, asumiria el papel de redactor y un tercero de expositor. La finalidad,
permitir la interaccion entre ellos.

Cuando llegaban a “un consenso” cada equipo, pasabamos a la discusion general aplicando nuestro
punto de vista particular de la llamada metodologia del debate cientifico, en el sentido de Alibert y
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Thomas (1994) y Legrand (2001). La discusion general ayudaba a reafirmar o a cambiar la posicion
que tenia cada uno dentro de sus pequefios grupos. Al final de cada sesion, los equipos debian de
entregar todos los ensayos realizados en la busqueda de la solucion del problema y a la siguiente clase
entregar un informe individual (fase importante de reconstruccion individual de lo realizado en el
pequeiio grupo y en el debate). En la tltima sesion los estudiantes presentaron un examen escrito y una
semana después se les hizo la entrevista.

En resumen, los pasos importantes que seguimos en nuestra metodologia son los siguientes:

e Los estudiantes trabajaban sobre las tareas en pequefios grupos, en un ambiente de aprendizaje
cooperativo.

e Los alumnos participaban en una discusion plenaria con la totalidad de la clase en un ambiente de
debate cientifico. Luego, entregaban todo lo que habian realizado en la sesion (las diferentes
propuestas, dibujos, etc.).

e Los estudiantes reexaminan la actividad (en una reflexion personal de reconstruccién como tarea)
basado sobre sus trabajos previos (discusion en los pequefios grupos y con la totalidad de la clase).

e Los alumnos presentaron un examen final y participaron en una entrevista personal.

Resultados y discusion

Como ya lo sefialamos, estamos interesados en presentar un caso: el de “Pedro”, cuya formacion
inicial es la de licenciado en matematicas y fisica. Mostraremos brevemente el trabajo realizado por
este estudiante, especialmente en el examen y en la entrevista.

a. Cuestionario diagnostico y sesiones de clase: Pedro inici6 con deficiencias en el concepto de
funcion, por ejemplo, dificultades para identificar el dominio y el rango, graficar funciones
racionales y realizar cambios de registro. Aunque estaba inmerso en un ambiente de aprendizaje
cooperativo y debate cientifico, a lo largo de las sesiones fueron evidentes las concepciones y
dificultades que presento. Por ejemplo, la concepcion de que para cada epsilon basta tomar el delta
igual a epsilon. Concepcion que mantuvo a pesar de los ejemplos, explicaciones del profesor y del
trabajo en pequefos grupos. Esta estrategia funciona para algunos casos (por ejemplo,
f (x)zx—i—c siendo c una constante). La dificultad estriba en que él pretende aplicar esta

estrategia en todos los casos. Es importante sefialar que en su desempefio prevalecié una tendencia
a participar poco con respecto al trabajo en grupo, €l no estaba acostumbrado a una metodologia
como la utilizada y no se integré plenamente a su pequefio grupo de discusion; sin embargo,
participaba en el debate regularmente.

b. Examen: En una de las preguntas del examen se le solicitd que proporcionara una definicion de
limite. Pedro suministré las siguientes (ver Figura 1a):
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Como podemos observar, en la definicion de limite de una funcion, cambid el orden de la implicacion,
esto es, afirmé que ‘f(x)—L‘ <ge=> ‘x—a‘ < 0. Este fue un error muy comun de los estudiantes que
proporcionaron una definicion incorrecta. Pensamos que el error puede provenir de la forma en como
se presenta la definicion. Por ello revisamos algunos libros de calculo e identificamos como expresan

la definicion de limite de una funcion en un punto. En el calculo de Leithold (1982), Spiegel (1978),
Kitchen (1986), Larson y Hostetler (1986), y Stewart (1999), la muestran asi:

“.. ‘ f (x)— L‘ < ¢ siempre que 0 < ‘x - a‘ <87, la cual podria generar justamente esa dificultad de

cambiar el orden de la implicaciéon, de ahi, que algunos estudiantes piensen que
“. ‘f(x)— L‘ <g=> ‘x - a‘ <0 ”. Creemos que la mejor manera, desde un punto de vista educativo, de

definir el limite de una funcién en un punto, es como aparece en los libros de calculo de Spivak
(1999), Stein (1982), Swokowski (1982), y como la presentamos en el curso, es decir, de la forma si

p=>q (“..si 0<‘x—a‘ <O entonces ‘f(x)—l‘ <eg”).

Retomando el andlisis de la definicion que proporciond Pedro en el examen, podemos conjeturar que
se aprendi6 una definicion de memoria y al quererla recordar, recupera solo algunas partes de ésta. Es
evidente que no construyd una articulacion entre la definicion y otro tipo de representaciones que le
pueda ayudar a no olvidar la definicion.

Es interesante el hecho que después de cometer este error, proporciona la definicion del limite de una
sucesion colocando correctamente el orden de la implicacion. Puede ser que se deba a que en el curso
se enfatizd mas en sucesiones o se aprendid bien la definicion.

En la segunda parte del examen se le pidi6 trazar una grafica de la funcién f que cumpliera las
siguientes condiciones:

a. lim f(x)=0 b. lim f(x)=-1 c. lim f(x)=1
x—2" x—0" x—0"

d in;r flx)=1 e. f(2)=1 f. £(0) = no esta definido
X

Pedro dibuj6 una grafica que cumplia solo con las condiciones a), b) y €). O mas bien, marcé puntos y
los unié con una linea recta (ver Figura 1b). El que no haya podido construir la funcion solicitada es
indicio que tiene dificultades para pasar del registro algebraico al grafico.
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En la representacion grafica, el marcar con puntos el lim f (x): 0Oy lim f (x): —1, es una
x—>2 x—07"

sefial para considerar que Pedro posee la concepcion de limite como una simple sustitucion. Es decir,

considera el limite como el valor que toma la funcion, en el punto que se esta analizando, sin importar

si la funcion es continua o no (el limite es el valor que se obtiene al sustituir a en la funcion f(x).

lim f (x): f (a)). En ello, no hay un analisis del comportamiento de la funcion en vecindades que
xX—>a

contengan al punto. Es el reflejo de considerar el proceso al infinito como una simple sustitucion.
Concepcion que conduce a una respuesta correcta, cuando la funcion es continua, pero en el caso
contrario lleva a una respuesta erronea.

Esta conjetura sobre su concepcidn la hemos podido corroborar con uno de los ejercicios siguientes

que se le propuso en el examen. Se le preguntd6 por el lim f (x) donde
xX—>a

1 si x es entero , o o o . )
f(x)= . . El escribi6 que por unicidad del limite no existe. Esta
0 S1 X no es entero
considerando que hay un limite para los x enteros y uno para los x no enteros. Supone la existencia de
dos limites, porque sustituye el valor @ en cada una de las expresiones que componen la funcion.
Ademas, hace una mala interpretacion del teorema: “Una funcidon no puede tender hacia dos limites
diferentes en a” (Spivak, 1999, p. 120).

Del mismo modo se hace evidente que Pedro interpreta mal el siguiente teorema: “Suponga que la
funcion f'esta definida en una vecindad perforada del punto a. Entonces el lim f (x) existe y es igual
x—a
al namero L si y solo si los limites laterales lim f (x) y lim f (x) existen y son iguales a L
x—a xX—a
(Edwards y Penney, 1994, p.75)”. Pedro no se percata que L debe ser un ntimero real, afirma que si
existeel lim f(x) cuando lim f(x)=+00= lim f(x).
x—c x—ct x—c

c. Entrevista: La entrevista fue de tipo semi-estructurada. Alli se le solicitd que proporcionara un
ejemplo de una sucesion convergente y de una divergente. El inicid6 con una divergente y
suministré las definiciones de convergencia y no-convergencia (ver Figura 2a). Como en la
definicion de convergencia olvidd hacer explicita la condicion “para toda »”, en la de no-
convergencia omitié el “existen algunos n”. Luego pasé a realizar la representacion grafica, para
explicar, a través de ella y de la idea intuitiva de vecindad, que la sucesion diverge. Como podemos
observar en la Figura 2a, Pedro represento la grafica de una sucesion como continua y no discreta,
como deberia ser.

Figura 2a Figura 2b
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Sus dificultades mayores iniciaron cuando entr6 a lo formal. Empez6 la demostracion de que la
sucesion n diverge sin especificar las condiciones del contradominio y del dominio (ver Figura 2b) y
tuvo dificultades con el valor absoluto. Advertimos que €l opera algebraicamente sin un referente
geométrico, puesto que olvido por completo la grafica que lo ayudo a explicar su idea intuitiva.

Después de hacer el desarrollo algebraico que ilustramos en la Figura 2b se present6 el siguiente
dialogo con el entrevistador:

Pedro (P): Ya con esto estoy demostrando que no puedo encontrar un valor que pueda encerrarlo
en el limite que he considerado. Y asi sucesivamente. Si lo tomo para 2, para 3, no voy a encontrar,

lograr meterlo dentro de esa vecindad, dentro de ese entorno.

Entrevistador (E): Pero no tiene que ver que tu tomaste como un ejemplo particular el uno, no
tendria que ver que el ‘n - l‘ es mayor o igual que & no que el n, porque dado cualquier & siempre

puedo encontrar un n grandote.

n>¢eg+l
n> N
N=>eg+1

rr

N e+1

[como]n>N

r. 11
n N g+l
1
n g + 1
n>g+1
n—-1>¢

Entonces si lo introduzco en valor absoluto quedaria que regreso a demostrar que ‘n - 1‘ =€

E: (qué pasa si tomas un €= 500?

P: £ =500,
mayor que 500...

n-— 1‘ > 500 Entonces el N, para que esto se cumpla... si € = 500... ese N tiene que ser

E: Pero en la negacion dice que para toda N, ;por qué tenemos que tomar N > 5007 Si es para
toda N...

En el momento en que el entrevistador le hace notar que esta restringiendo el valor de N, Pedro entro
en contradicciones, a tal punto que para salvaguardar lo que desarrolld, acepté que cometid errores, al
proporcionar las definiciones, y modifico el cuantificador 3N por VNen la de convergencia y
viceversa en la de divergencia (ver Figura 3a)
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Figura 3a Figura 3b

Pedro tiene una idea intuitiva que no fue capaz de formalizar. El problema es que €l separa lo intuitivo
y lo formal. Cuando entra a lo formal no se da oportunidad de que lo oriente su idea representada en la
grafica. Ademas, prefiere aprenderse las definiciones de memoria que utilizar la grafica, para tener un
referente geométrico, al momento de evocarlas.

Retomamos la pregunta sobre el lim f(x) de la funcion f(x)= , en el

1 sl x es entero
X—>a

0 sixnoesentero

examen respondid que este limite no existe porque el teorema de la unicidad no permite que tenga dos
limites diferentes. Aqui menciond de nuevo lo mismo, es decir, ¢él afirma que cuando « es entero el
limite es uno y cuando a no es entero es cero. SO0lo que a esta dificultad le podemos afiadir tres mas,
que surgieron en el desarrollo de la explicacion. La primera fue que dibujo el € en el eje de las x (ver
Figura 3b). La segunda fue cuando estaba analizando el limite por la derecha de 0.99, aqui manifestd
que en esa vecindad se debia de considerar dos casos: un limite para los no enteros y el limite cuando
se analiza estrictamente el uno. La tltima fue que a va variando.

Podemos afirmar que Pedro no tiene una construccion adecuada del concepto de limite y que la
metodologia, a corto plazo, no tuvo el impacto que esperabamos en él. Probablemente se deba a que es
un estudiante acostumbrado a aprenderse los procesos de memoria, sin ningtn significado geométrico.
Pedro prefiere la metodologia tradicional, en donde se hace énfasis a la representacion algebraica.
Pareciera que su buen desempefio en cursos anteriores es porque bajo una metodologia tradicional, es
costumbre aprenderse las definiciones de memoria y realizar algunos ejercicios rutinarios. Ademas,
sus conceptos previos no estan bien fundamentados, precisamente porque no hay una articulacion
entre las diferentes representaciones. La conceptualizacion implica una coordinacion de registros de
representacion (Duval 1998), libre de contradicciones (Hitt, 2001).

Reflexiones

La investigacion que llevamos a cabo pretende abarcar no solo algunos aspectos relacionados con
problemas que plantea el concepto de limite, sino un panorama amplio de las dificultades que este
concepto puede ocasionar. En particular, cuidamos el hecho de solicitar diferentes representaciones:
verbal, algebraica y geométrica, en una variedad de situaciones que, segun lo esperado, constituirian
una muestra representativa de la diversidad de dificultades que se pueden encontrar. Los sujetos de
estudio de esta investigacion nos lo permitia, debido a su formacion previa. Con alumnos principiantes
en este tema, hubiéramos tenido que seleccionar un campo mas restringido, formado de los aspectos
considerados més relevantes para un proceso de aprendizaje.

En general la metodologia utilizada en esta experimentacion resultd positiva para la mayoria de los
estudiantes. Hemos querido mostrar un caso dificil donde es claro que la metodologia no funcion6 del
todo. Pedro estaba acostumbrado a aprender de memoria definiciones y demostraciones de teoremas, y
las actividades en general eran de tipo no rutinario.
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Algunas de las dificultades presentes en estos estudiantes son las siguientes:

. Una dificultad, con respecto a la notacion lim f° (x) =00, es que varios estudiantes creen que
X—>C

esto significa que el limite de la funcion cuando x tiende a ¢, existe. Lo anterior es evidencia de
la dificultad que existe en la interpretacion de una igualdad, en esta expresion. En muchos libros
de texto sefialan que el simbolo “o0” no es un niimero, que cuando se escribe, por ejemplo, que
x — o significa que “x crece sin limites”, sin embargo, algunos estudiantes le otorgan otro
significado.

o Al proporcionar la definicion formal de limite, una de las mayores dificultades que tienen los
estudiantes es con el uso de los cuantificadores y el orden de la implicacion. Algunos omiten los

cuantificadores, cuando proporcionan la definicion. Otros expresan que ‘an — L‘ <g=>n>N

para sucesiones y para funciones ‘f(x)— L‘ <g=> ‘x - a‘ < 9. Como ya lo sefialamos, esta

9y
1

dificultad puede ser debido a la forma en que se distribuye el “si” en la definicion de limite. En

algunos libros, después de indicar los cuantificadores, utilizan la forma ‘an - L‘ <gsin>N

en el caso de sucesiones y ‘ f (x)—L‘ <g siempreque 0< ‘x— a‘ < en el caso de funciones.

Tal forma no causa ningun problema si los estudiantes han construido una articulacion entre
diferentes representaciones del concepto de limite, pero cuando no se tiene esa articulacion,
suele ser mas peligrosa, porque se presta a una mala interpretacion, como la que acabamos de
senalar.

Algunas de las concepciones de limite que presentan los estudiantes de posgrado son las siguientes:

. Una concepcion que tienen algunos de estos estudiantes y que usualmente se desarrolla en los
procesos algebraicos y ademds se extiende a la representacion grafica, es la de considerar el
limite como el valor que toma la funcién, en el punto que se estd analizando, sin importar si la
funcion es continua o no. Esto es, el limite es el valor que se obtiene al sustituir @ en la funcién

fx) ( lim f (x): f (a)). En ello, no hay un analisis del comportamiento de la funcion en
xX—>a

vecindades que contengan al punto. Es el reflejo de considerar el proceso al infinito como una
simple sustitucion. Concepcion que conduce a una respuesta correcta, cuando la funcion es
continua, pero en el caso contrario lleva a una respuesta erronea.

. En el proceso de demostracidon, una concepcion que detectamos en algunos de ellos, es que para
cada epsilon basta tomar el delta igual a epsilon. Esta estrategia es correcta para el caso de

algunas funciones (por ejemplo, f (x) = x + ¢, siendo c una constante o f (x) = ‘x‘ ).

En cuanto a la construccion del concepto de limite también podemos afirmar que algunos estudiantes
poseen concepciones no muy refinadas de este concepto. Por ejemplo, la concepcion de limite como
aproximacion, la concepcion de limite como una simple sustitucion. Algunos alumnos lograron refinar
sus concepciones, y por ejemplo, construir una nocioén intuitiva de limite ligada a la nociéon de
vecindad. Asimismo, progresaron en el desarrollo de algunos procesos de demostracion y en el analisis
del papel de los cuantificadores en la definicion de limite. Otros, construyeron un referente
geométrico, el cual utilizan cuando tienen que proporcionar la definicion formal, en la resolucion de
problemas y en los procesos de demostracion (ver Paez, 2004). Es decir, articulan diferentes
representaciones de este concepto.
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Juegos, interaccion y construccion de conocimientos matematicos:
investigacion sobre una practica educativa
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Resumen

En este informe se presentan resultados de una investigacion sobre aprendizajes de matemdticas
realizados en un contexto de juego de mesa en el marco escolar. En él se indaga sobre: papel que
ejerce la influencia educativa de la maestra y, presenc

Abstract

We present research findings about mathematical learning in a class context with table games. We
explore, on one hand, the opportunities derived from this class context in relation to the mathematical
learning and, on the other, the role of the teacher. The peers’ influence among them is also explored.

Introduccion y objetivos

El juego aparece repetidamente en propuestas didacticas de primaria y hallamos, en los apartados de
matematicas, referencias al juego en todos los curriculum del pais (Edo, 2002). Sin embargo,
disponemos de insuficientes datos que permitan concluir sobre la relacion entre las situaciones
didacticas con juegos de mesa y la construccion de conocimientos matematicos.

Esta investigacion trata sobre la utilizacién de juegos de mesa como elemento central del disefio e
implementacion de actividades de ensefanza y aprendizaje de contenidos matematicos en primaria. El
objetivo general es comprender mejor como unos alumnos concretos aprenden contenidos
matematicos en una situacion didactica que incorpora juegos de mesa, gracias a los procesos de
interaccion. Para ello, y a partir de la descripcion e interpretacion de la practica educativa Taller de
Jjuego y matematicas, se establecieron los siguientes objetivos especificos:

1. Identificar indicadores interpretables como mecanismos de influencia educativa por parte de la
maestra relacionados con la cesion y el traspaso progresivo del control y la responsabilidad a
los alumnos en su proceso de aprendizaje de contenidos matematicos.

2. Identificar, si se dan, indicadores interpretables como influencia educativa de los alumnos en
la interaccidn entre iguales.

En lo sucesivo se organiza el informe en tres apartados. Primero, se revisan las referencias sobre juego
y matemdticas en instituciones escolares y se comenta el marco psicoldgico. En segundo lugar, se
presenta la metodologia de investigacion. Por ultimo, se exponen conclusiones relativas a los objetivos
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especificos.
Marco tedrico

Hay numerosas propuestas didacticas y publicaciones de innovacion en las que se relacionan juegos y
matematicas. Las mas difundidas y con repercusion en educaciéon infantil y primaria son: Kamii
(1985) y Kamii y Devries (1980). También en nuestro pais y en etapas educativas distintas, se han
realizado estudios y propuestas didacticas (Gairin, 1990; Corbalan, 1997; Rochera, 1997), sobre
juegos y matematicas. Aunque como sefiald6 Guzman (2005), atin se dispone de insuficientes
resultados.

El uso de juegos en el marco escolar puede tomar como finalidad la comprension de conceptos o la
mejora de técnicas —juegos de conocimiento—, o bien la adquisicion de métodos de resolucion de
problemas —juegos de estrategia— (Corbalan y Deulofeu, 1996). Nos interesan juegos que incidan en
ambos aspectos: que generen situaciones problemadticas para cuyo abordaje sean necesarias técnicas y
estrategias. En este sentido, las practicas educativas escolares centradas en juegos y matematicas
pueden generar contextos de resolucion de problemas, tal como expone Abrantes (1996), cuyo
objetivo es crear ambientes que inciten a pensar matematicamente.

El marco psicologico de referencia adoptado es la concepcion constructivista del aprendizaje y la
ensefanza (Coll, 2001). Desde esta perspectiva, en una situacion didactica, la interaccion entre
profesor y alumnos y entre éstos constituye el contexto en el que se proporcionan ayudas a los
procesos de construccion de conocimientos escolares, entre ellos los matematicos (Colomina, Onrubia
y Rochera, 2001).

Uno de los mecanismos que opera en la interaccion profesor-alumnos es el traspaso del control a
medida que trascurre el proceso de ensefianza y aprendizaje. Se ha constatado también que los
alumnos pueden aumentar su capacidad de realizar ayudas mutuas efectivas en el marco de la
interaccion con sus compaiieros (Colomina y otros, op. cit.; Coll y Rochera, 2000).

Metodologia de investigacion

Este trabajo se inscribe en el conjunto de investigaciones que abordan el estudio del comportamiento
como resultado de procesos constructivos que tienen lugar en la misma situacion de observacion. Estas
investigaciones, ‘“descritas y etiquetadas de distintas formas: lewinianas, microetnograficas,
etnometodologicas, etc.” (Coll, 1989, p. 274) tienen como finalidad ultima la comprension de los
fenomenos objeto de estudio en el contexto en el que se producen.

La investigacion se basa en el modelo conceptual y metodologico para el andlisis de algunos
mecanismos de influencia educativa que operan en la interactividad (Coll y otros, 1995; Coll y
Rochera, 2000). Se realiza un analisis, en tres fases sucesivas, de la interactividad, definida como: “la
articulacion de las actuaciones del profesor y los alumnos alrededor de una tarea o de un contenido
determinado” (Coll y otros, op. cit., p. 191), para poder captar al maximo la complejidad de la
situacion y al mismo tiempo las particularidades de las relaciones interpersonales. Se escogié este
instrumento porque responde al marco psicologico seleccionado y ofrece elementos claros y pautas
para el proceso de interpretacion, sin ser prescriptivo, rigido ni cerrado.

Partiendo de este modelo, nuestra investigacion consta de tres fases. Las dos primeras son de
naturaleza general (macroandlisis) y recorren la totalidad de los datos. La tercera fase, mas especifica
que las anteriores (microanalisis), analiza fragmentos de interaccion, aquellos que, siendo claros en su
identificacidén, comportan potencialmente oportunidades de aprendizaje de contenidos matematicos.

Contexto de la experiencia

Los datos forman parte de una experiencia de innovacion, Taller de juegos y matemdaticas,
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desarrollada en ciclo inicial de primaria del CEIP Escola Bellaterra (Barcelona). El taller se compone
de cinco secuencias didacticas para cada curso, cada una en torno a un juego (Edo, 2004). Cada
secuencia contiene tres o cuatro sesiones de clase. Esta experiencia involucré 9 adultos y 98 alumnos
de entre seis y ocho afios. Aqui se presenta parte del analisis de algunos de estos registros.

Sujetos

El grupo de seguimiento estuvo formado por cuatro alumnos de la misma edad procedentes de dos
clases de segundo de primaria. En el proceso de seleccion, aleatorio, se tuvo en cuenta que hubiera
igual numero de integrantes por género. La maestra que intervino con este grupo en el taller, habia
sido ocho afios tutora del ciclo inicial en esta escuela, aunque en el momento de la experimentacion no
lo era.

Recogida de datos

De las cinco secuencias didacticas se seleccionaron dos para el anélisis: “Te pido un...” (Ia accion
principal consiste en pedir una carta que junto a con una propia sumen 10 y descartarlas) y “Memori a
12” (la accion principal consiste en destapar dos cartas que, si sumadas dan 12, se recogen y en caso
contrario se dejan donde estaban). La primera secuencia didactica consta de cuatro sesiones y la
segunda de tres, todas de unos 40 minutos. La frecuencia del taller es de una sesion semanal. Los datos
se obtienen del registro en video y audio de siete sesiones (S) del taller, correspondientes a dos
secuencias didacticas (SD). El registro se describe y transcribe para el analisis.

Analisis de los datos

Fase 1. Identificacion de segmentos de interactividad (SI) y su evolucion en dos secuencias
didacticas: los mapas de interactividad

La unidad de anélisis son los SI, en tanto que formas de organizacioén de la actividad conjunta en el
interior de cada sesion. El hecho de estudiar una actividad escolar muy pautada (juegos de mesa)
permite identificar un reducido nimero de segmentos de interactividad, concretamente cuatro:

a) concrecion de la estructura de la tarea y/o recapitulacion;

b) preparacion de la partida;

c) desarrollo de la partida;

d) conclusion de la partida y/o valoracion.
Esta primera fragmentacion de los datos proporciona dos mapas de interactividad en los cuales se
observa la evolucion del nimero, distribucion y tiempos destinados a cada uno de los segmentos de
interactividad dentro de cada sesion y dentro de cada secuencia. Este primer andlisis ofrece la
posibilidad de reconocer y ubicar en qué segmentos y en qué momentos se hace referencia —en
conversaciones y acciones— a contenidos matematicos. Se identifican contenidos matematicos en todos
los SI identificados, vinculados a sus tareas especificas, (reparto y organizacion del material, calculos

necesarios para jugar, recuento y comparacion final de las puntuaciones, etc.).

Ejemplo 1: SI de preparacion de partida 2, Sesion 3, SD2

Los 4 alumnos colocan las 26 cartas en filas y columnas encima de la mesa para jugar al memori a 12.
Habitualmente la disposicion era de 6x4 mas una ultima fila con 2 cartas. En esta ocasion han
colocado los naipes 5x5 y queda una sola carta en la ultima fila. Los alumnos se extrafian.

Maestra: ;/El otro dia no sobraban dos cartas aqui? (sefialando) ;Qué puede pasar?

Héctor: ;Ya! Y ahora también.
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Ejemplo 2: SI de desarrollo de partida 2, Sesion 1, SD2

Juegan 4 alumnos solos al memori a 12. Se trata de emparejar dos cartas que sumadas den 12.
Rubén: (gira una carta) Un cinco... (pensativo).
Mobnica: (mirando a Rubén) Ya /o sé.
(Rubén no reacciona)
Héctor: (a Monica) ;Con el siete, no? o jes con el seis?
Mobnica: /Seis?
Héctor: No, que dan once.
Rubén: (no presta atencion al dialogo de los compatfieros) Es igual (destapa al azar).

Ejemplo 3: SI de conclusion de partida 3, Sesion 2b, SD1

Han jugado la partida 2 alumnas y la maestra. Hay 36 cartas. La maestra pide que miren quién ha
ganado y se retira. Las alumnas cuentan los tres mazos obtenidos. Reaparece la maestra.

Maestra: ;jQué? ;Quién ha ganado?

Maria: Empates a 12, ella y yo (alumnas) y fu (maestra), once.

Maestra: ;Seguro que puede ser? ;Yo once y vosotras doce?

Maria: S7

Mbnica: Si.

Maestra: A/ inicio, ;cuantas teniamos cada una? (a Maria) No, no cuentes, piensa.

Estos ejemplos muestran situaciones aritméticas en el contexto de juego que, en ocasiones, se
convierten en el origen de un buen proceso de resolucion de problemas. Sin embargo no todas las
oportunidades matematicas que genera el contexto son aprovechadas de la misma forma por la
maestra. La participacion de la maestra y los alumnos en la gestion de estas situaciones varia a lo largo
de cada secuencia. Los datos obtenidos en esta fase ofrecen la posibilidad de identificar y estudiar la
evolucion de las actuaciones en la fase siguiente.

Fase 2. Identificacién y caracterizacion de las actuaciones (A) interrelacionadas de los
participantes y su evolucion en algin SI

La unidad de analisis es la identificacion y caracterizacion de todas las A dentro de cada SI. Se
consideran las actuaciones como “Los comportamientos (...) que exhiben los participantes en un
determinado segmento de interactividad en funcidon tanto del rol que asumen en éste, como de las
condiciones que imponen la estructura de participacion social y la estructura de la tarea académica.”
(Rochera, 2000, p. 111).

La identificacion y recuento de las actuaciones en cada SI permite realizar un estudio cuantitativo y
cualitativo de la evolucion de las actuaciones. Por ejemplo, permite comparar el numero de
actuaciones (absoluto y relativo) de maestra y alumnos en cada SI de cada sesion (en cada SD y entre
secuencias) y obtener indicios de la evolucion en la cesion del control (maestra) y del aumento de la
participacion auténoma (alumnos).

Tabla 1. Numero relativo y absoluto de actuaciones maestra-alumnos de la secuencia didactica 1, en
los SI de desarrollo de la partida':

Sesion 1 Sesidn 2a Sesion 2b Sesion 3

Maestra | Alumnos | Maestra | Alumnos | Maestra | Alumnos | Maestra | Alumnos

38% | 96 |62% | 156 |37% | 50 |63% | 86 |46% | 123 |54% | 1441 6% | 9 [94%| 150

! Los porcentajes se calculan tomando como unidad cada actuacidn transcrita.
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En las sesiones 1 y 3 participan la maestra y los 4 alumnos. En la sesion 2a participa la maestra y 2 de
los 4 alumnos, mas aventajados. En la sesion 2b intervienen la maestra y los otros dos alumnos. Los
datos de esta secuencia (y de la SD2) muestran una tendencia de la maestra a ir reduciendo su
participacion y a aumentar la cesion de la gestion autonoma de la tarea. Pero muestran también una
actuacion diferenciada de la maestra segun las competencias de los alumnos con los que interactia. La
pauta de disminucion de las actuaciones relativas de la maestra y aumento de las de los alumnos
aparece en todos los SI estudiados, aunque no de forma lineal.

El estudio cuantitativo es simultaneo al cualitativo; interesa tanto la cantidad de intervenciones como
la calidad, es decir, determinar el grado de control (maestra) o de autonomia (alumnos) de cada
actuacion y estudiar su evolucion.

Tabla II. Porcentajes de actuaciones de la maestra que comportan distintos grados de control en la
secuencia didactica 1, en los SI de desarrollo de la partida.

Actuaciones maestra Sesion 1 | Sesidon 2a | Sesion 2b | Sesion 3
Alto grado de control: informa, explica, 45% 14% 20% Irrelevante
corrige... 2
Plantea interrogantes: pide 32% 42% 40% Irrelevante
© informacion, pide identificacion y
‘g correccion de errores. ..
o
S Refuerza actuacion autonoma: repite, 4% 8% 20% Irrelevante
'§S valora, valida la actuacion de un
& alumno.
2
<
m Modela actuacion pertinente: 19% 36% 20% Irrelevante

interviene como jugador.

La Tabla II muestra la variacion de las actuaciones de la maestra en la SD1. Hay una tendencia a:
reduccion de las actuaciones que implican alto grado de control; aumento de participacion guiada;
diversificacion de actuaciones en funcion de las capacidades mostradas por los alumnos; cesion de la
gestion de la tarea en la ultima sesion.

En la secuencia 2, la maestra varia la estructura de participacion social. En lugar de realizar una sesion
separando los alumnos por niveles de competencia, estructura la participacion en pequefios grupos
cooperativos de dos 0 mas personas por equipo. Este cambio favorece la aparicion de actuaciones de
ayuda de unos alumnos a otros.

Fase 3. Seleccion y estudio de evolucion de fragmentos de interaccibn que comportan —
potencialmente— oportunidades de aprendizaje matematico

La unidad de analisis son fragmentos de interaccion (E/D/d) que se caracterizan porque se inician con
un Error (E), una expresion de Dificultad (D) o una demanda (d) por parte de un alumno —en relacion
con algln contenido matematico: calculo o estrategia—; el fragmento finaliza cuando los participantes
dejan de hacer referencia al motivo que lo ha generado. El estudio de la evolucion de estos fragmentos
se realiza atendiendo a distintos parametros. Por una parte, se caracteriza el nimero de actuaciones en
cada E/D/d:

i) Fragmentos tipo A: 3 0 4 actuaciones.

* En la sesién 3 el nimero de actuaciones de la maestra es 9 y el de los alumnos 150.
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ii) Fragmentos tipo B: de 5 a 14 actuaciones.

iii) Fragmentos tipo C: de 15 a 34 actuaciones.

Por otra parte, se recuentan los fragmentos:
= resueltos positivamente y no resueltos;
= aparecidos en cada SI;
= donde interviene la maestra y donde actiian los alumnos solos;

= centrados en contenidos matematicos de calculo y/o en estrategias de juego.

Tabla III. Fragmento tipo B, en SI de desarrollo de partida 2, sesion 2b, SD1.

Transcripcion Actuaciones

Maestra y 2 alumnas juegan a “Te pido un...”. Una vez repartidas todas las
cartas cada jugador debe descartar todas las parejas que sumadas den 10.

Maria (Descarta la primera pareja, siete y dos; no descarta nada mas). Error

Maestra | (a Maria) 4 ver, jesto es correcto? Plantea cuestion

(Pone la mano encima de la tinica pareja que ha hecho Maria,
un siete y un dos).

Maria (Coge la carta con el dos) ;4y! Identifica error
Maestra | /Qué era? Siete y ... Plantea cuestion
Mobnica Tres. Corrige
Maria (Cambia el dos por un tres. Contintia teniendo una sola pareja Resuelve

encima de la mesa).

Tabla IV. Fragmento tipo A, en SI de desarrollo de partida 2, Sesion 2b, SD1

Transcripcion Actuaciones

Juegan las 2 alumnas y la maestra a “Te pido un...”. La accion a realizar
consiste en pedir una carta que junto con una propia sumen 10 y
descartarlas. Tienen el turno Maria y le quedan pocas cartas. En una jugada
anterior Maria habia pedido un “uno” a Ménica.

Maria (Mira sus cartas y hace ruidos con la boca mientras pasa el Dificultad
tiempo) ;Ay, dios mio, estoy perdida!

Mobnica |(Se dirige a Maria) jAh! Maria, si antes me has preguntado a mi, | Ayuda parcial
Jquién lo tendrad?

Maria (Reaccionando enseguida y dirigiéndose a la maestra) Corrige y
¢ Tienes un uno? resuelve

Las Tablas III y IV muestran dos ejemplos de fragmentos E/D/d en torno a contenidos de célculo y de
estrategia, respectivamente.

Esta fase del estudio permite:

a) Identificar errores, dificultades y demandas a lo largo del tiempo; se observa una tendencia a la
disminucion de los errores a medida que avanza cada secuencia.
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b) Ubicarlos en SI concretos; al inicio de cada juego el mayor niimero de E/D/d aparecen en el SI de
desarrollo de la partida y se centran en los calculos necesarios para jugar; cuando este contenido deja
de ser el centro de atencion de aprendizaje aparecen mas E/D/d en el mismo SI, centrados en aspectos
de estrategia.

¢) Identificar los fragmentos de mayor complejidad; estos tienden a aparecer cuando los contenidos de
calculo dejan de ser el objetivo basico de aprendizaje; aparecen en los SI de preparacion de partida y
conclusion, y se convierten en procesos de resolucion de problemas.

d) Identificar estrategias de cesion y traspaso del control por parte de la maestra: la mayor parte de sus
intervenciones, en estos E/D/d, consiste en realizar ayudas ajustadas que se concretan en plantear
cuestiones que centran el tema en el cual hay que reflexionar, implicando a los alumnos en la
deteccion y correccion de errores y dificultades propios y de los compafieros; y, no corrige
directamente los errores. En la SD2 se estudian 68 E/D/d, la maestra sélo realiza una correccion
directa en 2 ocasiones.

e) Identificar la evolucion de la capacidad de los alumnos para gestionar los E/D/d cuando actian
solos sin la presencia de la maestra.
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Grafico 2. SD2

Los Graficos 1 y 2 muestran los fragmentos que se inician con un error, una expresion de dificultad o
una demanda por parte de algun alumno —relativos a contenidos matematicos, de calculo o estrategia—
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y que gestionan los alumnos solos.

Durante la SDI, los alumnos intentan gestionar solos E/D/d muy pocas veces (10) resolviendo
positivamente solo 4 E/D/d en toda la secuencia. Sin embargo, en la SD2 (trabajo en grupos
cooperativos) se enfrentan muchas mas veces (43) a E/D/d. Por una parte, se trata de fragmentos de
interacciéon mas complejos (contienen mas actuaciones) y, por otra, hay un nimero muy elevado (32)
de resoluciones positivas.

Conclusiones

En relacion con la influencia educativa que ejerce la maestra se observa que ésta cede y traspasa
progresivamente el control y la responsabilidad del aprendizaje a los alumnos al ir reduciendo el
numero y grado de las ayudas a medida que los alumnos muestran un mayor grado de autonomia.
Entre las estrategias utilizadas para la cesion del control, la maestra:

1. implica a los alumnos en el proceso de deteccion y correccion de errores y dificultades propios
y de los compaifieros, preguntando directamente a distintos alumnos, invitando a participar y
no corrigiendo los errores ella misma;

2. varia la estructura de participacion social en las dos secuencias estudiadas, siendo mas efectiva
la variacion consistente en estructurar la participacion de los alumnos en pequefios grupos
cooperativos;

3. wvaria la atencion del grupo en distintos contenidos matematicos. Primero se centra en el
dominio de los calculos necesarios para jugar. Luego se centra en las estrategias de juego y en
las situaciones generadas por el contexto que se convierten en procesos de resolucion de
problemas.

En relacion con la influencia educativa que ejercen los alumnos entre si cabe destacar:

1. El aumento de la capacidad de los alumnos para ejercer ayudas mutuas y de la capacidad de
aceptar y utilizar estas ayudas en su proceso de aprendizaje. Las ayudas son practicamente
inexistentes en las sesiones iniciales y numerosas en las finales.

2. El aumento de su capacidad de intervenir de manera efectiva cuando actian solos. Delante de
errores, dudas y dificultades aparecen, con el tiempo, didlogos mas largos y complejos,
unicamente entre alumnos, para llegar a soluciones efectivas y compartidas.

Todo esto nos lleva a concluir que el contexto de juego en el marco escolar facilita la construccion de
conocimiento matematico cuando se plantea en un entorno constructivista de interaccion entre todos
los participantes.
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Una aproximacion operativa al diagnostico y la evaluacion de la
comprension del conocimiento matematico

Jestis Gallardo Romero y José Luis Gonzalez Mari.
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Resumen.

La comprension del conocimiento matemdtico constituye un objeto de investigacion de interés
creciente en Educacion Matemdtica. No obstante, su elevada complejidad hace que los avances mads
recientes aun resulten insuficientes y reclama la necesidad de ir adoptando enfoques mas operativos y
menos preocupados por el estudio directo de sus aspectos internos. En tal sentido, se presentan aqui
las bases de una aproximacion centrada en los efectos observables de la comprension, que utiliza el
anadlisis de comportamientos y respuestas adaptadas a situaciones expresamente planificadas
derivadas del analisis fenomeno-epistemologico del conocimiento matemdtico. La operatividad de la
propuesta se ilustra con el estudio realizado sobre el algoritmo estindar escrito para la
multiplicacion de numeros naturales.

Abstract.

Understanding mathematics has recently become a research topic of increasing interest in
Mathematics Education. However, its high complexity makes to be insufficient the most recent
advances and demands to be adopted more operative and less interested about its internal properties
approaches. Therefore, the principles of an approach based on the observable effects of
understanding mathematics are exposed here, one of which refers to the individual behaviours and
answers analysis when facing to specifically prepared situations derived from the phenomenon-
epistemological analysis of concrete mathematical knowledge. The operativity of the proposal is also
illustrated with some examples related to a study we have carried out on understanding the written
standard algorithm for the multiplication of natural numbers.

INTRODUCCION

En los ultimos afios se ha venido incrementando el interés por desarrollar una ensefianza de la
matematica que favorezca la comprension. Algunos autores (Hiebert et al., 1997) asumen, incluso, que
la comprension deberia ser el objetivo fundamental de la Educacion Matematica, lo que ha dado lugar
a programas de enseflanza experimentales (Carpenter et al., 1999) y proyectos curriculares orientados
a garantizar un aprendizaje comprensivo (Gofii, 2000).

La preocupacion por la comprension alcanza también a la investigacion en Didactica de la
Matematica, influyendo en su contenido y desarrollo (Hiebert y Carpenter, 1992) asi como en el
interés y orientacion de algunos autores (Koyama, 1993; Sierpinska, 1994; Pirie y Kieren, 1994;
Romero, 2000; Godino, 2000). En la actualidad, el caracter multidimensional de la comprension sigue
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provocando que su estudio resulte una tarea altamente compleja y un condicionante para los distintos
trabajos en curso.

A pesar de las dificultades, venimos trabajando sobre una aproximacion indirecta, menos tedrica que
las existentes, integradora, basada en la observacion cuidadosa de comportamientos relevantes ante
situaciones especialmente preparadas y que busca la operatividad entendida como capacidad para
proporcionar categorias, tareas, medios e instrumentos validos y fiables para la observacion y el
diagnostico. De dicha aproximacion se exponen en el presente documento los principales supuestos
tedricos y metodologicos que la fundamentan y unas breves indicaciones sobre los resultados del
estudio que hemos realizado en esta linea en torno a la comprension del algoritmo estandar escrito
para la multiplicacion de nimeros naturales (Gallardo, 2004).

FUNDAMENTOS TEORICOS Y METODOLOGICOS

Centramos la atencidon en los efectos sobre la capacidad de respuesta adaptativa especifica de los
sujetos asi como en los medios e instrumentos necesarios para observar dichas respuestas. En
consecuencia:

Decimos que un sujeto manifiesta una cierta comprension en relacion con un objeto concreto
(conocimiento) cuando elabora y emite a su satisfaccion una respuesta adaptada, centrada en dicho
objeto, ante una situacion de desequilibrio cognitivo que decide voluntariamente abordar.

Para ello, el sujeto tendra que analizar la situacion, valorar la informacion disponible, determinar la
conveniencia de intervenir y actuar en consecuencia fabricando una respuesta, valorar la intervencion
en términos de efectividad y adecuacion de la misma a la situacion de interaccion vivida y decidir
finalizar la intervencion o continuarla retomando algunos pasos del proceso. Es, en este sentido, en el
que decimos que:

Comprender es sinonimo de responder o de elaborar y emitir una respuesta adaptada. Si un sujeto
emite una respuesta adaptada, podemos decir que comprende en los términos de la situacion o del
problema propuesto. Alternativamente, si el individuo no responde o la respuesta no es adaptada, no
podremos afirmar nada sobre la situacion de su comprension por desconocer los verdaderos motivos
de ese proceder.

Por otra parte, suele haber una variedad de respuestas adaptadas, mas o menos completas o
evolucionadas, a una situacion. En otras palabras:

Lo que un individuo utiliza y como lo utiliza para elaborar y emitir voluntariamente una respuesta
adaptada a una situacion, proporciona informacion especifica sobre lo que comprende y como lo
comprende.

Configuracion de la estrategia

Dado que en la comprension intervienen ideas y constructos inobservables, es necesario emplear una
estrategia de acercamiento indirecto (estrategia empirica). Asimismo, por tratarse de un fenémeno
cognitivo y educativo complejo, es conveniente contar con un cierto apoyo del Analisis Didactico
(Gonzalez, 1998) y, en particular, del analisis de la epistemologia y fenomenologia del conocimiento
matematico y de sus multiples relaciones (estrategia tedrica). El medio general que se emplea en el
modelo coincide con el que proponen Duffin y Simpson (1997), es decir, la interpretacion de
comportamientos observables provocados ante situaciones problematicas. La finalidad inmediata es
encontrar respuestas a las siguientes preguntas: ;es posible asegurar que un sujeto tiene una cierta
comprension de un conocimiento matematico concreto?; ;hasta donde comprende un individuo?; ¢de
qué tipo y cual es la calidad de dicha comprension?; jcuando (en qué condiciones) y como se puede
averiguar esto con ciertas garantias? La finalidad a largo plazo es la de clarificar en lo posible la
comprension matematica para orientar adecuadamente los procesos de ensefianza-aprendizaje. No se
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hacen postulaciones sobre aspectos no observables sino s6lo sobre relaciones entre comportamientos y
conocimientos concretos y fendmenos que les dan sentido, entendiendo estos fenomenos como medios
privilegiados en los que interactiian el sujeto y el objeto de conocimiento.

El método especifico, a diferencia de los que proponen los autores mencionados, sigue el siguiente
proceso: a) Analisis Didactico del conocimiento en cuestion; b) delimitacion lo més precisa posible de
las estructuras epistemologica y fenomenologica de dicho conocimiento; ¢) elaboracién a partir de
ellas de una clasificacion para las situaciones vinculadas al conocimiento matematico; d) conversion
operativa de dicha clasificacion: analisis sistematico y definicidon clara y precisa de las acciones
interpretables de los sujetos; delimitacion, categorizacidon y enumeracion de las respuestas posibles y
de los criterios de valoracion; construccion de un modelo centrado en las referencias y categorias que
ha de utilizar el observador para interpretar los comportamientos; €) construccion de los instrumentos
de observacion (tareas, pruebas, situaciones y protocolos); f) obtencion de datos, categorizacion y
valoracion de respuestas y conformacion de perfiles de comprension; g) andlisis de resultados en
funcién del problema especifico (estudio muestral, comparacion, estudio causal, longitudinal, etc.).

Entre las caracteristicas de la aproximacion planteada destacan la de ser operativa, indirecta,
epistemologica y fenomenoldgica, positiva, provisional, limitada, abierta, integradora y objetiva.

El problema de la determinacion y clasificacion de situaciones

De acuerdo con la aproximacidon propuesta, la valoracion requiere de un analisis situacional que se
inicia con una busqueda de aquellas situaciones en las que tiene sentido el empleo del conocimiento
matematico considerado, para lo que se aconseja la realizacion de una labor de categorizacion y
seleccion de situaciones que organice, simplifique y haga mas manejable el conjunto situacional
asociado.

Precisamente, la consideracion de las estructuras epistemologica y fenomenoldgica constitutivas del
conocimiento en estudio, que surgen del correspondiente andlisis fendmeno-epistemologico, nos
permite establecer unas dimensiones o categorias de situaciones utilizables desde un punto de vista
practico para el diagndstico y evaluacion de la comprension. La comprension se valorara entonces en
términos de capacidad de enfrentar con éxito situaciones pertenecientes a las distintas categorias
surgidas del cruce de tales estructuras. Se trata, en definitiva, de garantizar un cierto grado de
suficiencia y representatividad en la muestra de tareas, lo que se consigue mediante las fuentes
consultadas para el analisis epistemologico y fenomenoldgico, entre otras:

- Estudios, trabajos e investigaciones en Educacion Matematica relacionados con la ensehanza-
aprendizaje del conocimiento matematico en estudio.

- Libros de texto y obras de divulgacion matematica.
- Conocimiento de los especialistas en Matematicas y en Didactica de la Matematica.

COMPRENSION DEL ALGORITMO ESTANDAR ESCRITO PARA LA MULTIPLICACION
DE NUMEROS NATURALES

Los planteamientos teodricos expuestos en el apartado anterior exigen una primera confrontacion
empirica con la que mostrar la verdadera potencialidad operativa de la aproximaciéon adoptada. En este
apartado presentamos, a modo de ejemplo, la aplicacion de la misma al caso del algoritmo estandar
escrito para la multiplicacion de nimeros naturales.

Estructuras asociadas al algoritmo

El analisis epistemoldgico y fenomenologico del algoritmo constituye el medio que posibilita la
identificacion y delimitacion de las estructuras que se describen a continuacion:
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Estructura epistemologica

El algoritmo, en su faceta de topico escolar, es considerado un método de célculo con una sintaxis
claramente definida. Su registro escrito, reducido a la clasica y extendida representacion en columnas,
se sustenta en la estructura del sistema de numeraciéon decimal posicional, en la descomposicion
numérica, en las tablas de multiplicar y en la propiedad distributiva del producto respecto de la suma
(Goémez, 1999), siendo ésta la base de conocimientos previos que lo conforman. Estos conocimientos
constitutivos se muestran relacionados entre si, pudiéndose establecer tres grupos de relaciones
claramente diferenciados:

e Relaciones externas a nivel técnico (grupo 1). Son las relaciones usuales entre los elementos
basicos del algoritmo que hacen posible recorrer la secuencia procedimental establecida en el
sentido apropiado;

e Relaciones externas a nivel analitico (grupo 2). Son aquellas relaciones externas no incluidas en el
grupo 1. Por ejemplo, relaciones no-usuales como: el niimero total de resultados parciales depende
del ntimero de cifras del multiplicador, mientras que el nimero de cifras de éstos (su extension o
tamafio) depende del de las cifras del multiplicando o el producto de una de las cifras del
multiplicador por una de las del multiplicando, ademas de un resultado, proporciona informacion
acerca de la posicion relativa que ha de ocupar entre el resto de cifras que configuran el espacio de
resultados parciales;

e Relaciones internas a nivel formal (grupo 3). Son las relaciones que sustentan y validan el
mecanismo subyacente al algoritmo, entre ellas las derivadas de las propiedades del sistema de
numeracion decimal posicional.

Estructura fenomenologica

Es especifica del algoritmo en cuanto que las situaciones consideradas son las propias del conjunto
situacional asociado. Asimismo, resulta oportuno limitar este conjunto al constituido por las
situaciones directamente vinculadas con el algoritmo, de forma que el resto de situaciones, sin
conexion alguna o bien relacionadas indirectamente a través de otros conocimientos matematicos, no
son contempladas en este nivel de analisis. Esta decision nos permite reducir considerablemente la
extension del conjunto situacional, proporcionando una mayor garantia operativa. Otro aspecto tiene
que ver con que algunas situaciones exigen un uso obligado del algoritmo, no siendo resolubles a
menos que se aplique de algun modo este método de calculo. En otras, en cambio, el algoritmo no es
mas que una alternativa de resolucion, existiendo otros conocimientos matematicos cuyo uso también
conduce a la solucion.

Extension al plano cognitivo: facetas de comprension del algoritmo

La organizacion obtenida del conjunto situacional del algoritmo, de origen exclusivamente fendémeno-
epistemolégico, llega a ser relevante a nivel cognitivo por cuanto posibilita la caracterizacion en los
sujetos de diversas facetas de comprension vinculadas a las distintas categorias situacionales
establecidas'. Con ella llegamos a identificar los siguientes 4mbitos de comprension:

Comprension Técnica, Analitica y Formal

Desde un punto de vista epistemologico, se identifican tres categorias situacionales que permiten
establecer diferencias en la comprension del algoritmo:

(1) Categoria Técnica: Retine a aquellas situaciones donde el algoritmo se emplea de forma mecanica
o rutinaria como un instrumento de calculo. La comprension exigida para solventarlas se limita al
establecimiento de relaciones propias del grupo 1. Dentro del uso Técnico se identifican a su vez tres
aspectos distintos interpretables en términos de comprension: reconocimiento, destreza e
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independencia a la disposicion de factores. La figura 1 muestra un ejemplo de la relevancia de este
ultimo aspecto caracteristico de la comprension Técnica del algoritmo.

6 6
¥ 251 x 251
& : 3
30 0
L 12
S —
150 g fsé&
Guillermina (1° Bach.) Ratl (3° ESO)
Figura 1

(2) Categoria Analitica: Constituida por las situaciones que requieren para su resolucion el analisis de
la estructura y el funcionamiento externos del algoritmo, lo que conlleva el empleo premeditado de
relaciones propias del grupo 2. La figura 2 recoge un ejemplo de las diferencias que pueden llegar a
establecerse en la faceta de comprension Analitica del algoritmo a través de una situacion de esta
categoria.

Esteban (1°Bachillerato).- /...] y como para
que te dé aqui 9 al final, tienes que sumar
aqui 4, pues multiplicando he probado el 3. 7
por 3 son 21 mas 3, 24 y entonces te sale
[trasciende al orden estindar de la
secuencia algoritmica. Indicio de uso
Analitico].

Cristian (5° Primaria).- Pues es que no me
da. Con el unico 7 que puedo multiplicar es el
7 por 5 que es 35, lo pongo aqui el 5. Aqui
tiene que ser un 4 y un 5 para dar un 9.

Y si hago 7 por 5, 35, me llevo 3y 7 por 1, 7,
8, 9y 10... 0y 5 pues ya es que no puedo. [...]
No consigo que me dé 9 [no fija la cifra 4.
Dependencia del orden y de las relaciones
externas usuales].

Figura 2

(3) Categoria Formal: Incluye todas las situaciones que demandan del resolutor un uso explicito de las
relaciones del grupo 3. La figura 3 retine las respuestas de tres alumnos a una cuestion propia de esta
categoria representativas de diferentes estados de comprension Formal del algoritmo.
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¢JPor qué al multiplicar con el algoritmo hay que ir desplazando los productos parciales un
lugar hacia la izquierda, esto es, por qué se deja un “hueco”?

Ausencia de comprension Formal
Mirella (5° Pri.).- Porque siempre hay que ponerla debajo de la cifra que estas multiplicando. [...]
por eso siempre se deja hueco, porque se pone debajo de la cifra que se multiplica. [Ningin indicio
de uso Formal; permanece en el ambito de las relaciones externas].

Comprension Formal incipiente
Miguel Angel (3° ESO).- [Utiliza como apoyo visual la multiplicaciéon 15 x 32, resuelta con el
algoritmo]. El espacio ese es como si hubiera un 0 [indicio de uso Formal].
Investigador.- ;Y por qué?
ML.A..- Ya es mas dificil. ;Por qué? Porque... 0 no vale. [...] 450 sale de... de sumar asi esta
multiplicacion. jQué no sé! Que no sé lo del 0 ni lo del espacio de donde viene [ausencia de
justificacion].

Comprension Formal consolidada
Esteban (1° Bach.).- [Como apoyo visual se emplea la multiplicacién 703 x 36 resuelta con el
algoritmo]. Porque aqui coges el... ésta es la multiplicacion de 6 y ésta es la multiplicacion de 30.
[...] jClaro!, de 30, por eso se deja aqui este 0. [valor de la posicion]. /...] Y si hubiera centenas
pues seria otro hueco... [indicio de uso Formal]. /...] O sea, va multiplicando unidades primero,
después decenas y después las centenas y después las sumas [indicio de uso Formal].

Figura 3

La posibilidad de que el algoritmo intervenga en una situacion de forma necesaria o como alternativa
entre varios conocimientos matematicos constituye el criterio fenomenologico del que se derivan,
respectivamente, dos tipos de situaciones, Exclusivas y No-Exclusivas. El uso del algoritmo en las
primeras permite caracterizar un primer ambito de comprension (comprension fundamental), que se
amplia con un segundo (comprension extendida) identificado a través del desempefio ante situaciones
No-Exclusivas. Ambas facetas son complementarias por lo que su consideracion resulta precisa para
conformar estados y perfiles de comprension entre los sujetos.

En las figuras siguientes se muestra un ejemplo de situacion No-Exclusiva a la que los sujetos
responden mediante el uso de distintos conocimientos matemadticos, uno de ellos el algoritmo
empleado de forma Técnica y Analitica’.

Ejemplo A

Rosa (14 aiios).- Descomponiendo el numero.
2, Eneucntra dos nimeros naturales, ambos distintos de 1, cuyo producte  Investigador.- Descomponiendo. ;Y se te hubiese

sea 177, ocurrido hacerlo
_ de otro modo?
'g’;% Ro.- Puede ser pero es que ahora mismo se me ha
i

9 \‘SOL_?):{)Q - ﬂ:{—( ocurrido ese.
- L.- ;Ese nada mas?
Ro.- Si, ahora mismo ese. Pero a lo mejor hay otro modo,
claro.
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Ejemplo B
2. Encuentra dos niimeros naturales, ambos distintos de 1, cuyo produete  Miguel (12 afios).- Pues multiplicando.
sea 177, L- Multiplicando mimeros...
rZ,/:.') 2T Mi.- Naturales. [...] Esta es la que mds se
1.4 acerca.
20 L0 Ve
o A3 120 8 4 ﬁ‘gg@ ] r,bj,—- L- ¢ Cual?
ﬁ g J‘ih?ﬁ_q_,ﬂr-—‘ 3 M’(g‘ﬂ 188 211 Mi.- Esta, el 8 por 21. Entonces, 9 por 21...181.
NSRRI Y & 16 () 1% 1 .- Bueno, ;qué pasa? ;No das con el numero?
B {BB | Mi.- No. 21 por 7... que va, sale demasiado
e hico: 147.
81 ‘
Ejemplo C
2. Encuentra dos nlmeros naturales, ambos distintos de 1, cuyo producto  David (19 afios).- /...] he intentado hacer al
seal7l ~ revés. Pues he buscado un numero que
o, /}? I multiplicado por otro me diera la terminacion
”/]ii; , /#KL o : en 7 [indicio de uso Analitico], primero, que
W @ ‘ Y eso es 3 por 9. Yo sabia que aqui ya tenia un 7,
0 "3 entonces tenia que buscar otro numero que
; multiplicado por 3 me diera 17 o aproximado
o e para que sumdandole 2 [nueva reflexion
IH ——3 Analitica]... enfonces salia mejor el 5. Me
daba 15y 2, 17.
CONCLUSION

En este documento hemos querido presentar las ideas centrales que configuran el marco teérico y
metodologico desde el que proponemos examinar la comprension del conocimiento matematico. Dada
la complejidad que encierra dicho fendmeno y el estado actual en el que se encuentran los
conocimientos relacionados con él, consideramos mas factible y adecuado aproximarnos a su estudio
desde una perspectiva integradora, que contemple todos los aspectos relevantes vinculados a la
comprension, y al mismo tiempo operativa, con el énfasis puesto en aquellos aspectos que permiten
ser observados por el investigador.

Con objeto de ir aportando datos empiricos en favor de esta aproximacion, hemos concluido un primer
estudio descriptivo en el que, mediante entrevistas semiestructuradas realizadas sobre cuestionario
escrito a muestras reducidas de alumnos, se han extraido los primeros resultados y conclusiones acerca
de la operatividad real de la propuesta para observar, diagnosticar y valorar la comprension de los
sujetos en el caso particular del algoritmo estdndar escrito para la multiplicacion de numeros naturales.

NOTAS

1. La fase tedrica de aplicacion de la Aproximacion ha sido completada con dos estudios empiricos
exploratorios, uno cuantitativo y otro cualitativo, dirigidos a contrastar la extension a nivel cognitivo.
De ellos se han obtenido las referencias precisas, en cuanto a instrumentos, respuestas y
comportamientos tipo e interpretaciones en términos de comprension, para el desarrollo de un nuevo
estudio empirico cualitativo, en el que utilizando la entrevista semiestructurada sobre cuestionario
escrito, se ha llegado a caracterizar de forma detallada los estados y perfiles de comprension del
algoritmo asociados a una muestra de 24 alumnos y aportar nueva informacion sobre las
particularidades de la comprension del algoritmo a partir de los matices y relaciones identificados.
Para mas detalles consultese la Tesis Doctoral de Gallardo (2004).
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2. Conviene subrayar que no se considera la preferencia en el uso como criterio de comprension, sino
el reconocimiento de vinculos entre el algoritmo y las situaciones No-Exclusivas que también le dan
sentido. De este modo, entendemos que un individuo que no reconoce una situaciéon como susceptible
de ser resuelta con el algoritmo manifiesta, en este caso, una comprension mas limitada respecto de
aquel que si establece el vinculo situacion-algoritmo, todo ello con independencia del procedimiento
de resolucion que al final decida emplear.
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Trabajo con igualdades numeéricas
para promover pensamiento relacional

Marta Molina Gonzalez y Encarnacion Castro Martinez
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Resumen

En este documento presentamos algunos de los resultados de un estudio' que aporta evidencias de la
capacidad de los alumnos de tercer grado para desarrollar pensamiento relacional y para
comprender el significado del signo igual trabajando en un contexto de igualdades numéricas.

Abstract

In this document we present some of the results of a study which provides evidence of third grade
students” capacity to develop relational thinking and to understand the equal sign meaning both in the
context of number sentences.

Introduccion

Recientemente investigadores como Kaput (1999), Carpenter, Franke, y Levi (2003) y Warren (2004)
han argumentado sobre la importancia de fomentar el desarrollo del pensamiento algebraico desde los
primeros cursos de la educacion matematica escolar, con el objetivo de promover un aprendizaje con
comprension y facilitar el posterior estudio formal del algebra. Segln esta propuesta los maestros han
de promover la observacion de patrones, relaciones y propiedades matematicas y crear un ambiente
escolar en el que se valore que los alumnos exploren, modelicen, hagan predicciones, discutan,
argumenten, comprueben ideas y también practiquen habilidades de calculo (Blanton y Kaput, 2003).
Se considera que los diferentes modos de pensamiento involucrados en la actividad algebraica son
habitos mentales importantes que los alumnos deben de adquirir ya que tienen el potencial de poder
enriquecer la actividad matematica escolar y, muy especialmente, el aprendizaje de la aritmética.

En esta linea, tomamos como referencia fundamental un trabajo dirigido por Carpenter (Carpenter et
al., 2003) en el que se aborda el desarrollo de diversos aspectos del pensamiento algebraico desde la
ensefianza de la aritmética entre los que se encuentran la comprension del signo igual, la observacion
de relaciones numéricas y la elaboracion de conjeturas. Trabajamos con un grupo de alumnos de tercer
grado. Llevamos a cabo varias intervenciones en el aula dirigidas a que los alumnos hagan explicito y
desarrollen el significado que tienen del signo igual®. A su vez realizamos un estudio de la emergencia
y desarrollo de estrategias de resolucion de igualdades numéricas basadas en el establecimiento de
relaciones entre los términos y operaciones de ambos miembros de la misma y en la consideracion de
las igualdades aritméticas como un todo.

! Este estudio ha sido desarrollado dentro de un proyecto del plan nacional de I+D+I financiado por el MCyT,
con niumero BS0O2002-03035, y cofinanciado con fondos FEDER. Junto a las autoras de esta comunicacion, esta
investigacion ha sido realizada por la Dra. Rebecca Ambrose (U. California, Davis).

? En esta comunicacion nos centramos en el significado del signo igual en contextos aritméticos (equivalencia en
valor numérico de dos expresiones numéricas), siendo conscientes de que en el algebra su significado se hace
mas complejo al ser empleado en diversos tipos de igualdades: identidades, igualdades limitadas a ciertos valores
de las variables y definiciones, entre otros.
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Nuestro punto de partida es la siguiente conjetura: se ha detectado que los alumnos de tercer grado de
educacion elemental o primaria muestran una comprension muy limitada del significado del signo
igual. Esto se deduce de las dificultades que encuentran en la resolucion de igualdades numéricas.
Suponemos que dichas dificultades no son atribuibles, en general, a falta de capacidad de los alumnos
debido a su desarrollo evolutivo y que un trabajo sistematico y ordenado, con igualdades numéricas,
puede permitir en estos escolares una mejor comprension del signo igual y fomentar en ellos el
desarrollo de pensamiento relacional como una estrategia para resolver igualdades numéricas.

Objetivos de la investigacion

El objetivo de este trabajo de investigacion es estudiar la comprension mostrada por los estudiantes del
significado del signo y la emergencia y desarrollo de pensamiento relacional en la resolucion de
igualdades numéricas. Para ello trabajamos con los alumnos en el aula durante cinco sesiones de
duracion variable (entre quince y cincuenta minutos), realizadas en dias diferentes y durante el horario
escolar. La sesion 1 estd dirigida a diagnosticar la comprension que tienen los alumnos, detectar
posibles usos de pensamiento relacional y explorar las estrategias empleadas por los mismos en la
resolucion de igualdades numéricas abiertas. En las sesiones 2, 3 y 4, nos centramos en disefiar y
llevar a la practica actividades que puedan favorecer que los alumnos desarrollen la comprension del
significado del signo igual y promuevan el uso de pensamiento relacional en la resolucion de las
igualdades. En la ultima sesion, se evaltia la durabilidad de la comprensién mostrada previamente por
los alumnos asi como el uso de pensamiento relacional.

Marco Teorico
Pensamiento relacional

Uno de las principales expresiones utilizadas en este trabajo es “Pensamiento relacional”. Decimos
que una persona usa pensamiento relacional en contextos matemdticos cuando examina
alternativamente dos o mas conceptos o ideas matematicas para apreciar (recordar o detectar)
relaciones que pueden existir entre ellos, y analiza o usa estas relaciones con la intencion de resolver
un problema, tomar una decision o aprender algo sobre la situacion o los conceptos involucrados. En
el contexto de la aritmética, en el que se centra este trabajo, este término ha sido empleado por
Koehler (2004) haciendo referencia a “las muchas relaciones que los nifios reconocen y construyen
entre numeros, expresiones y operaciones” (p. 2). Por su parte Carpenter et al. (2003) se refieren al uso
de pensamiento relacional en el contexto de igualdades numéricas uniéndolo a la comprension del
significado (relacional) del signo igual. En este contexto se entiende que un alumno usa pensamiento
relacional al resolver una igualdad numérica cuando obtiene la respuesta, a la misma, estableciendo
comparaciones entre los nlimeros o expresiones a ambos lados del signo igual, sin necesidad de
realizar explicitamente las operaciones expresadas. Por ejemplo, en la igualdad 12 + 7 =7 + [J puede
observar que la respuesta correcta es doce, como consecuencia de la propiedad conmutativa, siendo
ésta una estrategia alternativa a realizar la suma 12 + 7 = 19 y posteriormente resolver el problema 19
=7 + [J. De forma similar, la igualdad 8 + 4 = [0 + 5 se puede resolver usando pensamiento relacional
observando que cinco es una unidad mas que cuatro y, por lo tanto, la cantidad desconocida debera ser
una unidad menos que ocho.

La aritmética elemental da lugar a multitud de actividades (no siendo siempre necesaria una
comprension previa del signo igual) en las que se puede desarrollar el pensamiento relacional
centrando el foco de atencion en las relaciones entre las operaciones y los niimeros involucrados,
manteniéndolo alejado del calculo directo de la respuesta. En algunas de estas actividades, como las
que se consideran en este estudio, se trabaja ademas el significado relacional del signo igual y por
tanto la consideracion de las igualdades como un todo, como una proposicion.

Estas actividades favorecen un aprendizaje significativo de la aritmética, el desarrollo de fluidez en el
calculo y el desarrollo de una buena base para el estudio formal del algebra (Carpenter et al. 2003,
Koehler, 2004). El trabajo centrado en pensamiento relacional con estas actividades, es importante,
entre otras cosas, porque los conceptos o ideas matematicas estain dentro de estructuras
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interrelacionadas y porque el reconocimiento de dichas relaciones es considerado como una de las
bases del desarrollo de la comprension de las matematicas (Castro, Rico, y Castro, 1987; Hiebert y
Carpenter, 1992).

Estudios previos de interés para este trabajo

En lo referente a la resolucion de igualdades numéricas, segun recogen Lindvall e Ibarra (1980), han
sido ampliamente estudiadas las estrategias y dificultades que manifiestan los alumnos al resolver
igualdades numéricas abiertas’ de las formas a + b =c y ¢= a * b, analizando: la influencia de la
operacion, la posicion de la operacion y de la cantidad a averiguar (incdgnita) y la existencia o no de
solucion en el conjunto de los numeros enteros. Los estudios de Behr, Erlwanger, y Nichols (1980),
Falkner, Levi, y Carpenter (1999), y Freiman y Lee (2004) han centrado su atencion en la resolucion
de igualdades abiertas de no accion®, observando que los alumnos encuentran importantes dificultades
en la resolucion de este tipo de igualdades y con frecuencia tienden a cambiarlas de acuerdo con una
interpretacion operacional del signo igual. La mayoria de los alumnos entienden el signo igual como
un simbolo que debe ir seguido a su derecha de la respuesta a la operacion u operaciones situadas a su
izquierda y tienden a rechazar igualdades de la forma ¢ = a + b porque “estan al revés” cambiandolas
a: cta=b06 a+b=c. Dancomo respuestas mas frecuentes a las igualdades de las formas a =
a c=a+b a+tb=cy at+tb=c+d, (cona, b, coddesconocido) uno de los nimeros de la
igualdad, la suma o diferencia de algunos numeros de la igualdad o la suma de todos los numeros de la
misma (Freiman y Lee, 2004). Un uso erroneo del signo igual sefialado por Kieran (1981) consiste en
encadenar operaciones en expresiones tales como 8§ +4 =12 +5=17.

Por otra parte, en diversos estudios (Thorton, 1978; Rathmell, 1978; Koehler, 2004), se ha destacado
la bondad del uso de estrategias de pensamiento y de célculo flexibles basadas en pensamiento
relacional en el aprendizaje de los hechos numéricos. Estos investigadores han observado que la
ensefianza de este tipo de estrategias favorece el aprendizaje y retencion de hechos numéricos basicos
asi como la transferencia de este conocimiento a otros problemas. Otros estudios que resumen
Liebenberg, Sasman, y Olivier (1999) sugieren que la ensefianza tradicional no ha sabido promover el
uso de pensamiento relacional, habiéndose observado que la mayoria de los alumnos no son capaces
de resolver igualdades abiertas sin calcular la respuesta a las operaciones expresadas, debido a una
falta de conocimiento de las operaciones aritméticas y sus propiedades. Kieran (1981) alude a la
dificultad en la aceptacion de la falta de clausura, es decir, la dificultad de considerar expresiones
como entidades en si y la necesidad de que aparezca expresado el resultado o valor de cada expresion.
Esta limitacion va acompafada de una percepcion de las expresiones como procesos o acciones y no
como objetos matematicos. Los estudios de Carpenter et al. (2003) y Koehler (2004), mas recientes,
presentan casos de alumnos de primaria que han hecho uso de pensamiento relacional de manera
eficaz en la resolucion de igualdades numéricas y en otras actividades aritméticas. Estos estudios,
entre otros, han servido de base para nuestro trabajo de investigacion.

Metodologia

Diseiio de la investigacion

Hemos aplicado el diserio de investigacion dirigido por una conjetura de Confrey y Lachance (2000).
Este disefio estd especialmente orientado a la realizacion de estudios de investigacion que se

desarrollen en el aula, habitualmente dirigidos a investigar nuevas estrategias de ensefianza o a
analizar diferentes enfoques para el contenido y la pedagogia de un conjunto de conceptos

3 Las igualdades abiertas son aquellas que presentan algiin término desconocido (incognita), a averiguar (Ej. 8 +
4= _+5). Las igualdades cerradas, por el contrario, aparecen completas, sin ningin término desconocido (Ej. 8
+4=7+5).

* Las igualdades de no accién son aquellas sin simbolo operacional en ambos miembros (Ej. 3 = 3) o con signos
operacionales a ambos lados del signo igual (Ej. 3 + 5 =7 + 1). En cambio las igualdades de accion incluyen
signos operacionales inicamente en uno de los miembros (Ej. 4 +3 + 5 =12 6 6 = 3 + 3). Tanto las igualdades
de accidén como las de no accion pueden ser abiertas o cerradas.
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matematicos. El disefio se basa en una conjetura, es decir, en “una inferencia basada en pruebas
incompletas o no concluyentes” (pp. 234-235), la cual es revisada y elaborada a lo largo del proceso
de investigacion. No existen hipotesis a ser probadas sino que la conjetura es la guia de la
investigacion, existiendo, ademas, objetivos o preguntas de investigacion a las que se pretende dar
respuesta.

La recogida de datos que acompaiia a este disefio es exhaustiva para poder describir con precision las
interacciones ocurridas en el aula, la actuacion y evolucion de los alumnos, y las reflexiones y
decisiones tomadas por los investigadores a lo largo del proceso de investigacion. Los datos son
sometidos a dos tipos de analisis; uno preliminar y continuo, después de cada intervencion, que
permite la toma de decisiones con respecto a futuras intervenciones y facilita la revision y el desarrollo
de la conjetura, y otro, un analisis final de todo el proceso de investigacion y todos los datos recogidos
el cual conduce a la construccion de una historia coherente de la evolucion de la conjetura y de los
alumnos.

Sujetos

Dos investigadoras (autora y codirectora del estudio), trabajamos con una clase de 18 alumnos de
ambos sexos de tercer grado de un colegio publico de la ciudad de Sacramento (California). La clase
era étnica y lingiiisticamente diversa. Cinco alumnos hablaban un segundo idioma y dos de ellos
tenian dificultades para comprender el lenguaje hablado en el aula, el inglés. Durante los meses
previos, las investigadoras habiamos trabajado semanalmente con el grupo de alumnos realizando una
variedad de actividades matematicas no relacionadas con la resolucion de igualdades numéricas ni el
desarrollo de pensamiento relacional. La maestra del aula estuvo siempre presente y ocasionalmente
colabor6 ayudando a los alumnos, siendo una de las investigadoras la que condujo el trabajo en el aula
en todo momento. La otra investigadora ayudo a los alumnos individualmente (especialmente a
aquellos cuya segunda lengua era el inglés) cuando tenian dificultades en la comprension de la tarea a
realizar. Entre nuestras sesiones, la maestra us6 un libro de texto “tradicional” para el trabajo en el
aula, en el cual se incluia practica computacional y ocasionalmente igualdades numéricas abiertas con
dos términos en cada miembro.

Recogida de datos

Nuestro trabajo en el aula durante las cinco sesiones se centrd en resolver y discutir igualdades
numéricas (Ver organizacion y distribucion de las sesiones en tabla 1). La mayor parte del tiempo se
dedico a realizar discusiones, intercaladas por las tareas escritas que fueron utilizadas como base de la
posterior discusion y para evaluar a los alumnos. Las tareas escritas fueron resueltas por los alumnos
de forma individual. En las discusiones con toda la clase se consideraron tanto las respuestas correctas
como las incorrectas y se les pidio a los alumnos que explicaran como habian pensado las igualdades y
de qué formas diferentes las habian resuelto. La investigadora a cargo de la discusion facilito el
intercambio de opiniones entre los alumnos clarificando o repitiendo sus explicaciones al resto de la
clase y pidiendo aclaraciones.

La separacion temporal de las sesiones fue en parte intencionada, para que nuestra intervencion en el
aula pudiera tener un efecto mas prolongado en los alumnos, y en parte accidental debido a los
periodos vacacionales y nuestra limitada accesibilidad al aula.
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Sesiones 1 2 3 4 5
Fecha 11-20-03 2-5-04 2-19-04 3-4-04 5-13-04
Numero de 13 15 18 18 15
estudiantes

- - evaluacidn - discusion | - discusion | - evaluacion
Actividades evaluacion | escrita - evaluacion escrita
de la sesion escrita - discusién | escrita

- dos - actividad

entrevistas | escrita

- discusion | - discusion

breve breve
Tipo de abiertas cerradas abiertasy | cerradas abiertas
Igualdades verdaderas | cerradas verdaderas

y falsas verdaderas | y falsas
y falsas

Las sesiones 1, 2 y 4 fueron grabadas en video. Durante la sesion 3 una de las investigadoras tomo
notas de la discusion. En todas las sesiones se recogieron las respuestas de los alumnos en hojas de
actividades que se les suministraron. Se tomaron anotaciones, durante los diferentes encuentros
realizados entre las investigadoras en las que se recogieron las decisiones tomadas sobre el disefio de
las diferentes intervenciones, junto con su justificacion, asi como la opinion de las investigadoras a lo
largo del transcurso de la investigacion.

Igualdades numéricas trabajadas

Partiendo del conocimiento aportado por una revision bibliografica previa decidimos utilizar
igualdades numéricas abiertas e igualdades numéricas cerradas verdaderas y falsas (que debian ser
corregidas por los alumnos en caso de ser falsas) de formas variadas como las siguientes: a £ b =¢, ¢
=axb axb=cxd y a+£b=c=*d=e,lamayoria de ellas disefiadas especialmente para
facilitar el uso y desarrollo de pensamiento relacional. Las operaciones involucradas fueron sumas,
restas y ocasionalmente alguna multiplicacion o division con divisor 1, que no supusieran dificultad
para alumnos de tercer grado. So6lo algunas igualdades en las ultimas dos sesiones involucraron
numeros grandes (mayores que 100) con la intencion de incitar al uso de pensamiento relacional.

Las relaciones implicitas en las igualdades fueron: la propiedad conmutatividad de la suma (Ej. 12 + 7
=7+ [1), la compensaciéon en suma (a+b=(a+c)+(b—c))oenresta(a—b=(a+c)—(b+¢c)),la
propiedad asociativa de la suma mediante la descomposicion de alguno de los sumandos (Ej. 4 + [1 =
2 + 2 + 2), la magnitud de las expresiones o numeros (Ej. 34 = 34 + 12), y en alguna igualdad la
relacion inversa de la suma y la resta (Ej. 27 + 48 — 48 = 27), la multiplicacion como suma repetida (
Ej.4x5=4+4+4+4+)5)y lapropiedad de que todo nimero menos si mismo es cero (Ej. 6 —
6 =1 —1). Las igualdades numéricas no fueron presentadas a los alumnos agrupadas por relaciones
sino tomadas aleatoriamente (las relaciones abordadas en cada sesion se recogen en la primera parte de
la tabla 2).

Tras observar en la sesion 1 una fuerte tendencia computacional en los alumnos siempre que tenian
que completar una igualdad abierta, decidimos emplear este tipo de igualdades solo para evaluar la
comprension del significado del signo igual y usar igualdades verdaderas y falsas para impulsar la
verbalizacién y discusion entre los alumnos y promover el uso de pensamiento relacional. En cada una
de las intervenciones, en el aula, se emplearon colecciones de igualdades elaboradas en funcion de los
resultados de la sesion anterior y considerando las sugerencias dadas por Carpenter, et al. (2003). En
algunos casos tomamos igualdades que habian sido propuestas por los alumnos en intervenciones
previas.
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Resultados

Los resultados de este estudio atienden principalmente a dos aspectos: las dificultades de los alumnos
en la resolucion de igualdades numéricas, y la emergencia y desarrollo de pensamiento relacional.

Dificultades en la resolucion de igualdades numéricas

Durante las diferentes sesiones observamos que los alumnos presentan dificultades en la resolucion de
igualdades numéricas similares a las referidas por otros autores. Inicialmente todos los alumnos
muestran una interpretacion operacional del signo igual. Se aprecia esta interpretacion en las
respuestas dadas en las igualdades abiertas de no-accién. En unos casos la operacion es correcta, de
acuerdo con lo indicado en la igualdad. En otros, se opera con todos los numeros, sin tener en cuenta
la posicion del signo igual. En otros casos, se repite algiin numero de los que aparecen en la igualdad.
En otros, se resuelve solo una parte de la igualdad de la forma a + b=c, b=c + d, a=c+td 06 a=x
b=d.

En cuanto al reconocimiento de igualdades verdaderas y falsas, los alumnos no encuentran significado
para expresiones de la forma a=a por no tener una operacion implicada, ni a c=a+b por el orden de los
miembros de la igualdad, indicando los alumnos que la igualdad esta al revés, tampoco a expresiones
del tipo atb=c+d por la posicion del signo igual “en medio”, explicando que prefieren verlo al final.

En esta tendencia computacional, los alumnos no reparan en la igualdad como un todo sino que
proceden a operar inmediatamente, involucrando todos o parte de los nimeros de la igualdad para
poder rellenar el recuadro. Consideramos que este comportamiento es una consecuencia de la
orientacion al célculo que tradicionalmente domina la ensefianza de la aritmética.

A lo largo de las sesiones, la compresion del significado del signo igual de la mayoria de los alumnos
evoluciona desde la interpretacion operacional de este simbolo, cuyo uso sélo es aceptado por los
alumnos en igualdades con las operaciones a la izquierda y la respuesta a la derecha, a una
interpretacion relacional del signo igual, pasando en algunos casos por una etapa intermedia de
aceptacion de igualdades de la forma c=a+b.

Emergencia y desarrollo de pensamiento relacional

Analizamos este punto centrandonos principalmente en las explicaciones dadas por los alumnos
durante las discusiones. En total once de los dieciocho alumnos verbalizaron pensamiento relacional a
lo largo de las cinco sesiones de trabajo en el aula: uno en la sesion 1, otro en la sesion 2, dos en la
sesion 3 (en dos ocasiones cada uno), seis en la sesion 4 (uno de ellos en tres ocasiones, otro en dos y
los demas en una) y siete en la sesion 5. Las explicaciones dadas por los alumnos fueron como sigue:

“[12 + 11 =11 + 12] es verdadera porque han cambiado de orden los numeros” .

Este alumno no realizé ningtn tipo de calculo sino que observo la igualdad en su totalidad,
compar¢ las expresiones a ambos lados del signo igual y aplico la propiedad conmutativa.

“34= 34 + 12 es falsa porque treinta y cuatro mds doce va a ser mas que treinta y cuatro”.

Este alumno justifico la falsedad de la igualdad comparando las expresiones 34 y 34 +12 y
razonando en funcion de su magnitud.

“[12—7 = 13— 8] es cierto porque han sumado uno al siete y han sumado uno al doce”.

Este alumno expresa asi la relacion de compensacion en la resta.

> Esta evolucion se detalla en Molina y Ambrose (en prensa).
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En la igualdad 238 + 49 = [J + 40 + 9 algunos alumnos tras responder 238 razonaron aplicando la
propiedad asociativa de la suma. Explicaron:

“Me di cuenta de que el numero era 49 y 40 + 9 = 49 por eso sume 238"
“Dividi el 49 por la mitad en 40y 9. No sumé 238 y 49"

En la tabla 2 se muestra qué tipo de explicaciones se produjeron en las distintas sesiones atendiendo a
las relaciones o propiedades verbalizadas por los alumnos. En la primera parte de esta tabla se recoge
el nimero de igualdades que abordaron (implicitamente) las relaciones conmutativa, asociativa (en
situaciones de descomposicion de algun término), compensacion y magnitud de las expresiones. Como
se observa, los alumnos no mostraron pensamiento relacional en todas las igualdades, siendo las
relaciones de magnitud de las expresiones y la propiedad asociativa, en situaciones de descomposicion
de un alglin término, las mas explicitadas. En la mayoria de las igualdades la relacién expresada por
los alumnos corresponde a la relacion con la que identificamos en la tabla dicha igualdad, sin
embargo, en la igualdad 103 + 205 = 105 + 203 de la sesion 4 aunque un alumno verbalizd esta
relacion (“Han cambiado de orden el cinco y el tres”), la relacion de compensacion, otros alumnos
dieron explicaciones centradas en otra aplicacion de la propiedad asociativa: “Es verdadera porque
ciento tres mas doscientos cinco es igual a ocho y ciento cinco mds doscientos tres es ocho y los dos
ochos hacen juego” o “Yo he visto el cinco y el tres porque cinco mds tres son ocho y hay dos ochos
haciendo juego y entonces tenemos trescientos ocho y en el otro lado trescientos ocho.”

Conmutativa | Magnitud | Compensacion Asocmtlva.- .
descomposicion

Relaciones 1|+ +++-—
trabajadas | 2 ++ +

3|+ ++++ —| ++ +

4 +— +— + +

51+ +4++— +
Relaciones 1 +
expresadas | 2 +
por los 3|+ +4++
alumnos 4 ++ +— ++

Tabla 2. Dos tipos de frecuencias asociadas a las principales relaciones consideradas. Los simbolos +
o — refieren a la operacion involucrada en la igualdad. No tenemos informacién de las casillas
sombreadas.

Por otra parte, se observa un posible uso de pensamiento relacional en las igualdades construidas por
los alumnos en las sesiones 2 y 3. Algunas de las relaciones que pueden observarse en estas igualdades
son: la propiedades del cero como neutro de la suma (Ej. 10 + 9 = 19 + 0), la suma de nimeros
iguales es igual (Ej. 10 + 0 = 10 + 0), la compensacion en la suma (Ej. 51 + 51 = 50 + 52), la
multiplicacion como suma repetida (Ej. 2 x 9 =9 + 9), la propiedad conmutativa (Ej. 10 + 7= 7 + 10),
la resta de un nimero menos si mismo es cero (Ej. 100 — 100 = 0 — 0) y la propiedad asociativa de la
suma (Ej. 90 + 200 = 200 + 10 + 10 + 20 + 30 + 20). Sin embargo, al interrogar a algunos de estos
alumnos sobre como estaban construyendo las igualdades no expresaron relaciéon alguna.

Conclusiones

Los resultados de este estudio muestran que el significado del signo igual no es un conocimiento
intuitivo para los alumnos ni es adquirido directamente mediante la explicacion de la persona que
ejerce la autoridad en el aula. Los alumnos necesitaron trabajar con igualdades de diversas formas para
ir construyendo una comprension del significado relacional del signo igual, asi como para modificar su
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interpretacion operacional de este simbolo. Entendemos que las dificultades observadas son resultado
de la reiterada consideracion, a lo largo de la formacion escolar de los alumnos, de igualdades con las
operaciones en el lado izquierdo y la respuesta en el lado derecho de las mismas, junto con el énfasis
que se hace en la obtencion de una respuesta que suele dominar la ensefianza de la aritmética. Este
significado operacional adjudicado al signo igual es referido en la literatura como significado
aritmético del signo igual (Rojano, 2002), sin embargo la naturaleza relacional de este signo asi como
las importantes dificultades observadas y el interés del trabajo centrado en relaciones muestran lo poco
adecuado que resulta esta limitacién impuesta al uso aritmético del signo igual.

Las igualdades numéricas verdaderas y falsas probaron ser un contexto eficaz mediante el cual los
estudiantes pueden verbalizar su significado del signo igual y mejorar la comprension de este simbolo,
ademas contribuyeron a fomentar la observacion de la totalidad de la igualdad, romper su tendencia
computacional, y al desarrollo de pensamiento relacional. Aunque dicho desarrollo tuvo un éxito
parcial, los resultados permiten mostrar que los alumnos de tercer grado estan capacitados para
desarrollar pensamiento relacional y que su uso permite abordar relaciones matematicas que
habitualmente no son explicitadas en el aula y que constituyen parte de una buena formacién
matematica. Una dificultad observada en relacion a este desarrollo mediante las actividades
consideradas es la necesidad de que los alumnos se escuchen unos a otros para que el intercambio de
estrategias y opiniones sea realmente fructifero.

El caracter de intervencion en el aula de esta investigacion la dota de consecuencias directamente
aplicables al aula. Las dificultades sefialadas en la resolucion de los distintos tipos de igualdades y la
evolucion de la comprension y de las estrategias de los alumnos observada, aportan informacion de
utilidad para la ensefianza. Se muestra la potencialidad del trabajo centrado en el desarrollo de
pensamiento relacional que favorece un enfoque no computacional y una comprension semantica de la
aritmética, ademas del acercamiento a la clausura de las expresiones, idea de gran importancia a tratar
en la formacion pre-algebraica.
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Un modelo de analisis de competencias matematicas
en un entorno interactivo

Jesas Murillo y Guillermina Marcos
Universidad de La Rioja. Dpto. de Matematicas y C.

Resumen

En esta comunicacion presentamos un modelo para analizar la eficacia de un entorno interactivo, en
relacion a la adquisicion de determinadas competencias matematicas por los alumnos de la ESO. En
particular la competencia comunicativa, cuando la clase se organiza utilizando soportes informdticos
y el trabajo colaborativo. El modelo diseriado consta basicamente del entorno interactivo, actividades
con una determinada estructura y cuatro components del discurso con sus correspondientes
indicadores que nos permiten realizar el andlisis correspondiente. Presentamos unas primeras
conclusiones y esbozamos algunas propuestas de futuro.

Palabras clave: Cabri, competencia comunicativa, competencia matematica, entorno de aprendizaje
con ordenador, Geometria, software dindmico de geometria, educacion secundaria

Abstract

In this paper we present a model to analyze the efficiency of an interactive environment, regarding the
acquisition of certain mathematical skills by students of ESO (Compulsory Secondary Education).
Particularly the communication skill when the class is organized using computer support and
cooperative work. The designed model consists basically of the interactive environment, activities with
a particular structure and four components of the speech with their own descriptors which allow us to
make the correspondent analysis. We present some first conclusions and outline some suggestions for
future works.

Key words: Cabri, communication skill, mathematical skill, computer learning environment,
Geometry, dynamic geometry software, secondary education.

INTRODUCCION

La situacion actual en la que nos encontramos inmersos, la sociedad del conocimiento, plantea nuevos
retos en el sistema educativo en general y en particular en el de las matematicas de la educacién
obligatoria, que implican nuevos métodos de trabajo y de ensefianza, de manera que se facilite por una
parte una formacion integral del estudiante que le capacite para desenvolverse de forma adecuada en la
sociedad de la informacion y por otra adquirir las competencias necesarias y determinadas por el
curriculo de matematicas correspondiente.
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Aceptar estos retos supone un cambio conceptual en la organizacion de las ensefianzas obligatorias
para adaptarse a los modelos de formacion mas centrados en el aprendizaje, es decir, en el estudiante y
en su trabajo, y que les permitan “aprender a aprender”. En nuestra clase se trabaja de forma
cooperativa/colaborativa, donde la necesidad de articular y explicar al grupo las ideas propias
desarrolla la capacidad de comunicacion y lleva a que estas ideas sean mas concretas y precisas y a
organizar e integrar mas el conocimiento.

INTERES Y ESTADO DE LA CUESTION

Un breve analisis del proceso de incorporacion de las TIC a los espacios escolares evidencia que esta
inclusion ha sido progresiva y continua en las ultimas décadas; y que a lo largo de los ultimos afios,
han ido cambiando las concepciones relativas al aprendizaje, a la relacion entre TIC y educacion y a
las interacciones entre los polos del proceso educativo. Més alla de que existan espacios curriculares
especificos para el aprendizaje de las TIC, estd claro que también es necesario incorporar las TIC a
través de cada espacio curricular, en particular en el de Matematicas.

Planteamos una metodologia en la que el alumno participe formalmente y de manera activa en la
adquisicién del conocimiento y en suma en su propia formaciéon, fomentando el trabajo colaborativo
entre los alumnos, de manera que éstos asuman parte de la responsabilidad de su aprendizaje, y
desarrollen algunas de las funciones que en la ensefianza tradicional estan reservados al profesor.

Es necesario, por tanto, una nueva concepcion de la formacion de nuestros alumnos de Secundaria,
mas centrada en el aprendizaje y en la que la funcion del profesor debe estar focalizada en su labor de
guia y moderador del aprendizaje. Esta nueva concepcion exige unas estructuras mas flexibles que a la
vez que posibilitan un amplio acceso social al conocimiento permitan también una capacitacion critica
para interpretar la informacion, aspectos que se veran potenciados con la utilizacion de las TIC.

Por otra parte, la capacidad de comunicarse matematicamente y del papel del lenguaje en el
aprendizaje de las Matematicas, se ve reflejado tanto en numerosas investigaciones de D.M. (Duval
2001, Godino 2001, Nesher 2000, Niss 1999), como en las orientaciones curriculares de muchos
paises, y en particular en los documentos curriculares del MEC, que al referirse a Matematicas como
asignatura de la ESO sefiala que: “Es importante habituar a los alumnos a expresarse oral, escrita y
graficamente en situaciones susceptibles de ser tratadas matematicamente, mediante la adquisicion y
el manejo de un vocabulario especifico de notaciones y términos matemdticos.” (BOE, 2003). En el
Proyecto OCDE/PISA, se define el dominio “alfabetizacion matematica” para referirse a “las
capacidades de los estudiantes para analizar, razonar y comunicar eficazmente cuando identifican,
formulan y resuelven problemas matematicos en una variedad de dominios y situaciones” (Rico,
2003). Notamos la relevancia otorgada a los procesos relativos a la comunicacion.

Si bien, casi todos las investigaciones se centran en la produccion de textos escritos en clases
presenciales; es cierto que ultimamente, ha cobrado importancia el discurso escrito en entornos
virtuales, utilizado éste como herramienta para las teleinteracciones con alumnos (Figueiras, 2000,
Fortuny, 2000).

Nesher (2000) distingue entre dos acciones: “hablar matematicamente” y “hablar de matematicas”.
Con el término ‘“hablar matematicamente” se refiere a usar el leguaje matematico, aplicandolo a
variados contextos, pero teniendo en cuenta su propia sintaxis. Con la expresion “hablar de
matematicas”, se hace referencia al hecho de utilizar el lenguaje natural como metalenguaje para
expresar ideas matematicas. Creemos que esta modalidad comunicativa, favorece el desarrollo de la
competencia comunicativa en Matematicas en particular y la mejora de las capacidades geométricas en
general, en tanto que propicia la interaccion, el intercambio y la reflexion.

Coincidimos con Nesher en que cuando los alumnos producen este tipo de argumentos, utilizando el
lenguaje natural como metalenguaje, desarrollan aprendizaje matematico; en particular cuando los



UN MODELO DE ANALISIS DE COMPETENCIAS MATEMATICAS 217

alumnos comunican sus estrategias geométricas en este modo mixto, desarrollan aprendizaje
geomeétrico.

En nuestro caso, adaptando la expresion “hablar de matematicas” propuesta por Nesher, a la de
“escribir de geometria”, para referirnos al proceso de produccion de discursos —escritos- en los que los
alumnos explican, justifican, describen el procedimiento que han llevado a cabo para la resolucion de
problemas, empleando el lenguaje natural como metalenguaje.

En este contexto, nuestra investigacion de analizar el proceso de produccion de discursos escritos
relativos a la resolucidon de problemas geométricos, cobra una relevancia especial debido al formato
“ensefianza bimodal”. La produccion de discursos escritos juega un rol superador al de “tarea escolar”
ya que adquiere una dimension comunicativa real e imprescindible en las interacciones profesor -
alumno y alumno - alumno.

Aunque, este nuevo enfoque proviene de la Didactica de la Lengua (Mendoza, 2003) y de los modelos
comunicativos, consideramos que: “Se aprende a leer y a producir textos de Matemdatica en la clase
de Matematica; se aprende a leer y producir textos de Biologia en la clase de Biologia... El mejor
profesor, para alcanzar la comprension lectora y la expresion escrita en cada uno de estos contextos,
serdan respectivamente el profesor de Matematica, el profesor de ...” Lescano (2002)

OBJETIVOS.

Pretendemos analizar los beneficios cognitivos que se producen en nuestros alumnos en relaciéon con
la adquisicion de determinadas competencias matematicas, y en particular con la competencia
comunicativa, cuando desarrollan trabajo colaborativo, utilizando un entorno ineractivo de aprendizaje
soportado por medios informaticos.

En relacion a la investigacion:

Disefiar actividades adecuadas al medio utilizado, a los contenidos y a los objetivos propuestos
para los alumnos.

Disefiar instrumentos ¢ indicadores adecuados para el andlisis de las actividades disefiadas y de
las producciones de los alumnos.

Analizar los beneficios cognitivos de los alumnos en relacion a su competencia comunicativa,
de expresion y razonamiento, tomando en consideracion la influencia del medio en los

resultados obtenidos.

Analizar la capacidad de motivacion de los medios utilizados para potenciar la participacion en
el trabajo colaborativo/cooperativo de los alumnos.

Analizar la produccién de discursos correctos como parte de la resolucion de  problemas
geométricos.

Analizar el desarrollo de la competencia comunicativa matematica.

Estudiar y evaluar la influencia de las interacciones escritas (interacciones electronicas) sobre
los interactuantes, haciendo uso de indicadores disefiados.

En relacion a los estudiantes:
Desarrollar el interés y el gusto por el aprendizaje de las matematicas

Adquirir técnicas de autoaprendizaje.
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Utilizar herramientas informaticas para el aprendizaje.

Desarrollar habilidades de comunicacion e interaccion con las TIC.
Evolucionar en el uso de estrategias de trabajo colaborativo.
Resolver problemas geométricos estratégicamente.

Formular conjeturas y realizar demostraciones geométricas sencillas.

Desarrollar procesos metacognitivos que permitan reflexionar sobre el propio aprendizaje y
adquieran mayor autonomia.

METODOLOGIA

Desde una vision constructivista del aprendizaje, utilizamos un entorno interactivo constituido por una
red electronica, Internet, software de correo y de navegacion de dominio publico, un foro de discusion
y software de geometria dindmica, fundamentalmente Cabri Geometre.

Metodologia de trabajo con los alumnos

La asignatura considerada, para alumnos de 3° de ESO se imparte en un IES de Logrofio. Las clases se
desarrollan en un aula de Informatica, con ordenadores que tienen Cabri Géometre Il y acceso a
Internet.

En el desarrollo de la asignatura sefialamos distintas fases; una primera en la que se trabaja con los
alumnos sobre el manejo del entorno interactivo y del software correspondiente, en la que se apunta a
que los alumnos, aprendan a utilizar el programa y el entorno, a través de la resolucion de problemas.
Las actividades, se proponen por escrito y las clases son coordinadas por un “profesor presencial ”
que acompaiia a los alumnos en el aula.

En una segunda fase, se incorpora la figura del profesor virtual, y con ¢l una dinamica de trabajo
diferente y la necesidad de manejar no s6lo Cabri como entorno y la Geometria como tema sino
también una manera de comunicacion e interaccion diferente. Los intercambios que se producen a
través del correo electronico, del foro y de la pagina Web del Proyecto, suponen aprender a utilizar
una nueva herramienta para comunicarse. Esta modalidad comunicativa entre alumno —profesor y
alumno— alumno, incluye tanto las actividades como sus resoluciones, las consultas de dudas o
solicitudes de ayudas, e incluso los comentarios personales.

Metodologia de la investigacion.

En nuestra investigacion, hemos disefiado instrumentos y definido categorias de actividades,
componentes del discurso e indicadores para analizar y evaluar tanto las actividades propuestas como
las producciones de los alumnos.

Las actividades.

Las actividades propuestas han sido analizadas en una primera fase, teniendo en cuenta los siguientes
criterios: conocimientos matematicos que exigen (conceptos y estructuras conceptuales, destrezas,
estrategias generales), tiempo estimado para la resolucién, posibles errores, tipo de actividad
(ejercicios de reestructuracion; ejercicios de reconocimiento; ejercicios algoritmicos; problemas de
aplicacion; problemas de enunciado abierto) y conocimientos lingiiisticos y semanticos que
intervienen (Alsina, 1997).
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En una segunda fase, determinamos los elementos minimos necesarios que deben aparecer en las
actividades en funcion de los procesos comunicativos que ocurren en cada una de las tres etapas:
etapa presencial, de correo electronico y foro electronico.

Las etapas mencionadas, ordenadas cronologicamente, se caracterizan por presentar modalidades
comunicativas muy diferentes; haciendo entonces que las actividades propias de cada una de ellas
también resulten distintas entre si, en funcién de estas modalidades.

Cada una de las tres ha sido caracterizada tomando en consideracion las interacciones producidas
(alumno—alumno, alumno—profesor real, alumno—profesor virtual), el caracter de dichas interacciones
(presencial, a distancia), la modalidad comunicativa (oral, escrita presencial, escrita asincronica), y los
roles (simetria, asimetria).

A partir de esta caracterizacion, se han esbozado condiciones para las actividades propuestas en cada
etapa.

La actividades de la etapa presencial, aunque presentan la novedad del uso de Cabri II para su el
abordaje y resolucion de problemas geométricos (a los que los alumnos no suelen estar habituados),
tienen un formato conocido por los alumnos: consisten en un texto que plantea alguna construccioén o
reflexion geométrica. Son problemas de aplicacion que lo que persiguen es que los alumnos se
familiaricen con el uso de Cabri y a la vez reflexionen sobre algunos conceptos y relaciones
geomeétricos ya conocidos.

Otra novedad es que se plantea como parte de la solucion del problema geométrico, la explicacion del
procedimiento y de las relaciones utilizadas usando lenguaje verbal; lo cual también constituye un
entrenamiento que en la siguiente etapa se convertird en imprescindible para la comunicacion.

Las actividades de la efapa correo electronico deben ser casi autosuficientes y con la posibilidad de
permitir distintos niveles de exigencia y profundidad, de manera que resulten adaptables a cada
interlocutor (especificar tanto como sea necesario -y suficiente- para cada alumno y permitir a cada
uno el maximo desarrollo posible segun sus potencialidades: desafio de atencién a la diversidad).

Esta adaptabilidad a receptores tan diversos, se logra a través de “ayudas progresivas” que se
administran segun las necesidades del caso y a través de “diversificaciones” de la actividad inicial y
general (destinada al total de los alumnos) permitiendo que cada uno siga un “itinerario” conveniente.

Estas intervenciones pueden aparecer de dos maneras: a través del mismo correo electronico o a través
de enlaces —aparecen en el texto de la actividad— que permiten a cada alumno recurrir a ellas en caso
de necesidad.

Las actividades de la tercera etapa deben ser mas abiertas que en la fase anterior, porque son las
interacciones entre pares las que funcionan como “ayudas” y/o diversifican el itinerario por el que se
discurre. Asimismo, el profesor, tiene la posibilidad de intervenir en el foro; con lo que la actividad
tiene un formato susceptible de intervenciones docentes que se iran graduando segun el proceso.

Las resoluciones de los alumnos:

El siguiente esquema modeliza el analisis de las resoluciones de los alumnos:
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Resoluci—n de problemas geomtricos

Soluci—n grifica P Producci—n escrita

Lenguaje: grifico- geom’trico -¢——  » Lenguaje: lenguaje natural

Consideramos que las producciones escritas, a través de las cuales los alumnos utilizan el lenguaje
natural como metalenguaje para expresar ideas matematicas —discursos que suelen estar parcialmente
expresados utilizando términos y notaciones geométricas— son parte de la resolucion del problema
geométrico propuesto. Cuando los alumnos producen este tipo de discursos, desarrollan aprendizaje
matematico; en particular cuando los alumnos comunican sus estrategias geométricas en este modo
mixto desarrollan aprendizaje geométrico.

Por esta razon, nuestro trabajo incluye el analisis de los discursos escritos producidos por los alumnos,
como parte de la resolucion de los problemas geométricos propuestos; discursos en los que los
alumnos explican, justifican y describen el procedimiento que han llevado a cabo(competencia
comunicativa)

Para dicho andlisis, proponemos un modelo de cuatro componentes con sus indicadores
correspondientes, tomando como referencia el modelo establecido por Canale (1995):

a) COHERENCIA, para analizar la capacidad de elaborar discursos coherentes y en los que no
aparezcan contradicciones. Las partes del discurso deben estar conexionadas dando lugar a un mensaje
claro con sentido y completo. Analizamos la coherencia tomando en consideraciéon dos niveles, uno
centrado en la propia estructura del discurso (intratextual) y otro tomando en consideracion la relacion
entre la solucién grafica’ y la produccion escrita (extratextual).

b) RESPETO Y ADECUACION, para analizar el conocimiento de las reglas socioculturales de uso,
adecuacion a la situacion de los participantes, las normas sociales de interaccion,... La utilizacion del
texto adecuado en un contexto concreto para dirigirse a sus iguales o al profesor/tutor. Estos aspectos,
hoy en dia se consideran como reglas regulativas de la comunicacion(Grice, 1991) y cuyo aprendizaje
corresponde especificamente a la escuela.

¢) ORTOGRAFIA Y VOCABULARIO, para analizar el cddigo lingiiistico propiamente dicho. En nuestro
contexto especifico nos referiremos no solamente al uso correcto de las palabras y signos auxiliares
del lenguaje natural, sino también a las particularidades del lenguaje geométrico y al uso de sus
términos notaciones y modos de decir de un lenguaje tan especifico como el matematico, que deben
ser aprendidos en la clase de matematicas.

d) CREATIVIDAD Y SOLUCION DE PROBLEMAS COMUNICATIVOS, para analizar el dominio de
estrategias de comunicacion, capacidad y creatividad para resolver problemas comunicativos, asi
como la originalidad de las ideas. La creatividad y la riqueza de estrategias deben ser un elemento
fundamental de las clases de matematicas, entendidas desde el “hacer matemdticas” y desde la

1 ., ., L. ., L.

No se emplea la expresion “resolucion geométrica”, porque entendemos que la resolucion geométrica abarca
tanto la construcciéon o solucion grafica como la expresion escrita correspondiente a dicha resolucion.
Denominamos texto o discurso escrito a dicha produccion escrita.
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“resolucion de problemas”. Se trataria de determinar cuando un alumno es capaz de resolver
situaciones a pesar del desconocimiento de un término especifico o el olvido de una definicion,
proponiendo caminos alternativos y superando ese escollo comunicativo.

Establecemos los siguientes indicadores:

Para COHERENCIA

Componente:
Indicadores:

COHERENCIA

repeticiones, contradicciones, insuficiencia de ejemplos, insuficiencia de
Intratextual argumentos, desorden, ambigiiedad, informacién insuficiente o excesiva, falta

de claridad- inadecuacion respecto al objetivo comunicativo

coincidencia entre el procedimiento descrito a través del texto y el llevado a
Extratextual .,

cabo en la construccion

Para RESPETO Y ADECUACION

Componente:

RESPETO Y Indicadores:

ADECUACION

Respeto Imposiciones de voluntad o imperaciones, ofrecimiento de opciones,
reforzamiento de lazos.
Un registro adecuado a la edad del destinatario, un registro adecuado a la

Adecuacion relacion que se mantiene con el destinatario: relacion profesor- alumno,
relacion alumno- alumno, un registro adecuado a las circunstancias de lugar y
tiempo: ambito educativo, la clase.

Para ORTOGRAFiA Y VOCABULARIO.

Componente:
. Indicadores:
ORTOGRAFIA Y
VOCABULARIO
Ortografia Uso correcto de las palabras y signos auxiliares, propias del castellano en
& general y del lenguaje geométrico en particular, uso correcto de notaciones.
) Empleo de palabras que no son usuales en el lenguaje habitual del sujeto,
Vocabulario . ., .
precision en la utilizacion adecuada de las palabras, oportunidad de su empleo
en el desarrollo de la idea o de su situacion en la frase.

Para CREATIVIDAD Y SOLUCION DE PROBLEMAS COMUNICATIVOS

Componente:
CREATIVIDAD Y
SOLUCION

Indicadores:

Utilizacion de sinonimos cuando no se recuerda una palabra especifica,
Construccion de definiciones convenientes.
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Se ilustran a continuacién, algunas producciones de los alumnos analizadas con los instrumentos

disefiados.

JESUS MURILLO y GUILLERMINA MARCOS

Analisis de la resolucion propuesta por Sara

Enunciado:

Construye en la pantalla tres puntos A, B y C y encuentra un punto D, de
forma que al poligono ABCD sea un paralelogramo
Escribe el procedimiento que has utilizado

Solucion grafica:

“Hice puntos ABC no alifieados, y los junte con segmentos, menos un lado
v luego hice la paralela al punto A, luego la recta al punto C, recta

Texto: paralela al segmento, punto de intersecion a la recta, y despues cada
punto los uni con segmentos, e hice los comentarios.”
El comentario presenta varias incoherencias: “menos un lado” (no queda
claro a qué se refiere esa expresion), “luego hice la paralela al punto A”
Coherencia (informacion contradictoria), “la recta al punto C” (informacion
intratextual insuficiente y poco clara), el resto de la frase es una sucesion incompleta e
inconexa de acciones sin coherencia alguna.
Ademas, en todos los pasos de la construccion faltan condiciones, lo que
da lugar a ambigiiedades
Coherencia La coherencia intratextual es tan marcada, que es practicamente imposible
extratextual analizar la coherencia extratextual
Cortesia y Se analizan exclusivamente en los casos de intercambio a través de foro o
adecuacion correo electronico
Comete cinco errores (“alificados” por alineados, “junte” por junté,
“intersecion” por interseccion, “despues” por después, “uni” por uni)
Ortografia No utiliza ningin punto, separa todo por numerosas comas quedando una
frase en la que se pierden las jerarquias y la claridad.
Si bien utiliza muchos términos del lenguaje especifico (segmento,
interseccion, punto, segmento), dicho empleo es totalmente impreciso e
incorrecto:
“puntos ABC” por puntos A, By C
“los junte con segmentos” por “los uni con segmentos”
“luego hice la paralela al punto A” por paralela por el punto A
. “luego la recta al punto C, recta paralela al segmento” por recta paralela al
Vocabulario
segmento AB por el punto C
“punto de intersecion a la recta” por punto de interseccion de las rectas
anteriormente trazadas
Creatividad y
solucion de No se evidencia.
problemas

comunicativos




UN MODELO DE ANALISIS DE COMPETENCIAS MATEMATICAS

Ilustracion de RESPETO Y ADECUACION
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Texto del mail:

Analisis:

“Hola profesor espero que haya pasado buena
Semana Santa y espero tambien que este bien la
respuesta, es lo unico que pensaba que podia ser...
UN SALUDO Adrian Alvarez”

Responde a las normas de
adecuacion

cortesia 'y

“Bueno profe , hace un poco de tiempo que no le
contesto por las vacaciones y por que la ultima
semana no vine al colegio, pero aqui estan las
respuestas y se lo mando junto con la actividad por si
acaso (las respuestas estan en color morado).”

Responde a las normas de
adecuacion

cortesia 'y

“ola profe

a ke mola mi letra he

ya ves .una cosa tus trabajos ke nOs mandas son muy
aburrios ( demasiado ).

Bueno un saludo para los tuYos y tus alumnos de
parete de el: JALDO

JEJEJEJE

BUENO ADIOS”

El texto, no responde a las normas de cortesia

ni de adecuacion

“ola q” tal te va?
a mi mu bien.
un saludo adios
victor”

El mensaje es cortés pero inadecuado para el
destinatario.

Tlustracion de CREATIVIDAD Y SOLUCION DE PROBLEMAS COMUNICATIVOS

Enunciado

Sean ABC un triangulo rectangulo y P un punto
movil en la hipotenusa BC. Si I es un punto que
estd en AB y J es otro punto que esta en AC, de tal
manera que PI es perpendicular a AB y PJ es
perpendicular a AC, ;existe una posicion del punto
P en la que la longitud del segmento IJ tenga un
valor minimo?

Solucion grafica:

F\1,13 m

Texto:

“El punto en el que tiene que estar P para que la
longitud de 1J sea minima es en el que se corta la
perpendicular de BC pasando por A con el
segmento BC...”

Analisis:

Sandra no recuerda o no identifica que “la
perpendicular de BC pasando por A” es la altura
del lado BC; pero evidencia creatividad al superar
ese problema comunicativo construyendo una
definicién conveniente que sustituye el término
altura.

Aunque el proceso de analisis se encuentra en curso, citamos algunas conclusiones previas.
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CONCLUSIONES

Podemos decir que la estructura de las actividades disefiadas se muestra adecuada al entorno de
aprendizaje utilizado y que la categorizacion de las actividades y los instrumentos disefiados
(componentes e indicadores) resultan apropiados para analizar las producciones de los alumnos.

Los primeros andlisis muestran algunos beneficios en los alumnos, que recogemos en un sistema de
tres dimensiones: beneficios relativos al aprendizaje de la Geometria (AG), relativos al uso de las TIC
y relativos a la capacidad de interaccion y comunicacion (CC).

Representamos este sistema mediante un triangulo
en cuyos vértices se encuentran cada uno de los
aspectos mencionados y cuyos lados representan las
interacciones entre los mismos.

Aprendizaje de la Geometria

Hemos llegado al esquema anterior al preguntarnos:
(Por qué a lo largo del taller mejora el aprendizaje
de la Geometria? ;Por qué mejora la comunicacion?
(Por qué mejora el uso de las TIC?... y encontrar que Uso de las TIC
las respuestas no son independientes entre si.

Competencia comunicativa

A lo largo del proceso, estas dimensiones no se

comportan como polos aislados sino como vértices en permanente interaccion con los demas; dando
lugar a un progreso conjunto y contextualizado en el que las mejoras en cada dimension se nutren de
los progresos de las otras pero a la vez realimentan dicho progreso.

El AG mejora en parte gracias al uso del entorno interactivo multimedia implementado; pero también
este progreso en el AG contribuye a mejorar el desempefio de los alumnos como usuarios de las TIC-
por el hecho de que el proceso de aprendizaje de la Geometria los ha involucrado como usuarios
reflexivos de las mismas.

El desarrollo de la CC, ha favorecido el mejor aprendizaje de la Geometria —porque saber comunicar
un saber afiade valor a ese saber-, pero este desarrollo también se debe a las mejoras en el AG en
general, porque la comunicacion se aprende en un contexto especifico y para comunicarse es necesario
compartir unas tematicas, un registro, un lenguaje comiin como es en este caso el geométrico que no
se aprende aisladamente sino en interaccion con el resto de estrategias y conceptos geométricos: los
progresos generales en el aprendizaje de la geometria dan fluidez y seguridad a los procesos de
comunicacion.

Con respecto a las interacciones entre los vértices TIC- CC; el uso de las TIC permiten la
comunicacién —ser mejores usuarios de las TIC optimiza su uso comunicativo- pero a la vez las
mejoras en las estrategias de comunicacion optimizan el uso de las TIC —saber qué, a quién, como y
porqué se quiere comunicar permite un mejor uso del medio.

A lo largo del proceso, los alumnos asumen una posicion activa y con autonomia creciente frente a
sus aprendizajes: actuando como usuarios de las TIC, como usuarios de la comunicacion y “haciendo
matematicas” que es la manera en que entendemos el aprender matematicas.

La resolucion de las actividades propuestas (y que responden a las distintas modalidades antes
detalladas), requiere conceptos y procedimientos geométricos y comunicativos de distinto tipo.

El diagnostico inicial realizado, nos mostraba que los alumnos mostraban dificultades para abordar
problemas geométricos sencillos (aunque las tematicas ya habian sido desarrolladas curricularmente)
y, en particular, que el uso del lenguaje verbal geométrico presentaba numerosas (y a veces graves)
dificultades.



UN MODELO DE ANALISIS DE COMPETENCIAS MATEMATICAS 225

En relacion a este diagnostico inicial y al estudio de perfiles de aprendizaje, podemos decir que el
entorno disefiado, el proceso de ensefianza- aprendizaje propuesto y las interacciones (reales y
virtuales) producidas en el Taller, han producido mejoras en el aprendizaje de la Geometria en general
y en la capacidad de comunicacién de procesos geométricos en particular, en tanto han permitido la
superacion y/ o disminucidn de las dificultades mencionadas.

Asimismo, mencionamos que el cambio de actitud frente a la clase de Matematicas manifestado por
los alumnos fue notorio, evidenciandose evidencia a través de distintos indicadores (asistencia a clase,
puntualidad, predisposicion ante el trabajo propuesto, manifestaciones orales relativas al gusto y a la
comodidad en la clase, actitud participativa, comparacion con la actitud de los mismos alumnos en la
clase tradicional, vision del profesorado, etc.)
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Estudio exploratorio sobre la ensefianza de la geometria en
primaria. Curso-taller como técnica para la obtencion de datos
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Olimpia Figueras Mourut de Montpellier
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Resumen

Investigaciones realizadas en Educacion matemadtica han senialado que algunos maestros sienten la
carencia de recursos para poder modificar su manera de enseniar la geometria a nivel escolar;
reconocen tener limitaciones para enseriar esta materia y sienten que les es muy dificil mejorar su
formacion a partir de su prdactica docente. En este trabajo presentamos comentarios y expresiones de
maestros de primaria en ejercicio sobre la ensefianza de la geometria de los sdlidos en primaria,
obtenidos en el estudio exploratorio desarrollado en Nayarit (México) utilizando un “curso taller”
para maestros como técnica para recoleccion de datos. Esta informacion que aportaron los maestros
se refiere a: i) creencias y concepciones, ii) la labor docente referida a los contenidos que se ensefian
y como se ensenian; iii) “aspectos ’senialados por los maestros que participaron en el curso sobre el
desarrollo del mismo.

Abstract

In mathematics education research the following aspects have been highlighted: Teachers think they
lack resources to modify their way of teaching geometry, they recognize having hindrances to teach
that subject and find it difficult to ameliorate their initial education taking as a starting point their
everyday practice. In this paper primary in-service teachers’ ways of thinking about teaching
geometry of solids obtained in an exploratory study carried out at Mexico are described. A teacher’s
workshop was set up in the state of Nayarit as a means to collect data about: i) beliefs and
conceptions, ii) teaching linked to the contents they teach and how they teach it, and iii) ‘aspects’
brought out by the participants regarding the workshop.

PRESENTACION

Hay una gran variedad de investigaciones relativas a la enseflanza de la geometria en primaria cuyos
resultados pueden aplicarse en el saléon de la clase. Sin embargo, como muestran algunas
investigaciones (Barrantes y Blanco, 2004; Guillén 1997; Guillén y otros, 2004) el panorama no es
muy alentador. Si nos centramos en la geometria de los sélidos, en estos trabajos se subraya la poca
atencion que se presta a la ensefianza de la misma en las escuelas y la “manera” en que ésta se ensefia:
se hace a partir de dibujos. Se apunta también que algunos docentes priorizan el estudio de la medida
al de la geometria y se indican las razones que explican esta eleccion.
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En este documento presentamos comentarios y expresiones de maestros de primaria en ejercicio sobre
la ensefianza de la geometria de los solidos en primaria, obtenidos a partir de un curso-taller
desarrollado en Nayarit (México). Esta informacion que aportaron los maestros se refiere a: i)
creencias y concepciones; ii) la labor docente referida a los contenidos que se enseflan y como se
ensefian; iii) “aspectos”sefalados por los maestros que participaron en el curso sobre el desarrollo del
mismo.

La investigacion llevada a cabo se inscribe dentro de un proyecto mas amplio' cuyo objetivo final es
iniciar la construccion de una “Biblioteca virtual” que permite incidir en la formacion de los
profesores y en sus concepciones y creencias ¢ indirectamente en la mejora de la ensefianza de las
matematicas en primaria.

ANTECEDENTES. MARCO EN EL QUE SE HA DESARROLLADO EL TRABAJO

Los resultados que se exponen en este documento forman parte de un trabajo exploratorio del que ya
hemos publicado algunos resultados (Guillén y Figueras, 2004; Guillén et al. 2004). En estos trabajos
se indican las hipotesis previas de partida y establecemos el marco en el que estamos realizando el
trabajo, marco que vamos a describir brevemente a continuacion. El estudio tenia tres propositos: 1)
Obtener informacion sobre la situacion actual de la ensefianza de la geometria en la primaria en
algunas escuelas de Nayarit y sobre "aquello" que los maestros subrayan en relacion con el desarrollo
de un curso-taller sobre didactica de la geometria orientado a la formacion y a la investigacion. 2)
Contrastar la informacion obtenida a partir del curso-taller con los resultados obtenidos mediante una
encuesta, 3) Ampliar la formacion de algunos maestros sobre el conocimiento didactico del contenido
(Thompson, 1992) en relacion con la geometria de los solidos a nivel escolar. Los resultados de este
informe se refieren al objetivo 1. Pretendemos obtener informacién, por un lado, sobre creencias y
concepciones de los maestros en relacion con la ensefianza de la geometria de los solidos y sobre los
contenidos que los maestros “dicen” impartir en sus clases; por otro, sobre los aspectos que los
maestros explicitan sobre el desarrollo del curso taller.

Diferentes tipos de conocimiento. Situando la investigacion actual en el marco de la formacion del
profesor, tomando como referente, entre otros, el trabajo de Climent y Carrillo (2003) y los que ahi se
referencian, en el conocimiento del profesor se consideran diferentes componentes: Conocimiento del
contenido matematico de y sobre las matematicas y el conocimiento de la materia para su ensefianza.
Nosotros en esta indagacion hemos comenzado analizando las creencias, concepciones y tomas de
postura ante dicotomias que pueden presentarse, todas ellas componentes del conocimiento y
desarrollo profesional, y nos centramos especialmente en “la labor docente del maestro”, considerando
que tiene que ensefiar los contenidos matematicos escolares de hechos, procedimientos, conceptos, etc.
Este contenido lo analizamos referido a la formacion profesional del maestro.

Los antecedentes de este trabajo hay que situarlos también en una primera indagacion sobre la
problematica de la ensefianza de la geometria en Escuelas de Magisterio (Guillén, 1997). La secuencia
de actividades disefiadas para la toma de datos la hemos elaborado tomando como referencia esta
investigacion. Dando continuidad a la misma, el contenido escolar de hechos, procedimientos,
conceptos, etc. lo hemos reorganizado como referido a: a) procesos matematicos (analizar, describir,
clasificar, generalizar, etc.), b) relaciones entre contenidos geométricos, ¢) uso de destrezas (construir,
modificar, transformar) para trabajar los procesos matematicos indicados o para desarrollar habilidades
(comunicar y/o representar formas).

! Proyecto "Procesos de transferencia de resultados de investigacion al aula: el caso del bajo rendimiento escolar
en matematicas". Proyecto de investigacion, co-financiado por el Colegio Nacional de Ciencia y Tecnologia
(Conacyt) (con clave G37301-S).
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Acerca de creencias y concepciones. Como marco para el trabajo consideramos también los estudios
que han senalado la influencia de las concepciones de los individuos sobre su modo de actuar (véase
por ejemplo, Peterson, Fennema, Carpenter y Loef, 1989, citado por Llinares, 1996). En nuestro
estudio el término creencia lo utilizamos con el significado de Villoro (1982), quien considera que las
condiciones necesarias para toda creencia son: S cree que p si y so6lo si: 1) S estd en un estado
adquirido x de disposicion a responder de determinada manera ante determinadas circunstancias; 2) p
ha sido aprehendida por S, y 3) p determina x. De donde propone la siguiente definicion: creencia, que
se refiere a un estado interno del sujeto, es un estado disposicional adquirido, que causa un conjunto
coherente de respuestas y que estd determinado por un objeto o situacidon objetiva aprehendidos. Ese
estado es una condicidn inicial sin la cual no se explicaria la consistencia en las respuestas del sujeto.
Afadida a los estimulos y a otras condiciones iniciales (otras creencias y otras disposiciones) es causa
del comportamiento. Las creencias se manifiestan a través de declaraciones verbales o de acciones. El
término concepcion lo usamos con el significado que expresa Ponte (1994): Las concepciones son los
marcos organizadores implicitos de conceptos, con naturaleza esencialmente cognitiva, que
condicionan la forma en que realizamos las tareas. Thompson (1992) apunta que las concepciones se
mantienen con plena conviccion, son consensuadas y tienen procedimientos para evaluar su validez.

RECOGIDA Y ANALISIS DE DATOS

Los resultados de este trabajo se han obtenido a partir de un curso-taller que impartimos en julio de
2003, en cinco sesiones de 5 horas de duracidon cada una, a 20 docentes del Estado de Nayarit
(México) que cubrian todos los niveles educativos (de 1° a 6°). A partir del curso, obtuvimos
informacion por varias fuentes (Elliot, 1986)>. Acompafiando al material de trabajo repartimos una
libreta, para que la utilizase el docente al dar sus respuestas; ésta se recogio después de finalizar el
curso al entregarles la certificacion del mismo. Asimismo, al finalizar cada sesion, el profesor que
imparti6 el curso escribia un resumen de la sesion. Todas las sesiones se grabaron en audio y video
para poder contar también con las intervenciones de los docentes. Para el estudio tuvimos en cuenta el
trabajo desarrollado por los 13 docentes que siguieron todas las sesiones del curso y entregaron en el
plazo indicado las libretas asi como las intervenciones de todos los docentes en las sesiones.

En el anexo indicamos preguntas que planteamos a los maestros para que las respondieran de manera
individual. Las actividades 0.1 y 0.2 (véase el cuadro I del anexo), a partir de las que se pretendia
obtener informacion sobre creencias y concepciones acerca de la ensefianza de la geometria en
primaria, se respondieron en la primera sesion del curso y las actividades A-1 y A-2 (véase el cuadro II
del anexo) a partir de las que se pretendia obtener datos sobre los contenidos relativos a los solidos que
los maestros imparten y como se imparten, las trabajaron los docentes fuera del horario del curso. Bien
en la primera sesion, después de trabajar la actividad a nivel individual, o al principio de la segunda
sesion (para las actividades que se respondieron fuera del horario del curso) hubo una puesta en comun
en la que se analizaban las respuestas dadas por algunos docentes a estas actividades. Sus respuestas
las consideramos también al resolver otras actividades. Por ejemplo, las respuestas a la actividad A-2
se consideraron cuando se plantearon cuestiones en las que se reflexionaba acerca del enfoque con el
que habiamos introducido y desarrollado la geometria en el curso. Después de estas reflexiones lo que
se analizaba era sus respuestas a A-3.

El elemento basico para el analisis de las respuestas y de las discusiones dadas por los docentes a las
cuestiones planteadas fueron “expresiones de los docentes” que caracterizamos como Barrantes y
Blanco (2004, p. 245) definen las unidades de analisis: Son palabras o conjuntos de ellas procedentes
de las respuestas, que constituyen un fragmento de texto de unidad variable, dependiendo de la
extension con que se hable de la cuestion o discusion planteada. Puede ser una oracién o un conjunto

2 El trabajo que presentamos no corresponde a una investigacion/accién; ahora bien, los métodos que se
proponen en Elliot (1986) para recoger informacion en las fases de exploracion y control de la investigacion en
la accion las hemos considerado aqui como fuente para obtener informacion.
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de oraciones que no tienen por qué coincidir con las respuestas o intervenciones individuales de los
docentes. Estas expresiones las distinguiamos y/o agrupabamos a su vez en funcion de a qué hacian
referencia.

Por ejemplo, las expresiones que hemos distinguido para las respuestas dadas a la actividad A-2 hacen
referencia a: 1) familias de so6lidos que se consideran objeto de estudio; ii) aspectos en los que se centra
especialmente la atencion en el estudio; iii) cursos para los que se sugiere su estudio; iv) caracteristicas
de estas familias que se sefialan; v) idea y/o definicion que se expresa; vi) relaciones que se
contemplan; vii) ideas erroneas que se reflejan.

Para los comentarios que escribieron los docentes al finalizar el curso, en los primeros escrutinios
encontramos que lo que se queria expresar estaba relacionado con: i) las maneras de ensefar del
experto al desarrollar las sesiones, ii) las maneras de ensefiar del alumno-docente, iii) con las maneras
de aprender del alumno-docente, iv) con su conocimiento anterior al curso-taller, v) con su
conocimiento posterior a éste, vi) con las dificultades enfrentadas por el alumno-docente, vii) con
expresiones sobre el curriculo, sobre la situacion escolar y/o sobre los libros de texto y viii) en
relacion con la formacién de docentes. Estos aspectos sirvieron de guia para estructurar las ocho
categorias que delimitamos para que pudieran servir de taxonomia de las expresiones verbales de los
docentes. Estas categorias se han subdividido a su vez en subcategorias, que a su vez se han dividido
en clases. Dada la extension de este informe, no damos cuenta de ellas.

Ademas del analisis cualitativo hemos realizado un analisis cuantitativo sobre las frecuencias en las
que aparecen los enunciados o las categorias que hemos establecido.

RESULTADOS

En el estudio realizado se han obtenido una gran variedad de resultados pero dada la brevedad de este
informe s6lo vamos a indicar algunos como ejemplo.

Resultados sobre creencias, concepciones y tomas de postura. La mayoria de los docentes en sus
respuestas a las actividades del cuadro I del anexo plasmaron una idea de geometria como la materia
que estudia las formas: los cuerpos geométricos y las figuras planas; asimismo, en sus respuestas
contemplamos otras visiones sobre esta materia escolar: 1) Vision escolar estatica-restringida, sugerida
por el curriculum tradicional; se concibe como mera asignatura que se ensefia a partir de parte de los
contenidos que se indican en los libros de texto. 2) Vision docente; se concibe como los contenidos
que se imparten con los recursos que se utilizan. 3) Se concibe como una ciencia del espacio fisico en
el que el nifio vive y se mueve; se conecta la geometria con el entorno cotidiano del nifio. 4) Se mira la
asignatura en un contexto escolar en relacion con las otras asignaturas; se ve como parte de las
matematicas escolares y/o se compara su importancia con la de otras asignaturas del curriculum
escolar. 5) Se transciende la mera concepcion como asignatura escolar; se concibe la geometria como
la descripcion de las formas que hay en el universo; se incluye como parte de las matematicas y/o se
considera como una ciencia del saber humano. 6) Se tiene una vision de la misma asociada a la
etimologia del término; asi se ve la geometria como ciencia de las figuras geométricas desde el punto
de vista de su forma y su medida.

Pudimos comprobar, por un lado, que las opciones elegidas como que reflejan mejor la opinion de los
docentes eran las que estaban influidas por el curriculum asociadas a la aritmética (opinion 4 del
anexo) o a la geometria (opinion 3) y, por otro lado, que todos eligieron los solidos en vez de la
geometria plana para iniciar el estudio de la geometria. En las sesiones del curso pudimos interpretar
esta eleccion: en la introduccion se hacia referencia a algunos objetos que habia en el entorno
cotidiano a los que se les daba el nombre que tienen seglin su forma. Ademas se expreso la idea de que
una creencia favorable hacia la ensefianza de la geometria de los sélidos no conlleva que se vaya a
ensefar en las clases ya que hay otros condicionantes.
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Acerca de los resultados relativos a los contenidos geométricos que se imparten y como se
imparten. En las respuestas a varias actividades pudimos constatar que en 3° y/o 4° el estudio se
centra en la terminologia para distinguir unos prismas de otros y en lo manual (dibujo y construccion);
y en los niveles superiores (5° y 6°) el estudio se dirige hacia la aritmetizacion (estudio del volumen,
capacidad y del area lateral). Se corrobord también que la geometria de los sélidos y del plano se
ensefia como contenidos separados sin remarcar sus relaciones y conexiones.

Constatamos en repetidas ocasiones la creencia de que los conceptos geométricos hay que
introducirlos y describirlos dando una "definicién" de los mismos que contenga todas las propiedades
que se conocen del concepto correspondiente. Las caracteristicas que expresaron la mayoria de los
docentes para el cilindro, cono, prismas y piramides correspondian a las que se incluian en la
definicion que ellos daban para estas familias; "idea" que en la mayoria de las respuestas podria surgir
del mundo de la construccion a partir de un desarrollo. S6lo dos de ellos la dieron en términos de
volumen, otro, contempld el cono y/o la esfera (pero no el cilindro) como soélidos de revolucion y
también hubo un docente que contemplaba la esfera como lugar geométrico.

Con respecto a las caras laterales de un prisma s6lo un docente indic6 que eran paralelogramos. La
mayoria indicaron que eran rectangulos. Si ademas tenemos en cuenta que dos de estos maestros
indicaron que las bases del prisma son poligonos regulares y/o que las caras laterales son iguales,
podemos lanzar la hipdtesis de que en el estudio que se hace de estas familias no se presta apenas
atencion a los prismas de base irregular ni a los prismas oblicuos.

Otras expresiones de las respuestas de los docentes que cabe sefialar son las que dan cuenta de que la
geometria de los solidos se ensefia centrando la atencion en el nombre de las familias y a partir de
ejemplos prototipo colocados en posicion estandar. Entre ellas: i) se dan descripciones que reflejan
una colocacion de los solidos en posicion estandar; ii) se plasma una idea de base del prisma o de la
piramide como cara de apoyo; iii) se expresa la idea de que en las piramides las aristas laterales son
mas largas que las aristas de la base; iv) las piramides truncadas se consideran como piramides; v) se
habla de las piramides como si s6lo tuvieran un ejemplo (el que usan en la descripcion).

Acerca de los comentarios de los docentes sobre “su impresion” del curso-taller. Analizadas las
categorias de las expresiones de los docentes que indicamos en la metodologia hemos encontrado
cambios que se apuntaron por algunos docentes en relacion con la geometria escolar como
consecuencia del desarrollo del curso; éstos se referian a creencias y/o concepciones y/o a la labor
docente. Entre los primeros destacamos las expresiones que remarcan que con el estudio de la
geometria se puede iniciar y desarrollar actividad a partir de ella en cualquier grado escolar y las que
relacionan la geometria con el entorno del estudiante. Entre los segundos sefialamos cambios en
relacion con: i) el enfoque para introducir el estudio de la geometria; ii) el énfasis que se pone en el
trabajo manual y el trabajo mental; iii) el uso que se hace de las destrezas para trabajar los procesos
matematicos de describir y clasificar; iv) la utilizacion que se hace de los recursos didacticos; v) el
papel que juegan los no ejemplos para la ensefianza escolar; vi) el papel que juegan las definiciones;
vii) las creencias que se tienen sobre algunas acciones ligadas a la generalizaciéon como componentes
de la practica escolar en primaria; viii) como desarrollar el lenguaje geométrico de los nifios; viii)
como comportarse ante los “errores” que surgen en la clase.

CONCLUSIONES

En este estudio hemos podido comprobar ideas que tenian algunos docentes de primaria mexicanos
sobre la geometria de los solidos a nivel escolar que se han visto reflejadas en los contenidos
geométricos que dicen impartir en sus clases y en la manera de impartirlos. En estas ideas tenia un
gran peso el estudio de la misma dirigido hacia la aritmetizacion. Asimismo se le daba mucha
importancia a la terminologia asociada a la geometria y a su estudio mediante definiciones (que
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supuestamente son de las matematicas), asi como a las cosas manuales, en particular al dibujo, que
tiene que ver con la destreza manual para dibujar. También constatamos que estos docentes tenian en
consideracion otra idea que esta en contraste con la anterior: lo que se dice en su propio curriculum,
que para el estudio de la geometria sefiala partir de los objetos y de la vida real; sin embargo no les
quedaba claro por qué partir de ahi ni hacia donde ir. Se reconocia no tener un guion para la ensefianza
de la geometria desde los objetos reales hacia la geometria contemplando también los modelos y otras
representaciones de los objetos geométricos.

Por otro lado, en relacion con el curso taller desarrollado podemos concluir que éste se ha mostrado
muy efectivo para que los maestros reflexionen sobre el conocimiento que tienen acerca de la
ensefanza/aprendizaje de la geometria de los so6lidos en primaria y sobre sus carencias, y para
motivarles a continuar su formacion. Dado el gran interés y motivacion que mostraron los maestros
que participaron en el estudio para aprender/ensefiar sobre la ensefianza/aprendizaje de la geometria
escolar y su buena disposicion para colaborar en la investigacion que estdbamos realizando, en un
intento de mejorar la situacion de la geometria en la escuela primaria, surge un rayo de esperanza para
que la ensefianza de la geometria en algunas escuelas de primaria sea una realidad y no s6lo un deseo
que esta plasmado en las orientaciones curriculares.

REFERENCIAS

Barrantes, M. y Blanco, L. J. (2004). Recuerdos, expectativas y concepciones de los estudiantes para
maestro sobre la geometria escolar, Enserianza de las Ciencias, Vol. 22 (2), pp. 241-250.

Climent, N. y Carrillo, J. 2003. El dominio compartido de la investigacion y el desarrollo profesional.
Una experiencia en matematicas con maestras. Enserianza de las ciencias, vol. 21, 3, pags. 387-
404.

Elliot, J. (1986). “Action-Research”: Normas para la autoevaluacion en los colegios, en Elliot, J.;
Barrett, G.; Hull, CH.; Sanger, J.; Wood, M.; Haynes, L. (1986). Investigacion/accion en el
aula. Valencia: Generalitat Valenciana. CCEC, pags. 21-48.

Guillén, G. (1997). El modelo de Van Hiele aplicado a la geometria de los sélidos. Observacion de
procesos de aprendizaje. (Tesis doctoral). Valencia: Universitat de Valéncia (Publicada en 1999.
Col-leccid: Tesis doctorals en Microfitxes. Valencia: Universitat de Valéncia).

Guillén, G. y Figueras, O. (2004). Estudio exploratorio sobre la ensefianza de la geometria en
primaria. Elaboraciéon de una encuesta, en Castro, E.; De la Torre, E. (eds.) (2004).
Investigacion en Educacion Matematica. Octavo Simposio de la Sociedad Espafiola de
Investigacion en Educacion Matematica (S.E.ILE.M). A Corufia: Universidade da Corufia, pags.
219-228.

Guillén, G.; Figueras, O.; Corberan, R.M. (2004). Algunos resultados sobre la enseflanza de la
geometria en primaria. Un estudio exploratorio. Se publicara en las Actas del XVI Simposio
Iberoamericano de Ensefianza Matematica. Universitat Jaume 1. Castellon, 15-15 de septiembre
de 2004.

Llinares, S. (1996). Contextos y aprender a ensefiar matematicas: el caso de los estudiantes para
profesores de primaria, en Jiménez, J.; Llinares, S. y Sanchez, V. (Eds.). El Proceso de llegar a
ser un profesor de primaria, cuestiones desde la educacion matemdtica. Granada: Mathema,
pags. 13-36.



ESTUDIO EXPLORATORIO SOBRE LA ENSENANZA DE LA GEOMETRIA 233

Ponte, J. (1994). Mathematics Teacher’ Professional Knowledge, en Ponte, J. y Matos, J. eds.

Proceedings of the Eighteenth International Conference for the Psychology of Mathematics
Education. Lisboa: International Group for the Psychology of Mathematics Education.

Thompson, A. (1992). Teachers’ Beliefs and Conceptions: A Synthesis of the Research, in Grouws,

D.A. ed. (1992). Handbook of Research on Mathematics Teaching and Learning. New York:
Macmillan, Pp. 127-147.

Villoro, L. (1982). Creer, saber, conocer. México: Siglo XXI editores.

ANEXO: ACTIVIDADES

0.1

0.2

(Qué le viene a la cabeza cuando escucha la palabra geometria? ;Qué indicaria cuando quiere

explicar a otra persona lo que para usted es la geometria?

Considere las opiniones que presentamos a continuacion sobre como ha de ser la iniciacion al

estudio de la geometria o sobre los contenidos por los que ha de iniciarse ésta. Indique con una

E la/s opinidén/es con la/s que no estd de acuerdo, con una B aquella/s con la/s que esta de

acuerdo y utilice una A para aquella que refleja mejor su opinion.

1. Tiene que comenzar con el conocimiento empirico de figuras planas y sus elementos,
conocimiento que se obtiene por observacion y razonamiento y que permite sacar
conclusiones de esta observacion.

2. Tiene que haber un desarrollo informal de la geometria euclidiana, presentando sus
elementos en un orden intuitivo.

3. Tiene que conectar con el espacio en el que el nifio vive y se mueve; debe tratarse pues como
una organizacion de las experiencias espaciales intuitivas del nifio.

4. Se tiene que tratar relacionandola directamente con ejemplos practicos; el énfasis se debe

poner en la utilizacion de situaciones sacadas de la vida real.

El estudio de la geometria tiene que comenzar con el plano.

El primer contacto con el estudio de la geometria tiene que ser con la geometria del espacio.

7. La geometria del plano se ha de estudiar inmersa en la geometria del espacio.

W

Cuadro 1

Al

(Qué conceptos relativos a los solidos trabajan en el grado que imparten? ;Cuales eliminarian
del curriculo de los propuestos para su grado? ;Cuales afadirian?

Considere cada una de las siguientes familias de solidos: cubos, prismas, piramides, cilindros,
conos, esferas, y responda a las siguientes cuestiones:

(La trabajan en clase? ;Como lo hacen? ;Como se introduce en los textos de primaria?;Como la
introducen ustedes en sus clases? ;Se han introducido en un grado anterior?

(Qué caracteristicas subrayaria de cada una de estas familias? Apunte todo lo que podria decir
de cada una de ellas y las relaciones que conoce entre diferentes familias de solidos o entre sus
elementos. Indique también en qué grado impartiria las caracteristicas y/o relaciones que sefiale
o si considera que no son adecuadas para la primaria.

Cuadro II
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Criterios de disefio y evaluacion de situaciones didacticas
basadas en el uso de medios informaticos
para el estudio de las matematicas
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Resumen

Mediante la aplicacion de algunas nociones del enfoque ontosemiotico de la cognicion e instruccion
matematica se desarrollan criterios para disefiar y evaluar procesos de ensefianza y aprendizaje de
las matemadticas basados en el uso de recursos tecnologicos. Los criterios son aplicados al analisis de
un recurso virtual orientado al estudio de nociones algebraicas elementales por estudiantes de
magisterio en el marco de su formacion matematica y didactica.

Summary

Using some theoretical notions from the ontosemiotic approach to mathematic cognition and
instruction we develop criteria to design and evaluate mathematics teaching and learning processes
based on the use of technological tools. We apply these criteria to analyse an applet oriented to
explore elementary algebraic notions by student teachers in the context of their mathematics and
didactical training.

INTRODUCCION

Los recursos didacticos, sean manipulativos o virtuales, pueden ser el soporte para el planteamiento de
problemas y situaciones didacticas que promuevan la actividad y reflexion matematica. Como tales
recursos, tienen unas potencialidades que deben ser hechas realidad por el profesor, lo cual no es
inmediato, ya que no es suficiente con el enunciado de las tareas sino que es necesario identificar e
implementar los conocimientos matematicos y la trayectoria de estudio correspondiente. Es ingenuo
pensar, como se supone en ciertas posiciones constructivistas sobre el aprendizaje, que el alumno
aprende interactuando con los recursos y resolviendo problemas, sin tener en cuenta tanto el papel de
las interacciones entre los estudiantes como el papel del profesor.

La disponibilidad de recursos tecnologicos (en la modalidad de “applets” y otros tipos de programas
interactivos) destinados a facilitar la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas es ya en la
actualidad muy abundante. Instituciones oficiales en Espana (Centro Nacional de Informacion y
Comunicacion Educativa, MECD, “Proyecto Descartes”) y profesionales a nivel internacional, como
el NCTM (National Council of Teachers of Mathematics), promueven el desarrollo y difusion de
recursos para los distintos contenidos matematicos y niveles educativos. Empresas comerciales han
desarrollado también diversos programas informaticos que han sido objeto de numerosas
investigaciones y experiencias de innovacion, como las referidas a CABRI, LOGO y DERIVE.



236 JUAN D. GODINO, ANGEL M. RECIO, RAFAEL ROA, FRANCISCO RUIZ y JUAN L. PAREJA

Esta situacion plantea un reto a los profesores, formadores de profesores e investigadores en educacion
matematica ya que la incorporacion de estos recursos en el estudio de las matematicas no es inmediata
y transparente. En el “Research Forum” del PME 25, Lagrange, Artigue, Laborde y Trouche (2001)
presentaron los resultados de un meta-andlisis de mas de 600 publicaciones de los tltimos diez afios
con informes de investigaciones y experiencias de innovacion sobre el uso de las TIC (Tecnologias de
la Informacion y las Comunicaciones) en la educacion matematica. Este trabajo y otros “surveys”
similares (Ruthven y Hennessy, 2002) han constatado el bajo nivel de integracion de las TIC en las
clases de matematicas y la diversidad de factores a tener en cuenta, tanto para la evaluacién de sus
efectos como de las condiciones de implementacion. Se constata una tension entre las altas
expectativas del uso de las TIC para favorecer la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas y la
baja integracion en las clases. Parece necesario abordar el tema desde nuevas perspectivas que ayuden
a comprender este fendmeno.

En este trabajo vamos a aplicar algunas nociones del enfoque ontosemidtico de la cognicion e
instruccion matematica (Godino, 2002) para elaborar criterios de evaluacion de recursos, situaciones y
trayectorias didacticas. Segun este marco tedrico es necesario tener en cuenta las interacciones entre la
trayectoria mediacional y las distintas dimensiones implicadas en el estudio de las matematicas, esto
es, las componentes o dimensiones epistémica, cognitiva, emocional, docente y discente (Godino,
Contreras y Font, en prensa). Describiremos los criterios aplicandolos al andlisis de un recurso
propuesto para la introduccion de nociones algebraicas elementales: la balanza de expresiones
algebraicas (NCTM: http://illuminations.nctm.org).

Este recurso ha sido usado en un curso de formacion inicial de maestros en el que se registraron
algunas interacciones de los estudiantes con el mismo. Durante el analisis haremos referencia a
algunos incidentes ilustrativos de dicha experiencia relacionados con las interacciones de los
estudiantes con el recurso y el papel del formador en el proceso de estudio. La falta de espacio nos
impide extendernos en esta direccion.

La pauta de analisis que vamos a describir en este trabajo, elaborada desde el marco teorico
mencionado, puede ayudar a explicar el dilema altas expectativas/ baja integracion de los recursos
informaticos en las clases de matematicas, al tener en cuenta la complejidad de las interacciones de las
diversas dimensiones y factores implicados. Nuestro analisis puede orientar también en el disefio de
recursos tecnologicos y de trayectorias didacticas basadas en los mismos, asi como para prever
conflictos semioticos potenciales.

Para la elaboracion de la pauta de evaluacion de los recursos didacticos tendremos en cuenta los
conocimientos matematicos que potencialmente se ponen en juego en el uso del recurso (en su doble
faceta, institucional y personal). Dichos conocimientos son analizados teniendo en cuenta los tipos de
entidades primarias emergentes de la actividad matematica (situaciones, acciones, lenguaje, conceptos,
propiedades y argumentos) y algunos aspectos de las dualidades cognitivas descritas en el marco
tedrico de referencia (Godino, 2002).

DESCRIPCION DEL RECURSO

En la balanza con expresiones algebraicas (Figura 1) se escriben expresiones con una variable X en
cada platillo de una balanza virtual, por ejemplo, X-7 y 7-X. En la celda designada como X = aparece
un valor por defecto (X=-10) que se puede cambiar, bien desplazando horizontalmente el cursor
situado a la izquierda, o escribiendo directamente un nimero en la celda. Automéaticamente se calculan
los valores de las expresiones escritas en los platillos y se representan en la ventana correspondiente
las graficas de las funciones Y =X-7; Y=7-X. Ambas rectas se cortan en el eje de abscisas para x = 7.
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Figura 1: Balanza de expresiones algebraicas
Como posibles tareas sugeridas por los disefiadores del “applet” figuran las siguientes:

1. Introduce las expresiones x + x y 2*x en los platillos de la balanza. Cambia el valor de x
desplazando el cursor deslizante o clicando en el grafico y arrastrando el raton. ;Qué observas
cuando cambia el valor de x?

2. (Qué observas en la balanza cuando pones las expresiones 7-x y x-7? {Como se corresponde
el comportamiento de la balanza con el grafico?

3. (Qué expresion nunca se iguala con 7-x? ;Coémo puedes reconocer en el grafico que estas dos
expresiones nunca son iguales?

4. ;Puedes encontrar otras dos expresiones de manera que cuando el valor de x aumenta la
balanza se comporta del siguiente modo: (1) Se equilibra para algunos valores; (2) Siempre
esta en equilibrio; (2) Siempre esta desequilibrada.

5. Encuentra expresiones equivalentes a las siguientes, comprobando la equivalencia con la
balanza: x * (x+1); (x+ 1) /x;x/(x+1);x+1)/(x+1)

La balanza de expresiones resalta el hecho de que una ecuacion se puede interpretar como una relacion
entre dos expresiones simbolicas, que la igualdad puede cumplirse para cualquier valor de la variable,
para ningun valor, o para un nimero finito de valores.

DESARROLLO Y APLICACION DE UNA PAUTA DE ANALISIS

Clasificaremos las cuestiones de reflexion y analisis teniendo en cuenta las dimensiones epistémica
(conocimientos institucionales), cognitiva (conocimientos personales) e instruccional (funciones
docentes y discentes; patrones de interaccion). Para las dimensiones epistémica y cognitiva fijaremos
la atencion en los tipos de entidades primarias y las facetas cognitivas duales que se proponen en el
enfoque ontosemiodtico como objetos emergentes de los sistemas de practicas matematicas. Cada una
de estas dimensiones “interactua con la tecnologia de diferentes maneras” (Kaput, 2004, p. 2).

Debido a la falta de espacio desarrollamos con algin detalle el analisis de la dimension epistémica,
siendo las demas parcialmente descritas. Esta opcion permite no perder la vision global de la
complejidad del uso de la tecnologia en la ensefianza de las matematicas y las posibilidades del marco
tedrico para abordarla.

Dimension epistémica (conocimientos institucionales pretendidos)
Situaciones
S1) ¢ Qué tipo de situaciones-problemas (tareas) especificas permite plantear el recurso?

Los tipos de cuestiones que se pueden plantear son:
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- (Qué valor de x resuelve la ecuacion, E1(x) = E2(x)?

- (Para qué valores de x las expresiones E1(x) < E2(x) (respectivamente >)?

Dando valores numéricos a la variable x el “applet” permite resolver ecuaciones en las cuales
intervienen expresiones racionales (no solo lineales y cuadraticas).

Se quiere introducir el uso de la igualdad como equivalencia de expresiones algebraicas y como punto
de interseccion de las graficas de dos funciones. Simultineamente se tiene una situacion matematica
de comparacion (numérica y grafica) de dos expresiones algebraicas evaluadas para valores de la
variable x. Cada miembro de la igualdad se interpretan como funciones, Y = 7-x; Y = x-7, que son
representadas en un grafico cartesiano.

S2) ¢, Sobre qué tipo de situaciones previas se apoyan las nuevas situaciones?

La figura de la balanza y su comportamiento virtual como consecuencia de la “colocacion de pesos en
cada platillo” refiere metaforicamente a las experiencias de pesar objetos tangibles. Se suponen
conocidas la situacion de la medida con la balanza, la representacion cartesiana de las funciones y la
interpretacion de cada miembro de una ecuacion como el criterio de una funcion.

S3) ¢ Qué variables de tarea permiten generalizar la actividad matematica y en qué
direccién?

Las expresiones que se pueden introducir en los platillos de la balanza pueden ser no s6lo polinémicas,
sino algebraicas racionales y trascendentes, por lo que las ecuaciones, inecuaciones y funciones cuyos
valores numéricos se pueden comparar son muy generales. Por ejemplo, se pueden plantear cuestiones
como: ;Para qué valores de x se hace cero la expresion (sen(x)+cos(x))/x.

El rango de valores de x e y que se representan se puede cambiar actuando en los botones sefialados
como zoom (in y out). La igualdad de las dos expresiones, que corresponde a la solucién de la
ecuacion, se interpreta como interseccion de las graficas de las dos funciones.

Lenguaje

L1) ;Se introduce un lenguaje especifico en la descripcién y uso del recurso? ¢Qué nuevos
términos, expresiones, simbolos y graficos se introducen?

Se usa la expresion de una ecuacion (inecuacion) como equilibrio (desequilibrio) de una balanza. El
desequilibrio de la balanza se puede expresar mediante el lenguaje de las inecuaciones. El signo = se
usa de manera ostensiva en la asignacion de un valor especifico a las variables X e Y, (X = 7.8, X min
=-10, ...). Pero también hay usos no ostensivos de la igualdad,

- Para indicar el valor de cada expresion, colocando el resultado encima del platillo.
- Asignacion funcional mediante las graficas (y = x-7; y = 7-x).

- Equivalencia de expresiones cuando la balanza esta en equilibrio.
L2) ; Se utiliza mas de un registro semiodtico, traducciones y tratamientos entre los mismos?

Se pretende relacionar el punto de corte de las graficas con la situacion de equilibrio de la balanza y la
igualdad de los valores calculados para las dos expresiones colocadas en cada lado de la balanza.

L3) ¢ Qué conocimientos linglisticos previos requiere el uso del recurso?
Se suponen conocidos los lenguajes de la balanza, las graficas cartesianas, y las expresiones

algebraicas (* para la multiplicacion, * para la potenciacion). La atribucion de valores a la variable
mediante el desplazamiento de un cursor, y la interpretacion de los valores maximo y minimo para la
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Xylay.
L4) ;Es util en la progresion del aprendizaje matematico el lenguaje especifico introducido?

Dado el uso cada vez mas extendido de recursos informaticos, los convenios lingiiisticos utilizados
pueden aparecer en otros similares (cursores, pulsadores, etc.).

Técnicas (acciones)
T1) ¢ Qué técnicas especificas se requieren para la solucion de las tareas?

- Se evoca la manipulacion imaginaria de la balanza; cambiando los pesos se puede lograr el
equilibrio.

- Manipulacion del “applet” (escritura de expresiones, asignacion de valores a x; eleccion de
extremos para los intervalos).

La técnica de solucion de las ecuaciones consiste en dar valores a la variable y observar el
comportamiento de la balanza y las graficas; puede ser util en los casos en que no se disponga de un
método algebraico de solucion (reduccion, sustitucion, etc.)

T2) ¢ Qué técnicas previas es necesario dominar para aplicar las nuevas técnicas?

- Manipulacion y ejecucion de programas informaticos y del hardware necesario.

T3) ¢ Es posible generalizar las técnicas y en qué direccion?

Aunque la manipulacion del “applet” implica el aprendizaje de algunos convenios especificos
(escritura en los platillos, asignacion de valores a x desplazando un cursor), estos convenios suelen
tener un alcance general en este tipo de recursos informaticos. Su aprendizaje puede ser de utilidad
para operar €sos otros recursos.

Conceptos (reglas conceptuales)

C1) ;Qué conceptos especificos se prevé emergerdan de las practicas matematicas
implementables?

Solucién de una ecuacion como valor numérico que iguala ambos miembros y como punto de
interseccion de dos graficas.

C2) ;Qué conceptos previos se usan de manera explicita o implicita y se suponen
conocidos?

La metafora de la balanza supone familiaridad con la magnitud peso, cantidades, unidades y medidas.
Numeros y operaciones aritméticas; reglas de uso de paréntesis. Funciones reales de variable real;
graficas cartesianas de funciones.

C3) ¢ En qué direccién se pueden generalizar los conceptos emergentes?

El recurso esta construido como soporte especifico y restringido a los conceptos descritos.
Propiedades

P1) ¢ Qué propiedades se prevé emergeran de las practicas matematicas implementables?

Si a una equivalencia de expresiones algebraicas se les aplican las mismas transformaciones a ambos
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miembros, la equivalencia se mantiene.

P2) ;Qué propiedades previas se usaran de manera explicita o implicita y se suponen
conocidas?

Si a los dos platillos de una balanza se anaden o quitan los mismos pesos, se mantiene el equilibrio.
P3) ¢ En qué direccidon se pueden generalizar las propiedades emergentes?

No se pretende generalizar la propiedad emergente mencionada.

Argumentos(justificaciones)

A1) ;Qué tipo de justificaciones de las técnicas y propiedades proporciona el recurso?

La justificacion de las técnicas y propiedades es de tipo empirico y ostensivo. La solucion de la
ecuacion se logra asignando valores a x de manera continua; el dispositivo calcula y muestra los
resultados de manera numérica y grafica. No hay argumentacion deductiva.

; u i ifi iCi u
A2) ;Las argumentaciones especificas propiciadas por el recurso se apoyan en otras
previas?

No consideramos aplicable en este caso.

A3) iEn qué direccion se pueden generalizar las argumentaciones propiciadas por el
recurso?

No se pretende en este caso.
Dimensién cognitiva (significados personales)

El andlisis a priori de los conocimientos institucionales que potencialmente se ponen en juego en la
implementacion del recurso proporciona elementos para la elaboracion de instrumentos de evaluacion
de los significados personales de los estudiantes, respecto de los conocimientos previos requeridos, y
de los nuevos conocimientos logrados tras el proceso de estudio. Cada uno de los seis tipos de
elementos descritos en la seccion 3.1. nos pueden servir de guia para elaborar items de evaluacion de
los significados personales de los estudiantes. La falta de espacio nos impide incluir el cuestionario
elaborado para evaluar el proceso de aprendizaje de los estudiantes que participaron en nuestra
experiencia.

Dimension instruccional (funciones docentes, discentes y patrones de interaccion)

El andlisis epistémico a priori realizado nos proporciona un marco de referencia para elaborar posibles
trayectorias didacticas de los contenidos puestos en juego por el recurso. Tales trayectorias se
implementaran de acuerdo a unas guias de estudio, o “proyectos de ensefianza-aprendizaje”, en los
cuales se haré una seleccion de los distintos tipos de conocimientos y su secuenciacion temporal. En
esta fase, la cuestion sera la busqueda de criterios que permitan optimizar la idoneidad epistémica
(Godino, Contreras y Font, en prensa) del proceso de estudio, entendida como representatividad de los
significados pretendidos respecto de los significados de referencia.

Las guias de estudio deben incluir también indicaciones sobre el desempefio de las funciones docentes
y discentes, asi como una prevision de los tipos de configuraciones didacticas que optimicen la

idoneidad didactica del proceso. Algunas cuestiones relacionadas con las funciones docentes:

¢ En qué nivel educativo se puede usar el recurso?



CRITERIOS DE DISENO Y EVALUACION DE SITUACIONES DIDACTICAS 241

¢En qué medida facilita el recurso que los estudiantes se impliquen personalmente en la
realizacion de las tareas?

¢,Cuanto tiempo se puede dedicar a los distintos tipos de tareas que se pueden proponer?
¢,Como interesa secuenciar las tareas y las técnicas?

¢ Qué conocimientos se deberan institucionalizar (regular) y en qué momento?

¢ Facilita el recurso la evaluacion de los conocimientos de los estudiantes?

El recurso no es transparente en diversos aspectos. El docente debera plantear cuestiones
problematicas que inciten a la exploracion, informar de los convenios lingiiisticos, institucionalizar los
nuevos conocimientos pretendidos. En particular, los usos no ostensivos (implicitos) del signo =y del
lenguaje de las ecuaciones e inecuaciones requieren intervenciones del docente si se desea sistematizar
los conocimientos pretendidos.

En la experiencia de ensefianza que hemos realizado con estudiantes de magisterio hemos podido
observar que el profesor ha debido comenzar explicando el funcionamiento del “applet”, la escritura
de las expresiones, uso del cursor para asignar valores a la variable x de manera continua, interpretar
las dos expresiones que se escriben en los platillos como una ecuacion y la relacion entre cada
miembro y los graficos cartesianos

Algunas cuestiones que ayudan a evaluar el recurso desde el punto de vista de las funciones del
estudiante son:

¢ Pueden los estudiantes usar el recurso de manera auténoma para actividades de
exploracién?

¢ Estan disponibles los conocimientos previos necesarios para el desarrollo de las
actividades por parte de los estudiantes?

¢ Aporta el recurso elementos para la autoevaluacion de los aprendizajes pretendidos?
¢Ayuda el recurso a identificar conflictos semioticos y resolverlos?

¢, En qué medida facilita el recurso la implementacion de configuraciones didacticas de tipo
adidactico, dialégico, magistral o personal?

Otras cuestiones que debemos plantearnos para evaluar globalmente la pertinencia o eficacia de un
recurso pueden ser:

¢ Existe un recurso alternativo que permita implementar los conocimientos pretendidos de
una manera mas eficaz?

¢,Como se puede complementar el recurso con otros para optimizar la progresion del
aprendizaje matematico? ¢ Para qué tipo de conocimientos?

SINTESIS Y CONCLUSIONES

La gran cantidad de investigaciones e innovaciones sobre el uso de las TIC en la ensefianza y
aprendizaje de las matematicas muestra el interés que el tema despierta, asi como su extraordinaria
complejidad. El estudio cualitativo y cuantitativo realizado por Lagrange y cols (2001) muestra que las
ideas y resultados publicados estan débilmente apoyados por la reflexion y la experimentacion y no se
ha abordado toda la complejidad de las situaciones educativas. La dificultad de la integracion (uso e
implementacion efectiva en las clases) se puede ver a través de esa perspectiva: las innovaciones
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presentan una amplitud de ideas y proposiciones cuya difusion es problematica; la investigacion se
esfuerza por afrontar la complejidad del uso de las TIC.

Nuestro objetivo ha sido construir una pauta que sirva como herramienta para mirar las condiciones de
implementacion de algunas herramientas TIC y las dimensiones a tener en cuenta, tanto de tipo
epistémico (conocimientos institucionales), cognitivo (significados personales) como instruccionales
(funciones docentes, discentes y patrones de interaccion). En la practica el marco teorico y la pauta de
analisis elaborada puede ayudar a los investigadores e innovadores a disefiar, implementar y evaluar
proyectos de integracion de las TIC en las clases de matematicas y comprender mejor la problematica
multidimensional implicada.
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El algebra aritmética de George Peacock:
un puente entre la aritmética y el algebra simbélica’

Aurora Gallardo y Oralia Torres
CINVESTAV, México

Resumen
Describimos brevemente las aportaciones de Peacock al dlgebra escolar. Su Algebra Aritmética
contiene: cantidades positivas, términos positivos y términos negativos y la exclusion de cantidades
negativas. Su Algebra Simbélica aborda: la existencia independiente de los signos mds y menos;
simbolos positivos y negativos y la extensién de la operacion de sustraccion. El Algebra Simbélica
incluye al Algebra Aritmética como aquella ciencia cuyas leyes sugirieron las del Algebra Simbélica.

Abstract
We described briefly Peacock’s important contributions to school algebra. His Arithmetical Algebra
exhibits: positive quantities; positive and negative terms and the exclusion of negative quantities. His
Symbolical Algebra shows: the independent existence of the signs + and - , positive and negative
symbols and the extension of the subtraction operation. Symbolical Algebra must include Arithmetical
Algebra as that science the laws of which suggested those of the Symbolical Algebra.

ESBOZO HISTORICO

Si bien es cierto que George Peacock impulsé el nacimiento del Algebra Moderna actual, es diferente
una lectura de su obra desde la historia o desde las matematicas que desde la educacidon matematica.
Desde esta ultima, se mira distinto porque se busca otra cosa. La intencionalidad no es la misma.
Nuestro George Peacock, el de este articulo, es el autor del siglo XIX preocupado por ensefiar algebra
a estudiantes.

En este articulo discutiremos algunas de las ideas fundamentales descritas en A4 Treatise of Algebra de
George Peacock en sus dos versiones, la de 1830 y la de 1845. Esta obra dio lugar a controversias con
respecto a las cantidades negativas en la Inglaterra de principios del siglo XIX. En el siglo XVIII las
mateméticas se definieron como la ciencia de la cantidad® 'y las entidades negativas fueron
consideradas cantidades menores que nada y cantidades obtenidas al sustraer una cantidad mayor de

' Estudio tedrico financiado por CONACYT. Proyecto de investigacion: 44 632. “Procesos de Abstraccion y
Patrones de comunicacion en aulas de matematicas y ciencias en entornos tecnoldgicos de aprendizaje: estudio
teodrico experimental en alumnos de 10 a 16 afios de edad.”

% Lo que es capaz de incrementarse o disminuirse es denominado magnitud, o cantidad. Euler (1828)
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una menor. Ninguna definicion resultaba légicamente correcta. Mas atin, lo mencionado anteriormente
originaba otro problema, el de la definicion de la operacion de sustraccion (Pycior, 1981). Un
momento decisivo para la matematica inglesa tuvo lugar en 1815 cuando se constituyo la Sociedad
Analitica en el Trinity College en Cambridge. Con el objeto de solucionar esta problematica Maseres
(1758) y Frend (1796) ambos graduados de Cambridge, sugirieron el abandono de las cantidades
negativas y restringir la sustraccion a los casos en que el minuendo sea mayor o igual al sustraendo.
Maseres renunci6 a la teoria de ecuaciones que habia florecido durante los siglos XVII y XVIIl y, en
particular al Teorema Fundamental del Algebra. Argumentaba por ejemplo, que la ecuacion x*
+px=r solo tiene una raiz. Considero el caso: x>+ 2 x = 15 y establecid que x = 3, raiz positiva era
aceptable, pero tratd de demostrar lo absurdo de admitir la raiz x = -5. Sustituia x = -5 en la ecuacion
y, con de la ley de signos que también criticaba, llegaba a 25 — 10 = 15. Esta expresion afirmaba, es
una ecuacion de la forma x° - 2x = 15. En su opinion, admitir la raiz negativa, x = -5, resultaba de
confundir dos ecuaciones distintas.

Con el objeto de establecer el algebra como ciencia, Maseres y Frend negaron las entidades
algebraicas cuestionables y redujeron el algebra a la aritmética universal, es decir, al algebra que
aceptaba los signos mas y menos como signos de operacion unicamente.

En su reporte de 1833, Peacock explicaba que la aritmética universal no podria aceptarse en lugar del
algebra porque:

“Han existido una multitud de proposiciones y de resultados algebraicos de
incuestionable valor y consistencia entre si, pero irreconciliables con dicho sistema, o, a
todas luces no deducibles de éste, y entre ellas la teoria de la composicion de
ecuaciones, que Harriot habia logrado en forma acabada y que hacia necesario
considerar las cantidades negativas en dlgebra aunque, vano seria el intento de
atribuirles significado alguno”.

Peacock proclamé los primeros principios del algebra y el establecimiento de las que denomind
Algebra Aritmética (AA) y Algebra Simbédlica (AS). La concepcidén de  Peacock era la siguiente:
pasamos de la aritmética de los nimeros positivos a AA reemplazando simplemente los numerales por
letras. Sin embargo el resultado sélo puede presentarse por numeros digitales®, de tal forma que la
expresion de a - b, donde b es mayor que a, no posee referente. Aqui, los simbolos son generales en
forma pero especificos en valor. En AA considerd Peacock, que todos los resultados incluyendo las
cantidades negativas no deducibles estrictamente de conclusiones legitimas provenientes de las
definiciones de las operaciones aritméticas®, deben rechazarse como imposibles. A continuacion,
afirma, que “pasamos de AA a AS, permitiendo que las letras adquieran todo el rango de valores
numéricos”.

La existencia de dos cuerpos de algebra diferenciados, constituy6é un tema extremadamente polémico
entre los matematicos britanicos de las décadas de 1830 y 1840. Este acercamiento peculiar del
algebra proveniente de la escuela de Cambridge, su intencionado formalismo, le resulté repugnante a
Hamilton (1837) entre otros. Hamilton deseaba asociar algin significado a los imposibles de la
aritmética, a las cantidades negativas e imaginarias, via la intuicion Kantiana del tiempo puro.
Visualizaba el algebra como la ciencia pura del numero, donde este concepto debia generarse por
intuicion mental, de forma que los elementos del algebra no estuvieran sin referente.

En la segunda version de su Treatise on Algebra (1845), Peacock separd el AA de AS y dedicé un
primer volumen a la exposicion de la primera ciencia y a AS le asigné un segundo volumen. Estaba
convencido de esta separacion “porque es extremadamente dificil cuando las dos ciencias se tratan

3 Para Peacock la idea de cantidad es méas amplia que la de niimero porque para él este concepto se restringe a los
numeros positivos formados por los 9 digitos y el cero (nimeros digitales).
* “Como sean expresadas o comprendidas, ya que nunca han sido formalmente enunciadas” afirmé Peacock.
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simultaneamente, el mantener sus principios y resultados diferenciados y obviar la confusion, la
oscuridad y falsedad del razonamiento que esta union ocasiona”.

El autor considerd su segunda version como un tratado nuevo, un libro de texto donde el estudiante
familiarizado con los resultados de AA y con las limitaciones de ésta, se encontraria en condiciones de
comprender las conclusiones legitimas de esta ciencia y estaria preparado para el estudio de AS.
Aclara que, aunque en AA el contenido sobre las operaciones algebraicas es elemental; los otros temas
no lo son, como sucede con la teoria de operaciones, las fracciones continuas, la extraccion de raices
simples y compuestas, la teoria de razones y proporciones, topicos sobre aritmética comercial,
solucion de problemas indeterminados de primer grado y proposiciones sobre teoria de nimeros. Dado
que el orden de los temas es secuencial en cuanto a dificultad, el material debe ser conocido completo
por los estudiantes. En este articulo s6lo retomaremos ejemplos de conceptos fundamentales de los
capitulos 1 (Principios de AA) y V (Sobre resolucion de ecuaciones) con el objeto de mostrar la
minuciosidad y profundidad del escrito.

ALGEBRA ARITMETICA

El capitulo I comienza construyendo el AA aclarando que los signos de operacion’ no se requieren en
Aritmética. Asi la suma de 271, 164 y 1 023 se representa como:

271 Si se describe la suma anterior en forma horizontal, sera
164 necesario introducir los signos de operacién y estos
1023 reemplazaran la proposicion verbal: la suma de

1458 resultado final

resultado final y obtendremos:
271+ 164 +1 023 = 1458
Si avanzamos un paso mas y sustituimos los nimeros por letras a, b, ¢, ... nos encontramos en
AA y llegamos a adiciones de la forma: a + b, a + b + c. Establece asi, reglas fundamentales de
operaciones cuando los simbolos son empleados para representar numeros; por ejemplo:
atb=b+a
atb+c=a+c+b=b+at+tc=b+cta=ct+tat+b=c+b+a

Nos advierte que la sustraccion no es conmutativa y que en a — b, a debe ser mayor que . En caso
contrario, a - b representa una cantidad imposible en AA. Es precisamente esta distincion surgida en la

operacion de sustraccion lo que obliga a la separacion entre AA y AS.

Peacock enfatiza que nos encontramos siempre ejemplos de operaciones en AA que no podemos
realizar o resultados que no podemos reconocer. Es muy dificil en innumerables casos, descubrir la
imposibilidad de operaciones o la inadmisibilidad de un resultado antes de que la operacion se realice.
Por ejemplo al sustraer de:

7a+ 5b,
los términos de a+3b,3a-2b y 3a+7b

obtenemos: 7b— 10b. Este resultado es imposible en AA.

> En este articulo s6lo consideramos las operaciones de adicién y sustraccion.
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Surgimiento de Términos Positivos y Negativos

Peacock consider6 que seria conveniente denominar a los términos que no estan precedidos por signo
alguno, o lo estan por el signo mas, términos positivos y aquellos precedidos por el signo menos,
términos negativos. Sefiald que los estudiantes deben advertir que no se adhiere significado a los
adjetivos positivo y negativo en AA. Peacock desvia asi el énfasis de atribuir significado a los
simbolos y signos a priorizar las leyes de las operaciones.

De hecho, no necesitaba términos negativos para sustraer. Afirmaba: “Si sustraemos b de a, el
resultado esta representado por a-b, que expresa el exceso del nimero a sobre b.” Lo que fuerza a
definir términos negativos es que estos aparecen en multiplicaciones y divisiones. Por ejemplo, dividir
2ab + b*+ a’ entre a + b. El cociente es

p B b?
[2b ——+— —...]. El segundo término del cociente —— es la cantidad que al multiplicarla por a,
a a a
-b*  —ab’ ab’
produce: -b* porque a- = =— = -b’, siempre y cuando admitamos la existencia del
a a a
.y

término negativo
a

Emergencia de Formas Equivalentes

Este autor advirtid6 que cuando los numeros son sumados, sustraidos, multiplicados o divididos,
generalmente omitimos al concluir la operacion, toda traza de los nimeros originales y hacemos uso
unicamente del resultado final expresado por los nueve digitos y el cero. Sin embargo, si empleamos
simbolos para denotar numeros generalmente no podemos, al menos que se trate de operaciones
inversas, omitir en los resultados los simbolos involucrados en las operaciones, ni tampoco las
operaciones mismas. Este hecho dio nacimiento a las formas equivalentes. Mostrd que al encontrar las
formas equivalentes, arribamos a restricciones en AA, Por ejemplo:

c-10+d+8-14-d+9+e=c+e-T7.
Sin embargo no puede igualarse a: -7 + ¢ + e, expresion imposible en AA.

En el capitulo V encuentra formas equivalentes en ecuaciones cuadraticas que nos conducen a

soluciones ambiguas. Asi en 19x — 39 - 2x* = 6x - 33, existen dos valores de x que son: 1 y 6.
2

Al completar cuadrados obtenemos:

169 13x , 121 13 1T

—————+ x~ = —— . Extrayendo la raiz cuadrada de ambos miembros, se llegaa: ——x=—; x

16 2 16 4 4
= 5 . Pero si invertimos el orden de los términos de la ecuacion anterior, construiremos una forma

equivalente a éstay obtendremos:

x = 6. Existen dos valores de x. Por consiguiente, la solucion es ambigua. Afirmaba también que, las
ecuaciones pueden ser posibles o imposibles. La ecuacion

8x”+ 33x = 44 - 48 involucra una operacion imposible. Las dos raices de esta ecuaciéon en AS serian —
4y —g pero ninguna de las dos puede interpretarse en AA. Esto muestra que la solucion de

ecuaciones requerira en general, de la ayuda de los propios principios de AS.
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ALGEBRA SIMBOLICA
Peacock se traslado de AA a AS bajo las siguientes consideraciones:

“La suposicion de la existencia independiente de los signos + y — conduce a la
operacion denotada por — igualmente posible en todos los casos: y es esta suposicion
la que impone la separacion de AAy AS y la que vuelve necesario el establecimiento
de los principios de esta ultima bajo un uso independiente de signos sugerido como un
medio para evadir una dificultad resultante de la aplicacion de operaciones
aritmeéticas a simbolos generales.” (Peacock 1830).

Alternativamente, mas adelante en la misma obra, Peacock escribio:

“Si, generalizamos la operacion denotada por -, de manera que pueda aplicarse en
todos los casos, habremos encontrado la existencia independiente de este signo como
una consecuencia necesaria y por lo tanto habremos introducido una clase de
cantidades, cuya existencia nunca fue contemplada en la Aritmética o en el Algebra-
Aritmética.” (Peacock1830)

La restriccion esencial de que AS debe incluir a AA cuyos principios sugirieron los de AS, la
denomind, el Principio de Permanencia de Formas Equivalentes y lo enuncia como sigue:

“Cualquiera que sea la forma equivalente en Algebra Aritmética considerada como la
ciencia de la sugestion, donde los simbolos son generales en su forma, aunque
especificos en sus valores, continuard siendo una forma equivalente donde los

’

simbolos son generales tanto en su naturaleza como en su forma”.

Anadio Peacock, “bajo este principio seremos capaces de dar una interpretacion consistente a formas
simbolicas como +a y —a refiriéndolas la una a la otra”.

Asimismo este autor afirma que solamente en AS formamos y reconocemos los resultados
cualesquiera que sean, sin ninguna referencia a su consistencia con las definiciones o reglas del AA.
Esto nos lleva a las equivalencias siguientes:

a-(atb)y=a—a—b=-b;
a-(a—b)=a—a+b=+b.

El principio de formas equivalentes asegura la identidad de las dos ciencias en cuanto a los resultados
en comun y evita que el AS degenere en una ciencia totalmente arbitraria. Asi los resultados de AS
que no son comunes a los de AA son generalizaciones de forma, y no necesariamente consecuencia de
las definiciones.

Enfatiza Peacock que es en el paso de AA a AS, cuando los simbolos cesan de ser aritméticos, que
puede determinarse el significado de las operaciones y de las cantidades no por definiciéon sino via
interpretacion. Por ejemplo, la adicion de un simbolo precedido por un signo negativo es equivalente a
la sustraccion del mismo simbolo precedida por el signo positivo e inversamente. Asi:

at(-b)=a-b=a-(th)
a-(-b)=a+b=a+(+b)
En el caso de simbolos negativos, la operacion de adicion no puede continuar asociandose con la idea

fundamental de crecer, ni la sustraccion con la de decrecer. Numerosos son los casos en que las
cantidades negativas admiten una interpretacion consistente. Un ejemplo de la existencia de cualidades
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de magnitudes fue expresarlas como direcciones opuestas de rectas en geometria, una de las
aplicaciones mas importantes de AS. Otro ejemplo es la simbolizacion de los conceptos opuestos de
posesion y deuda. Peacock agrego: “los ejemplos anteriores sobre la interpretacion del significado de
cantidades negativas y de las operaciones a que estdn sujetas, seran suficientes para mostrar al
estudiante que el AS no es irreal ni imaginaria.” (1845)

Es importante sefialar que para Peacok hacen sentido los términos negativos en AA. Estos se
convierten en simbolos negativos en A4S, pero nunca nombra a estos simbolos nimeros negativos.

ESBOZO DIDACTICO
(Por qué es necesario considerar el AA de Peacock en la ensefianza del algebra escolar?

En la Inglaterra de este autor, no se habia dilucidado atn una posible extension del dominio numérico
de los naturales a los enteros. Sin embargo, Peacock mostr6 la necesidad de rescatar las cantidades
negativas y se enfrento a tratar de justificar su existencia a fin de validar muchos resultados ya clasicos
de teoria de nimeros y algebra. Ademas, con el proposito de exhibir a los estudiantes lo necesario de
las cantidades negativas, Peacock construyo el AA donde la negatividad no tenia cabida creando asi la
urgencia de su aceptacion. Recurrié al uso independiente de los signos mas y menos, artificio teérico
introducido por él, para poder justificar las cantidades negativas y la validez de la operacion de
sustraccion en todos los casos, arribando asi al AS. Dentro de la Educacion Matematica y
especificamente en el curso introductorio del algebra elemental, hemos encontrado que muchos
estudiantes de 12 a 13 afios de edad, al resolver sus ejercicios, consideran s6lo signos y no niimeros
positivos y negativos. Esta situacion los ha conducido frecuentemente a un uso arbitrario del lenguaje
matematico y a la pérdida de significado y sentido en las tareas escolares.

Dado que el uso independiente de los signos mds y menos aparecio tanto en la historia como también
en estudiantes actuales, se recurrié en esta investigacion, al método histdrico-critico caracterizado por
movimientos recurrentes entre el analisis de textos clasicos de la historia de las matematicas y el
trabajo empirico realizado en el aula. El andlisis historico facilita por ejemplo, la construccién de
secuencias de enseflanza que reflejan el progreso obtenido de la investigacion teérica que puede
ponerse a prueba en situaciones actuales donde conviven estudiantes y profesores. Acto seguido se
vuelve a la historia de las ideas una vez que la busqueda se ha enriquecido con los resultados del
analisis empirico. Este movimiento de ida y vuelta es lo que sitia estos estudios en el campo de la
educacion matematica y no en la epistemologia o la historia de las matematicas. (Filloy & Rojano,
1985; Gallardo, 2002)

El reto al que nos enfrentamos ahora es:

(Como incorporar el legado de Peacock a los avances conceptuales y tecnoldgicos existentes
actualmente en el algebra escolar?

Pensamos que podria lograrse la incorporacion del AA al dlgebra escolar actual, si en nuestro trabajo
empirico a iniciar, no perdemos de vista la importancia de advertir a los estudiantes que los naturales
no son los tnicos numeros y que los signos mas y menos, ademas de corresponder a las operaciones
familiares de adicion y sustraccion, forman parte de unos numeros nuevos, los enteros, que adquirieron
este estatus en la historia después de muchos siglos de evitamiento y escasos reconocimientos. Ello
explica en parte la dificultad de aceptarlos por los estudiantes situados en la transicion de la aritmética
al algebra, donde la supuesta arbitrariedad de las literales agrega otro conflicto mas.

Finalmente, estos estudios historicos pueden inducir a una reconceptualizacion de los numeros
negativos en el curriculum de las matematicas escolares.
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La ensefianza y el aprendizaje de los numeros complejos.
Un estudio en el nivel universitario

Tomas Pardo Salcedo
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Departamento de Did. Mat. Universidad de Valencia

Resumen

Presentamos algunos de los resultados mds relevantes de un estudio sobre la problemdtica de la
ensenianza-aprendizaje de los numeros complejos. El estudio se ha dirigido recabar informacion para
sustentar sugerencias de intervencion en las pautas educativas en relacion con esta temdtica.

Marco de referencia

Esta investigacion se enmarca en la linea seguida por los miembros del grupo de Pensamiento
numérico y algebraico (PNA) del Departamento de Didactica de las matematicas de la Universidad de
Valencia que toma como modelo de referencia el marco teérico de investigacion en Matematica
Educativa de Filloy (1999) denominado Modelos Tedricos Locales (MTL). Este marco fundamenta la
investigacion desde el punto de vista tedrico y aporta, desde el punto de vista metodolégico, una
manera de organizar la investigacion en matematica educativa orientada a la observacion experimental
de fenomenos de ensefianza y aprendizaje. En definitiva, los MTL nos ayudan a explicar de manera
coherente los fenomenos observados. Los MTL se caracterizan por ser un modelo recurrente y
contemplar cuatro componentes interrelacionadas: 1) Componente de ensefanza del MTL. 2)
Componente de cognicion del MTL. 3) Componente de competencia formal del MTL. 4) Componente
de comunicacion del MTL.

El objeto de estudio, el disefio y el desarrollo de la investigaciéon

El objeto de estudio ha sido la problematica de la ensefianza/aprendizaje de los nimeros complejos. El
analisis previo de la problematica ha delimitado el marco teodrico para la observacion experimental
situandolo en la componente formal, y dentro de ella en el analisis historico y epistemologico.

Establecido el marco tedrico se ha procedido al desarrollo de un programa de observacion
experimental donde ha entrado en juego la componente cognitiva mediante el procedimiento
denominado andlisis de tareas.

La hipdtesis teorica a contrastar con la observacion experimental fue la siguiente:

Es posible que algunas dificultades e inconsistencias conceptuales y algoritmicas en relacion con los
complejos, a las que se han enfrentado los matematicos a lo largo de la historia, guarden paralelismo
con las que afrontan los estudiantes cuando estan intentando ser competentes en esta materia.

Para centrar el estudio se ha tratado de rebuscar en el desarrollo historico de los nimeros complejos
algunas de las dificultades e inconsistencias conceptuales y algoritmicas que han tenido que sortear los

matematicos y que la ensefianza actual no esté teniendo en cuenta.

Una revision historica preliminar, permitio identificar cuatro grandes etapas caracterizadas por los
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cambios observados en las concepciones epistemoldgicas de los nimeros complejos:

o Algebraica. Primeras apariciones de las raices cuadradas de cantidades negativas,
consideradas como raices inttiles, aunque coherentes con los métodos algebraicos.

e Analitica. Aceptacion y generalizacion del uso de las expresiones imaginarias gracias al
desarrollo del analisis infinitesimal, consideradas como cantidades que por su naturaleza son
imposibles, ya que no se pueden ubicar entre los nimeros posibles: positivos, negativos, o
nulos. Por eso, se las llama cantidades imaginarias porque solo existen en la imaginacion.

e Geométrica. Introduccion de un eje de imaginarios que tiene asociado V-1 como unidad
perpendicular a 1 y consideracion de los imaginarios como vectores del plano. Asi, en el plano
de ejes real e imaginario un vector queda representado por a+bi; y V-1 actiia como rotacién de
90° alrededor de O, es decir como un signo o indice de perpendicularidad.

e Formal. Formalizacion de los numeros complejos y consideracion de los mismos como pares
ordenados de nimeros reales.

Estas etapas se tomaron como referencia para organizar la busqueda y seleccién de cuestiones
relevantes para contrastar la hipdtesis, contextualizandolas en una concepcion epistemologica. Con
estas cuestiones se procedié a la elaboracion y al pilotaje de un cuestionario para su posterior
aplicacion a 19 estudiantes de primer curso de la licenciatura de matematicas en la Universidad de
Valencia, en su ambiente habitual de clase el ultimo mes del curso académico.

La selecciéon de cuestiones para la observacion experimental

El cuestionario sometido a los estudiantes constd de cinco tareas, una por cada una de las etapas
sefaladas antes, excepto en el caso de la etapa analitica de la cual se extraen dos tareas.

Para el estudio de las respuestas, se ha aplicado la metodologia del “analisis de tareas”, lo que ha
permitido realizar una primera descripcion y categorizacion de las actuaciones de los estudiantes
mediante un modelo de interpretacidon, puesto a punto en otros trabajos precedentes de miembros de
nuestro grupo de P.N.A. (Fernandez, A. Figueras, O, Gomez B. y Margarit J.,1997; Fernandez, A.
Goémez B.; y Margarit J., 1997). Este analisis permite aventurar que se confirma la hipotesis de partida
en el sentido de que la ensefianza y aprendizaje de los nimeros complejos no esta teniendo en cuenta
las dificultades identificadas que han estado presentes a lo largo de la historia y que los estudiantes las
reproducen, y en algunos casos agravadas.

Las cuatro primeras tareas fueron las siguientes (prescindimos de la quinta porque no ha cumplido con
las expectativas):

Tarea 1: la particion

Esta tarea, la elegimos de la etapa que hemos llamado algebraica. Esta tomada literalmente de Cardano
(Ars Magna, 1545, p. 287) y consiste en un problema cuya solucion viene de la mano de una ecuacion
de segundo grado. Su proposito es hacer aflorar las posibles dificultades e inconsistencias de los
estudiantes para resolver un problema planteado con niimeros enteros pero cuya soluciéon no es real
sino compleja. La respuesta adecuada implica aceptar que las raices complejas de la ecuacion de
segundo grado que permite resolver el problema son soluciones matematicamente validas, aunque en
el enunciado no se mencione el campo numérico en el que debe darse la solucion.

Tarea 2: el logaritmo

Esta tarea, corresponde a la etapa que hemos denominado analitica. Estad basada en una conocida
controversia sobre la existencia de los logaritmos de los nimeros negativos entre Bernouilli y Leibniz,
recogida por Euler (1749). Esta controversia surgio ante las contradicciones a las que llevaba el uso
poco exigente de las reglas de calculo.
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Su proposito es hacer aflorar las posibles dificultades e inconsistencias de los estudiantes cuando
tienen que interpretar una secuencia de operaciones logicas con logaritmos de nimeros negativos.

La respuesta adecuada, implica el reconocimiento de la existencia de estos ultimos en el campo
complejo. Ademas, hay que saber cuando se pueden extender las reglas generales de la operatoria con
logaritmos de los reales positivos a los negativos y por qué (hay infinitos logaritmos para cada
numero: los numeros reales positivos tienen un sélo valor del logaritmo que es real, siendo todos los
otros imaginarios; los nimeros negativos y los niimeros complejos tienen todos los valores del
logaritmo imaginarios).

2 Cuestion 2. El logaritmo

Cuestion 1. La particién

Dado que (-x)*=x" se tiene que:

log (-x)’ = log £ = 2 log (-x) = 2 log x = log (-x) = log X ,
Divide el mimero 10 en otros dos nimeros cuyo producto sea 40 G

log (-x) existe y es un nimero real.

En particular para x=1, In(-1) = In(1)) que, como sabemos, es cero.

(Es cierto?

Explica como Jo haces

Tarea 3: las operaciones

Esta tarea, la ubicamos en la etapa analitica y esta basada en anotaciones de Euler (1984, p.42-44) y
Vallejo (1841, p.242), sobre el cuidado que hay que tener al multiplicar expresiones imaginarias. El
objetivo de la tarea es hacer aflorar las dificultades e inconsistencias de los estudiantes ante la
multiplicaciéon de raices con radicando negativo, dado que si se aplica la regla general de la
multiplicacion. la raiz del producto es el producto de las raices; se obtiene un resultado contradictorio
con la regla para multiplicar los numeros imaginarios. La respuesta adecuada implica el
reconocimiento de que las reglas generales de la multiplicacion no funcionan en el producto de raices
con radicando negativo.

Tarea 4: el orden

Esta tarea, la hemos disefiado basandonos en un comentario de Hamilton (1837; cit. Ferreiros, 1998, p.
11) donde se pone de manifiesto la dificultad de situar bajo la definicion clasica de nimero a los
imaginarios, dado que éstos no pueden satisfacer el requisito de ser un cuerpo ordenado, como ocurre
con los nimeros reales. El objetivo de esta tarea es hacer aflorar las dificultades e inconsistencias de
los estudiantes cuando se les pide que ordenen numeros complejos presentados de varias formas. La
respuesta adecuada implica reconocer que los complejos no tienen un orden compatible con su
estructura de cuerpo.
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4 . 5
Cuestion 4. El orden
Cuestion 3. Las operaciones

Usando los signos <, >, = ordena los nimeros;

Calcula a) V72, 1, 0, v

a) ~J=5+-5=.

Explica tu respuesta

B) VST = Explica tu respuesta

Explica tu respuesta

LOS RESULTADOS

A continuacion se presenta una muestra de las respuestas mas relevantes de los estudiantes al resolver
las cuatro primeras tareas del cuestionario para ilustrar el tipo de analisis que hemos hecho de las
mismas.

Tarea 1: la particion

Ejemplo: Alumno 1

Cuestién 1. La particion

Divide el mimero 10 en otros dos niimeros cuyo producto sca 40 S

A \ D AO (B,
9 - 37

3
TS AdSRSL

C)
B
d\fr\?

Explica como lo haces

Mo U2 8 S A AS RS o
o2 Rudnn.. dnAslah e polimies 0 1

Qe B} AT

Transcripcion: “sélo los podemos dividir por potencias de 2 hasta 3 » 5 ” (hasta 2° y 5)

Explicacion: El estudiante calcula los factores de 40 y de 10. Divide el 10 por dos nimeros naturales
menores que 10 y cuyo producto es 40.

Interpretacion: De lo que manifiesta en el apartado “explica como lo haces”, interpretamos que el
estudiante entiende que éste es un problema aritmético, y que en consecuencia so6lo intenta resolverlo
mediante operaciones aritméticas con numeros naturales. Tal vez hace una interpretacion demasiado
estricta de la palabra divide del enunciado. Es decir, lo entiende como la orden de hacer uso del
algoritmo de la division, por eso divide por los nimeros naturales cuyo producto es 40.

Prediccion y sugerencias: Creemos que el estudiante repetira este tipo de procedimiento con
problemas analogos mientras no se le haga ver que éste es un problema que admite una lectura y una
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resolucion algebraica, y que la palabra del enunciado divide se refiere aqui a descomponer en dos
sumandos y no necesariamente a dividir en sentido estricto.

Utilizan el algebra y dan la solucion compleja 5/19
Utilizan el dlgebra y dejan solucion indicada sin expresion imaginaria 1/19
Utilizan la aritmética y se centran en factores del 40 5/19
Utilizan la aritmética e interpretan que hay que dividir el 10 en sentido estricto 2/19
No contesta o lo hace sin sentido aparente 6/19

Frecuencia de los tipos de respuestas por categorias de la tarea
Tarea: el logaritmo

Ejemplo: Alumno 2

Cuestion 2. El logaritmo

Dado que (-x)* = %2 se tiene que:

log (-x)* = log x> = 2 log (-x) = 2 log x = log (-x) = log x .
por lo que

log {-x) cxiste ¥ es un numero real.

En particular para x=1, In{-1) = In(1) que, como sabemos, es cero.

&Es clerto?

...... ey S S SIS SIS S SIS

R VO ATy s ?.‘:x_\&é NSt ..., A ..:b.%.&.‘}...!f;&...\..(:a‘\:(.\.‘&.\LK_Q

hes Lty TEsoaa oo The CG G TN oA @ e AlEINE A >

Explica tu respuesta
S AP A S e SR OSSR

. ;mf.’,@gz?f\.\.\.\.e‘ R S B e N~

Transcipcion: “No”. “El razonamiento es correcto, pero en principio no podemos poner el logaritmo
de un niimero negativo xq no existe”. “El logaritmo de un niimero negativo no existe”

Explicacion: Por un lado dice que el razonamiento es correcto y por otro que el logaritmo de un
nimero negativo no existe.

Interpretacion: Su respuesta es incoherente, ya que si cree que no existen los logaritmos de los
numeros negativos, no deberia decir que el razonamiento es correcto.

Prediccion: El estudiante estd anclado en una idea de los logaritmos que es propia de los nimeros
reales. Esto le induce a creer que las reglas aprendidas con los reales son validas siempre. Si no se le

advierte de que esto no es asi y el por qué, dificilmente podra salir de esta creencia por si solo.

Ejemplo: Alumno 17



256 TOMAS PARDO SALCEDO y BERNARDO GOMEZ ALFONSO

Cuestion 2. El logaritmo

Dado que (-x)>= x” se tiene que:

log (-x)* = log x> = 2 log (-x) = 2 log X = log (-x) = log x ,
por lo que

log (-x) existe y es un numero real.

En particular para x=1, In{(-1) = In(1) que, como sabemos, ¢s cero.

O (e Y (N O S S

‘)ALDgXéO

Oz x A

/ A Ao e

Transcripcién: “ No, 3 In(-x) . “ No ”. “log(-x)* = log x> = 2 log(-x) =2 log x xq -X#X
0<x<1 —logx<0
x>1 —logx>0

Explicacion: El estudiante niega el razonamiento del enunciado porque dice que a niimeros diferentes
le corresponden logaritmos diferentes. Usa la creencia de que los logaritmos de los negativos no
existen y dice que el razonamiento no es correcto. Pero no explica satisfactoriamente el por qué.

Interpretacion: Usa un argumento 16gico para explicar que algo esta mal, detecta la contradiccién y la
usa para negar uno de los pasos; pero su explicacion es insuficiente como respuesta a la pregunta ya
que no se basa en la cadena de razonamientos del enunciado. No explica por qué la regla que es valida
con los reales aqui no lo es.

Prediccion: Como el anterior, el estudiante estd anclado en una idea de los logaritmos que es propia de
los nimeros reales. Si no se le advierte de con los complejos hay que reconceptualizar la nocion de
logaritmo y revisar sus reglas de calculo, podemos esperar que incurra en contradicciones.

Usan la creencia de que los logaritmos de los negativos no existen y dicen | 8/19
que el razonamiento no es correcto. Pero no explican por qué

Usan la creencia de que los logaritmos de los negativos no existen y dicen | 3/19
que el razonamiento si que es correcto. Son inconsistentes

Usan la creencia de que los logaritmos de los negativos no existen pero no | 3/19
contestan a la pregunta si el razonamiento es correcto
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Sefialan uno de los pasos como incorrecto, pero su razonamiento no esta bien | 3/19
argumentado

Manifiestan dificultades de tipo algebraico. Inconsistencias con los paréntesis | 2/19

Frecuencia de los tipos de respuestas por categorias de la tarea
La tarea las operaciones

Ejemplo: Alumno 5

Cuestion 3. Las operaciones

Calcula

a) ~—5—5-=. 1= = - \S\‘§1L = 53

Explica tu respuesta

cota. s dbpliact A emds W Lo propielh e

Explica tu respuesta

&f"«.wvnat{»”‘ow EL....(%’:“?.{."Y-‘“‘_ anterea < guly ke

Transcripcion

a)“v=35-45= J (—5)2 =25. La multiplicacion de raices tiene la propiedad que JaJb=+ab ,

entonces se aplica esta propiedad”.

b)* V=3v=1v/3v=1=+/5-(-1) NB=5-4B=-3-v1- =5 i=ti Aplicamos de

nuevo la propiedad anterior y sustituimos «—1 per i. ”

Explicacion: El estudiante, en el apartado a), aplica la regla general para multiplicar radicales, calcula
el cuadrado de dentro del radical, calcula la raiz cuadrada del resultado y acompafia la respuesta con el
doble signo =.

En el apartado b) aplica la misma regla general que antes, aunque lo que escribe bajo el radical no se
corresponde con el signo menos que extrae y que cabe suponer que procede de considerar que (-1
= -1 y no 1. Esto queda corroborado por su actuacion posterior, donde extrae la forma imaginaria

~J—1 que escribe después como i. Finalmente, aplica otra vez la regla general a V5V5 y calcula la raiz
cuadrada con el doble signo £, aunque olvida escribir el 5.

Interpretacion: En la respuesta del alumno se evidencian dificultades e inconsistencias de naturaleza
diferente. En el apartado a) no tiene en cuenta que se trata de expresiones imaginarias, lo que le
hubiera llevado a extraer V-1, a diferencia de lo que hace en el apartado b) donde si que lo hace. Otro
aspecto llamativo es que parece interpretar el signo radical como la orden de calcular la doble raiz
cuadrada de un numero, lo que es una interpretacion aritmética inconsistente porque produce
respuestas contradictorias cuando se opera con radicales.
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Prediccion y : Entendemos que el estudiante conoce y puede manejar las reglas para operar radicales,
raices cuadradas y la expresion imaginaria implicadas en la tarea, pero encuentra dificultades para
decidir cuando estas reglas estan permitidas y cuando no. En concreto ignora que la regla para
multiplicar radicales no funciona con los radicandos negativos. Por otra parte el estudiante utiliza una
concepcion aritmética del signo radical que le lleva a confundirlo con la orden de calcular la raiz
cuadrada. Ignora que \(a)’= |a y no *a como ¢l manifiesta.

En consecuencia, podemos esperar que el estudiante repetira este tipo de comportamiento con
problemas analogos y entendemos que son un producto de la ensefianza, que no advierte de estas
restricciones adecuadamente. Creemos que es necesario revisar la distincion entre radical y raiz
cuadrada, redefinir la nocién de raiz cuadrada para incorporar el caso de radicandos negativos y

justificar por qué v/—1 4/—1 no es 1 ni %1, sino que es —1.

Utilizan correctamente la regla para operar imaginarios 9/19

Utilizan la regla para operar imaginarios con errores de descuido 4/19

Usan las dos reglas: la general para multiplicar radicales y la regla para multiplicar | 4/19
raices imagnarias.

Aplican exclusivamente la regla general de multiplicar radicales 2/19

Frecuencia de los tipos de respuestas por categorias de la tarea
Tarea: el orden
Ejemplo: Alumno 3

Transcripcion
a) V-2 <4-1<0< \/I . Porque las raices no alteran el orden de los niimeros: si a < b —>\/Z <\/E .
b)Yl +i<142i=2+i<242i

c) \/; <i. Porque la raiz de un ntimero es menor que el nimero.

Cuestion 4. ElI orden

Usando los signos <, -, — ordena los nameros;

a) v—2, ~ 1,0, 1

..... NCZ s NET €@ < A i,

Explica tu respuesta

______ H:!:quﬂ....la.r...ra.x:.cax,..vsa....a.(ferax....zdv..arm,..de...{a;,..,,..

b) 1+i, 112i, 212i, 21

...... Al L A 20 = 2 X € ZFRE i

Explica tu respuesta
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Explicacion: El estudiante ordena todos los numeros en los tres apartados, pero solo explica el criterio
que usa en a) y c¢). En estos apartados, extiende reglas no ensefiadas propias de los reales a los
complejos: si un numero es menor que otro su raiz también lo es, la raiz de un numero es menor que
el numero.

Interpretacion: De la respuesta del alumno se evidencian dificultades e inconsistencias de naturaleza
diferente. En el apartado a) y ¢) no tiene en cuenta que se trata de expresiones imaginarias y que las
reglas de los reales no tienen por qué funcionar. En el apartado b) dado que los nimeros estan
expresados en forma bindmica utiliza un criterio idiosincrasico que creemos que se basa en el orden de
los modulos.

En ningun caso se plantea que pueda ser imposible ordenar los niimeros dados y tampoco tiene en
cuenta que las raices de los nimeros negativos no existen en el campo real.

Prediccion y sugerencia para la ensefianza. El alumno conoce reglas para ordenar niameros reales
pero no percibe que éstas no son ciertas cuando los nimeros son imaginarios y ordena de modo sui
generis nimeros complejos por lo que creemos que se debe actuar en los métodos de ensenanza para
evitar la creencia de que las propiedades de un campo numérico se cumplen en otro campo que lo
contenga.

Extienden propiedades de los nlimeros reales 12/19
Utilizan las componentes de los nimeros complejos 10/19
Usan el moédulo de los nimeros complejos 5/19
Tropiezan con dificultades de naturaleza diferente 9/19

Frecuencia de los tipos de respuestas por categorias de la tarea

CONCLUSIONES DEL ANALISIS DE TAREAS

Nuestro modelo es una herramienta valida para llevar a cabo la investigacion planteada. En ésta se
pone de manifiesto que los alumnos presentan dificultades e inconsistencias al responder a las tareas
del cuestionario las cuales permiten aventurar que se confirma la hipdtesis tedrica inicial de modo que
la ensefianza y aprendizaje de los numeros complejos no esta teniendo en cuenta las dificultades e
inconsistencias que han estado presentes a lo largo de la historia y que los estudiantes las reproducen,
en algunos casos agravadas.
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La naturaleza de las cantidades presentes en el problema de
probabilidad condicional. Su influencia en el proceso de
resolucion del problema
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Resumen

En la resolucion de los problemas verbales de probabilidad condicional, los estudiantes estan
implicados en un proceso en el que podemos distinguir varias etapas o fases. Una de ellas es la
traduccion del texto del problema, generalmente escrito en la lengua verndcula, al lenguaje
matematico. En las frases traducidas los estudiantes deben reconocer sucesos y probabilidades. Pero,
en la mayoria de estos problemas los datos no estin explicitamente mencionados en términos de
probabilidad. En este caso, los estudiantes pueden resolver estos problemas recurriendo al
pensamiento numérico y no necesariamente al probabilistico. En este trabajo investigamos, a través
de un estudio con 51 estudiantes de diferentes niveles escolares, hasta qué punto la naturaleza de los
datos presentes en un problema verbal de probabilidad condicional influye en la manera en la que los
estudiantes los resuelven.

Abstract

In order to solve verbal conditional probability problems, students are involved in a process in which
we can identify several steps or phases. One of them is that of the translation from the text of the
problem, generally written in a vernacular language, to that of mathematics. In translating sentences,
students should recognize events and probabilities. But, in much of those problems data are not
explicitly mentioned in terms of probability. In this case, students can solve these problems with the
help of arithmetical thinking and not necessarily with the help of probabilistic reasoning. In this work
we investigate, through a study of 5l1students from different school levels, the extent to which the
nature of quantities in conditional probability influences the way in which students solve these
problems.
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INTRODUCCION

Existen diferentes factores que influyen a la hora de resolver un problema, y en particular un problema
de probabilidad condicional. Uno de estos factores no es necesariamente el conocimiento de las
relaciones entre probabilidades, sino, por ejemplo, el de la identificacion correcta de los sucesos y de
sus probabilidades. Previo a esto ultimo, existen factores semioticos y semanticos que influyen en los
estudiantes a la hora de establecer una correcta correlacion entre los datos y los sucesos. En este
trabajo no vamos a ocuparnos basicamente de estos factores sino que mostramos como el formato de
presentacion de los datos en los problemas de probabilidad condicional tienen su influencia en el
proceso de resolucion del problema.

Cuando los datos de un problema de probabilidad condicional estdn expresados en frecuencias
absolutas, porcentajes, o en términos de razon, los estudiantes no interpretan ni usan los datos como
probabilidades. En consecuencia, no necesitan las relaciones entre probabilidades que una ensefianza
formal exigiria para obtener la solucion del problema, al menos de una forma explicita. Sin embargo,
esto no significa que los estudiantes no puedan resolver dichos problemas. En efecto, existen
estudiantes que los resuelven, pero en ese caso usando el razonamiento aritmético y no el
probabilistico. Es solamente al final de proceso y porque la pregunta del problema asi lo exige, cuando
los estudiantes responde en términos de probabilidad, usando para ello métodos de asignacion de
probabilidades. En este trabajo queremos aportar nuevos resultados al estudio exploratorio presentado
en el CERME4, (Lonjedo, Huerta 2005), en el que ya mostramos los resultados de un estudio con 166
estudiantes de diferentes niveles escolares resolviendo problemas de probabilidad condicional en los
que las cantidades no estaban explicitamente mencionadas en términos de probabilidad.

LA NATURALEZA DE LAS CANTIDADES PRESENTES EN EL PROBLEMA.

Explorando en los libros de texto los problemas escolares verbales de probabilidad condicional,
observamos que las cantidades presentes en la mayor parte de estos problemas, no estan expresadas en
términos de probabilidad sino que presentan naturaleza diversa.

Gigerenzer (1994) sugiere que los problemas de probabilidad bayesianos, en los que la informacion y
las preguntas se dan en términos de frecuencias, son mas faciles de resolver. Otros estudios (Ojeda
1995; Huerta, Lonjedo 2003; Lonjedo, 2003) muestran esto mismo y que dependiendo de la
presentacion y la expresion de los datos en el texto de los problemas de probabilidad condicional, su
resolucion puede hacerse utilizando el razonamiento numérico. En muchos casos observamos como la
resolucion de dichos problemas implica al pensamiento aritmético y no al probabilistico, ya que los
datos no son interpretados conscientemente como probabilidades y por tanto los estudiantes no
necesitan utilizar las relaciones entre probabilidades para resolver el problema. Es solo al final del
proceso de resolucion del problema cuando los estudiantes responden a la pregunta del problema en
términos de probabilidad. Esta diferencia en la forma de abordar un problema por un estudiante
cuando resuelve problemas de probabilidad condicional, utilizando el razonamiento numérico o el
razonamiento probabilistico, hace que clasifiquemos asi los problemas de probabilidad en problemas
de asignaciéon de probabilidades y problemas de calculo de probabilidades (Huerta, Lonjedo, 2003).
Asi pues, al ser los problemas de probabilidad condicional problemas de probabilidad, esta
clasificacion también nos sirve.

Desde este punto de vista, los problemas escolares de probabilidad condicional que encontramos en
los libros de texto podemos clasificarlos como problemas de asignacién o problemas de calculo de
probabilidades De este modo, un problema de probabilidad condicional sera clasificado como
problema de calculo de probabilidades si los datos del problema son interpretados como
probabilidades y consecuentemente son necesarios para responder a la pregunta del problema las
relaciones entre probabilidades..

Ahora bien, la tradicion en la ensefianza de las probabilidades nos muestra lo contrario. Los profesores
y los libros de texto no suelen partir de este hecho empirico para llegar al pensamiento probabilistico,
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sino que se suelen plantear problemas en los que se exige este pensamiento sin que la resolucion lo
exija.

Mostramos un ejemplo de un

problema de probabilidad

Solucién condicional en donde los datos son

------ frecuencias absolutas y tantos por

cien, se pregunta por dos

e “ proba.lb.ilidades, una marginal y una
B procede de la méquina B} condicional.

Indiquemos : = i
q por MA {la pieza procede de 1a miquina A}

Entonces,

(Cuadras C.M, (1983) Problemas de
Probabilidades y Estadistica, Vol 1:
Probabilidades p.55) Dos maquinas
A y B han  producido
respectivamente, 100 y 200 piezas.
Se sabe que A produce un 5% de
P(D) = 2(D/M) B4 ) +ROM) POL) = Gos L mie piezas defectuosas y B un 6%. Se

3 ; toma una pieza y se pide:

@ = {300 piezas} = M +
}_AMB

1
e PM) =-§~

1) Sea D = {1a pieza es defectuosa}

n

0.0567
Probabilidad de que sea defectuosa.

Sabiendo que es defectuosa,
probabilidad de que proceda de la
primera maquina

2) Es la probabilid ici
P idad de MA' condicionada a la presencia de D

P(D/M ) -P(M_)
22 . 10.05):1/3

P(MA/D) = o £0.05)+1/3
y P(MA)+p(D/MB).p(MB) 0.0567 - 0.2941

En la figura 1 puede verse la

resolucion que presenta el libro. El

texto considera este problema como

un problema de célculo de

1. Resolucion del libro de texto probabilidades en concordancia con

la ubicacion del problema en la

unidad de “Teorema de las probabilidades totales y teorema de Bayes”. Sin embargo, algunos

estudiantes (Lonjedo, 2003) resuelven problemas similares a éste, tanto en la estructura de los datos

como en la naturaleza de los mismos, como mostramos a continuacion, es decir, mediante métodos de
asignacion de probabilidades:

Si tenemos 100 piezas de la maquina A y el 5% son defectuosas: tenemos 5 piezas defectuosas de las
100 de A.

Si tenemos 200 piezas de la maquina B y el 6% son defectuosas: tenemos 12 piezas defectuosas de las
200 de B.

En total, de 300 piezas de las dos maquinas, 5+12=17 son defectuosas.
e 17 -
Luego la probabilidad de ser defectuosa es: — = 0.056
300

Para la segunda cuestion, tenemos 17 piezas defectuosas, de donde 5 vienen de la maquina primera,

5
luego la probabilidad pedida es de: E =0.2941
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NATURALEZA DIFERENTE DE LOS DATOS EN LOS PROBLEMAS ESCOLARES DE
PROBABILIDAD CONDICIONAL

El analisis de una serie de libros de texto escolares nos permite clasificar los problemas atendiendo a
la naturaleza de los datos en el texto del problema, considerada aqui como una de las variables de tarea
sintacticas'. Asi, distinguimos:

Datos presentados en términos de probabilidad. Si las cantidades se presentan en términos de
probabilidad, entonces cuantifican la probabilidad de que un suceso A se realice mediante p(A) € [0,
1]. Mostramos un ejemplo:

A nod | Total (Matemadticas 4t ESO, Opcién B, Editorial Ecir, pdgina 240,
problema 43). Completa la segiient taula de contingencia:
B 04 02
] A partir de la taula, confecciona un diagrama d’arbre i determina
noB 0’25 P(B/A), P(noB/A), P(B/noA) i P(noB/noA).
Total 1
En este problema, p(A|B) puede ser calculado por:
p(AN B)
p(d| By ==
(B) , esto es, utilizando el razonamiento probabilistico — relaciones entre
probabilidades.

Datos presentados en frecuencias absolutas. Cuando en un problema se presentan las cantidades en
términos de frecuencias absolutas, éstas expresan la frecuencia con la que se produce una determinada
caracteristica. Matematicamente es posible interpretar la frecuencia como el cardinal asociado a un
conjunto que representa a los objetos que poseen dicha caracteristica. Por tanto, los datos expresados
en términos de frecuencia pueden usarse como un cardinal. En consecuencia, p(A | B) puede ser

p| By =240

obtenido comparando dos numeros cardinales y expresarla, por ejemplo, por: (B) ,
es decir, utilizando ahora un razonamiento aritmético y relaciones entre probabilidades.

Por otro lado, como A | B no es un suceso, no podemos considerar un conjunto que lo represente. Por
tanto, en los problemas de probabilidad condicional los datos que se refieren a la probabilidad
condicional nunca podran ser expresados en términos de frecuencias absolutas. Si, por el contrario,
hiciésemos esto, entonces el tnico significado que podemos asociar ala frecuencia seria el del cardinal
de un suceso interseccion.

Veamos un ejemplo:

(Editorial Santillana, Matemadatias Cou opciones C y D, Daniel Santos Serrano, problema 9)En un

Rendimiento grupo de 500 individuos se paso un test de inteligencia y se midio su
académico rendimiento académico. Los resultados fueron como sigue:
Alto Bajo Considerando que A es "ser superior en inteligencia» y B es «tener
Superior 200 |80 rendimiento altoy, averiguar:
Inferior (100 120 Si A Y B son independientes. Si se selecciona al azar un alumno con

rendimiento alto, jcudl es la probabilidad de que sea superior en
inteligencia? (p.248, problema 9)

' Como variable sintactica se entiende cualquier caracteristica del problema que tiene que ver con el orden y las
relaciones de las palabras y simbolos que contiene el enunciado del problema (Cerdan y Puig, 1988, p.34)
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Datos presentados en términos de razén. Cuando las cantidades se expresan en términos de razon,
indirectamente nos presentan los datos en términos de probabilidad, y es el resolutor quien decide
transformar las razones a probabilidades o no. Veamos dos ejemplos, en el primero los datos son dos
razones y en el segundo los datos son tantos por cien:

Engel, L’enseignement des probabilités et de la statistique, volumen 1(1975) (France; CEDIC) En
Sikinie, un homme sur 12 et une femme sur 2888 sont daltoniens. Les fréquences des deux sexes sont
égales. On choisit une personne au hasard et on découvre qu’elle est daltonienne. Quelle est la
probabilité pour que ce sois un homme?

Grupo Cero, Borras, Carrillo, D’Opazo, Morata, Puig, ..., Matematicas de Bachillerato curso 1,
(1982), Barcelona: Teide.

En el proceso de fabricacion de circuitos impresos para radio transistores se obtiene,
segun demuestra la experiencia de cierto fabricante, un 5% de circuitos defectuosos. Un
dispositivo para comprobar los defectuosos detecta el 90% de ellos, pero también
califica como defectuosos al 2% de los correctos. ;Cudl es la probabilidad de que sea
correcto un circuito al que el dispositivo califica como defectuoso?;Cuadl es la
probabilidad de que sea defectuoso un circuito calificado de correcto? (problema 26, p.
170.)

Datos expresados en combinacion. Existen problemas de probabilidad condicional en los libros de
texto en los que los datos no estan expresados en un Unico formato, como en los ejemplos que
mostramos a continuacion, sino que se combinan mas de uno de ellos. Asi, en estos problemas
aparecen datos expresados en porcentajes y mediante signos formales propios de la probabilidad; en
términos de probabilidad y razon; en razén y frecuencias. En el siguiente problema, por ejemplo, los
datos son porcentajes y probabilidades:

Santos, D., (1988), Matematicas COU, Opciones C y D, Madrid: Santillana. p.248, problema 10, En
un curso el porcentaje de aprobados en Historia (A) es 60 %. Para Matematicas (B) es del 55 %.
Sabiendo que p(B/A) = 0.7, ;cudl es la probabilidad de que, escogido al azar un alumno, resulte no
haber aprobado ninguna de las dos asignaturas?

Observamos en los ejemplos anteriores, como los datos en los problemas de probabilidad condicional
no siempre se expresan de manera explicita en términos de probabilidades. Cuando esto ocurre, el
resolutor tiene la capacidad de interpretarlos segun que dichos datos tengan algin sentido para los
sucesos a los que los asigna. En funcidén de esto, despliega un proceso de resolucion que puede
implicar al pensamiento numérico o al probabilistico, dependiendo del sentido dado a los datos del
problema.

EL ESTUDIO EMPIRICO

Uno de los objetivos de nuestro estudio es explorar como los estudiantes resuelven problemas de
probabilidad condicional cuando las cantidades de estos problemas satisfacen ciertas condiciones en su
estructura y naturaleza. Principalmente, nuestro interés esta en explorar qué razonamiento —aritmético
o probabilistico —utilizan los estudiantes al resolver los problemas, en relacidon con la estructura de los
datos y su naturaleza.

LA PRUEBA

La prueba consiste en 6 problemas de probabilidad condicional de nivel 2 (Lonjedo, Huerta 2004) en
el que la estructura de datos no varia, pero si su naturaleza y el contexto. Esta prueba esta basada en un
estudio exploratorio anterior (Lonjedo, Huerta 2005), en el que ya mostramos como los estudiantes
que no habian recibido ensefianza formal en probabilidad condicional no resolvian los problemas en
los que los datos se expresaban en términos de probabilidad. Por esta razéon, como muchos de los
participantes en la investigacion estaban en estas condiciones, decidimos que en la prueba no hubiera
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ningin problema en el que los datos se expresaran en términos de probabilidad. Asi, todos los
problemas de la prueba tienen tres datos explicitamente mencionados en el texto del problema, pero
expresados en términos de razon y/o en términos de frecuencias absolutas. Ademas, respecto de la
anterior prueba, en esta hemos tenido en cuenta aspectos semanticos para evitar un lenguaje ambiguo
al referirnos a los sucesos, a los datos y a las preguntas. En tres de los 6 problemas preguntamos por
un porcentaje y en los otros tres por una probabilidad, teniendo todos ellos una solucion aritmética’.
Ademas, el problema 1 y el problema 5 son isomorfos en cuanto a la estructura de los datos y la

pregunta pero cambian la naturaleza de los datos y de la pregunta.

En la tabla siguiente presentamos los seis problemas que componen la prueba, asi como su
clasificacion segun nivel, caracteristica y tipo NiCjTh3, la naturaleza de sus cantidades y la forma de

plantear la pregunta del problema.

PROBLEMA N,CT; | Naturaleza | pregunta
datos
PROBLEMA 1: En un curso de 100 estudiantes 60 aprobaron | N,C;T; | Frecuencia | porcentaje
filosofia y 70 aprobaron matematicas. De los que aprobaron sy %
matematicas un 80% aprobo filosofia. De los que aprobaron filosofia
(,qué porcentaje aprob6é matematicas?
PROBLEMA 2: En una empresa el 55% de los trabajadores son | N,C,T; | % probabilidad
mujeres y el 11.25% son hombres y realizan tareas administrativas.
De las mujeres el 20% se dedica a las tareas administrativas. Elegido
un trabajador al azar, calcula la probabilidad de que sea mujer y no
realice tareas administrativas.
PROBLEMA 3: El 60% de los estudiantes de un centro escolar habla | N,CsT; | % Probabilidad
francés correctamente y el 70% habla inglés. De los que no hablan
francés un 35% habla inglés. Calcula la probabilidad de que elegido
un estudiante al azar no hable ninguno de los dos idiomas.
PROBLEMA 4: De los 400 integrantes de un campamento de verano | N,C,T; | Frecuencia | Porcentaje
220 son nifias. De las nifas el 20% realiza actividades acuaticas y hay y %
45 nifios que realizan actividades acuaticas. De los que realizan
actividades acuaticas ;qué porcentaje de nifias hay?
PROBLEMA 5: El 46% de los habitantes de una localidad son | N,CsT; | Una razoén | Probabilidad
seguidores del club de futbol A y el 60% lo son del club de futbol B. y %
De los seguidores del club B la mitad lo son del club A. Se escoge una
persona al azar de los seguidores del club de fatbol A ;qué
probabilidad hay de que sea seguidor del club B?
PROBLEMA 6: De todos los estudiantes del instituto un 30% practica | N,C, T, | % Porcentaje

baloncesto y fatbol y un 30% practica baloncesto y no practica futbol.
De los estudiantes que no practican baloncesto un 40% practica el
fatbol. ;Qué porcentaje de estudiantes del instituto practica el fitbol?

LOS ESTUDIANTES

Los 56 estudiantes que resolvieron la prueba se distribuyen de la siguiente manera:

10 EFM: estudiantes de la asignatura de Calculo de Probabilidades y Estadistica de la Facultad de

Matematicas.

? Esto es, un dato extra no requiere una cantidad desconocida para resolver el problema.
3 N;CiTy, Clasificacion de los problemas de probabilidad condicional (Lonjedo, Huerta, 2004)
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15 2BCS: estudiantes de 2° de bachiller Ciencias Sociales-Humanidades (17-18 afios)
31 4ESO: estudiantes de 4° Educacion Secundaria Obligatoria (15-16 afios)

Esto es, tenemos 10 estudiantes de la facultad de matematicas que tienen un conocimiento formal de la
teoria de la probabilidad, 15 estudiantes de 2° de bachiller de ciencias sociales y humanidades que han
recibido parcialmente ensefianza acerca de la probabilidad y 31 estudiantes del final de la educacion
secundaria obligatoria que no han estudiado nunca probabilidad.

La prueba se administré durante una hora lectiva de los estudiantes en cada uno de sus centros.
ALGUNOS RESULTADOS.

Las respuestas de los estudiantes a los problemas estan siendo analizadas en la actualidad, por lo que
aqui mostraremos algunos avances que hemos logrado a partir de los resultados que vamos a mostrar.

Los resultados que se muestran en la siguiente tabla, se han organizado atendiendo a las siguientes
variables: naturaleza de los datos, naturaleza de la pregunta, nimero de estudiantes que han realizado
el problema con éxito, su nivel de competencia, nimero de los que lo han dejado en blanco o no es
posible un analisis, y el razonamiento utilizado por los estudiantes que han resuelto bien, clasificando
el problema de probabilidad condicional como problema de asignacion de probabilidades o problema
de calculo de probabilidades.

La tabla 1 organiza la informacion acerca de los estudiantes que resuelven con éxito los problemas y
también informa acerca de los estudiantes que no abordan el problema (lo dejan en blanco, o sélo
muestran las cantidades).

Problema P1 P2 P3 P4 PS P6
Naturaleza Frecuen. | , o Frecuen. | Unarazoén |
datos vy % & & vy % y % &
Naturaleza de % Probab. Probab. % Probab. %
pregunta
Exito 24 10 6 26 7 7
EFM 8 4 3 7 5 2
2BCS 4 4 2 6 0 2
4ESO 12 2 1 13 2 3
Blanco... 2 11 18 10 23 15
Asignacion 21 6 4 26 6 6
Calculo 4 (2 BCS |2 (IBCS

3 (EFM 0 1 (EFM 1 (EFM
de probab. (EFM) 2EFM) 1EFM) (EFM) (EFM)

Tabla 1: Numero de estudiantes que resuelven con éxito o dejan en blanco y de los que resuelven con
éxito, numero de estudiantes que han utilizado un tipo de razonamiento.
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ANALISIS DE LOS RESULTADOS.

El éxito en la resolucion de los problemas que hemos presentado no depende del uso correcto de unas
determinadas formulas. Estudiantes capacitados para ello, de la licenciatura de matematicas, no
siempre las usan por lo que los datos no siempre se han interpretado como probabilidades. Por otra
parte, estudiantes que no conocen dichas formulas resuelven los problemas, por lo que el éxito no
depende de ellas sino del uso correcto del razonamiento aritmético aplicado a unos datos no
interpretados como probabilidades, sino como razones o proporciones. Esto puede verse en los
problemas 1 y 4 en el que el porcentaje de estudiantes que resuelven los problemas por asignacion es
muy elevado en relacion con los otros. Estos problemas tienen los datos expresados en términos de
frecuencias y el dato que tiene que ver con la condicionalidad esta expresado en porcentaje.

Es de destacar que ningun estudiante de 2° de bachiller de ciencias sociales resuelve el problema 5 vy,
sin embargo, 2 estudiantes de 4° ESO lo resuelven. Llama la atencidon, por otra parte, los resultados de
este problema en cuanto a la resolucion con €xito y en cuanto al problema en blanco. Comparados los
resultados con los del problema 1, su isomorfo, podemos reforzar la conclusion de Gingerenzer (1994)
acerca del éxito al resolver problemas de probabilidad condicional bayesianos cuando sus datos son
frecuencias. El problema 1 tiene los datos en frecuencias y porcentajes y el 5 en porcentajes y en
términos de razon de la forma “la mitad de”. El problema 1 tiene un éxito del 47.1% y el 3.92% lo deja
en blanco. El problema 5, por el contrario, tiene un éxito del 13.73% y el 45.1% de los estudiantes lo
deja en blanco. Es razonable pensar que esta diferencia entre los éxitos y los fracasos dependa de la
forma de presentacion de los datos.

Ademas, en otra comparacion posible, el problema 1 con el problema 7 de la prueba piloto®, que
mostramos en la tabla siguiente:

Problema | Naturaleza datos | Exito | Blanco | Asignacion | Calculo

P7 Pilotaje | % 6 18 25 75

P1 Prueba | Frecuenciay % 47.1 | 3.92 87.5 12.5

Ppermite afirmar que si los datos estan en términos de frecuencias absolutas y la condicionalidad en
porcentaje, el porcentaje de éxito en la resolucién del problema aumenta y si observamos los
enunciados de ambos problemas vemos que no s6lo hemos cambiado la naturaleza de los datos y de la
pregunta sino que también hemos mejorado la redaccion intentando que el enunciado del problema no
produjera dificultades a la hora de interpretar tanto los datos como la pregunta, por lo que también los
aspectos semanticos tienen influencia en el éxito de la resolucion del problema.

CONCLUSIONES

Sabemos que, ademas de la naturaleza de los datos, hay otros factores que afectan al éxito en la
resolucion del problema. Estos factores no necesariamente son el conocimiento de las relaciones entre
probabilidades. La naturaleza de los datos de los problemas de probabilidad escolar influye en la
clasificacion de los problemas en problemas de asignacion de probabilidades o en problemas de
calculo de probabilidades. Los problemas resueltos por los estudiantes que participaron en esta
investigacion se podrian clasificar como problemas de asignacion de probabilidades. La mayoria de
estos estudiantes ni interpretaron los datos como probabilidades ni, consecuentemente, usaron las

* PROBLEMA 7: (Grupo Erema: M.A. Martin, J.M. Rey, M. Reyes, Estadistica y Probabilidad, Bachillerato,
Cuaderno 4, Grupo Editorial Bruiio, Madrid 2002, pagina 26, problema 1, cambiado y preparado para la
prueba) Un 60% de los alumnos de un colegio aprobaron filosofia y un 70% matematicas. Ademas, un 80% de
los alumnos que aprobaron matematicas, aprobaron también filosofia. Si Juan aprobo filosofia, ;qué
probabilidad tiene de haber aprobado también matematicas?
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relaciones entre probabilidades para calcular las probabilidades pedidas por los problemas. Los datos
de estos problemas se presentan en porcentajes, razones y en frecuencias absolutas y la mayoria de los
estudiantes los resuelven utilizando el razonamiento numérico.

Los datos numéricos presentes en los problemas de probabilidad que hemos considerado adquieren
significado para los estudiantes cuando estan expresados en porcentajes y sobre todo en frecuencias
absolutas. Asi, cuando las cantidades tienen cierto significado para los estudiantes, pueden producir
nuevas cantidades que sean relevantes para la resolucion del problema y facilitan el proceso de
resolucion. En consecuencia, no decimos nada nuevo (Gigerenzer, 1994, Ojeda, 1996) si seguimos
apostando por la resolucion de problemas de probabilidad en los que los datos sugieran un enfoque
frecuencial de la probabilidad, antes de que ésta se muestre de una manera formal.

Estos problemas de probabilidad condicional podrian ser incluidos en lecciones de aritmética o del uso
de la razén y de la proporcion, como etapa previa al aprendizaje de reglas y férmulas de la
probabilidad
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Resumen

En este trabajo se describe una investigacion acerca de las practicas de Calculo realizadas por
estudiantes universitarios de primer curso en entornos informaticos en los que se utiliza el programa
MATHEMATICA. Se analizan los errores y dificultades que aparecen en las contestaciones a las
cuestiones planteadas en una prueba de evaluacion. Todo esto dentro del marco tedrico del enfoque
ontosemiotico de la cognicion matemdtica (Godino, 2002). Los andlisis indican que el uso de dicho
entorno informdtico no garantiza unos resultados satisfactorios, en cuanto a la ensefianza-aprendizaje
de los conceptos de limite, continuidad y derivada de una funcion.

Abstract
In this paper we describe a research about practices of calculus made by first year university students
at informatics environments using the MATHEMATICA programme. We analyze mistakes and
difficulties which appear into the answers of an assessment instrument. All using the ontological and
semiotic model for mathematical knowledge (Godino, 2002). Analysis shows that using this informatic
environment doesn’t guarantee satisfactory results, for teaching and learning the concept of limit,
continuity and derivate.

! Este trabajo se ha elaborado en el marco del proyecto I+D: MEC-FEDER: SEJ2004-06637/EDUC: “Uso de la
tecnologia informatica en la formacion matematica de estudiantes universitarios”, concedido a los autores por la
Direccion General de Investigacion (2004-2007).
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Introduccion

En esta comunicacion, se presenta una investigacion que actualmente se desarrolla en el Departamento
de Didactica de las Ciencias de la Universidad de Jaén, la cual estd relacionada con la ensefianza-
aprendizaje de las matematicas que se imparten en el primer curso de la licenciatura de LADE y que se
desarrolla utilizando el programa informatico MATHEMATICA. Un primer trabajo de investigacion
fue presentado en el XIX Congreso del Seminario Inter-Universitario de Investigacion en Didactica de
la Matematica (SIIDM), celebrado en Cérdoba en 2003
(www.ugr.es/~jgodino/siidm/cordoba_2003/acontrerasdoc.doc). Un segundo trabajo, Contreras y
Ortega (2004), se presento en el I Congreso sobre la teoria de las funciones semioticas.

Como primer paso de la investigacion, se ha buscado caracterizar las practicas que constituyen el
significado institucional de los objetos limite, continuidad y derivada, correspondiente a la asignatura
de Matematicas I de la licenciatura LADE, impartida utilizando el programa informaético
MATHEMATICA. Se hace la hipotesis de que el uso del ordenador, simplemente como amplificador
cognitivo, aporta muy pocos elementos de transformacion a la ensefianza de las matematicas en el
nivel universitario; en cambio, una utilizacion de la informdtica de tipo cualitativo, que incida mucho
mas en los procesos de modelizacidon y construccion de las matematicas, representa para el estudiante
un poderoso medio de transformacion en su modo de entenderlas y desarrollarlas.

Un segundo paso de la investigacion se centra en la caracterizacion de las practicas que constituyen a
los significados personales del alumnado. Para ello, se efectua primero un analisis ontosemiotico a
priori de las tareas propuestas en los modulos de trabajo que desarrollan en los cursos de matematicas
de la licenciatura de LADE.

Posteriormente, se disefiaran nuevos modulos de préacticas matematicas en los que se utilizard el
programa informatico citado. Por tltimo, la experimentacion en el aula y la evaluacion posterior de
dichos modulos permitira terminar de disefiar las propuestas didacticas sobre practicas significativas
con ordenador.

En este trabajo, por razones de limitaciones de espacio, solo se analizan las practicas matematicas que
forman parte de los significados personales de los estudiantes del primer curso de la licenciatura de
LADE de la Universidad de Jaén presentes en las respuestas a una prueba de evaluacion desarrollada
con el programa MATHEMATICA, respecto a los conceptos de limite, continuidad y derivada de una
funcion.

La comunicacion se ha organizado en cinco apartados: en el primero se hace una introduccion, en el
segundo se revisan las principales investigaciones sobre el uso de los ordenadores en la formacion
matematica de alumnos universitarios y se comenta el marco teérico utilizado. En el tercero se
presenta la metodologia y los objetivos de la investigacion. En el apartado 4, se expone el analisis de
los datos y, por ultimo se termina en el apartado 5 con algunas consideraciones finales.

Marco tedrico

En los ultimos afios se han desarrollado tres grandes lineas de investigacion en informatica y Analisis;
por una parte, la seguida por los miembros que participan en diversos proyectos RUMEC sobre
distintas ramas de las matematicas, los cuales utilizan la teoria APOS (Dubinsky, 1996) como marco
conceptual. Entre ellos destacamos el proyecto titulado “The development of students’ graphical
understanding of the derivate” (Asiala, Cottrill, Dubinsky y Schwingendorf, 1997), cuyo antecedente
es el trabajo de Asiala y als. (1996) sobre el aprendizaje de la derivacion. También son relevantes en
esta linea de investigacion los trabajos de Bishop (1996) y Clark (1997).

La segunda linea de investigacion esta relacionada con los trabajos de investigadores franceses sobre
la informatica en la ensefianza de las matematicas, la cual viene reflejada en Guin y Trouche (2002),
donde los autores destacan los aspectos de los cambios cualitativos que la informatica debe representar



APLICACION DEL PROGRAMA MATHEMATICA 273

para la ensefianza de las matematicas. En esta linea de investigacion hay que resaltar los trabajos de
Artigue (2002) y Kendal, Stracey y Pierce (2002).

Una tercera linea de investigacion esta relacionada con la visualizacion matematica de los conceptos
del Analisis matematico, su representacion y las nuevas tecnologias (Gutiérrez, 1997; Hitt, 1998;
Queralt, 2000; Camacho y Gonzalez, 2001 y Afonso, 2003), la cual pone de manifiesto la importancia
de la articulacion entre las distintas representaciones semidticas de los conceptos matematicos.

Sin embargo, se reconoce la necesidad de realizar investigaciones didacticas sobre el uso del
ordenador. Asi, en el libro de Guin y Trouche, se sefiala: “Los cambios producidos por la nueva
tecnologia originan una evolucion notable de la practica matematica en el dominio profesional; una
evolucion que, hasta ahora, no ha provocado una adaptacion correspondiente en la ensefianza de la
matematica.” Es necesario, por tanto, realizar un analisis critico de las principales aportaciones
existentes y hacer una seleccion de las experiencias innovadoras que se efectian en investigaciones
reconocidas, concretando en mdodulos de prdcticas los contenidos Analisis Matematico.

Dicho anélisis critico lo realizamos en esta investigacion en el marco del enfoque ontosemidtico
(Godino, 2002). Esta linea de trabajo ha sido asumida por otros investigadores y recientemente se ha
aplicado a la didactica del analisis matematico (Contreras, Font, Luque y Ordénez, en prensa).

De los diferentes constructos elaborados por el enfoque ontosemidtico en esta comunicacidon nos
centraremos fundamentalmente en las entidades primarias (lenguaje, situaciones, conceptos,
propiedades, acciones y argumentaciones).

Objetivos y metodologia de la Investigacion
Objetivos

El objetivo general de la investigacion es experimentar y evaluar estrategias metodologicas para la
formacion inicial en matematicas de los estudiantes de primer afio de la licenciatura LADE, haciendo
uso de las posibilidades ofrecidas por los entornos informaticos. De manera mas especifica nos
proponemos:

e Estudiar y analizar los mddulos de trabajo de los bloques tematicos del curriculo de
matematicas que actualmente se desarrollan dentro de la asignatura de Matematicas | de la
licenciatura de LADE de la Universidad de Jaén, a fin de detectar posibles errores y
dificultades potenciales de los alumnos en el uso del programa informatico MATHEMATICA,
en cuanto al aprendizaje de los conceptos matematicos implicados y a las interrelaciones con
el curriculo matematico que no utiliza el ordenador como recurso de estudio.

e Detectar, utilizando en enfoque ontosemiotico, fenomenos asociados a las situaciones
didacticas informaticas planteadas.

En este trabajo se desarrolla inicamente este segundo objetivo de la investigacion. En el enfoque
ontosemiotico se utiliza la metafora vectorial para sintetizar un fenémeno didactico (Wilhelmi, Godino
y Font en prensa). Todo fendmeno queda descrito como una n-tupla, donde cada componente
representa una caracteristica del mismo. Las caracteristicas o variables pueden considerarse en la
investigacion desde dos puntos de vista diferentes: uno, como variables explicadas (vy, ..., v,), que son
problematizadas por la perspectiva tedrica utilizada para analizar el proceso de estudio; otro, como
variables explicativas (wy, ..., wy), que se usan para describir las explicadas en dicha perspectiva y
predecir su comportamiento en situaciones “controladas” (generalmente de forma parcial). De esta
manera un fenémeno es:

Fenémeno = (wy, ..., wy; vy, ..., »,); donde donde las v; quedan explicadas por las wj, j=1, ..., r
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Metodologia
Poblacion y muestras

La poblacion objeto de estudio son los estudiantes de la licenciatura LADE. La muestra la constituyen
los estudiantes de la licenciatura LADE de la Universidad de Jaén.

Variables consideradas

Las variables explicativas consideradas en el analisis, disefio y evaluacion de los médulos de practicas
las hemos agrupado en dos grupos:
Primer grupo:
= Bloque tematico: Analisis Matematico (limites, continuidad y derivada);
= Centro geografico de procedencia (estudiantes de LADE en la Universidad de Jaén).
=  M¢étodo de ensefnanza: presencial.
Segundo grupo:
= La no consideracion de la complejidad semidtica asociada a los objetos limite, continuidad y
derivada en el proceso de estudio realizado utilizando el programa MATHEMATICA.

La variable explicada considerada en el analisis, disefio y evaluacion de los modulos de practicas es:

e Errores en el uso de lenguaje, acciones, conceptos, proposiciones y argumentaciones utilizados en
las tareas matematicas de los modulos de practicas (limites, continuidad y derivadas). Se tendra en
cuenta basicamente la metodologia cualitativa (qué conceptos y técnicas usan y tipos de errores)

El fenémeno didactico considerado se puede sintetizar de la siguiente manera:

Fenomeno EOS = (estudiantes de LADE en la Universidad de Jaén, limite,
continuidad, derivada, complejidad semiotica asociada a los objetos limite, continuidad
y derivada; errores relacionados con: lenguaje, acciones, conceptos, proposiciones y
argumentaciones)

Diserio

Puesto que las muestras son intencionales, la posibilidad de generalizacion a otras muestras quedara
limitada por esta opcidn, que asumimos debido a las dificultades de indole practicas y econémicas que
tendria un muestreo de tipo aleatorio. Se trata de un disefio cuasi-experimental apoyado por la
descripcion detallada del estudio de algunos casos.

Meétodos de recogida de datos
= Protocolos producidos por los alumnos con sus soluciones a tareas matematicas propuestas en

cada sesion y en la evaluacion final (producidas en la interaccion con el ordenador, o bien
tareas de papel y lapiz propuestas en las sesiones en clase ordinaria).

Analisis de datos

Para el analisis de las respuestas de los protocolos producidos por los alumnos en las tareas
matematicas se efectué un andlisis cualitativo de los tipos de errores cometidos segun las entidades
primarias presentes en la actividad matematica.
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La experiencia, que corresponde al objetivo segundo descrito anteriormente, se efectud con estudiantes
del primer cuatrimestre del primer curso de la licenciatura de LADE y consistio en la realizacion de un
analisis de las respuestas a las cuestiones planteadas en una prueba de evaluacion realizada a 32
estudiantes que habian realizado practicas con el programa MATHEMATICA. Antes de la prueba de
evaluacidn, se desarrollaron practicas con dicho programa, las cuales fueron analizadas en Contreras y
Ortega (2004).

La asignatura de Matematicas I es troncal y consta de seis créditos, de los cuales tres son practicos y
tres teodricos. Los temas de Analisis corresponden a los objetos matemadticos de funcidn, limite,
continuidad, derivada e integral, de una variable; constituyen el 50% del curriculum de matematicas.
La distribucion horaria de los temas de Analisis es la siguiente: 15 horas de practicas con ordenador,
15 horas de practicas sin ordenador y 30 horas de teoria.

Matematicas I es una de las seis asignaturas de la carrera que se imparten en el primer cuatrimestre.
Los estudiantes que ingresan provienen del Bachillerato de Ciencias Sociales por lo que su formacion
en matematicas es incompleta.

La prueba de evaluacidén consistio en 2 ejercicios, sobre el teorema de Bolzano, derivabilidad,
derivacion y limites, y aparece en el Anexo 1.

Los estudiantes dispusieron de 40 minutos para contestar cada uno de los ejercicios propuestos. La
tabla 1 muestra una sintesis de las 32 tablas construidas para analizar semioticamente los resultados

correspondientes a las contestaciones de dichos estudiantes.

Tabla 1. Resultados de las contestaciones

ERRORES | ERRORES | ERRORES EN ERRORES ERRORES EN
EN EN CONCEPTOS EN ARGUMENTAC
LENGUAJE ACCIONES PROPOSICIO | IONES
NES
EJE. - Transcribe | - Norealiza | - Redundancia de - Sélo se - Mezclar las
la mal la el limite ordenes en el calculo de | estudia una de | hipotesis del
funcion lateral los limites laterales (3%) | las hipotesis teorema de
(9%) (12,5%) .. del teorema de | Bolzano en sus
B= , . - Confunde los 11,m1.t65 Bolzano argumentaciones
16% - La grafica | - Noestudia | laterales con el limite (19%) (3%)
da los la (41%)
limites continuidad - No aplica las | - No detectar que
laterales (12,5%) hipotesis del hay que calcular
PB= o ..
(3,1%) teorema de limites laterales
28% - No calcula Bolzano (6%) | (6%)
- Considera | el valor de la o ?
mal la funcioén en - Confunde las | - No detectar el
= direccion de | el punto hipotesis del intervalo en que
56% la derivada (22%) teorema de hay que hacer el
0 V) ] V)
lateral 3%) | Realiza Bolzano (3%) | estudio (3%)
acciones sin - No considera | - No detectar que
sentido (3%) que la funcion | f(4).f(-4)<0 (3%)
?2(; )trozos - No detectar que
° hay que aplicar la
- Confunde las | continuidad (3%)
hipotesis dela | 6 1ndir Ta
continuidad L,
condicion
(3%) .
necesaria con la
suficiente (3%)
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EJE. - Errorenla | - Usodeuna | - Error en la definicién - No detectar que
Lb escritura orden de derivada (16%) hay que calcular
informatica | errénea para ., las derivadas
5 - Hacer el estudio s6lo en
dela la funcion laterales (3%)
B - . uno de los trozos (3%)
= funcién definida a ~ Creer que la
22% | (19%) trozos (3%) | - Redundancia de >erd
. . continuidad
. . ordenes al realizar la . .
- Considera | - No realizar . implica la
. derivada lateral (25%) o
PB= mal las la derivada derivabilidad
a direcciones | lateral (6%) | - Error al sustituir en la (3%)
9% ., .
de los definicion de derivada
limi - No calcula - No detectar que
imites . (6%) .
laterales la derivada se egta
M= (9%) (6%) - Afirmar la analizando sélo
69% derivabilidad, a pesar de una parte de la
- No calcula a0
. tener las laterales funcion (3%)
las derivadas distintas (9%
laterales istintas (9%) - La funcién en el
(6%) - Error al hacer las punto no tiene
. 0 .
- Céleulo de derivadas laterales (3%) por qué coincidir
. con los valores
valores sin - Error al hacer la de las derivadas
sentido (3%) | derivada en un punto con o
laterales (3%)
el programa (3%)
- Confundir limite con
derivada (3%)
- Confundir limite con
limites laterales (6%)
EJE. - Errorenla
2.a-f escritura
informatica
(9%)
EJE. - Erroren la
2.a-g | escritura
informatica
(53%)
38%
PB=
53%
9%
EJE - Errorenla
2.a-h escritura
informatica
(28%)
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EJE Error en el - No cargar | - Considerar la - No detectar el

2.b uso de las el paquete lateralidad en el limite en problema de
variables de limites el infinito (41%) aparecer “X” en
“x7y “X” (13%) la solucion (3%)

= (3%)
0,

44% - Error al
transcribir la

PB= g?/:)lon

6%
- Mal uso
del paquete

M= <<Calculus

50% Limit (6%)

Puede observarse que en el ejercicio la, sobre el teorema de Bolzano, de la prueba de evaluacion un
56% de los estudiantes lo contestan erroneamente. Los errores mas destacables, que superan el 10% de
porcentaje de error, corresponden a: no calcular el valor de la funcion en el punto al estudiar la
continuidad, un 22%; confundir los limites laterales con el limite de la funcion, en un porcentaje muy
estimable del 41%; estudiar solo una hipotesis del teorema de Bolzano, en un 19%; no realizar el
limite lateral, en un 12,5%; por ultimo, no estudiar la continuidad, en un 12,5%.

A pesar de ser un ejercicio realizado en las practicas con el MATHEMATICA, ademas de estudiado
en las clases de teoria, los estudiantes muestran grandes dificultades en realizar correctamente la tarea,
cometiendo errores relacionados en la argumentaciéon en un 21%, en los conceptos en un 44% y en las
acciones en un 47%.

En el ejercicio 1b, sobre la derivabilidad, el 69% de los estudiantes lo contestan errobneamente. Los
errores mas frecuentes, que superan el 10% de porcentaje de error, corresponden a: errores en la
escritura informatica, en un 19%; error al definir la derivada, en un 16%; por ultimo, redundancia de
ordenes al efectuar la derivada lateral, en un 25%;

Sorprende el alto porcentaje de error en este ejercicio, el 69%, cuando se trata de un ejercicio realizado
en las clases con el MATHEMATICA. Los estudiantes cometen errores de lenguaje en un 28%, en las
acciones un 24%, en los conceptos un 74% y, por ltimo en las argumentaciones, en un 12%.

En el caso del ejercicio 2a, con tres funciones a derivar, los errores disminuyen, s6lo un 9%, aunque
aumenta espectacularmente los casos que se han denominado “parcialmente bien” (que muestran
errores no graves, propios de una escritura algo imperfecta), en un 53%. El Gnico error, que
corresponde a un error en la escritura, tanto en la funcién f, como en las otras dos, tiene un porcentaje
de error del 90%, lo que muestra la importancia del interface en las précticas con el ordenador, capaz
de evitar la perfeccion en ejercicios aparentemente tan simples como el que se comenta.

Por ultimo, en el ejercicio 2b, el porcentaje de estudiantes que contestan erroneamente es del 50%,
donde aparentemente solo han de seguir las instrucciones precisas del lenguaje del MATHEMATICA.
En este caso, los errores mas frecuentes estan relacionados con los conceptos, con un 41% de error al
considerar la lateralidad en el infinito; los otros errores —no cargar el paquete de limites 'y error en la
escritura— tiene porcentajes de error del 13% y 12%, respectivamente.

Para dar una evidencia empirica de los resultados obtenidos, en el Anexo 2 se describen las respuestas
de uno de los estudiantes a las dos cuestiones planteadas en el examen, asi como la correccion dada
por el profesor.

Consideraciones finales

Los resultados parciales que se presentan muestran que estudiantes universitarios de primer curso que
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han realizado el proceso de estudio en entornos informaticos en los que se utiliza el programa
MATHEMATICA cometen errores importantes en sus respuestas a las cuestiones planteadas en una
prueba de evaluacion sobre limites, continuidad y derivadas. Este hecho, nos lleva a afirmar que uso
de dicho entorno informdtico no garantiza unos resultados satisfactorios, en cuanto a la ensenanza-
aprendizaje de los conceptos de limite, continuidad y derivada de una funcion. La variable explicativa
que se utiliza en el enfoque ontosemidtico es que, a pesar del uso del programa MATHEMATICA, el
proceso de instruccion que han seguido estos alumnos no ha tomado en consideracion la complejidad
semiotica asociada a los objetos limite, continuidad y derivada. Por otra parte, estos resultados apoyan
la conjetura de que determinados usos del ordenador aportan muy pocos elementos de transformacion
a la ensefnanza de las matematicas en el nivel universitario.
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Anexo 1

Ejercicio 1.-Sea f : R — R la funcion definida por

) 2x+4 si x<0,
xX) =
(x=2)" si x>0
(a) ¢Satisface f las hipodtesis del teorema de Bolzano en el intervalo [-4,4]?
(b) (Es fderivable en el punto x=0?

Ejercicio 2.-

(a) Sean f,g,h: R — R las funciones definidas, respectivamente, por:

f(x)= &> , g(x)=sen(3x+1)’ y h(x)=In{x*+1,

siendo In v/x* +1 el logaritmo neperiano de +/x* + 1. Halla las funciones derivadas de
f,gyh.

32x+1 + 4x2

(b) Calcula 1EET
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Anexo 2

Ejercicio 1
Alumno:
1.

f[x_]:= Wich [x<0, 2x+4, x>0, (x-2)"2]

a)

f4]

4

f[-4]

-4

Se cumple el teorema de Bolzano ya que un elemento f(a) dentro del intervalo [a,b] que tiene
distinto signo de f[b], por lo tanto existe un f(c).

Profesora Correctora:

Soélo estudia una de las hipotesis del teorema.
Alumno:
1.

b)

f [x_] = Wich [x<0, 2x+4, x>0, (x-2)"2]

D [flx], x]

Wich [x<0, 2, x>0, 2(x-2)]

Limit [ ((2h+4)-1) / h, h— 0, Direction — 1]

- ©

Limit [ (h-2)*2) / h, h— 0, Direction — -1]

La Funcidn f (x) no es derivable en el punto x =0

Profesora correctora:

Utiliza una orden errénea para el calculo de la derivada de una funcion definida a trozos.
Error en la definicion de derivada.

Redundancia de ordenes en el calculo de derivadas laterales.
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Ejercicio 2

Alumno:

a) Correcto
b) Limit [ (3”2 x+14+4"x2) / (5"x+2), x — Infinity]

0

Profesora correctora:

Error al transcribir la funcion.
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