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CUATRO CUESTIONES EN TORNO AL APRENDIZAJE DE LA
DEMOSTRACION

W

MARCELINO J. IBANES JALON
Universidad de Valladolid

RESUMEN

En este trabajo pretendemos dar respuesta a algunas cuestiones que surgen al reflexionar sobre el
aprendizaje -en el dmbito del bachillerato- de la demostracién matemdtica. En particular:

- :En qué consiste entender las demostraciones matemdticas?

- sQué clase de pruebas convencen a nuestros alumnos?

- ¢Reconocen los alumnos las demostraciones matemdticas?

- ;:Cémo influye la manera de redactar los enunciados de los teoremas en su comprension por parte
de los alumnos?

ABSTRACT

In this work we propose some topics to investigate the pupil’s understanding of mathematical
proof. First of all we present a general view of what represents the understanding of a proof. Then we
perform partially the plan starting from the pupil’s proof scheme (Harel and Sowder). As the original idea
of these authors seems to be insufficient, we propose a new concept of proof scheme which comprises
several modalities and it takes into account the roles and functions of proofs (De Villiers). This study leads
us in a natural way towards two others aspects: the recognition of mathematical processes and the
influence of certain expressions.

;EN QUE CONSISTE ENTENDER LAS DEMOSTRACIONES MATE-
MATICAS?

En el aprendizaje de la demostracién pueden considerarse, en principio, dos tipos de actividades:
entender demostraciones y hacer demostraciones; aqui atenderemos a las primeras. Desde nuestra expe-
riencia docente e investigadora —Ibafies (1997, 2001a y 2001b) e Ibafies y Ortega (1997)-, enriquecida
con las valiosas aportaciones de otros investigadores —principalmente: Alibert y Thomas (1991), Arsac
(1988), van Asch (1993), Balacheff (1982, 1987), Bell (1976, 1977), Blum y Kirsch (1991), Chazan
(1993), van Dormolen (1977), Dreyfus (1999), Duval (1991), Fischbein (1982), Galbraith (1981),
Hanna (1989, 1989b, 1990, 1995, 1996), Hanna y Jahnke (1996), Harel y Sowder (1998), Hersh
(1993), Martin y Harel (1989), Martinez Recio (1999), Miyazaki (2000), Moore (1994), Movshovitz-
Hadar (1996), Porteous (1990), Semadeni (1984), Senk (1985, 1989), y de Villiers (1993)-, nos permi-
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SEMINARIOI: PRUEBA Y DEMOSTRACION: RAZONAMIENTO MATEMATICO

timos sefalar, a continuacién, algunas condiciones que contribuyen a la comprensién de este procedi-
miento matemadtico.

En primer lugar, es necesario comprender el enunciado, lo que incluye varios aspectos: unos matemd-
ticos (comprender los términos matemdticos empleados, darse cuenta de la necesidad de las hipétesis,
reconocer el significado del teorema: relacién con otros resultados, interpretacién gréfica, importancia
préctica, etcétera); otros pueden considerarse /dgicos (interpretar correctamente las proposiciones utili-
zadas -en particular, las condicionales-, identificar la hipétesis y la tesis, identificar el #po de enunciado -
Ibafies y Ortega (1997)-, ...); por fin, los hay semidnticos (interpretar correctamente expresiones usuales,
unas del lenguaje ordinario —todo, cualquiera, ...- y otras mds especificas, como condicion necesaria, con-
dicidn suficiente, etcétera).

Asf mismo, resulta imprescindible entender los pasos de la demostracion. Y, en esta tarea también
entran en juego aspectos matemdticos (comprender los términos matemdticos empleados, recordar resul-
tados -conceptos, teoremas, algoritmos- anteriores y relacionarlos oportunamente con la proposicién
objeto de estudio, etcétera), ldgicos (interpretar correctamente las proposiciones, aplicar correctamente
las reglas de inferencia -en particular, el modus ponendo ponens'y el modus tollendo tollens-, etcétera), y
semdnticos (utilizar adecuadamente las palabras de enlace —“ast”, “ya que”, “luego”, etcétera-, interpretar
correctamente la notacién utilizada, etcétera).

Pero, no basta con lo anterior, sino que también hay que comprender globalmente la demostracién.
Esto significa comprender el razonamiento empleado, para lo que es necesario poseer el esquema de prueba
adecuado que permita: ser consciente de la necesidad de un razonamiento universalmente vdlido; la iden-
tificacién del proceso -dada una demostracién de una determinada proposicién, reconocer que, efectiva-
mente, se trata de una demostracidn- y su distincidn —diferenciar una demostracién de otros procesos
matemdticos, como justificaciones, cdlculos, etcétera-; y el reconocimiento de las lineas maestras y las ideas
clave de la demostracion. Pero, comprender globalmente la demostracién también significa comprender
los recursos utilizados - métodos, estilos y modos-y comprender los fines -valorar las finciones que cumple la
demostracién estudiada-.

Por tltimo, para comprender las demostraciones resulta titil dominar algunos recursos auxiliares,
como los de cdleulo, los de visualizacién, o los recursos de analogia (geométricos, mecdnicos, etcétera).

;QUE CLASE DE PRUEBAS CONVENCEN A NUESTROS ALUMNOS?

Responderemos a esta cuestion -y a las siguientes-, a la luz de nuestra investigacién —Ibafies
(2001b)- con alumnos de primer curso de bachillerato. Esta investigacién parte del estudio del esquema
de prueba de los alumnos -Harel y Sowder (1998)- pues consideramos que éste juega un papel esencial
en la comprensién de las demostraciones.

Harel y Sowder, definen: “A person’s proof squeme consist of whar constitutes ascertaining and persuading
for that person”, y clasifican estos esquemas de prueba en: esquemas de conviccidn externa, empiricosy ana-
lticos. Y, cada uno de ellos los subdividen varias clases, las principales de las cuales se citan en la tabla 1.
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INVESTIGACION EN EDUCACION MATEMATICA

Esquemas de prueba
De conviccion externa Empiricos Analiticos
Rituales Inductivos Transformacionales
Autoritarios Perceptuales Axiomaticos
Simbolicos

Tabla 1. Principales esquemas de prueba, segiin Harel y Sowder.

Nosotros, analizando las respuestas de nuestros alumnos, hemos adaptado la anterior clasificacion
a la realidad que hemos encontrado, resultando la de la tabla 2:

Esquemas de prueba
De Empiricos Analiticos

conviccion Experimentales (E2) Transformacionales (E4)
externa Estaticos | Dinamicos Estaticos Dinamicos
(E1) Inductivos (E3) Particulares Generales
Falsos Auténticos Incompletos Completos

De un caso (E3.1) De varios casos (E3.2) Intuitivo-Axiomaticos (E5)

No Sistematicos Sistematicos (E3.3)

Tabla 2. Esquemas de prueba utilizados en nuestra investigacién.

Por un lado, no precisamos todas las subclases que describen Harel y Sowder, por lo que se supri-
men las innecesarias. Y, por otro lado, nos conviene definir nuevas subcategorias, que se relacionan a
continuacion, ilustrdndolas con la transcripcion de algunas respuestas de los alumnos a uno de los pro-
blemas que se les propuso: justifica que la suma de las medidas de los dngulos interiores de un tridngulo es
180e.

Asi, entre los esquemas empiricos se introducen los experimentales (E2), porque se han encontrado
alumnos que precisan de la manipulacién fisica —real o virtual- para llevar a cabo su argumentacién.
Segun las caracteristicas del procedimiento que utilicen, estos dltimos esquemas pueden dividirse en:

- Experimental esttico:

“Se miden con un transportador de dngulos cada dngulo, y su suma tiene que dar 180°.”

- Experimental dindmico:

“Si tenemos un tridngulo cualquiera, con un compds podemos ir poniéndolos sobre una recta.
Cogiendo un punto de la recta, vamos poniendo las mediciones de los dngulos una sobre la otra y, al
final, nos llega a otro punto de la recta. Y nosotros sabemos que una recta tiene 180°.

Los esquemas de prueba inductivos (E3) se clasifican atendiendo a distintos criterios: a su interpre-
tacion, al nimero de casos y a la forma de seleccionarlos. Atendiendo a su interpretacién por parte de los
alumnos, pueden ser: falsamente inductivos -el alumno entiende la justificacion de la proposicién como su

»

comprobacién en algiin caso-; o inductivo auténticos -el alumno comprueba la proposicién en algin caso
particular, siendo consciente de la necesidad de suponer su validez universal ante la imposibilidad prdc-
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SEMINARIOI: PRUEBA Y DEMOSTRACION: RAZONAMIENTO MATEMATICO

tica de realizar la comprobacién en todos los casos-. Las respuestas inductivas que hemos encontrado al
problema antes citado son, casi siempre, falsamente inductivas; s6lo en algtin caso se puede intuir que el
alumno es medianamente consciente del método inductivo auténtico:

“La respuesta que voy a dar es vdlida para cualquier tipo de tridngulo, pero lo he realizado sobre un
tridngulo isdsceles, debido a la carencia de medios (transportador).”

Sin embargo, cuando el profesor ha expuesto -para su consideracion y critica- diversas pruebas del
problema, ha habido alumnos que han rechazado las pruebas falsamente inductivas y admitido la autén-
tica.

Atendiendo al nimero de casos considerado, pueden realizarse sobre un solo caso particular o so-
bre varios casos, resultando los esquemas:

- Inductivo de un caso (E3.1):

“Se demuestra con un ejemplo”. Elvira dibuja al lado un tridngulo equildtero, marca los éngulos con

medidas de 60° y dice que la suma es 180°.
- Inductivo de varios casos (E3.2):

Leticia justifica el resultado dibujando un tridngulo equildtero y otro isésceles rectdngulo, sefala la
medida de sus dngulos y, en ambos casos, resalta que la suma es 180°.

Soledad argumenta: “Haciendo muchos tridngulos, con distintos dngulos cada vez, midiéndolos y
viendo que siempre su suma es igual a 180°”.

La seleccién de casos puede hacerse atendiendo a un criterio, dando lugar al esquema inductivo
sistemdtico (E3.3), o sin que haya un criterio definido, lo que supone un esquema o sistemdtico. Con los
primeros ocurre lo mismo que con los auténticos: no hay esquemas sistemdticos en las respuestas
inductivas que hemos encontrado al problema, pero ha habido alumnos que han rechazado las pruebas
no sistemdticas expuestas por el profesor, al tiempo que aceptaban la sistemdtica.

El esquema de prueba transformacional (E4) también se clasifica atendiendo al procedimiento, a su
extension, o a su grado de correccién. Atendiendo al procedimiento:

- Transformacional estdtico:

Susana dibuja un tridngulo, desde un vértice prolonga uno de los lados que inciden en él y traza una
paralela al lado opuesto, resultando la figura 1.

Figura 1
- Transformacional dindmico:

“Cogiendo un dngulo fijo y variando los otros dos, vemos que la suma de los tres dngulos del tridn-
gulo da 1809, tal y como vemos a continuacién”.
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60° 3

Figura 2

Atendiendo a su extension puede ser: particular —si razona sobre un objeto particular- o general —
si razona con elementos genéricos-. Y, atendiendo a su grado de correccién: incompleto -el razonamiento
es incompleto o incorrecto- o completo -el razonamiento es completo y correcto-. A continuacién, a ti-
tulo de ejemplos, se exponen un razonamiento particular completo y uno general completo:

“En un cuadrado vemos que todos los dngulos miden 90°; si trazamos la diagonal nos salen dos
tridngulos iguales. Si la suma de los dngulos del cuadrado es 360, la de los tridngulos deberd ser la mitad
(180°). Ramén acompaiia el dibujo de la figura 3.

90° 45°

Figura 3

“Primero construimos un tridngulo cualquiera ABC, y con él dibujamos un paralelogramo con BD
de diagonal; entonces alargamos la base y sabemos que A=A’ ya que el lado AB es paralelo a DC. Pero
para completar el dngulo llano, el dngulo que nos queda tiene que ser igual a B, ya que los otros dos son
Cy A=A’ ltziar acompana el dibujo de la figura 4.
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Por otra parte, en nuestra investigacién hemos observado que lo gue constituye comprobacion y con-
vencimiento para nuestros alumnos de bachillerato no es algo fijo y determinado, sino variable. Y, esta
variedad se manifiesta:

- En la amplia gama de esquemas de prueba exhibidos por los alumnos, coincidiendo con lo que
también hace constar Martinez Recio (1999, pdgina 236).

- En la abundancia de respuestas -de una misma persona- que presentan rasgos de distintos esque-
mas de prueba. Esta peculiaridad ha sido ya descrita por otros investigadores; por ejemplo, Martin y
Harel (1989), refiriéndose a los argumentos inductivos y deductivos, aunque con otro tipo de alumnos,
sefialan en la pdgina 49:

“Acceptance of inductive and deductive arguments as mathematical proofs was not
found to be mutually exclusive. This suggests that the inductive frame, wich is
constructed at an earlier stage than the deductive frame, is not deleted from memory
when students acquire the deductive frame. Moreover, the everyday experience of
forming and evaluating hypotheses by using evidence to support or refute them serves to
reinforce the inductive frame. Thus, as our results indicate, inductive and deductive
frames exist simultaneusly in many students. The findings of Fischbein and Kedem
(1982) suggest a further relationship between these two frames. They found that many
students who were convinced by deductive proof still wanted further empirical
verification. This suggests that the activation of both the deductive and the inductive
proof frames may be required for students to believe a particular conclusion.”

- El escaso ntimero de alumnos que repiten el mismo esquema de prueba para resolver distintos

problemas.

Todo esto nos hizo ver que los alumnos de este nivel se encuentran en un estado de transicién bajo

la influencia de distintos esquemas, no siendo plenamente conscientes ni de sus diferencias ni de sus li-
mitaciones; y, por consiguiente, utilizan uno u otro segun las peculiaridades de lo que se les propone, o,
incluso, emplean varios al mismo tiempo. En consecuencia, no parece conveniente —en principio- hablar
del esquema de prueba de tal alumno, sino del esquema que ha wtilizado (EsU) para resolver un proble-
ma determinado. Ademds, a lo largo de la investigacién se introducen otras modalidades que enriquecen
y completan la idea previa de esquema de prueba. Pero, antes de exponerlas, digamos que se propusieron
—sucesivamente- a los alumnos del grupo experimental, para su aceptacién o rechazo, cinco pruebas del
teorema ‘la suma de las medidas de los dngulos interiores de un tridngulo es 180°”, que corresponden a los
esquemas: inductivo de un caso (E3.1), inductivo de varios casos (E3.2), inductivo sistemdtico (E3.3),
transformacional (E4), e intuitivo axiomdtico (E5). Pues bien:

- Si una determinada prueba es aceptada por el alumno como demostracion, se habla de esquema
aceptado (EsA).

- Si el alumno, ademds de aceptar la prueba, rechaza explicitamente las anteriormente expuestas, se
considera que el esquema estd adherido (EsAd).

- Cuando se pregunta al alumno sobre su interpretacion de lo que significa demostrar, tenemos su
esquema declarado (EsD), que no tiene por qué coincidir ni con su esquema utilizado ni con el
aceptado.

- En la secuencia de las cinco pruebas propuestas hemos llamado esquema inicial (Esl) al primero
de los esquemas aceptados y esquema final (EsF) al dltimo de los adheridos, para cada alumno.

Asi pues, parece natural que, para asignar un determinado esquema de prueba a un estudiante, se
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exija algo mds que éste lo haya utilizado o aceptado en alguna ocasién. Por ejemplo, el esquema asignado
en un momento dado podria ser el dltimo de los adheridos en ese momento.

Del andlisis de las respuestas de los alumnos merece destacarse lo siguiente:

1. E1 50% de los estudiantes acepta la primera prueba -inductiva de un caso-.

2. Después, se da una aceptacion creciente de los sucesivos esquemas de prueba propuestos -que
culmina con la aceptacién universal del esquema intuitivo axiomdtico-, pero coexistiendo —en algunos
alumnos- los esquemas inductivos y los analiticos.

3. Alo largo del proceso, la adhesion a los esquemas inductivos va cediendo en favor de otros esque-
mas inductivos mds avanzados y, finalmente, de los analiticos.

4. No obstante lo anteriormente dicho, los esquemas inductivos se mostraron muy enraizados (no
se renuncia a ellos); en particular el de un caso, pues es el que mds adhesiones conserva al final del pro-
ceso en relacién con las que tenia al principio.

5. El proceso ha servido para que los alumnos mejoren su esquema de prueba, ya que el 61% de
ellos han experimentado una evolucién positiva. Ademds, mientras que sdlo el 17% de los alumnos re-
chazan inicialmente los esquemas inductivos, al final del proceso lo hacen el 56% de ellos.

Otro aspecto a tener en cuenta son las funciones -de Villiers (1993)- que cumple una prueba o
demostracion. Hanna (1989b) distingue entre “demostraciones que prueban” y “demostraciones que
explican”. Pues bien, nosotros hemos encontrado que las pruebas con mayores cualidades explicativas
son las que mds convencen a nuestros alumnos. Como testimonio de las de las multiples muestras de
reconocimiento de las cualidades de explicacién —o de su carencia- en las pruebas expuestas, a continua-
cién se transcriben los comentarios espontdneos (no se habia preguntado por ello) de algunos alumnos:

“Queda probado, pero no queda explicado por qué es asi”.

“Si. Queda mejor probado que en las hojas anteriores, aunque todavia no explica por
qué los tres dngulos interiores suman 180°”.

“Aqui se prueba que es verdad y, aunque no del todo, se aproxima a explicar de donde
procede el teorema”.

“Es la tnica de las cuatro hojas que explica por qué; por lo tanto no se puede poner
ninguna pega’.

“Utiliza el mismo razonamiento de la hoja anterior, pero explicando y razonando las

relaciones entre los dngulos.”

Resumiendo todo lo anterior, se concluye que la clase de pruebas que convencen a una persona
depende de su esquema de prueba. Pero, en el caso de los alumnos de bachillerato no es sencillo deter-
minar éste, ya que se encuentran en un estado de transicién entre los inductivos y los analiticos, presen-
tdndose los primeros fuertemente enraizados. Por otra parte, el valor explicativo de las pruebas influye
en su capacidad de convencimiento, por lo que los profesores deberfamos esforzarnos en exponer prue-
bas que expliquen.

{RECONOCEN LOS ALUMNOS LAS DEMOSTRACIONES MATE-
MATICAS?

Reconocer las demostraciones incluye -Ibafes (2001)- distinguirlas de otros procesos e identificarlas
cuando se estd en presencia de una de ellas. Ademds, también significa ser consciente de sus consecuencias;
por ejemplo, que se debe aplicar el resultado cuando proceda, que no se precisa de posteriores comprobacio-
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nes, que resulta imposible encontrar contra-ejemplos, etcétera. En este apartado expondremos los resul-
tados que hemos obtenido en el reconocimiento de procesos por parte de alumnos de primer curso de
bachillerato en la citada investigacion.

Para la distincidn de procesos se propusieron a los alumnos, en distintas fases de la investigacion, tres
cuestiones. En la primera se les pidié que revisaran en sus apuntes las pruebas expuestas en clase en el
tema de Trigonometria, y decidieran si se trataban, o no, de demostraciones -el profesor habia justificado
los teoremas correspondientes a esta teorfa utilizando indistintamente comprobaciones o demostraciones-.
El andlisis de las respuestas de los alumnos se resume en los siguientes puntos:

1. Cuando el proceso expuesto se trata de una demostracién, la mayoria de los alumnos (76%)
responden acertadamente que lo es. Sin embargo, las razones aducidas para explicar esta eleccién no son
siempre las mds convenientes, ya que mientras algunos basan su respuesta en el razonamiento empleado
(R), otros lo hacen en las funciones que observan en el proceso expuesto (F), o en aspectos externos (E).

2. Cuando el proceso no es una demostracién, la mayoria de los alumnos (57%) responden equivo-
cadamente que se trata de una demostracion. Ademds, los que aciertan no siempre lo hacen con razones
suficientes —igual que en el caso anterior-.

3. Las respuestas equivocadas -tanto en las demostraciones como en las comprobaciones- han sido
propiciadas, en muchas ocasiones, por la influencia de los esquemas de prueba inductivos en los alumnos
de este nivel.

En la segunda cuestion se exponen cinco procesos matemdticos, y se pide sefialar cudl es la demos-
tracién que se encuentra entre ellos. El primero se trata de un cdlculo, el segundo es una demostracién,
el tercero una definicién, el cuarto es el enunciado de una proposicién y el quinto constituye una com-
probaciéon mediante un ejemplo. El andlisis de las respuestas de los alumnos se resume en los siguientes
puntos:

1. Aciertan el 27% de los alumnos eligiendo el segundo proceso, mientras que la mayorfa (64%)
elige el quinto proceso, poniendo de manifiesto —de nuevo- el arraigo de los esquemas de prueba
inductivos.

2. Entre los alumnos que eligen el segundo proceso, el 71% se han fijado en la clase de razonamien-
toy el 57% en la funcién que cumple el proceso -algunos en ambos-. Y, de los que eligen el quinto pro-
ceso, el 21% se centra en la clase de razonamiento, el 86% en la funcién que cumple el proceso y el 5%
en aspectos externos.

3. De los alumnos que se fijan en el razonamiento utilizado, el 63% acierta respondiendo que el
segundo proceso es la demostracién, mientras que el 94% de los estudiantes que se centran en la funcién
que cumple, fallan al elegir otras opciones.

Con el fin de mejorar la capacidad de los alumnos en la distincién entre las demostraciones y las
simples comprobaciones, se expusieron —durante un periodo lectivo de 50 minutos- distintos enunciados
con sus justificaciones correspondientes (demostraciones o comprobaciones). A continuacién, y para
cada uno de ellos, se guié a los alumnos hacia la identificacién del proceso mediante preguntas del si-
guiente tipo:

- ;El enunciado se refiere a un objeto concreto o a todos los objetos de una determinada clase?
- El razonamiento que se hace a continuacion, ;vale para todos los objetos de esa clase o sélo
para un objeto concreto?

- sQueda probada la propiedad considerada para todos los objetos de la clase?

- Por lo tanto, ;queda asi demostrado el teorema, si 0 no?
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Dos semanas después se propuso la tercera cuestién, en la que, como en la segunda, se exponen
cinco procesos matemdticos y se pide a los alumnos que sefialen cudl es la demostracién que se encuen-
tran entre ellos. En esta ocasién el 85% de los alumnos acierta en elegir la demostracion. Ademds, estos
alumnos son, precisamente, los que se fijan en el razonamiento utilizado. Por otra parte, todos los estu-
diantes que acertaron en la cuestién anterior, también lo hacen esta vez.

Una especializacién en la distincién de procesos consiste en su identificacion (del proceso y de su
enunciado). En este sentido, se propuso a los alumnos una cuestion en la que se demuestra que uniendo
los puntos medios de los lados de un cuadyildtero cualquiera, se obtiene un paralelogramo, y se les pregunta qué
es lo que se ha hecho. A continuacién se resume el andlisis de sus respuestas.

1. En la identificacion del proceso, los alumnos se distribuyen en distintos niveles de la manera si-
guiente:

- E1 45% identifican el proceso como una demostracién (P1):

“Demostrar que la unién de los puntos medios de (los lados de) un cuadrildtero forman un
paralelogramo”.

- También el 45% de los alumnos identifican el proceso como una comprobacién o una explica-
cién (P2):

“Hemos comprobado, con un ejemplo, que si unimos los puntos medios de (los lados de) un cua-
drildtero, sale un paralelogramo”.

- E1 9% de los alumnos se limitan a describir el proceso (P3):

“En un cuadrildtero hemos dibujado dos tridngulos ... y hemos unido los puntos medios de los
lados ...”

2. En la identificacién del enunciado se obtienen los siguientes niveles:

- E1 27% de los alumnos dan un enunciado completo (E1):

“Uniendo los puntos medios de (los lados de) un cuadrildtero cualquiera, obtenemos un
paralelogramo”.

- El 14% da un enunciado incompleto (E2), que incluye sdlo la conclusién:

“Una demostracién de que OLMN es un paralelogramo”.

- El 32% de los alumnos dan un enunciado incorrecto (E3):

“Al unir los puntos medios de dos de los lados de un tridngulo, este segmento es paralelo al tercer
lado”.

- E1 27% de los alumnos no proponen enunciado alguno (E4):

“Partiendo de un lema o ley que admitimos, se ha explicado otra ley”.

Por ultimo, pasamos a las consecuencias de haber demostrado un teorema. En relacién a ellas se
propusieron, en distintas fases de la investigacidn, tres cuestiones. El objetivo de la primera es observar
cudl es la disposicién que muestran los alumnos para aplicar un teorema. Se comienza con el enunciado
y una demostracién (indicando que asi se hace) de la propiedad de los cuadrildteros antes citada. A con-
tinuacion, se pide a los alumnos que dibujen un cuadrildtero cualquiera y unan los puntos medios de sus
lados. Finalmente, se les pregunta si pueden afirmar que la figura obtenida es un paralelogramo (2), que
no lo es (4), o que no tienen la suficiente informacién para decidir si lo es o no (¢). En lo que sigue se
resume el andlisis de sus respuestas.

1. Todos los alumnos (100%) eligen la opcién a. Sin embargo, las justificaciones no son uniformes,
sino que obedecen a distintas razones.

2. En primer lugar, el 32% de los alumnos afirman que el cuadrildtero obtenido es un
paralelogramo, en aplicacién del teorema que se acaba de demostrar (nivel DA1):
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“Se obtiene un paralelogramo porque en la demostracién se explica, ... siendo esta de-
mostracion aplicable a cualquier cuadrildtero ...”.

3. En un segundo nivel (DA2), se sittia el 18% de los alumnos, los cuales argumentan que el cuadri-
ldtero obtenido es un paralelogramo repitiendo —total o parcialmente- la construccién que se hace en la
demostracién:

“Si trazamos las diagonales AC'y BD se ve que LMy ON son paralelas a la primera y
que LO y MN lo son a la segunda. De aqui se deduce que MNLO tiene sus lados para-
lelos y , por lo tanto, es un paralelogramo”.

4. E1 45% de los alumnos se sitdan en un tercer nivel (DA3), pues argumentan sobre el caso parti-
cular de su dibujo, sin hacer referencia alguna al teorema. Asf pues, estos alumnos no son conscientes ni
de la aplicabilidad del teorema ni de su procedimiento.

“En el cuadrildtero que he hecho yo se ve que es un paralelogramo, aunque esté trazado
sin escuadra ...”.

5. Ademis, el 5% de los estudiantes no justifica su eleccion (nivel DA4).

6. Sorprendentemente, excepto uno, todos los alumnos que aplicaron el teorema, es decir, los del
nivel DAL, hacen una posterior verificacién del mismo al referirse también a la situacién particular de su
dibujo.

“Porque nos lo han demostrado arriba y porque se ve a simple vista que LO y MN son
paralelos, igual que LMy ON”.

En la literatura de la especialidad se encuentran otros investigadores que se han ocupado de este
fenémeno. Por ejemplo, Fischbein (1982) obtuvo que sélo el 14’5% de los estudiantes de high school que
encuestd fueron “consistentes hasta el final” en aceptar la validez de un teorema y de su demostracién
sin sentir la necesidad de posteriores comprobaciones empiricas.

La reflexién sobre estos resultados nos llevé a impartir a los alumnos unas instrucciones sobre las
consecuencias de demostrar un teorema, en particular: lz conveniencia de su aplicacion, la improcedencia de
ulteriores verificaciones y la imposibilidad de encontrar contra-ejemplos. Con estos fines se enuncian y demues-
tran varios teoremas; después de cada uno de ellos, se pide dibujar un objeto concreto de los considera-
dos en el enunciado, y se pregunta si se cumple para ¢l la conclusién del teorema, proponiendo tres
posibilidades:

- Medir o realizar un cdlculo con niimeros concretos.

- Repetir los pasos de la demostracion.

- Idear otro procedimiento.

Para orientar en esta dltima alternativa, pasados unos minutos, se plantea lo siguiente:

- oEl enunciado del teorema sirve para todos los objetos considerados o sélo para algunos?

- En particular, jsirve también para el objeto que dibujaste?

- Luego, es cierto para tu objeto la conclusion del teorema?

Por dltimo, se pregunta:

- ;Se podrd encontrar un objeto concreto para el que no se verifique el teorema?

Dos semanas después se propusieron las cuestiones segunda y tercera. La segunda cuestién similar
a la primera, aunque referida a otro teorema: e/ segmento que une los puntos medios de dos de los lados de un
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tridngulo es paralelo al tercer lado. En las respuestas, compardndolas con las de la primera, se observa un
importante aumento en el nivel DA1 (del 32% al 50%), con el consiguiente retroceso de los niveles
menos cualificados. Ademds, disminuyen notablemente (del 27% al 5%) aquellos alumnos que, después
de haber aplicado el teorema, precisan de wlterior verificacion.

La tercera cuestidn se refiere a la imposibilidad de encontrar contra-ejemplos para un teorema demos-
trado. En esta cuestién los estudiantes tienen a la vista el mismo teorema que en la anterior, y se les
pregunta si podrian encontrar un tridngulo en el que, uniendo los puntos medios de dos de sus lados, el
segmento resultante no sea paralelo al tercer lado. El andlisis de las respuestas se resume en los siguientes
puntos:

1. E1 85% de los alumnos coinciden en la imposibilidad de encontrar el mencionado tridngulo,
aunque las justificaciones no son uniformes, sino que obedecen a distintas razones que se han clasificado
en los siguientes niveles de respuesta:

- Declara la imposibilidad en virtud de la aplicacién del teorema (CE1).

- Declara la imposibilidad en virtud del procedimiento empleado en su demostracién (CE2).

- Declara la imposibilidad en virtud de argumentos al margen del teorema (CE3).

- Tiene dudas sobre si es posible o no (CE4).

- Piensa que es posible encontrar contra-ejemplos (CES5).

- No justifica la respuesta (CEG).

2. La distribucién de para cada nivel de respuesta se muestra en la tabla 3.

CEl CE2 CE3 CE4 CE5 CE6
55% 0% 25% 15% 0% 5%

Tabla 3. Porcentajes correspondientes a cada nivel de respuesta en ambos grupos.

3. A continuacién se incluyen algunas citas de las justificaciones dadas por los alumnos, que se
corresponden con los niveles antes definidos:

“No, porque el teorema sirve para todos los casos”.

“Porque siempre va a determinar un paralelogramo al trazar la paralela a uno de los lados”.

“Porque aunque el tridngulo lo hagas muy obtuso, la hipotenusa te dard mds grande, y el punto
medio pasard por la paralela de la base”.

“No sé si se podria encontrar porque no sé si el teorema sirve para todos los tridngulos o tiene ex-
cepciones”.

“Si, porque si td, cuando prolongas los lados de un tridngulo, encuentras el punto medio de esos
lados y trazas la recta, ésta no tiene por qué ser paralela (al tercer lado)”.

4. Si se considera el esquema de prueba de los estudiantes, se obtiene que mientras que el 89% de
los alumnos que acreditaron un esquema analitico son conscientes de la imposibilidad de encontrar un
contra-ejemplo, lo son tan sélo el 29% de los que no lograron traspasar los esquemas inductivos.
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;COMO INFLUYE LA MANERA DE REDACTAR LOS ENUNCIA-
DOS DE LOS TEOREMAS EN SU COMPRENSION POR PARTE
DE LOS ALUMNOS?

La comprension del lenguaje, y su correcta utilizacién, constituyen uno de los requisitos mds im-
portantes para el aprendizaje de las matemdticas. Por eso no es de extrafiar que la inclusion de determi-
nadas expresiones —del lenguaje usual o del mds especifico de las matemdticas- en el enunciado de los
teoremas influya en su comprension por parte de los alumnos.

Algunas palabras del lenguaje usual cuyo significado preciso depende de la 16gica constituyen un
claro ejemplo de las expresiones que causan mds dificultades de interpretacién. Son el caso de las espe-
cificas de la ldgica de proposiciones, sobre la que actualmente estamos finalizando una investigacién. En
Ibafies (2001) se estudia la influencia de algunas expresiones de uso mds comun, entre las muchas que
pueden emplearse. En una primera cuestion se proponen los siguientes tres enunciados:

a) La suma de las medidas de los dngulos interiores de un tridngulo es 180°.

b) La suma de las medidas de los dngulos interiores de un tridngulo cualquiera es 180°.

¢) La suma de las medidas de los dngulos interiores de todo tridngulo es 180°.

Se pregunta si significan lo mismo y, en caso contrario, que expliquen las diferencias. El andlisis de
las respuestas puede resumirse en los siguientes puntos:

1. E1 55% de los alumnos contesta afirmativamente y el 45% responde que no.

“Si. En el primer enunciado, al poner “un tridngulo” nos referimos a cualquier tridngulo, ya que
si no, deberfamos especificar a qué tridngulos nos referimos. Y al decir en el segundo “cualquiera”, esta-
mos refiriéndonos a todos los tridngulos”.

“No. Mientras el primero habla de un tridngulo en concreto, el segundo habla de un tridngulo
cualquiera, y el tercero explica que se cumple para todo tridngulo, no uno sélo ni elegido al azar”.

2. Entre los que consideran que los tres enunciados significan lo mismo (II'T), no todos se sienten
completamente seguros, sino que algunos alumnos expresan sus dudas o matices, e incluso proponen
enunciados alternativos:

“Si, aunque hay pequefias diferencias a lo tltimo de las frases. En el primer caso especifica a uno, en
el segundo dice cualquier, y en el Gltimo todos. Pero todas quieren decir que en cualguier tridngulo la suma
de sus dngulos interiores es 180°”.

3. Entre los que responden negativamente, algunos diferencian el primer enunciado de los otros dos
(IID) y otros consideran distintos los tres enunciados (IDT).

“No. Porque la primera se refiere a un tridngulo concreto, y los otros dos generalizan utilizando
palabras como rodo y cualquiera”.

“No. La primera afirmacién sélo se refiere a un tridngulo. La segunda se refiere a cualquiera,
pero no generaliza. La tercera afirmacién generaliza y se puede tomar como ley”.

4. Los errores de interpretacién mds extendidos fueron:

- Que el enunciado a) se refiere a un tridngulo concreto (TTC).

- Que el enunciado &) se refiere a un tridngulo tomado al azar (TTA).

En la segunda cuestién se pide a los alumnos justificar el mismo resultado, aunque en el enunciado
se utilizd la expresion todos los tridngulos (T'T): “en todos los tridngulos, la suma de las medidas de los dngu-
los interiores es 180°”. En el estudio de los esquemas de prueba (apartado 2), se habfa propuesto el mismo
problema con la expresion un tridngulo (UT). Las diferencias que se han apreciado entre ambas situacio-
nes (UT y TT) son:
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1. Aparecen esquemas de conviccién externa (CE) -0% con UT'y 23% con TT-, probablemente
porque probar el resultado para todos los tridngulos supone un reto demasiado importante como para que
estos alumnos lo afronten con sus propios recursos, por lo que necesitarian recordar lo que se dijo en
clase.

2. Se triplica el porcentaje de alumnos que consideran varios casos -pasa del 18% con UT al 59%
con TT-, lo que parece una consecuencia clara de la peticién de una prueba universal.

3. Contrariamente a lo que cabfa esperar, aumenta el porcentaje de los esquemas inductivos (Ind)
-del 11% con UT al 23% con TT-, y disminuye el de los analiticos (Ana) -del 56% con UT al 32% con
TT-. La razén puede ser ésta: todavia no estd al alcance de los alumnos de primer curso de bachillerato
hacer por si solos un razonamiento universal, por lo que la reaccidn de la mayorfa a la peticién de que se
pruebe el enunciado para todos los tridngulos consiste en considerar varios casos, produciendo como con-
secuencia la proliferacién de esquemas inductivos.

4. Martinez Recio (1999, pdgina 238) crea una situacién andloga a la nuestra al informar a parte de
los alumnos encuestados sobre las caracteristicas de la demostracién matemdtica, obteniendo, en contra
de lo que esperaba, que las respuestas de esos estudiantes —de primer curso de universidad- no son me-
jores que las del resto. Creemos que el comentario anterior también sirve para explicar esta aparente
contradiccién.

Por otra parte, hay varios #pos -Ibafies y Ortega (1997)- de enunciados de teoremas matemdticos:
de condicion necesaria, de condicion suficiente, y de condicion necesaria y suficiente. Y, esos enunciados pue-
den contener o no expresiones mds o menos especificas del lenguaje matemdtico. Asi, los de los dos pri-
meros tipos se enuncian utilizando la expresién mds usual s7..., entonces, o bien, incluyendo las expresio-
nes una condicion necesaria o una condicion suficiente. Y, los del tercer tipo podrian enunciarse en la forma
si...; y reciprocamente. ..., o con las expresiones mds especificas una condicién necesaria y suficiente o si, y sélo
st,... Todas estas expresiones son frecuentes en las clases de Matemdticas. Pues bien, en Ibafies (2001)
hemos propuesto dos cuestiones con el objeto de observar cémo entienden los estudiantes esta clase de
expresiones.

En la primera cuestién se enuncian cuatro teoremas que relacionan los paralelogramos con la
propiedad de sus diagonales de dividirse mutuamente en segmentos iguales, empleando las expresiones:
si..., y, reciprocamente. ..; una condicion necesaria; una condicion suficiente; y si, y sélo si, por este orden.
Después de cada enunciado se sugieren cuatro posibilidades para demostrarlo, de los que los alumnos
debian elegir la correcta. El andlisis de las respuestas puede resumirse en los siguientes puntos:

1. Los alumnos interpretan correctamente la expresion si..., y reciprocamente, pero tienen muchas
dificultades en la interpretacién de las otras expresiones utilizadas, por lo que incurren en diversos errores
tales como considerar sélo una condicién (So) -en los teoremas de condicion necesaria y suficiente-, iden-
tificar la proposicién con su reciproca (/dRe) -cuando el teorema es de un solo sentido-, o duplicar la
condicién (DuCo)—también cuando el teorema es de un solo sentido-.

2. Los enunciados de condicién necesaria y suficiente son entendidos por los alumnos mucho mejor
cuando emplean la expresion si..., y reciprocamente (100% de respuestas correctas), que cuando incluyen
la expresion si, y sdlo si (38%).

3. Se observa en los alumnos cierta tendencia a interpretar los enunciados como de condicidn sufi-
ciente. En efecto, en el teorema 2, la mitad comete el error de identificar el enunciado con la proposicién
reciproca (IdRe), que es, precisamente, la condicién suficiente. Ademds, en el teorema 4, la opcién mds
elegida es la que supone reducir el enunciado a la condicién suficiente (So). Por otra parte, parece que
entienden mejor esta condicién que la necesaria, dada la diferencia entre los que eligen la opcién correcta
en los teoremas 2y 3 (14% y 52%, respectivamente).
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Al reflexionar sobre estos resultados, el equipo investigador disefié unas instrucciones que se
basaban en transformar gradualmente los enunciados que incluyen estas de expresiones en otros mds
asequibles, empleando para ello tres fases:

1. Modificar ligeramente la expresion de manera que sea mds intuitiva (Dicho de otra forma).

2. Escribir el enunciado resultante en la forma si ..., entonces.

3. Indicar la estrategia a seguir para demostrarlo (Lo que hay que hacer).

A continuacién se detallan estas fases en un ejemplo:

Teorema: Una condicion necesaria para que un cuadrildtero sea un paralelogramo es que sus
diagonales se dividan mutuamente en segmentos iguales.

Dicho de otra forma:

Si un cuadrildatero es un paralelogramo, necesariamente sus diagonales se dividen mutuamente
en segmentos iguales.

Escrito en la forma si ..., entonces:

Si un cuadrilatero es un paralelogramo, entonces sus diagonales se dividen mutuamente en

segmentos iguales.
Lo que hay que hacer para demostrarlo:
Considerar un paralelogramo cualquiera y demostrar que sus diagonales se cortan mutuamente

en segmentos iguales.

Pasadas dos semanas, se propuso la segunda cuestién —similar a la primera-, en la que se enuncian
tres teoremas que utilizan, respectivamente, las expresiones: una condicion necesaria (CN); una condicion
suficiente (CS); y si, y sdlo si (CNS),. El andlisis de las respuestas se resume en los siguientes puntos:

1. La interpretacién de los distintos enunciados ha evolucionado de manera muy favorable. Esto se
constata tanto en la variacién de las respuestas correctas de los alumnos del grupo experimental (G.E.),
como en la comparacién de estos resultados con los obtenidos en un grupo de control (G.C.), como

puede observarse en la tabla 4.

CN CcS CNS

G.E. Cuestion 1 14% 52% 38%
Cuestion 2 68% 82% 86%

G.C. Cuestion 2 25% 40% 55%

Tabla 4. Evolucidn de los porcentajes de respuestas correctas en los distintos teoremas.

2. Paralelamente, los errores observados en la primera cuestién se han reducido hasta casi desapa-

recer en el grupo experimental.

3. Los propios alumnos han propuesto, en entrevistas celebradas posteriormente, expresiones equi-
valentes a las antes citadas, que ellos entienden mejor. Por ejemplo, en lugar de una condicion necesaria,
proponen utilizar para. .., hace falta. .., o bien, lo que necesitas para..., es que. ..,y en lugar de una condi-

cidn suficiente proponen utilizar para que. .., bastaria que. ..
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RESUMEN

En este articulo se considera la demostracién matemdtica como un objeto complejo que admite
distintas interpretaciones y dimensiones. Dentro de la institucidn matemdtica, la interpretacién domi-
nante es la consideracién de la demostracién como demostracién deductiva, formal. Pero esa interpre-
tacién, ademds de limitada desde un punto de vista epistemoldgico, comporta importantes dificultades
para los estudiantes de distintos niveles educativos, incluido el universitario, que manifiestan una gama
variada de esquemas personales de demostracién. Atendiendo a dichas razones epistemoldgicas y
diddcticas, se propone revisar la interpretacién formalista de la demostracién matemdtica, flexibilizar su
significado, dando cabida en €l a otras formas de argumentacién -también utilizadas por los matemdticos
al hacer sus demostraciones-, mds cercanas a las pricticas reales de los estudiantes.

ABSTRACT

In this paper mathematical proof is considered as a complex object which admits different
interpretations and dimensions. Inside the mathematical institution, the dominant interpretation is the
consideration of proof exclusively as deductive, formal proof. But that interpretation, besides limited
from a epistemological point of view, presents important difficulties for the students of different
educational levels (including university student), who show a great variety of personal proof schemes.
Taking into account these epistemological and didactic reasons, the formal interpretation of
mathematical proof is proposed to be reviewed, considering mathematical proof as a more flexible object,
in which other forms of argumentations are included -also used by mathematicians in their proofs-, closer
to the real daily life activities of students

SIGNIFICADOS DE LA DEMOSTRACION MATEMATICA. NECE-
SIDAD DE UNA REVISION CONCEPTUAL

Introduccion

Aunque se trata de un objeto complejo, que admite diferentes interpretaciones, la demostracién
matemdtica aparece para muchos matemdticos como demostracién deductiva formalizada, que es el
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modelo para ellos de demostracién rigurosa. Un modelo que estd ligado a la concepcidn que buena parte
de los matemdticos tiene de la propia matemdtica: una disciplina abstracta, cuyos teoremas se deducen
de conjuntos establecidos de axiomas, mediante razonamientos estrictamente légicos. La axiomatizacién
garantiza el rigor. Dieudonné (1987, p. 206) sintetiza esta idea diciendo: “no puede haber demostracién
rigurosa’ excepto en el contexto de una teoria axiomdtica’.

Sin embargo, la aplicacién de la demostracién formal en el 4mbito escolar estd actualmente cues-
tionada, dadas las dificultades que comporta para los estudiantes, de acuerdo con diferentes investigacio-
nes desarrolladas en las dltimas décadas.

Fischbein (1982, p. 16), investigando sobre una muestra de 400 estudiantes de secundaria en Tel
Aviv cdmo distingufan entre demostracién empirica y formal encontré que sélo un 14,5% de los estu-
diantes estudiados fueron capaces de aceptar una demostracion desarrollada de acuerdo con un razona-
miento estrictamente logico, sin necesidad de comprobaciones empiricas adicionales: “sélo e/ 14,5%
fueron consistentes hasta el final (es decir, no sintieron la necesidad de posteriores comprobaciones empiricas)”.

Senk (1985), en un estudio realizado con 1520 estudiantes, que habian recibido ensefianzas sobre
la demostracién en un curso de geometria, en 74 clases, de 11 escuelas, de 5 estados de EEUU, encontré
que sélo “.. aproximadamente el 30% de los estudiantes que habian segquido un curso asio completo con ense-
flanza de la demostracion alcanzaron un 75% de nivel de maestria en demostraciones escritas”.

Martin y Harel (1989, p. 41), en una investigacién sobre esquemas personales de demostracion
matemdtica, realizada con 101 alumnos de Magisterio, encontraron que “.. mds de la mitad de los estu-
diantes aceptaban un argumento empirico-inductivo como demostracion matemdtica valida’.

Nosotros mismos, (Recio y Godino, 1996), Recio (2000), hemos podido constatar la dificultad
que encuentran los estudiantes universitarios de nuestro entorno cultural para generar, de forma espon-
tdnea, sencillas demostraciones formales. En una investigacién desarrollada en el curso 1994-95, sobre
429 estudiantes de universidad, de primer curso, con alguna asignatura de matemdticas en el curriculum,
encontramos que sélo un 32,9% de dichos estudiantes fueron capaces de desarrollar, de modo formal,
las dos demostraciones, extremadamente simples, que se les reclamaban. Estos resultados volvieron a
confirmarse — con porcentajes atin inferiores- en una investigacién similar desarrollada en el curso 1997-
98.

Como consecuencia de estos y otros estudios semejantes, en las tltimas décadas se estd produciendo
una revision del cardcter formalista de la demostracién en el dmbito escolar -introducido en dicho 4m-
bito durante la década de los sesenta y primeros de los setenta, acompafiando al movimiento de renova-
cién de la ensefianza de la matemdtica que dio en llamarse “matemdtica moderna’.

A nosotros nos parece conveniente revisar el cardcter formal atribuido a la demostracién matemd-
tica, pero no sdlo en el dmbito educativo, sino también en el matemdtico propiamente dicho. Revisar el
cardcter excesivamente formalista que desde la institucién matemdtica se suele atribuir a la demostracién
matemdtica, abriendo su significado a otras précticas mds informales, que también utilizan los matemd-
ticos en sus procesos argumentativos.

1.2. Significados de la demostracidon matemdtica para la institucion matemdtica

La demostracién matemdtica es el proceso validativo que siguen los matemdticos para justificar sus
teorfas. Aunque existen otras opciones, el modelo actual dominante de demostracidn, dentro de la ins-
titucién matemdtica, es la demostracién 16gico-formal.

Knowless (1998, p. 1) explicita el significado formalista de la demostracién matemdtica diciendo:
“Una demostracion en una teoria matemdtica es una secuencia de proposiciones, cada una de las cuales es o bien
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un axioma ... 0 bien una proposicion que ha sido derivada de los axiomas iniciales por las reglas de inferencia de
la teoria. Un teorema es una proposicion asi derivada por una demostracion”.

La concepcién formalista de la demostracién pone el acento en los aspectos sintdcticos. Se evita el
recurso a la intuicién y se prefiere el uso de reglas de inferencias formales, precisas, bien definidas. La
l6gica que soporta las demostraciones matemdticas, asi consideradas, es la Iégica formal. La demostracién
se convierte en un procedimiento algoritmico que puede ser materializado mediante el uso de ordena-
dores. Para Schwichtenberg (1982, p. 81) “ ... una demostracion formal puede ser vista como un programa
(de ordenador)’.

Sin embargo, las demostraciones bajo los esquemas formalistas se vuelven extraordinariamente
complejas. Livingston (1987), por ejemplo, muestra la complejidad de la prueba de la unicidad del ele-
mento neutro en un grupo algebraico, comparada con su simplicidad mediante una argumentacién in-
formal.

Esto hace, como afirma Resnick (1992), que la matemdtica contempordnea esté, alternativamente,
repleta de “working proofs”, de demostraciones informales, no axiomatizadas. Estdn apareciendo ademds,
segun Hanna (1995), nuevos procedimientos, como la “zero-knowledge proof”, o la “holographic
proof”, basadas en comprobaciones experimentales, desarrolladas mediante ordenadores, utilizando
procedimientos aleatorios de validacién.

En realidad, es desde la propia teorfa de los fundamentos de la matemdtica de donde se obtienen,
precisamente, los resultados que expresan los limites de los sistemas formales para expresar la matemd-
tica en su conjunto. Un resultado bien conocido, como es el teorema de incompletitud de Godel (Kline,
1980), que afirma la incompletitud de cualquier sistema formal capaz de contener la teorfa de nimeros,
muestra con claridad dichos limites. No existe un sistema formal consistente capaz de contener, por
completo, ni siquiera a la aritmética elemental. Lo que, en definitiva, viene a significar que la matemdtica
no puede reducirse a un mero sistema formal.

La consecuencia es que la verdad matemdtica deja de tener valor absoluto, presentando un valor
pragmdtico. Las posiciones estrictamente formalistas pierden sentido. Se abren asf las puertas, dentro de
la institucién matemdtica, a otras opciones menos formalistas, mds informales. La validez de las propo-
siciones matemdticas no se resuelve acudiendo a procesos de derivacién formal, sino que es una cuestion
ligada al acuerdo convencional, al acuerdo entre partes, entre las personas e instituciones implicadas en
el proceso de demostracién.

1.3. Significados de la demostracion matemitica en la institucion educativa

Dentro de la institucién educativa, la demostracién matemdtica tiene hoy dia un significado mds
abierto, menos formalista. Junto al pensamiento estrictamente deductivo, se resalta también la necesidad
de potenciar otros modos validativos de tipo empirico-inductivo, la formulacién de conjeturas, los ejem-
plos y contraejemplos, los procesos de generalizacién, etc.

Asi, los Estdndares Curriculares y de Evaluacién para la Educacién Matemdtica, elaborados por el
National Council of Teachers of Mathematics (NCTM, 1989) de los EEUU de América, en las orien-
taciones para el ciclo 9-12 (final de secundaria y bachillerato, aproximadamente), centran la atencién (p.
147) en la necesidad de combinar el pensamiento inductivo con el deductivo, marcando como objetivo
que todos los estudiantes tengan experiencias con estos dos modos de pensamiento, para que lleguen a
apreciar el papel que cumplen ambos en la matemdtica y fuera de las matemdticas.
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En Espaiia, el Disefio Curricular Base, elaborado por el Ministerio de Educacién y Ciencia (MEC,
1989. Secundaria, p. 480), considera el razonamiento deductivo como el resultado de un proceso que se
inicia con las formas empirico-inductivas de razonamiento, ofreciendo consideraciones como las siguien-
tes: “Los tanteos previos, los ejemplos y contraejemplos, la solucion de un caso particular, la posibilidad de mo-
dificar las condiciones iniciales y ver qué sucede, etc., son las auténticas pistas para elaborar proposiciones y teorias.
Esta fase intuitiva es la que convence intimamente al matemdtico de que el proceso de construccidn del conoci-
miento matemdtico va por buen camino. La deduccion formal suele aparecer casi siempre en una fase posterior.
Esta constatacion se opone frontalmente a la tendencia, ficilmente observable en algunas propuestas curriculares,
a relegar los procedimientos intuitivos a un segundo plano, tendencia que priva a los alumnos del mds poderoso
instrumento de exploracion y construccidn del conocimiento matemdtico’.

1.4. Hacia una revisién epistemoldgica del concepto de demostracion matemitica

La concepcidn formalista de la demostracién matemdtica hunde sus raices en la propia evolucion
histérica de la matemdtica.

El programa de desarrollo axiomdtico de la geometria iniciado por Euclides hace mds de dos mil
afios aparece como el primer intento sistematizado de dar una base axiomdtica al proceso de construc-
cién del conocimiento matemdtico.

El surgimiento en el siglo XIX de las geometrias no euclideas —que, pese a contener axiomas que
aparecen como intuitivamente no evidentes, son tan consistentes, tan coherentes en su desarrollo 16gico
como la propia geometria euclidea- representé un hito histérico importante en la evolucién del pensa-
miento matemdtico hacia posiciones formalistas. Su introduccién ayudd a diferenciar entre espacio fisico
y geométrico, entre matemdticas y realidad. Ha servido para establecer la coherencia 1égica -y no una
adecuacién ingenua con la realidad exterior- como base de fundamentacién de la matemdtica (Kline,
1980).

Pero las posiciones formalistas extremas han exagerado el aspecto sintdctico de los sistemas
axiomdticos. Para evitar las contradicciones légicas que, a veces, ha propiciado el uso de la intuicidn, se
pone el acento en los aspectos sintdcticos, en detrimento de los semdnticos. Se evita la significacién de
los términos matemdticos, que aparecen como meros elementos simbdélicos de un sistema formal. Se
acude al uso de reglas formales, definidas dentro del mismo sistema, que se pueden aplicar de una manera
mec4nica, algoritmica. La demostracién se reduce a un procedimiento algoritmico que podria desarro-
llarse de forma automatizada, mediante el uso de ordenadores.

Como hemos sefialado ya, teoremas metamatemdticos como el de Gdel demuestran la futilidad de
los intentos de reducir la matemdtica a un mero sistema formal. La matemdtica es mucho mds que mero
encadenamiento deductivo, formal, apareciendo como un proceso creativo, ligado a la formulacién de
conjeturas, a la presencia del ejemplo y el contracjemplo, a la falsabilidad, a los procesos de prueba y
refutacién (Lakatos, 1976).

Hoy aparece como necesaria una revisién del objeto “demostracién matemdtica”, que permita una
apertura hacia perspectivas mds flexibles, pragmdticas, convencionales.

Un estudio de los variados esquemas personales de demostracién matemdtica que manifiestan los
sujetos individuales puede ayudar a comprender la complejidad de dicho objeto y a permitir otras signi-
ficaciones del mismo, mds informales, mds cercanas a las prdcticas habituales de los estudiantes.
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SIGNIFICADOS PERSONALES DE LA DEMOSTRACION MATE-
MATICA

2.1. Esquemas personales de demostracion matemdtica

Harel y Sowder (1998) han estudiado la dimensién personal o subjetiva de la demostracién mate-
mdtica. Un elemento esencial de su propuesta es la idea de esquema personal de demostracién, que para
ellos representa todo aquello que supone persuasién y convencimiento para la persona.

Nosotros hemos utilizado la idea de esquema personal de demostracién, usdndola como esquema
representativo de una categorfa de respuestas personales, dadas por un colectivo amplio de sujetos indi-
viduales.

Hemos utilizado esa idea en nuestra investigacion, citada anteriormente (Recio, 2000), que desa-
rrollamos durante el curso 1994-95, sobre una muestra de 429 estudiantes de primer curso de universi-
dad, con alguna asignatura de Matemdticas en el curriculum y que complementamos con algunos ele-
mentos confirmatorios durante el curso 1997-78.

Como resultado de ese estudio, hemos encontrado cuatro tipos bdsicos de esquemas personales de
demostracién matemdtica: argumentacién explicativa, argumentacién empirico-inductiva, prueba
deductiva informal y demostracién deductiva formal.

Los esquemas de tipo “argumentacién explicativa” son formas muy elementales de argumentacidn,
que sirven a los sujetos para explicarse el significado de la proposicion a demostrar a partir de su aplica-
cién en algunos casos particulares (por ejemplo, entender el significado del teorema de Pitdgoras, apli-
cdndolo en algunos casos particulares). Verdaderamente no hay intencidn validativa, sino que la inten-
cidn es esencialmente explicativa. A pesar de ello, consideramos este tipo de argumentacién como esque-
ma personal de demostracién, en primer lugar porque aparecié en nuestro estudio como un esquema de
respuesta de muchos estudiantes cuando se les pedia realizar una demostracién, y, ademds, porque el
elemento explicativo tiene sentido como primer eslabén del proceso demostrativo.

Los esquemas de tipo “argumentacion empirico-inductiva” también se centran en el cumplimiento
del correspondiente teorema en un conjunto de casos particulares, pero aqui la intencién no es ya expli-
cativa, sino que lo que se pretende es comprobar el cumplimiento ez general de dicho teorema (lo que se
reconoce por la utilizacién de variables genéricas, por la afirmacién expresa de ese cumplimiento gene-
ralizado, etc.).

Los esquemas de tipo “prueba deductiva informal” corresponden a argumentaciones ldgicas de tipo
informal, apoyadas en analogfas con otros modelos isomorfos, en la utilizacién de elementos graficos,
etc. Por ¢jemplo, muchas argumentaciones que suelen usarse en secundaria y en bachillerato para explicar
las propiedades de las funciones de variable real, mediante el estudio de sus representaciones gréficas, las
“curvas”.

Los esquemas de tipo “demostracién deductiva formal” corresponden a argumentaciones basadas
en la potencia validativa del encadenamiento axiomdtico, pudiendo aparecer elementos intuitivos que
ayudan a la demostracién 1égico-formal, pero que no la sustituyen.

2.2. ;Qué tipos de demostraciones matemdticas convencen a nuestros alumnos?
Los enunciados de los problemas aplicados en la prueba, mediante los que estudiamos los esquemas

personales de demostracién de estudiantes universitarios de nuestro entorno sociocultural, fueron los
siguientes:
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Problema Aritmético: Demuestra que la diferencia entre los cuadrados de dos niimeros naturales consecu-
tivos cualesquiera es siempre un niimero impar, igual a la suma de dichos niimeros. (Recuerda que los niimeros
naturales son los infinitos nimeros 0, 1, 2, 3, 4, 5,6, 7, 8, 9, 19, 11, 12, 13, 14, 15,...).

Problema Geométrico: Demuestra que las bisectrices de dos dngulos adyacentes cualesquiera forman un
dngulo recto. (Recuerda que dos dngulos son adyacentes si tienen el vértice y un lado en comiin y suman un
dngulo llano, es decir 180°. Un dngulo recto mide 90°. La bisectriz de un dngulo es la semirrecta que lo divide
en dos partes iguales).

Los resultados a estos los problemas se dan en la tabla siguiente. Las respuestas de tipo 1 corres-
ponden a respuestas muy incorrectas, que demuestran limitaciones importantes en la comprension del
enunciado de los problemas, en la capacidad validativa, etc. Las respuestas 2, 3, 4y 5 se corresponden
con los cuatro tipos de esquemas personales de demostracidn anteriormente considerados en orden

numérico creciente de 1 a 4.

Frecuencias y porcentajes de los tipos de respuestas

Problema 1 (Aritmética) Problema 2 (Geometria)
Respuesta Frecuencia % % Acumulativo Frecuencia % % Acumulativo
1 16 3,7 3,7 34 7.9 7.9
2 48 11,2 14,9 85 19,8 27,7
3 122 28,4 43,4 75 17,5 452
4 39 9,1 52,5 53 12,4 57,6
5 204 47,5 100,0 182 42,4 100,0

Puede observarse que el porcentaje de estudiantes que resolvieron correctamente cada uno de los
dos problemas 7o alcanzd el 50%. Ese porcentaje se redujo hasta el 32,9 cuando se cuantificaron las res-
puestas conjuntas de los dos problemas, de manera que sdlo 141 de los 429 estudiantes a los que se pasé
la prueba resolvieron correctamente ambos problemas.

De acuerdo con esos resultados del apartado anterior y otros aportados por otros investigadores,
referidos anteriormente, puede decirse que un porcentaje importante de estudiantes acude espontdnea-
mente a argumentaciones empirico-inductivas para hacer demostraciones matemdticas. Es decir, como
sistema de demostracién acude a una comprobacién del enunciado en varios casos particulares, con
intencién de confirmar su cumplimiento de una forma generalizada.

De acuerdo con investigaciones posteriores, que atn estamos analizando, podemos pensar que una
mayorfa de estudiantes de nivel universitario puede llegar a aceptar, a partir de las explicaciones del
profesor, las demostraciones deductivas formales como formas mds elaboradas de demostracién, mds
completas, con superior potencialidad validativa. Pero en situaciones problemdticas nuevas, donde tie-
nen que poner en funcionamiento sus modos argumentativos espontdneos, una proporcién importante
de estudiantes, que ya han aceptado la superioridad tedrica de la demostracién deductiva (formal o in-
formal) sobre la empirico-inductiva, reproducen esquemas validativos de este dltimo tipo. De forma
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que tenemos que pensar que son estos esquemas, los empirico-inductivos, los que realmente resultan
mds convincentes para un porcentaje importante de alumnos, incluso de nivel universitario. En todo
caso, dejamos abierta esta afirmacidén a posteriores andlisis.

2.3. Relaciones entre esquemas personales y significados institucionales de la
demostracion matemdtica

Las actuales tendencias en educacién matemdtica consideran la actividad matemdtica desde una
perspectiva social y cultural, interpretando los objetos matemdticos como entidades culturales social-
mente compartidas. En esa linea, Godino y Batanero (1998) consideran que los conocimientos indivi-
duales de los sujetos estdn mediatizados por las particularidades del conocimiento desarrollado en el
seno de las instituciones en que participan los sujetos.

Bajo esa perspectiva, los esquemas personales de demostracion pueden relacionarse con los signifi-
cados institucionales de la demostracién. Puede considerarse que los esquemas personales de demostra-
cién matemdtica que manifiestan los estudiantes guardan relacion con los diferentes significados que la
demostracidén tiene en contextos institucionales en los que los estudiantes se encuentran inmersos, como
pueden ser la vida cotidiana, las clases de ciencias experimentales, las clases de matemdticas, etc.

En la vida cotidiana existe un tipo de demostracidn, de argumentacién de cardcter intuitivo, que
permite a los sujetos formular conjeturas, resolviéndolas por mecanismos de ensayo y error. Es una ar-
gumentacion que, de acuerdo con Miller-Jones (1991), se apoya en el lenguaje natural, es muy depen-
diente del contexto concreto en que esté situado el individuo que desarrolla la argumentacién, e incluso
de sus estados de 4nimos. El estudiante incorpora a las clases de matemdticas esta forma de argumenta-
cién que utiliza en la vida cotidiana. La llamaremos argumentacion intuitiva.

En contraste con la argumentacién intuitiva de la vida cotidiana, la argumentacién cientifica tiene
un sentido validativo de mds largo alcance, orientado a la creacién de conocimientos cientificos,
explicables de forma racional y objetiva, con un continuo sometimiento al tamiz de la prueba experimen-
tal. La prueba cientifica, basada en la comprobacién experimental, penetra en el dmbito matemdtico y
da origen a una forma de argumentacién matemdtica, que llamaremos prueba empirico-inductiva, que
permite efectiiar un primer movimiento validativo mediante la comprobacién de la proposicién a demos-
trar en diferentes casos particulares. Es una forma de argumentacién que el profesor suele utilizar en clase
de matemdticas con fines explicativos.

En la matemdtica profesional se utilizan dos tipos de demostracién. Por un lado una demostracién
informal, una argumentacién de cardcter deductivo, pero sustentada en la intuicién, en el uso de varia-
dos procedimientos informales (elementos gréficos, relaciones analdgicas, generalizaciones inductivas,
etc.). Por otro, una demostracién de cardcter deductivo formal, desarrollada en un lenguaje con un fuer-
te componente simbdlico, efectuando una estricta derivabilidad axiomdtica, formal. Hablaremos de
demostracion deductiva, informal y formal, respectivamente, para referirnos a estos dos modos de demos-
tracién matemdtica. En las clases de matemdticas, los estudiantes entran en contacto con estos dos tipos
de argumentacion, que suelen usar los profesores, en diferentes momentos de su accién docente.

Vemos, por consiguiente, que existen variados modos de argumentacién matemdtica que se com-
plementan y que nosotros proponemos incorporar al significado del objeto demostracion matemdtica, que
para nosotros es un objeto rico, complejo, pleno de matices.

Partiendo de nuestro estudio acerca de los esquemas personales de demostracion matemdtica, y de
su posible relacidn con los significados de la demostracién en distintos contextos institucionales, nuestra
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propuesta es ampliar el estricto sentido formalista que la interpretacién dominante en la institucién
matemdtica atribuye hoy a la demostracién matemdtica y considerar que tanto la argumentacion intuitiva,
como la prueba empirico-inductiva, como la demostracion deductiva informal como la demostracion deductiva
Jformal constituyen aspectos complementarios de la demostracion matemdtica, que representa un proceso activo,
vivo, que comporta distintas fases, desde la formulacion inicial de las primeras conjeturas hasta los procesos finales
de expresion formalizada de la demostracion.

Esa ampliacién del objeto demostracién matemdtica permitiria recoger mejor los variados modos
de prueba que desde distintos émbitos institucionales y personales se utilizan para validar las proposicio-
nes matemdticas, y que aparecen mds cercanos a los usos argumentativos espontdneos de los estudiantes.

LA DEMOSTRACION MATEMATICA EN EL AULA

3.1. Formas de demostracion en el aula

La demostracién en clase de matemdticas presenta una gran diversidad de formas, apareciendo en
los distintos niveles educativos los variados tipos de argumentaciones analizados en los apartados ante-
riores.

En Primaria predomina una matemdtica informal. Los conceptos matemdticos aparecen imbricados
con objetos y situaciones de la vida cotidiana, de la realidad fisica y social. La argumentacién prototipica
es una argumentacién informal de cardcter muy intuitivo.

Al respecto, los Esténdares Curriculares y de Evaluacién para la Educacién Matemdtica elaborados
por el National Council of Teachers of Mathematics de los EEUU de América (NCTM, 1989), ya con-
siderados anteriormente, plantean para el ciclo P-4 (que puede hacerse corresponder, aproximadamente,
con Educacién Infantil y los dos primeros ciclos de Educacién Primaria, en nuestro sistema educativo),
que (p. 28):

“Durante estos afios, el razonamiento matemdtico debe incluir todo tipo de pensa-

miento informal, conjeturas y validaciones que ayuden a los nifios a darse cuenta de

que las matemdticas tienen sentido...

Debe intentarse que los nifios justifiquen sus soluciones, sus procesos de pensamiento

y sus conjeturas, y que ademds lo hagan de diversas formas. Los modelos manipulativos

y otros modelos fisicos les ayudan a relacionar los procedimientos y algoritmos con los

hechos conceptuales que los apoyan y proporcionan objetos concretos a los que hacer
yany

referencia a la hora de explicar y justificar sus ideas...”.

En Secundaria las formas prototipicas de argumentacién son la prueba empirico-inductiva y la
demostracién deductiva informal.

Para el ciclo 5-8 (que corresponde, aproximadamente, con el tercer ciclo de Educacién Primaria y
primer ciclo de ESO, en nuestro sistema educativo), los Estdndares plantean como objetivo un tipo de
razonamiento fundamentado en lo concreto, en métodos inductivos y en formas deductivas elementales.
Asf, afirman (p. 79):

“Mientras la mayor parte de los estudiantes de quinto grado contindan ejerciendo un

pensamiento concreto que depende de un contexto fisico o especifico para poder per-
cibir regularidades y relaciones, muchos alumnos de octavo grado son ya capaces de
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razonamiento mds formal y de abstraccién. No obstante, incluso los estudiantes mds
avanzados de los niveles 5-8 pueden hacer uso de materiales concretos para apoyar su
razonamiento...”

Y también (p. 148):

“En los niveles 5-8, los estudiantes habrdn experimentado el razonamiento inductivo y
la evaluacién y construccién de argumentos deductivos sencillos en diversos contextos
de resolucién de problemas”.

Los Estdndares plantean, para el ciclo 9-12 (que podria hacerse corresponder, aproximadamente,
con el segundo ciclo ESO y Bachillerato) que (p. 148):

“En los niveles 9-12, a medida que los contenidos van siendo mds profundos y comple-
jos, debe mantenerse este énfasis en la interaccién que se da entre la formulacién de
hipétesis y el razonamiento inductivo, y en la importancia de la verificacién
deductiva...”

En la Educacién Universitaria, es mds habitual el contacto con la demostracién deductiva formal,
con el rigor deductivo. Los estudiantes universitarios han de familiarizarse con el hecho de que la argu-
mentacién deductiva formal es el método por el que se establece, en tltimo término, la validacién de los
teoremas matemdticos.

3.2. Finalidad de la demostracion matemdtica en el aula

La finalidad que pueda tener la demostracién en clase de matemdticas puede conceptualizarse ana-
lizando las propuestas de los Estdndares que sefialan como objetivos los siguientes:

“En los niveles P-4, el estudio de las matemdticas debe hacer hincapié en el razonamien-
to, para que los estudiantes sean capaces de:

- llegar a conclusiones légicas en matemdticas;

- usar modelos, hechos conocidos, propiedades y relaciones para explicar sus ideas;

- justificar sus respuestas y sus modelos resolutivos;

- hacer uso de sus estructuras conceptuales y conexiones para analizar situaciones ma-
temdticas;

- creer en el significado de las matemdticas”.

“En los niveles 5-8, el razonamiento debe impregnar todo el curriculo de matemdticas
para que los estudiantes sean capaces de

- reconocer y aplicar razonamientos deductivos e inductivos;

- entender y aplicar procesos de razonamiento, con especial atencién

al razonamiento espacial y al razonamiento con proporciones y graficas;

- hacer y evaluar conjeturas y argumentos matemdticos;

- dar validez a sus propias ideas;

- apreciar la utilidad y la potencia que tiene en toda situacién el razonamiento como
parte de las matemdticas”.
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“En los niveles 9-12, el curriculo de matemdticas debe incluir experiencias numerosas y
variadas que refuercen y amplien las destrezas de razonamiento l4gico para que todos
los estudiantes sean capaces de:

- elaborar y comprobar conjeturas;

- formular contraejemplos;

- seguir argumentos légicos;

- juzgar la validez de un argumento;

- construir argumentos sencillos validos”.

3.3.Valor de la demostracion matemdtica en el aula

El valor de la ensefianza de la demostracién matemdtica en el aula varfa de unos niveles educativos
a otros, como se puede deducir de la lectura de los apartados anteriores, pero su valor general es de
ayudar a comprender la necesidad de validar las diferentes proposiciones matemdticas que se aprenden
en el aula, dentro de un objetivo mds amplio cual es el de ayudar a comprender la necesidad de validar
modo objetivo el conocimiento cientifico.

Es la prueba cientifica -la demostracién matemdtica en nuestro dmbito- la que diferencia el cono-
cimiento cientifico de la mera creencia, de la simple intuicién.

En nuestro marco sociocultural hay una cierta tendencia a rutinizar el aprendizaje matemdtico, a
ensefar a usar los teoremas matemdticos, a aplicarlos en la resolucién de problemas, pero sin ayudar a
comprender adecuadamente cémo se obtienen dichos teoremas, cémo se demuestran. Por ejemplo, se
ensefia a usar calcular las dreas de las figuras, sin permitir comprender el por qué de dichos algoritmos,
el por qué de esas férmulas. Con lo que se obtiene un aprendizaje mecdnico, sin fundamento tedrico, sin
base, que establece una distancia abismal entre el alumno y el “saber sabio”, el saber institucional. La
matemdtica aparece, asi, para los alumnos algo que no se puede llegar a entender, que es ttil, pero que
no es comprensible, que hay que aprender “de memoria”.

La utilidad formativa de la demostracién matemdtica aparece, para nosotros, como parte de una
utilidad mds general, cual es la de aprender a razonar en matemdticas. A razonar de forma operativa, para
resolver problemas, y para justificar el cumplimiento generalizado de las proposiciones matemdticas que
usan en dichos procesos de resolucién de problemas, lo que ayuda a los estudiantes a construir un edificio
matemdtico inteligente, légico y no sélo funcional.

NUEVAS PERSPECTIVAS TEORICAS PARA LA DEMOSTRACION
MATEMATICA. CONSIDERACIONES SEMIOTICAS

4.1. Introduccién

En linea con el interés creciente de la comunidad de investigadores en educacién matemdtica por
el uso de nociones semidticas en el estudio de los procesos de ensefianza y aprendizaje de las matemdti-
cas anteriormente comentado, Godino y Batanero (1994, 1998) y Godino (1999) vienen desarrollado
un modelo sobre el significado de los objetos matemdticos, desde presupuestos semidticos. Inspirados en
ese modelo, nosotros venimos elaborando uno propio que permita integrar la nocién de demostracién
matemadtica.

En nuestro modelo, cada objeto matemdtico es un complejo de entidades elementales, de los si-
guientes tipos:
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- Notaciones, incluyendo en esta denominacién todo tipo de sistemas de representacién usados en
la descripcién del objeto (términos, expresiones, enunciados, simbolos gréficos, tablas,
diagramas, etc.)

- Fenomenologias, considerando como tales las diferentes situaciones-problemas de tipo
matemdtico -que matematizan situaciones y fenémenos de la vida cotidiana, del mundo natural
y social, as{ como de la propia matemdtica-, a las que el objeto puede ser aplicado.

- Elementos conceptuales, es decir, las diferentes abstracciones (conceptos, esquemas conceptuales,
procedimientos algoritmicos, proposiciones, teorfas, etc.) que conforman la expresion tedrica
del objeto matemdtico.

Las categorfas de entidades se relacionan con las que aparecen en la teoria de los campos concep-
tuales de Vergnaud (1982), para quien un concepto es una tripleta formada por el “conjunto de situaciones
que hacen significativo el concepto, el conjunto de invariantes que constituyen el concepto y el conjunto de repre-
sentaciones simbdlicas usadas para presentar el concepto, sus propiedades y las situaciones a las que se refiere” (p.
36)

Las relaciones entre los elementos conceptuales, los signos usados para representarlos y los contex-
tos fenomenoldgicos a los que matematizan han sido modelizadas por muy diversos autores mediante
esquemas de tipo triangular. Entre estos esquemas destacan el tridngulo semidtico que presenta
Steinbring (1997). Los elementos que incluye Steinbring son concepro, signo/simbolo y objeto/contexto de
referencia.

Inspirados en esta triada, podemos a esbozar un modelo de relaciones entre las entidades bdsicas,
que conforman cualquier objeto matemdtico, que expresamos mediante el siguiente diagrama:

Recodificacion

[

NOTACIONES

Encapsulaci¢

Simbolizactdn

ignificacion Interpretacion
conceptual
Eiemplificacion
E. CONCEPTUALES < > FENOMENOLOGIAS
f Generalizacion f
Relacion conceptual Relacion intuitiva

Los elementos notacionales permiten simbolizar las entidades fenomenoldgicas y encapsular -en el
sentido de Dubisnky, (1991), como variables-, las entidades conceptuales. Los procesos de recodificacion
permiten traducir unos sistemas de representacion en otros (enunciados verbales mediante grificos, etc.).

Las fenomenologfas permiten interpretar los elementos notacionales y también ejemplificar las enti-
dades conceptuales.
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Las entidades conceptuales aportan significacion conceptual a los elementos notacionales, mediante
un proceso de generalizacién, a partir de variadas situaciones fenomenoldgicas. Las relaciones intuitivas que
emergen de las situaciones fenomenoldgicas constituyen conjeturas, que inducen relaciones tedricas entre
entidades conceptuales.

4.2. La demostracién matemdtica como cadena de relaciones semidticas

Hemos analizado en el capitulo 2 la variedad de aspectos que conforman la demostracién matemd-
tica, desde la sencilla argumentacién informal que acompana la formulacién de conjetura, hasta la rigu-
rosa demostracién deductiva formal que constituye la forma validativa propia de la matemdtica profesio-
nal.

Entendemos que el modelo semidtico presentado en el apartado anterior permite integrar de forma
operativa esos diferentes aspectos de la demostracién matemdtica en un todo, en una misma entidad. En
concreto, proponemos considerar la demostracién como una cadena de relaciones semidticas.

Entendemos que la realizacién de una demostracién desencadena en primer lugar procesos
interpretativos (respecto al enunciado del teorema a demostrar) por parte de la persona que ha de desa-
rrollar la demostracién. Para efectuar la interpretacion del enunciado el resolutor ha de relacionar el enun-
ciado con un contexto fenomenoldgico que le resulte familiar. La simbolizacidn de los objetos
fenomenoldgicos introduce una recodificacién del enunciado del problema. La interpretacién
fenomenoldgica utilizada favorece el surgimiento de sencillas relaciones intuitivas, conjeturas, relacionadas
con el teorema a probar. Esas conjeturas se puede comprobar, mediante procedimiento empirico-
inductivos, mediante ejemplificaciones en casos concretos, a partir de las cuales puede efectuarse un pro-
ceso de generalizacion, de desarrollo de relaciones tedricas, que puede conducir a la encapsulacion de elemen-
tos implicados en la demostracidn, a su sustitucién por variables simbdlicas, prescindiendo de su signi-
ficacidn conceptual, dando lugar al desarrollo formalizado de la demostracién.

A continuacién vamos a aplicar estas ideas a una demostracién concreta, tomada como ejemplo,
para explicar de forma concreta el modelo. Se trata de la demostracién de una proposicién geométrica
elemental, que aparecia como problema incluido en el cuestionario anteriormente considerado para
caracterizar esquemas de demostracin.

Problema: Demuestra que las bisectrices de dos dngulos adyacentes cualesquiera forman un dngulo recto.
(Recuerda que dos dngulos son adyacentes si tienen el vértice y un lado en comiin y suman un dngulo llano, es
decir 180°. Un dngulo recto mide 90°. La bisectriz de un dngulo es la semirrecta que lo divide en dos partes
iguales).

Desde el punto vista semidtico, la tarea propuesta por el investigador (emisor) desencadena en
primer lugar procesos interpretativos por parte de los estudiantes (destinatarios) de la misma. Las pala-
bras y expresiones que desencadenan procesos interpretativos son las siguientes: demuestra, dngulo, vértice
de un dngulo, lados de un dngulo, semirrecta, bisectriz de un dngulo, dngulo recto, dngulo llano, dngulos ad-
yacentes, division de un dngulo en partes, suma de dngulos, igualdad de dngulos, medida de dngulos, el grado
como unidad de medida de dngulos, 180°, 90°.

Para efectuar la interpretacion del enunciado se suele relacionar éste con un contexto fenomenoldgico
habitualmente usado para la geometria euclidea elemental, cual es el de las representaciones gréficas
mediante papel y ldpiz. Esta interpretacion permite una recodificacion del enunciado del problema me-
diante la aplicacion de diagramas como los aportados por los estudiantes a los que se aplicé la prueba.
La interpretacién fenomenoldgica utilizada favorece el surgimiento de sencillas relaciones intuitivas, de
conjeturas elementales, como que el dngulo formado por las bisectrices es recto, por simple inspeccién
ocular:
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Esa conjetura se puede comprobar, mediante un procedimiento empirico-inductivo, considerando
distintos casos concretos, que constituyen ejemplificaciones del enunciado general:

Esas ejemplificaciones pueden hacerse mds matizadas, introduciendo medidas numéricas. Asi, si un
dngulo es de 120° y otro es de 607, sus bisectrices forman dngulos de 60° y 30°, que suman 90°.
Andlogamente para dngulos de 150° y 30°, dngulos de 90° (ambos), etc.

Puede iniciarse un comienzo de generalizacidn, usando simbolos para designar a los dngulos. Se
representan los dngulos por las letras 2 y 4, de forma que, por ser dngulos adyacentes, ha de cumplirse
que @ + b = 180°. Entonces los casos anteriores se representan como:

a=120°,b =60°, a/2 + b/2 = 60° + 30° = 90°

a=1500,b =300, a/2 + b/2 =75+ 15° = 90°

a=90%b=90% a2+ b/2 =45+ 45° = 90°

apareciendo sintetizado el resultado como el resultado como:

a+b=180°a/2 + b/2 =90°

Puede efectuarse un proceso de abstraccién mayor, considerando las letras como variables genéri-
cas, representativas de dngulos cualesquiera. Lo que se traduce en un proceso de encapsulacién de los
conceptos representados por dichos simbolos. Encapsuladas los conceptos, el proceso de demostracién
se hace formal, se efectda teniendo en cuenta sélo las reglas de transformacién de expresiones propias del
campo en cuestion (dlgebra elemental), sin necesidad de tener en cuenta la significacion conceptual de tales
simbolos algebraicos, en el contexto del problema en cuestién:

a+b=180° a2 + b/2 = (a + b)/2 = 1802 = 90°
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La demostracién aparece, asi, como una concatenacién de procesos, como una cadena de relaciones
semidticas entre los objetos implicados, de forma que la demostracion estrictamente deductiva no es
sino la dltima fase de una argumentacién que ha comenzado por la interpretacién del enunciado del
teorema a demostrar, formulacién de conjeturas, etc.
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RESUMEN

En este trabajo establecemos la siguiente hipétesis: el sistema conjeturas-pruebas-refutaciones cons-
tituye la 16gica del descubrimiento matemdtico escolar; bien entendido que en las matemdticas de la
ensefianza secundaria el énfasis no puede situarse en la frontera mévil que Lakatos (1978) ha sefialado
en el trabajo de los matemdticos profesionales, esto es, la frontera demostraciones/refutaciones sino mds
bien en la frontera anterior, conjeturas/demostraciones. Dicho sistema supera diddcticamente al enfoque
unidimensional de demostracién como prueba formalizada, enfoque tradicional del estilo deductivista
en la ensefianza de las matemdticas.

Esta hipdtesis surge del andlisis de las dificultades epistemoldgicas, cognitivas y diddcticas del con-
cepto de demostracién (en particular, de la demostracion por reduccidn al absurdo) y de la revisién de
algunos estudios experimentales sobre la prdctica escolar de la demostracién.

ABSTRACT

In this work we establish the following hypothesis: the conjectures-proofs-refutations system
constitutes the logic of school mathematical discovery; on the understanding that in secondary school
mathematics the emphasis cannot be placed in the mobile fronter pointed out by Lakatos (1978) about
the work of professional mathematicians, that is, no the proof/refutations but more properly in the
previous frontier, conjectures/proofs. Such system, in didactic, exceeds the unidimensional feature of
proof as formalized demonstration, traditional deductivist style overview of the mathematics education.

This hypothesis emerges from the analysis of epistemological, cognitive, and didactic difficulties
about the concept of proof (in particular, the proof by reduction to absurd) and the review of some
experimental studies about the school practice of proof.

INTRODUCCION

La demostracidn es la base del edificio matemdtico. En el empefio por poner bases sélidas a este
edificio los matemdticos se encontraron con la incompletitud y la inconsistencia de la matemdtica. El
concepto de demostracién ha variado con el tiempo. La demostracién rigurosa que hoy se requiere en
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cualquier investigacion resultarfa excesiva para eminentes matemdticos anteriores al siglo XIX. En defi-
nitiva, hay controversias sobre la naturaleza de la demostracién matemdtica y problemas con el propio
concepto: estas controversias y problemas (con consecuencias diddcticas) serdn objeto de andlisis en el
apartado 2 de este articulo.

Nos interesa mucho enfatizar las relaciones, en el quehacer matemdtico, entre el razonamiento
demostrativo y el razonamiento plausible (en el sentido de Polya), entre la demostracién y la intuicién.
Partimos de la afirmacién de Wilder (1944): “Demostrar es contrastar, poner a prueba los productos
de nuestra intuicion... Es obvio que no poseemos y probablemente nunca poseeremos ningtin criterio de
demostracién que sea independiente del tiempo, de la cosa que ha de demostrarse o de la persona o
escuela de pensamiento que lo emplea. En estas condiciones, lo sensato parece ser el admitir que no hay,
generalmente, eso que se llama absoluta verdad (demostracién) en matemdticas, piense lo que piense el
publico”.

Es necesario insistir en que los matemdticos hacen sus descubrimientos escalonadamente y atendien-
do mds bien a lo “sustantivo” que a lo formal, prevaleciendo este ltimo aspecto en lo que respecta a la
presentacion sistemdtica de resultados, a la reconstruccién y a la instruccion. Las demostraciones no
suelen ser un acto de visién o de corazonada. El c6mo se hace la conjetura en una primera instancia,
cémo se construye la demostracion o cdmo se llega a entender, son cuestiones que pertenecen a la légica
del descubrimiento. Este proceso de conjetura, prueba, refutacién y modificacién relaciona la génesis de
la demostracién con historia y contexto social y cultural. Un todo en devenir dialéctico que, como tal,
debe ser contemplado en la ensefianza de las matemdticas.

El reconocimiento de que la intuicidn, la conjetura intuitiva, desempefia un papel fundamental en
la consecucién de las verdades matemdticas y de que la demostracion desempefia un papel de apoyo
justificativo y explicativo nos sugiere una propuesta diddctica de la demostracién que consiste funda-
mentalmente en la presentacion de un sistema de conjetura, pruebas y refutaciones como base del trabajo
con el concepto de demostracién en la ensefianza, concretamente en la educacion secundaria. Esta pro-
puesta la presentamos en el apartado 3, a partir del andlisis de tres problemas seleccionados de un tra-
bajo de investigacion de Herndn (1982).

La demostracién por reduccién al absurdo es un método de razonamiento deductivo de especial
transcendencia en el quehacer matemdtico y presenta una problemdtica epistemoldgica, cognitiva y tam-
bién diddctica de sumo interés para la investigacién en educacién matemdtica. Por ello, dedicamos el
apartado 4 a profundizar en esta problemdtica. A la luz de estos problemas y de la indagacién sobre el
tratamiento tradicional de este tépico en la ensefianza secundaria establecemos el bosquejo de una nueva
diddctica de la demostracién por reduccién al absurdo

SOBRE LA NATURALEZA DE LA DEMOSTRACION MATEMATICA

Si en algo coincide la opinién publica con la opinién de los matemdticos es que la demostracién es
muy importante en matemdticas. Por demostracidn se entiende el procedimiento en que partiendo de
unas ciertas hipdtesis y mediante razonamientos légicos se consigue la conclusién deseada, muchos de los
resultados de Los Elementos de Euclides estdn conseguidos de esta manera. Un caso especial es la demos-
tracién por reduccién al absurdo, de la que hablaremos en el dltimo apartado de este articulo: se supone
que lo que se desea demostrar no es cierto y mediante una sucesién de razonamientos légicos y con el
uso de las hipdtesis que se hayan establecido se llega a una contradiccién flagrante; la consecuencia de
esta contradiccidn es la certeza de la tesis. El propio Euclides demostré que el ndmero de primos es
infinito partiendo de que solamente habfa una cantidad finita de ellos.
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Cuando se trata con el infinito algunas demostraciones usan el Principio de Induccién. Para poder
usarlo la propiedad que se quiere demostrar tiene que estar ligada a los ntimeros naturales. Se comienza
demostrando el resultado para un nimero pequefio, usualmente el 1. Después se asume que el resultado
es clerto para un nimero cualquiera 7 y se intenta deducir que también serd cierto para el nimero si-
guiente 7+1. Si esto se consigue, la propiedad queda demostrada para los infinitos nimeros.

Herndndez (1997) distingue entre demostraciones matemdticas sencillas y complicadas. Algunas
sencillas ni siquiera necesitan palabras. Por ejemplo Nelsen (1993) da la siguiente demostracién grafica
de la férmula para la suma de los 7 primeros ndmeros impares: 1+3+5+...+(2n-1) =’
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Figura 8. 1+3+5+...+(2n-1)=n?

Por supuesto que hay demostraciones muy complicadas, como la del célebre Teorema de Fermat
(1637, aproximadamente): “Es imposible que un cubo pueda ser escrito como suma de dos cubos o una
cuarta potencia pueda ser escrita como suma de dos cuartas potencias o, en general, para cualquier
ndmero que sea una potencia mayor que la segunda escribirlo como suma de dos potencias similares”.
Eminentes matemdticos afrontaron el problema pero ninguno lo consiguié hasta que en 1995 Wiles,
matemdtico inglés que trabaja en la Universidad de Princeton, publicé en Annals of Mathematics un
articulo de 100 pdginas con la demostracién (el articulo va acompanado de otro mds corto que también
forma parte de la demostracién). Un grupo reducido de matemdticos se repartid el trabajo de comprobar
que todas las partes del articulo de Wiles eran correctas antes de que fuera aceptada su publicacién.

Una cuestidn que suscita gran controversia en la comunidad matemdtica es la aceptacion de una
demostracidn realizada con un ordenador. La cuestién surgié cuando en 1976 Apple y Haken, matemd-
ticos de la Universidad de Illinois, presentaron una demostracion con un ordenador de una conjetura
contra la que se habfan estrellado los matemdticos durante mds de 100 afos: El problema de los 4 co-
lores consiste en demostrar que todo mapa en un plano puede ser coloreado usando sélo cuatro colores;
se exigen los siguientes requisitos: a) dos regiones que tienen frontera comuin no deben tener el mismo
color; b) si dos regiones solamente tienen en comun un punto pueden ser coloreadas del mismo color;
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¢) las regiones pueden tener cualquier forma pero cada una de ellas debe ser un solo trozo conexo. Apple
y Haken redujeron el problema a comprobar que cerca de 1800 mapas de tipos esencialmente diferentes
se podian colorear con cuatro colores; si lo hacfan ellos no terminarfan en mucho tiempo, programado
en una mdquina el resultado se consigui6 en varios dfas.

Herndndez (1997) se pregunta si es ésta una verdadera demostracién. Argumenta que aunque se
pueda repetir el experimento en varias mdquinas no podemos estar seguros de que no se haya cometido
un fallo en su disefio de modo que el resultado sea sélo aparentemente correcto. Cita el error de una de
las primeras remesas de procesadores Pentium del que nadie se hubiera dado cuenta a no ser por los
experimentos realizados por un matemdtico con nimeros muy grandes para comprobar algunas propie-
dades que €l conocia de antemano ;Qué sucederia si este error no se descubre y alguien presenta una
demostracion que hace uso fundamental de ese procesador? La demostracién con ordenador es una for-
ma diluida de demostracién. Mientras que unos la usan y apoyan, otros (el mismo Wiles) prefieren
encontrar argumentos tradicionales aunque utilicen el computador para buscar sus conjeturas y hacerse
una idea de qué caminos pueden conducir a la demostracién.

Hasta el S. XX, la demostracién matemdtica fue un proceso supuestamente claro e indiscutible.
Como dice Kline (1985), habia sido ignorada durante siglos pero los matemdticos eran absolutamente
conscientes de este hecho. El concepto estaba ahi y era considerado como el paradigma y la referencia a
la que se adhirieron los matemdticos mds o menos explicitamente.

sQué fue lo que produjo preocupacién e incluso enfrentamiento por la demostracion? Los matemd-
ticos se dieron cuenta de que los principios de la 16gica tal como los codificé Aristdteles y tenidos como
verdades absolutas durante 20 siglos, eran producto de la experiencia tanto como lo eran los axiomas de
la geometria euclidea. A partir de aqui se produjo cierta intranquilidad sobre lo que son unos principios
sélidos. Asi, los intuicionistas se creyeron justificados para restringir la aplicacion de la ley del tercio
excluso.

Un segundo problema relativo a la demostracion, que surgié con la escuela logicista, es el de qué
abarcan los principios de la 16gica. Aunque Russell y Whitehead no dudaron en introducir los axiomas
de infinitud y eleccidén como axiomas de la 16gica en la primera edicién de los Principia Mathematica, en
la segunda esos dos axiomas no eran citados al comienzo y su utilizacién era especificamente mencionada
cuando se necesitaba para probar ciertos teoremas.

Otro problema es el concepto de existencia. Por ejemplo, una demostracion de que toda ecuacién
polindmica debe tener al menos una raiz, establece un teorema de existencia. Cualquier demostracién
que sea consistente es aceptable para los logicistas, formalistas y conjuntistas. Sin embargo, ain cuando
una demostracion no utilice la ley del tercio excluso, puede no dar un método para calcular el objeto
cuya existencia se demuestra. De aqui que tales demostraciones de existencia sean inaceptables para los
intuicionistas que por esta razén son renuentes a aceptar los cardinales y los ordinales transfinitos (ade-
mds, no son objetos intuitivos).

Siguiendo a Kline (1985) diremos que las matemdticas se desarrollan a través de una serie de gran-
des avances intuitivos que son establecidos no de una sola vez sino mediante una sucesion de correccio-
nes de descuidos y errores hasta que la demostracién alcanza el nivel de demostracién aceptado en la
época correspondiente. Ninguna demostracién es definitiva. Nuevos contracjemplos socavan las viejas
demostraciones. Las demostraciones son entonces revisadas con lo que se consideran erréneamente
probadas para siempre. Pero la historia dice que lo tnico que esto significa es que atin no ha llegado la
hora de un examen critico de la demostracién. A menudo tal examen es deliberadamente aplazado porque
los matemdticos estdn mucho mds interesados en establecer sus propios teoremas que en encontrar fallos
en los resultados existentes.
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De hecho, los matemdticos no confian en las demostraciones rigurosas hasta el punto que general-
mente se supone. La intuicién puede producir incluso mds satisfaccién y seguridad que la légica. Kline
(1985) afirma que una demostracién rigurosa no significa nada para un matemdtico si el resultado no
tiene sentido desde un punto de vista intuitivo. Si no lo tiene, examinard muy criticamente la demostra-
cién. Sila demostracion le parece correcta entonces tratard de encontrar lo que estd equivocado en su
intuicién. Los matemdticos desean saber la razén interna del éxito de una cadena de silogismos y sienten
que un teorema debe ser verdadero antes de que se haya logrado su demostracion légica; por eso, con
frecuencia se contentan con una mera indicacién de la demostracién, como de hecho hacen, a veces,
Fermat y Newton.

El surgimiento de filosoffas de las matemdticas opuestas entre si cada una de las cuales insiste en sus
propios criterios de demostracién, ha fomentado el escepticismo sobre el valor de la misma pero los
ataques a la idea de demostracién comenzaron a aparecer antes. Asi ya Hardy en 1928 decfa: “No hay
estrictamente hablando algo que pueda llamarse una demostracién matemdtica... no podemos, en dltimo
andlisis, hacer otra cosa que sefialar, indicar;.....las demostraciones son gas, florituras retéricas disefiadas
para afectar a la psicologfa, dibujos en la pizarra durante las explicaciones, estratagemas para estimular
la imaginacién de los alumnos” .

Eddington decfa una vez: “La demostracién es un idolo ante el que los matemdticos se torturan”.
Preguntas pertinentes serfan: ;Por qué han de continuar haciéndolo?, ;Deberfan los matemdticos aban-
donar la demostracion deductiva y recurrir simplemente a los argumentos convincentes e intuitivamente
s6lidos como los de las ciencias fisicas?

Nadie que haya estudiado las contribuciones de las matemdticas al pensamiento humano sacrificaria
el concepto de demostraciéon. Hay que admitir que la ldgica desempefia un papel. Kline (1985) utiliza
una analogfa: Si la intuicidn es la sefiora y la logica la sirvienta, la sirvienta ha de tener algin poder sobre
la sefiora. La l6gica sujeta a la intuicidon desenfrenada, la intuicién puede ser engafiosa y la demostracion
nos proporciona una seguridad relativa. En palabras de Wilder (1944), la demostracién es un proceso
de comprobacién que aplicamos a lo que la intuicidn nos sugiere. Parece que la demostracion si parece
desempenar un papel importante: minimiza el riesgo de contradicciones. En este sentido, Weil dice que
la 16gica es la higiene que el matemdtico practica para mantener sus ideas sanas y fuertes.

En definitiva, el sucinto repaso que hemos dado en esta apartado al concepto de demostracién nos
muestra que es un concepto poliédrico, complejo, controvertido histdrica y epistemolégicamente. Ello
debe tener consecuencias diddcticas en la ensefianza de las matemdticas, consecuencias que abordaremos
en los siguientes apartados.

SOBRE EL SISTEMA CONJETURAS-PRUEBAS-REFUTACIONES EN
LA ENSENANZA DE LAS MATEMATICAS

Polya (1966) explica que aseguramos nuestro conocimiento matemdtico mediante el razonamiento
demostrativo pero apoyamos nuestras conjeturas, nuestras intuiciones por medio del razonamiento plau-
sible. Una prueba matemdtica es razonamiento demostrativo pero la evidencia intuitiva del fisico, la
circunstancial del abogado, la documental del historiador y la estadistica del economista pertenecen al
razonamiento plausible.

Hay grandes diferencias entre las dos clase de razonamiento. El razonamiento demostrativo es se-
guro, definitivo, y estd mds alld de toda controversia. El razonamiento plausible es azaroso, discutible y
provisional. Aquél es incapaz de producir un conocimiento esencialmente nuevo sobre el mundo; para
aprender algo nuevo necesitamos el razonamiento plausible que es la tinica clase de razonamiento que
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utilizamos en nuestra vida cotidiana. El razonamiento demostrativo tiene modelos rigidos, codificados
y aclarados por la légica (formal o demostrativa), que es la teoria del razonamiento demostrativo. Los
modelos del razonamiento plausible son fluidos y no hay teoria de este razonamiento que pueda ser
comparada a la 16gica demostrativa en claridad o que tenga un consenso comparable.

Sabemos que las matemdticas ofrecen una excelente oportunidad de aprender el razonamiento
demostrativo pero los programas usuales de las escuelas no ofrecen una oportunidad semejante de
aprender el razonamiento plausible. Desde luego hay que aprender a probar pero también hay que apren-
der a intuir. Lo importante no serd tanto sefalar el cardcter axiomdtico subyacente como el cardcter de
inferencia, mejor adn de explicacion, que tiene una demostracién. Esto es, demostrar algo serd llegar a
ello a partir de otros supuestos, generalmente de nivel mds bajo, pero sin estar excesivamente preocupa-
do por una rigida ordenacién de los niveles. La tarea principal serd la de subrayar ese cardcter explicativo
yno la de llegar a los mds elementales supuestos o axiomas.

Los dos razonamientos (demostrativo y plausible) no se contradicen entre si, se completan uno al
otro. En el demostrativo lo principal es distinguir una prueba de una intuicién, una demostracién vélida
de un intento sin validez. En el razonamiento plausible lo importante es distinguir entre intuiciones,
unas mds y otras menos razonables.

Un estudiante seriamente interesado en matemdticas, que pretenda dedicar a ellas su vida, debe
aprender el razonamiento demostrativo; es su profesién y el signo distintivo de su ciencia. Sin embargo,
para obtener un éxito real debe también aprender el razonamiento plausible; de él dependerd su labor
creadora. El estudiante no volcado a las matemdticas deberia aficionarse también al razonamiento de-
mostrativo: quizd tenga poca necesidad de usarlo directamente pero con ¢l adquirird una destreza para
identificar las supuestas evidencias de todas clases con que se enfrentard en la vida moderna. Sin embar-
go, en todos sus esfuerzos necesitard del razonamiento plausible.

Como corolario, dirfamos que hay que hacer demostraciones en la clase de matemdticas. Y ello
porque la especial contribucién de las matemdticas y quizds la justificacién dltima para incluirlas en los
programas estd en que no tratan de hechos aislados sino que las verdades de las matemdticas dependen
légicamente unas de otras. Este corolario no implica que haya que dedicarse a demostrar lo obvio como
sucede a veces en nuestras clases, eso hay que evitarlo.

Herndn (1982) ofrece un esquema operativo para que un estudiante de matemdticas aprenda las
dos clases de razonamiento. Afirma que, desde un punto de vista heuristico, pueden sefialarse en el pro-
ceso de demostracién las siguientes etapas:

descubrimiento de la regularidad de una situacién

sistematizacién de los ejemplos

conjetura

critica de la conjetura (excepciones, falta de generalidad, imprecision, casos limite,...)
nueva conjetura

demostracién de la conjetura

critica de la demostracion

En el marco de este esquema procesual son varias las preguntas pertinentes para la investigacién en

Diddctica de las Matemdticas:
sQué etapas son alcanzadas por los alumnos y cuéndo?
¢Es la etapa “natural” en la educacién secundaria la conjetura o lo es la demostracién?
sQué condiciones han de cumplirse para el aprendizaje de estos aspectos procesuales de las
matemadticas?
¢Pueden conseguirlo la mayorfa de los alumnos?
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Vamos a intentar dar algunas respuestas a estas preguntas mediante el andlisis de tres problemas
que tienen como objetivo preferente estudiar el sistema conjetura-demostracidn, utilizado por estudian-
tes de secundaria.

1. El tesoro y el abedul

Roberto ha encontrado un pergamino que muestra una isla desierta donde estd enterrado un tesoro. En
dicha isla hay tres drboles: un abedul, un roble y un pino.

El pergamino dice asi: “ Desde el abedul, camina hacia el roble contando los pasos: Bajo el roble debes
girar un dngulo recto hacia la derecha y dar el mismo nibimero de pasos. Marca una cruz en el suelo. Vuelve al
abedul y camina hacia el pino contando los pasos. Bajo el pino gira un dngulo recto hacia la izquierda y camina
el mismo niimero de pasos. Marca otra cruz en el suelo. Cava en el punto medio de las dos cruces. Allf estd el
tesoro.”

Al ir a buscar el tesoro, Roberto encontrd que el abedul habia desaparecido, sélo quedaban el pino y el
roble. ;Podrias ayudarle a encontrar el tesoro?

El trabajo fue propuesto a un grupo de 14 alumnos de 3° de BUP, para realizar en casa sin limita-
cién de tiempo y de forma voluntaria. Hubo en la realizacién de la tarea conjeturas (“el tesoro parece
estar en tal punto...”), tanteos, comprobaciones pero ninguna demostracion. Es destacable que ninguno
de los alumnos tuvo la idea de emplear el método de las coordenadas, cuando se habia trabajado ya la
geometria analitica.
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Hay varias consecuencias diddcticas que conviene explicitar: -

Demostrar sin intuiciones previas o sin conjeturas trabajadas es una coartada para tener ocupada a
una clase. En el caso del problema del tesoro la demostracion afiade algo porque ya se tiene la intuicién
del resultado. Es entonces cuando produce una apertura metodoldgica y una satisfaccién intelectual.
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Las demostraciones han de ser “intuitivamente” convincentes. Deberfa procurarse excluir de ellas
es cardcter “teoldgico” y hermético que poco contribuye a animar hacia las matemdticas a la inmensa
mayorfa de los estudiantes.

Hay que educar al alumno en el gusto por la certeza y el alumno ha de ser consciente de la necesi-
dad de demostracién. Por ejemplo, en el problema del tesoro es indudable que el procedimiento de
resolucion utilizando coordenadas demuestra que el tesoro estd donde estd y justifica y explica por qué
la desaparicién del abedul no afecta a la busqueda del tesoro. Hay que insistir con el alumno que el
procedimiento demuestra, justifica y explica.

El gusto por la certeza y el sentimiento de la necesidad de demostracién no son cosas que puedan
identificarse (desde un punto de vista psicoldgico) y las estrategias diddcticas para alcanzar uno u otro
no han de presentar las mismas caracteristicas. La conviccién de la certeza aparece muy generalmente
entre estos alumnos bien cuando han hecho una conjetura razonable, bien cuando la casualidad o la
suerte les ha llevado a un lugar de su campo de visién lo suficientemente prominente como para consi-
derarlo tnico y en el que se detienen como el punto deseado de llegada, sin preguntarse por las condi-
ciones que le confieren ese valor. Piensan, no sin razdén, que lo importante es haber hallado el tesoro, no
el modo de hallarlo.

2. Poligonos

14 Parte:

a) Dibuja varios poligonos. Dibuja en cada uno de ellos tantas diagonales como puedas (sin que ninguna
corte a otvas salvo en los vértices).

b) ;Ves alguna relacion entre el niimero de lados del poligono y el mimero de diagonales que no se cortan?
24 Parte:

[)

n

[

II
v !
1 7,4 5,2 ‘

4,

Parece que el miimero de diagonales (que no se cortan) que pueden trazarse en un poligono es igual al
nikmero de lados menos tres. ;Es cierta esta afirmacion para todos los poligonos? Investigalo a fondo y luego
expdn tus conclusiones y tus razones.

Con el objeto de evitar que la 22 parte del enunciado influyese en la primera, la 22 parte sélo era

entregada al alumno una vez que éste habia dado por terminada la primera.
Herndn (1982) resume los resultados conseguidos:
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Conjetura Critica de la Demostracion Critica de la
conjetura demostracion
De los 15 11 2 5 0
alumnos de
2°BUP
De los 7 de 6 0 4 0
3°buenos
De los 18 de 2 0 1 0
3° malos
De los 29 de 23 6 1 (y otros 4 0
COU intentos
incompletos)
Han dibujado solo Han trazado diagonales
poligonos convexos solo radiales
De los 15 de 2° 11 10
De los 7 de 3° 7 6
De los 29 de COU 19 12

En la 22 parte del problema, en la que ya se daban dibujados poligonos no convexos ha sido muy
frecuente utilizar la terminologfa “poligono regular” para significar poligono convexo y “poligono irre-
gular” para significar poligono no convexo.

A titulo explicativo diremos que Herndn considera critica de la conjetura (“el nimero de diagonales
es tres unidades inferior al ndmero de lados”) la realizacidon de preguntas como “;He contado todas las
diagonales?”, “;Qué es una diagonal?” En los dos tipos de demostracion que aparecieron en los trabajos,
la “radial” y la de “triangulacién”, la critica de la demostracién podria tomar las siguientes directrices: el
procedimiento de diagonalizacién radial ses el tnico posible?, si sigo otro procedimiento ;obtendré otro
resultado? Se podrian hacer preguntas andlogas para el procedimiento de triangulacidn.

Hay varias consecuencias diddcticas que se desprenden del andlisis de este problema:

El concepto ingenuo de diagonal (segmento interior al poligono y que une dos vértices no consecu-
tivos) y el concepto ingenuo de poligono (poligono convexo) se han de transformar en conceptos mejor
definidos. Pero la definicién no debe venir de la nada, caer sobre el alumno que no ha participado en
ella.

Dice Lakatos (1978): “En el estilo deductivista, las definiciones generadas en el curso de las de-
mostraciones son desgajadas de sus “demostraciones antepasadas’, se presentan esas definiciones de un
modo artificial y autoritario como llovidas del cielo. Se ocultan asi los contracjemplos globales que in-
dujeron a su descubrimiento. El estilo heuristico, por el contrario, ilumina estos factores. Pone de relieve
la situacidn-problema: subraya la “légica” que dio nacimiento al nuevo concepto”.

La critica de la definicién y la critica de la conjetura van, pues, unidas. Por otro lado, la critica de
la definicién y de la conjetura pueden llevar a la critica de la demostracién aunque, en el caso del proble-
ma de los poligonos, la critica de la demostracién no ha sido intentada por nadie. Es como si encontrada
primero la conjetura y después la demostracién de ella, la gratificacion psicoldgica que ello supone inhibe
la posterior critica.

Son muchos los alumnos que estiman como demostracién la mera reafirmacién de la conjetura. La
evidencia empirica parece eximirles de la demostracién. Sin embargo, la conjetura es anterior y diferente
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ala demostracion. La préctica tan habitual segtin la cual el profesor expone demostraciones a alumnos
que no han tenido ocasién de hacer conjeturas destina a los alumnos a mirar, hurtdndoles la prdctica
matemdtica real que es hacer. Y la accidn, es decir, el compromiso matemdtico del sujeto, estd en con-
jeturar y demostrar él. Después puede ser ayudado en la critica de sus propias conjeturas y demostracio-
nes.

Para criticar los trabajos de otros (los teoremas de los libros de texto) no hay lugar ni tiempo (sal-
vo casos excepcionales) en la ensefianza secundaria. En este punto es ilustrativo reproducir la historia de
Mantecén en las memorias de Bufiuel (Mi tltimo suspiro): “Recuerdo también las clases de Filosofia, en
las que el profesor nos explicaba, con una media sonrisa compasiva, la doctrina del pobre Kant, por
ejemplo, que se habfa equivocado tan lastimosamente en sus razonamientos metafisicos. Nosotros tomd-
bamos notas apresuradas. En la clase siguiente, el profesor llamaba a uno de los alumnos y le decia:
iMantecén! jReftiteme a Kant!. Si Mantecén llevaba la leccién bien aprendida, la refutacién duraba
menos de dos minutos”.

En definitiva, queda claro, a nuestro juicio, que una vez que el estudiante ha conseguido poner en
pie una conjetura fuerte muestra una gran proclividad a mantenerse en ella, a considerar que tiene el
cardcter de una demostracién. Y cuando ha elaborado una demostracién (o una explicacién) de la con-
jetura parece haber agotado sus recursos. La critica de las demostraciones propias (en los pocos casos en
que tiene lugar) es un proceso ulterior y metodolégicamente muy distinto. Conviene advertir que la
capacidad de falsar nuestras propias hipdtesis es una destreza de alto nivel cognitivo, sujeta a fuertes
sesgos del sistema de procesamiento humano (por ejemplo, el sesgo confirmatorio); esta cuestion la tra-
taremos en el apartado 4 al analizar la tarea de las cuatro tarjetas.

3. El niimero de regiones

N rectas distintas de un mismo plano se cortan dos a dos en puntos distintos. Se parte asi el plano en p re-
giones distintas. Decir si:

P=2n
P=2n+1
P=nn+1)2 +1
P =4n-5

Ninguna de esas cosas.
Da razones

22 alumnos de 2°BUP y 14 alumnos de 3°BUP, de forma voluntaria, resuelven el problema en
casa sin marcatles limite de tiempo.

En cuanto a los resultados, 20 alumnos de 2° deciden que la 32 expresion es la correcta y 2 afirman
que “ninguna es vdlida” (después de hacer comprobaciones equivocadas). La comprension correcta del
papel de los contraejemplos parece, pues, sélidamente adquirida. Hay 10 alumnos que se limitan a dar
por vélida la férmula 32 mediante la técnica comprobacién-contracjemplo. Hay otros 9 que intentan dar
algtin tipo de demostracidn, es decir, que quieren aportar otras razones independientes de esa compro-
bacién. Ninguno consigue, sin embargo, una demostracién acabada, sino que se limitan a una induccién
incompleta.

Por lo que respecta a los alumnos de 3°, 12 consideran la 32 expresion como vdlida. De los 2 res-
tantes, uno dice que todas las férmulas son vilidas y el otro que ninguna lo es. 4 de los 12 se dan por
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satisfechos con la comprobacién-contraejemplo. Los otros 8 intentan demostraciones, varias de ellas de
gran calidad y alguna muy original.

En cuanto a las implicaciones diddcticas de estos resultados, conviene enfatizar el dato de que la
diferencia entre comprobacién y demostracién y la consiguiente necesidad de demostracién fue aprecia-
da por 9 alumnos de 2° y por 8 alumnos de 3°. Sin embargo, las razones dadas por los alumnos pertene-
cen mds a la categorifa de explicaciones que a la de demostraciones. Dicho de otro modo, se acepta la
plausibilidad de la conjetura “cada nueva recta afiade tantas regiones a las que ya habfa como rectas
haya” pero ninguno de los alumnos demuestra su conjetura de manera suficientemente satisfactoria,
desde el punto de vista 16gico. Con lo que vuelve a confirmarse que una vez descubierta por uno mismo
la conjetura, la necesidad de una demostracién “acabada’ es un paso bien distinto y de otro orden de
dificultad.

La profundidad que muestran los mejores trabajo de 3° es superior a la que logran sus homdlogos
de 2°. Hay motivo para pensar que una razén para ello es la superior potencia de atencién y concentra-
cién en una tarea altamente abstracta de la que, en igualdad de condiciones, son capaces los alumnos de
3°.

Como resumen del andlisis que acabamos de hacer de los tres problemas, podemos decir que las
tareas matemdticas de explorar, formular preguntas, conjeturar y reorganizar las conjeturas, son las 4reas
mds atractivas y aquellas por las que el aprendizaje de las matemdticas puede ser de utilidad para todos.
Con todo, es cierto que el pensamiento reproductivo, es decir, el hdbito de usar respuestas aprendidas,
tiene dos ventajas: es mds fcil de ensefiar y es mds fdcil de someter a exdmenes. Mientras que el pensa-
miento productivo, que consiste en crear nuevas situaciones y en usar nuevas organizaciones, es mds
dificil de ensefiar, requiere mds tiempo y necesita de otros esquemas de temporalizacién de la ensefianza
y estructura de las clases. Con estos datos hay que contar a la hora de la toma de decisiones diddcticas.

En todo caso, con estos tres ejemplos queda bien establecida, a nuestro juicio, la necesidad de tra-
bajar el sistema de conjeturas- pruebas- refutaciones, como metodologia de encuentro del razonamiento
demostrativo con el razonamiento plausible en la ensefianza secundaria.

OBSTACULOS EN EL APRENDIZAJE DE LA DEMOSTRACION
POR REDUCCION AL ABSURDO

Obstdculos epistemoldgicos

Mediante una demostracién en matemdticas se trata de hacer una reconstruccién, a la medida, de
ciertas parcelas de pensamiento con el fin de poder comunicar la validez de la construccién o existencia,
segtin los principios filoséficos asumidos, de un objeto abstracto. Usamos una reconstruccién légica para
hacer demostraciones objetivas, que se puedan repetir y contrastar inter-subjetivamente. Poincaré ( 1902)
considera que el entendimiento en su proceder requiere de algtin acto adicional: “Es preciso aceptar
entonces que el razonamiento matemdtico tiene por si mismo una especie de virtud creadora y que, por
consiguiente, se distingue del silogismo” .

Un caso singular entre los métodos de razonamiento utilizados para transmitir la validez del discur-
so matemdtico, que merece una atencion especial, es el de reduccion al absurdo. Se admite normalmente,
a veces sin reflexionar demasiado, por la mayoria de los matemdticos y profesores de matemdticas, que
para probar la proposicién A se supone que es cierta —A, y si sacamos de esta suposicién cualquier absur-
do, cualquier contradiccidn con las verdades ya establecidas, se concluye que A es cierta.
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El esquema de razonamiento por reduccién al absurdo se identifica con el razonamiento hipotético:
Sea A el enunciado que pretendemos deducir a partir de los enunciados ya admitidos (T). Suponemos
que (-A) entra a formar parte de la base establecida con lo que los enunciados admitidos pasan a ser
T+(-A). La estrategia de demostracion consiste en deducir un enunciado B formalmente contradictorio
con un enunciado ya deducido en T. Es decir, se obtiene en T+(-A) un B tal que su negacién (-B) estd
ya probada en T. Llegados aqui, concluimos que A es deducible en T.

Ahora bien, si ((-A) - B) es deducible, resulta por la regla de inferencia del modus tollens que
((-B) - -(-A)) se puede deducir, con lo cual -(-A) es un teorema de T. En todo rigor, si de la hipétesis
suplementaria (-A) deducimos un enunciado contradictorio con cualquier enunciado ya establecido, en-
tonces la negacién de la negacién de A es deducible. Para concluir la deductibilidad de A se necesita
asumir alguna hipdtesis suplementaria como por ejemplo -(-A) — — A, lo que los intuicionistas rechazan
sin remision. Esta cuestion es una de las que genera una ruptura dentro de la epistemologia de las mate-
mdticas: para un formalista, el enunciado A es absolutamente sustituible por el enunciado -(-A) mien-
tras que para un intuicionista A y -(-A) son cosas distintas.

Obstdculos cognitivos

El ser humano, analizado como un sistema de procesamiento de informacidn, se enfrenta a un
problema masivo de reduccién de informacién. Tanto la formacién como la manipulacién de represen-
taciones mentales deben realizarse de un modo muy selectivo (de informacién) usando alguna forma de
procesamiento heuristico. De manera similar, debemos tener estrategias de busqueda selectivas, inteli-
gentes, para recuperar de nuestra vasta memoria de conocimientos factuales y procedimentales justo
aquellos {tems relevantes al problema a resolver. Por ello es poco sorprendente que un sistema cognitivo
tal sea vulnerable a sesgos y errores.

Evans (1989) analiza en profundidad varios estudios experimentales con tareas de razonamiento
deductivo e inductivo muy conocidas en la psicologfa cognitiva, que son consistentes con lo que acaba-
mos de decir. Asi, frecuentemente la gente es capaz de comprender y usar bien un principio légico en
una situacion e ignorarlo o usarlo mal en otra situacién. Otras veces, particularmente en tareas de ra-
zonamiento estadistico, parece que los sesgos pueden reflejar una comprension defectuosa de los prin-
cipios implicados (una revisién de algunos sesgos del razonamiento probabilistico puede encontrarse en
Sdenz, 1998).

La Tarea de Seleccion de Wason (1966), también conocida como tarea de las cuatro tarjetas, es un
buen ejemplo de un tipo de sesgo del razonamiento deductivo (base de la demostracién) que viene
originado por no aplicar bien un principio que, sin embargo, es comprendido. Efectivamente, aunque
los sujetos tengan una razonable comprensién de las condiciones de verdad de un enunciado condicional
(A - B), fracasan sistemdticamente en la formulacion de una estrategia efectiva para verificar dichas con-
diciones en la versién estdndar de la tarea que dice asi:

Hay cuatro tarjetas. Cada tarjeta tiene una letra impresa en un lado y un nitmero impreso en el otro. Dos
de las tarjetas muestran letras (una consonante y una vocal) y las otras dos muestran niimeros (uno par y otro
impar), ast:

A H 4 7
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Se enuncia la siguiente regla: “Si una tarjeta tiene una vocal en un lado, entonces tiene un niimero impar
en el lado opuesto”. ;A qué tarjetas hay que darle la vuelta obligatoriamente para saber si la regla es verdadera
o falsa?

Esta tarea se ha convertido en uno de los problemas mds estudiados en la historia de la investiga-
cién en razonamiento humano. Resulta engafiosamente simple pero la gran mayoria de personas no da
la solucién correcta: dicen, o bien que serfa suficiente con datle la vuelta a la tarjeta A, o bien, que serfa
necesario girar la A y la 7. Sin embargo, las tarjetas que hay que girar son la A y la 4 (o bien, las cuatro
tarjetas, dependiendo de cédmo se interprete la regla).

sPor qué es tan dificil la tarea de seleccién? Una explicacién que deberfamos rechazar rdpidamente
es que se debe a la ambigiiedad de la regla. Aunque se dice que una vocal debe tener un impar en el re-
verso, el sujeto podria interpretar que un impar debe tener también una vocal en el reverso. En este
caso el sujeto estarfa leyendo la regla condicional como una equivalencia mds que como una implicacién.
Eso no justificaria la seleccion de Ay 7 porque si la regla es interpretada como equivalencia la solucién
correcta serfa elegir obligatoriamente las 4 tarjetas y esa opcion no la toma précticamente ningtin sujeto.

La explicacién original de Wason (1966) fue que los sujetos mostraban lo que en psicologia
cognitiva se llama el sesgo de confirmacién. En otras palabras, que su error se debfa a que intentaban
encontrar evidencia que confirmase la regla mds que encontrar evidencia que la falsase. (Se ha demos-
trado que los cientificos, con frecuencia, caen en el sesgo confirmatorio, cuestién muy grave para la prdc-
tica del método cientifico).

El problema es que en el método de demostracién por reduccién al absurdo hay que falsar la tesis
como punto de partida y comprender en profundidad un enunciado condicional. A laluz de lo dicho
hasta aqui, se puede atisbar lo ilusorio que es pensar que, por ejemplo, el argumento pitagdrico acerca
de la irracionalidad de la diagonal de un cuadrado (utilizando el método de demostracién por reduc-
cién al absurdo) constituya una demostracién para los estudiantes (de secundaria). A este propdsito cabe
recordar lo que Hume decia refiriéndose a los argumentos de Berkeley: que no admitfan la menor répli-
cay que no causaban la menor conviccion. Nunca hay que dar por supuesto el dominio o la familiaridad
con los elementos l6gicos que se utilicen en la demostracién.

Obsticulos diddcticos

En definitiva, si en los campos de la filosofia y de la psicologia de las matemdticas hay problemas
con el método de demostracion por reduccidn al absurdo, también los hay en el campo de la ensefianza.
Cualquiera que haya utilizado este método de demostracion en el bachillerato y se haya preocupado un
poco de captar las reacciones del alumnado se habrd encontrado con un nivel de desconcierto casi
absoluto. La cosa no es para menos: El profesor empieza su discurso diciendo que quiere demostrar que
determinada proposicién p es cierta y para ello va a partir de la hipétesis de que p es falsa. El pensamiento
inmediato del alumno lo lleva a considerar lo absurdo de la propuesta sobre todo cuando tiene acceso
a una aproximacién heuristica de la proposicién.

Pero eso no es lo mds grave; si la cadena deductiva conduce con éxito a la contradiccidn, ocurre
que ésta tanto se puede referir a la negacién de alguna de las hipStesis como a alguno de los resultados
obtenidos en los pasos intermedios del razonamiento o incluso a algunos de los teoremas del corpus
matemdtico anteriormente demostrados. Al final, el alumno, que se debate entra la posicién autoritaria
del profesor y cierta magia del método, aprende la demostracién de memoria pero lo cierto es que en el
aislamiento de la contradiccién no ve temblar el edificio matemdtico por ninguna parte.
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Efectivamente, la utilizacién del método de demostracidn por reduccién al absurdo no es tinica y
profesores y libros de texto siguen los mds diversos patrones de razonamiento cuando invocan el método.
Garcia Sudrez (1999) dentro de un trabajo experimental preguntd a 50 profesores de bachillerato:
“+Crees que el método de reduccién al absurdo debe utilizarse en alguna demostracién en BUP o COU?
En caso afirmativo cita dos teoremas en los que utilices el método.”

Un 52% de los profesores se mostraron partidarios de la utilizacidon del método y entre los teoremas
mds citados aparecieron los siguientes:

-Irracionalidad de la v2

-Unicidad de la expresion de las coordenadas de un vector respecto a una base

-Unicidad del limite

-Teorema de Euclides (no existe un niimero primo mdximo)

-Teorema de Bolzano

A continuacién el autor analiza los esquemas de demostracion utilizados en cada caso tomando
como fuente los libros de texto al uso en los correspondientes niveles:

1. Unicidad de las coordenadas: Sea V'un espacio vectorial y B={v v, ,...,v, } una base. Suponga-
mos que v[JV admite las dos expresiones: v = 2, v, +ap, +..+a vy v=bv, +b,v +.+b v ,
entonces 0 = (a, -b, Jv,+...+(a, -b )Jv, => (independencia lineal) => (2, -6,) = 0,... (a, -b ) = 0
=>a,=b,,..,a, =b .

Esta no es una demostracién por reduccién al absurdo porque no hay ninguna contradiccién

2. Unicidad del limite:

Supongamos que existen dos limites /,y [, ysea [J< ABS (1,1, )/2, atendiendo a la definicién de
limite existen o, ,d, tales que:

x[E (a,d, ) => flx) OE(1, )

x UE (a,d,) => flx) E(, )

d=min(d,.d,)=>flx) OE(I,,e)nE(,,[]) = ®

Contradiccién: el vacio no tiene elementos, como se ve la contradiccidn se establece en el nivel de
los fundamentos (definicion de funcién, de conjunto vacio)

3. Teorema de Euclides: Queremos demostrar que no existe un niimero primo mdximo x. Supon-
gamos que tal x existe. Sea y = 2.3.5....x +1. Si y es primo entonces x no serfa el mdximo primo. Si y es
compuesto deberd tener un divisor z distinto de 2, 3, 5, ..., x. Pero y es primo o compuesto (principio
del tercio excluso) => en cualquiera de los dos casos x no serfa el mdximo primo.

Este es el esquema cldsico de demostracién por reduccién al absurdo donde la contradiccién se da
al negarse la negacién de la tesis que se pretende establecer.

Como se desprende del andlisis de estos tres casos, al hablar de una demostracién por reduccion al
absurdo se presupone la equivalencia de mecanismos de demostracion bastante diferentes entre si, lo que
dificulta la comprensién por parte de los estudiantes. Conclusién: serfa necesario introducir en el bachi-
llerato y primeros cursos de facultad contenidos matemdticos dirigidos a conseguir un minimo adiestra-
miento en el esquema de demostracion. Estos contenidos deben presentarse en bloques compactos para
que los objetivos operativos (aprendizaje de contenidos) no eclipsen los metodoldgicos.

Generalmente, la primera vez que un alumno de secundaria se enfrenta con el método de demos-
tracién por reduccién al absurdo es para demostrar de la irracionalidad de v2 . Los libros de texto nor-
malmente hacen una demostracién estrictamente formal y concisa de dicho teorema. Un procedimiento
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tipico es el siguiente: Queremos demostrar que no existe ninguna fraccién tal que su cuadrado sea igual
a 2. Supongamos que si existe y sean p y ¢ niimeros enteros para los cuales (p/g)° =2, donde podemos
suponer que p y ¢ no tienen factores comunes porque en otro caso podriamos simplificar la fraccién.
Pero si (p/q)’ =2, entonces p’=24" y por tanto p es divisible por 2. En este caso p” es también divisible
por 4, puesto que es el cuadrado de un niimero par. Asf p? =4y ; esto es, 24° =4q, y ¢°=2q,. De esto se
sigue que ¢ debe también ser divisible por 2. Pero esto contradice la suposicién de que p y ¢ no tienen
factores comunes. Esta contradiccién demuestra que el cociente p/g no puede ser expresado mediante
un nimero racional.

Frente a esta demostracion estdndar y abstracta existen posibles alternativas mds adecuadas al de-
sarrollo intelectual de un alumno de secundaria. Por ejemplo la que ofrece Herndn (1982): Si V2 =a/b,
donde @ y & son primos entre si, entonces 2 =a%/b% a’=2b% 0’=a?/2, Ahora bien,

Si g termina en & termina en b’ termina en b termina en
1 1; imposible

2 4 2; imposible

3 9; imposible

4 6 3; imposible

5 5; imposible

6 6 3; imposible

7 9; imposible

8 4 2; imposible

9 1; imposible

0 0 50en0 50en0

Asi pues, la tinica posibilidad es que @ termine en 0y & termine en 0 0 en 5, en cuyo caso 2 y b tie-
nen como divisor comun el 5, contradictorio con el hecho de que @ y & sean primos entre si.

En resumen, se debe tener presente al tratar de introducir a un alumno en el método deductivo, que
en sus esquemas de pensamiento no tiene integrada ninguna de las reglas admitidas para la obtencién de
teoremas (el modus ponens, el modus tollens,...), tal como hemos sefialado al hablar de los obstdculos
cognitivos. Por ello, la invitacién a la utilizacién normativa de las reglas de derivacién debe ser forzada
por alguna cuestion externa al sistema formal, a poder ser, susceptible de reinterpretacién fisica. Asi, la
demostracién del Teorema de Euclides (“no existe un ndmero primo mdximo”) puede venir motivada
por la aplicacién que tiene la propiedad enunciada para los mensajes cifrados o las telecomunicaciones
debido a la dificultad de descifrar cédigos que dependan de la factorizacién de nimeros obtenidos c6mo
producto de primos del orden de cien o mds cifras.
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DEBATE DEL SEMINARIO I: )
PRUEBA Y DEMOSTRACION: RAZONAMIENTO MATEMATICO

»

Tomds Ortega

Se presenta un resumen de las notas tomadas en el transcurso del debate siguiendo el orden de las
intervenciones y citando a los autores de las mismas.

Comienza el Seminario de Investigacion a las 9:45 h con la exposicién de Marcelino Ibafies, a con-
tinuacién intervienen César Sdez y Angel Martinez, que cierra el turno de ponencias. A continuacién, en
el turno de réplica, interviene José Manuel Matos, que deja planteadas 3 cuestiones para el debate: la
primera es de tipo curricular y en ella se pregunta si todos los alumnos deben estudiar demostraciones,
y si algunos tipos de alumnos revelan mayores dificultades con las demostraciones; la segunda es de na-
turaleza diddctica y plantea qué caracteristicas debe reunir una cultura de aula para que se desarrolle el
aprendizaje de la demostracidn; la tercera es ideoldgica cuestiona la relacién entre la demostracion y una
racionalidad de génesis europea.

Los tres ponentes dan respuestas afirmativas a la primera pregunta. Cesar apuesta por el esquema
de Lakatos, indica que debemos clarificar el concepto de demostracién matemdtica y que si ésta debe ser
légico-deductiva, entonces no debe ser el tinico camino a seguir en Educacién Secundaria. Marcelino
comenta que su exposicién estd basada en un trabajo de investigacién mucho mds amplio en el que sf que
se ha tenido en cuenta la vertiente curricular, y ello desde distintos enfoques, y que, incluso, se dan
orientaciones curriculares precisas.

Interviene Juan Diaz Godino afirmando que el campo de la Investigacién en Educacién Matemdtica,
que es muy amplio, se centra en un enfoque unidimensional, cognitivo-ideoldgico, pero el campo diddc-
tico, el campo de la accidn, requiere procesos instrumentales. La investigacion tiene que pasar al campo
de la accién y aqui son muy importantes las situaciones de validacién.

Eduardo Lacasta indica que quizds Ibafies se ha centrado mds en un enfoque cognitivo; pero que si
uno piensa en la filosofia Piagetiana, mds alld de los 12-13 afos los alumnos estdn preparados para el
pensamiento matemdtico légico-deductivo. Sin embargo, segtin lo que se ha mostrado parece que esta
demostracién no puede hacerse.

Toma la palabra César Sdez y afirma que la teoria de los estadios de Piaget estd superada y que las
investigaciones actuales indican que la demostracién légico matemdtica no se puede abordar, hay que ir
a un concepto mucho mds amplio, mds abierto, y admitir demostraciones menos formales.

Angel Martinez abunda en este planteamiento y afirma que en Bachillerato deben admitirse demos-
traciones informales.
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Interviene Modesto Sierra postulando que los alumnos de Bachillerato deben hacer demostraciones
y que las demostraciones matemdticas que estos alumnos deben hacer son las que aparecen en los libros
buenos de matemdticas, y hace la distincién entre finitistas, que son propias de la Geometria, y no
finitistas, que son propias del Andlisis.

Maria Lluisa Fiol destaca que la demostracién presenta una matemdtica muy 4rida y muy rigida, ya
cristalizada, le parece que la demostracién bloquea al estudiante. Termina su intervencion preguntando
cudl es el camino por el que se debe llevar a la gente para que los alumnos pongan en marcha la imagi-
nacioén y el aspecto creativo.

Tomds Ortega hace referencia a los estilos de la demostracion, que tienen que ver con el tipo de
inteligencias de los alumnos y afirma que un tipo de demostracion adecuada al tipo de inteligencia puede
favorecer la creatividad y la imaginacién. Como ejemplo cita la propiedad citada por Angel Martinez del
dngulo de las bisectrices de dos dngulos adyacentes y afirma que echa en falta un estilo geométrico, que
para muchos alumnos podia ser mds interesante. Después, citando la tesis de Marcelino Ibafies, indica
la conveniencia de distinguir la demostracion matemdtica de otros procesos, ya presentes en la literatura
como vias intermedias entre la explicacién intuitiva y la demostracién formal, destaca Harel y Showder
(1998) utilizan el término de esquema de prueba desde la perspectiva del alumno y hacen una clasifica-
cidén, que es completada por Ibafies en 2001, T. Ortega propone la utilizacion de esta terminologfa, ya
establecida.

M2 Victoria Sdnchez propone pasar a debatir el punto que hace referencia a la cultura de aula y
propone que se promueva el aprendizaje de la demostracién.

Carlos Castro indica que €l lo plantearfa en términos de contrato diddctico y que si que pedirfa a los
alumnos de Bachillerato que “probaran algo”, ahora, esto se hace de forma muy mutilada.

José Manuel Matos afirma que si pensamos en la demostracién con perspectivas de futuro, enton-
ces, ésta tiene que ver, como proceso, con otras caracteristicas, y si que se deben hacerse demostraciones
porque éstas son el dnico vehiculo para establecer matemdticas. Sin embargo, sélo los alumnos que van
a cursar “Ciencias” en la Universidad son los que necesitan estudiar el tipo cldsico de demostraciones.
Termina su intervencién haciendo referencia a los tipos de alumnos, afirmando que hay relaciones de
tipo epistemoldgigo que se reflejan mds en los alumnos de la periferia de las grandes ciudades.

Nuria Rosich postula que el tema de las demostraciones se plantea desde el punto de vista de los
que enseflamos y, si bien es verdad que muchas veces se pretende despertar la imaginacidn y la creativi-
dad en los alumnos, muchas otras se plantea la clase sin la finalidad clara de que los alumnos razonen,
justifiquen, construyan, etc.

Juan Diaz Godino lanza como hipétesis de trabajo que hay una postura de “confusién argumentativa”
en el seno de la clase de matemdticas, de tal manera que en las fases exploratorias de resolucion de proble-
mas, es necesario utilizar cualquier tipo de recurso exploratorio (incluyendo razonamientos de tipo inductivo,
analdgico, etc.). Pero en la fase de institucionalizacion de los conocimientos la argumentacién que se requie-
re es de tipo deductivo. Los alumnos no discriminan de manera inmediata las circunstancias en las que es
pertinente cada tipo de argumentacién.

Se producen otras intervenciones apuntando que hay una orientacién corriente en la que se ha
pasado de una matemdtica universal a otra muy concreta, del “2+2” al “dos cosas concretas + dos cosas
concretas”. En algtin punto hay que basarse en el razonamiento matemdtico, porque es el fundamento
del conocimiento matemdtico, y el pensamiento abstracto es el nicleo y la base de la matemdtica.

Finaliza el debate con la intervencién de T. Ortega indicando que el razonamiento matemdtico no
es sinénimo de demostracion matemdtica y sefiala la dificultad que ésta entrafia y hace una reflexién en
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voz alta preguntdndose el porqué buen nimero de sus alumnos del CAP, que se han pasado cinco afios
demostrando, no consiguen demostrar que los dngulos opuestos por el vértice son iguales.

Siendo las 13:30 el coordinador agradece el trabajo realizado a los tres ponentes y al reactor, la-
menta la incomparecencia de Philippe R. Richard, y da por terminado el Seminario de Investigacién.
Este Seminario ha tenido una asistencia de 58 personas.
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RESUMEN

Este trabajo expone el punto de partida de una investigacién cualitativa de corte interpretativo, de-
limitando el objeto de estudio, los sujetos de los que se obtendrd la informacién y caracterizando todo
el proceso utilizando los términos al uso. Se entra en detalle, después, en los instrumentos de la inves-
tigacion, particularmente en los disefiados “ad hoc”, entendiendo que los otros son de uso comtin den-
tro de la investigacion cualitativa y estdn suficientemente descritos y estudiados.

ABSTRACT

This paper shows the starting point of a qualitative and interpretative research process, focusing on
the object of the study and the subjects who contribute information. It presents too a characterization
of the whole process applying usual terms in qualitative research. One deals after with the research
instruments, mainly with those which were designed “ad hoc” as they might promote a deep discussion
at this seminary.

INTRODUCCION

Entiendo que es objetivo de este seminario aportar, a través de investigaciones realizadas desde
paradigmas diferentes, elementos que permitan a medio plazo ayudar a caracterizar componentes de un
cuerpo tedrico en la investigacion en Educacién Matemdtica.

Me era dificil encontrar un discurso compartido con los demds participantes, en el sentido de en-
contrar un mismo “problema” que, al ser resuelto para cada uno de nosotros, pusiera en evidencia los
puntos de encuentro, las caracteristicas diferenciales y suficientes elementos para debatir.

Sugeri, entonces, al coordinador del seminario que cada uno de nosotros sintetizara un proceso de
una investigacién dentro de su paradigma, usara unos descriptores genéricos para exponerla y planteara
algunas cuestiones al debate desde su propia percepcion de posibles debilidades del proceso.

Esa ha sido mi opcidn, por tanto. Procuraré, brevemente, exponer el punto de partida de una inves-
tigacién, delimitaré el objeto de estudio, los sujetos de los que se obtendrd la informacidén y caracterizaré
todo el proceso utilizando los términos al uso. Me detendré después, un poco mds, en los instrumentos
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de la investigacién, particularmente en los disefiados “ad hoc”, entendiendo que los otros son de uso
comun dentro de la investigacién cualitativa y estdn suficientemente descritos y estudiados.

Entiendo que la investigacién en Educacién Matemdtica comparte presupuestos y métodos comu-
nes a gran parte de la investigacion que se realiza dentro de las Ciencias Sociales como dmbito, concre-
tamente el modelo interpretativo (cuyos origenes se remontan al siglo XVIII, aunque como alternativa a
la corriente positivista no se extiende hasta la segunda mitad del siglo pasado) (Erickson, 1989). Es
posible que, a medio plazo, consigamos un “corpus” tedrico suficiente para minimizar el grado de depen-
dencia con aquél. Creo que, en definitiva, ese es uno de los objetivos de este seminario.

CARACTERIZANDO UNA INVESTIGACION

La investigacién, cuyos elementos caracterizaré brevemente a continuacién, parte de un hecho
puesto de manifiesto en trabajos anteriores: Las concepciones y creencias de los profesores condicionan su
desarrollo y actuacion profesional.

A) Objeto de estudio

Desde esa perspectiva, se pretendi realizar un acercamiento a las concepciones y creencias del
profesor, con un énfasis metodoldgico; es decir, que aunque se perseguia elaborar un perfil de los profe-
sores participantes, la investigacién no pretendia establecer patrones generales entre el profesorado ni
incidir, a corto plazo, sobre los profesores que se iban a estudiar en la misma a raiz de la informacién
obtenida. Por tanto, en esencia, tenfa una relevancia mayor la elaboracion de medios para obtener, interpre-
tar y analizar la informacién.

B) Sujetos de estudio (informantes)

Los sujetos de estudio a los que, en adelante, llamaré informantes para no utilizar términos cuyo
significado adquiere sentido dentro de otro paradigma de investigacion, fueron tres profesores de mate-
mdticas de Educacién Secundaria. En el apartado siguiente comentaré un poco mds su seleccidn.

C) Caracteristicas de la investigacion

Los referentes tedricos, dentro de la investigacidn educativa, que se utilizaron (cuyos términos
usaré para exponer las caracteristicas del proceso) fueron los trabajos de Wittrock (1989), Lincoln y
Guba (1985), Bardin (1986), Arnal y col. (1992) y, fundamentalmente, Goetz y LeCompte (1988).

Desde esos presupuestos tedricos, la investigacion realizada fue:

Etnogrdfica; se pretendid comprender los acontecimientos tal y como los concebian los
informantes, mediante una inmersién en su pensamiento y en su accidn. En ese sentido, es
también de corte interpretativo.

Longitudinal; los informantes fueron ofreciendo informacién a lo largo de un periodo
aproximado de 18 meses.

Tuvo componentes tanto de campo como de laboratorio, ya que la informacién se obtuvo tanto
en el hdbitat profesional natural de los informantes como fuera de él.

Estas primeras caracteristicas condicionaron la eleccion de los informantes. Era preciso disponer de
profesores que:
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a) Confiaran en el equipo de investigacion. Ello implicaba que cada parte tuviera un conocimiento
personal y profesional de la otra.

b) Consintieran de forma consciente a la utilizacién de parte de su tiempo libre por parte de los
investigadores, as{ como a la intromisién en sus tareas docentes (observacién, andlisis de
documentos de trabajo,...)

¢) Mostraran disposicién e interés hacia la problemdtica de la ensenanza y la investigacion en el
drea.

Esta eleccién, por tanto, no fue realizada bajo ningun criterio estadistico.

Inductiva; las herramientas que se utilizaron (obtencién-interpretacién-andlisis) no estaban
disefiadas totalmente a priori. Se disponia de una versién inicial depurada pero se admitfa su
modificacién durante el proceso. Ello exigi6 la inclusién de procesos de revisién o “feedback”.
También, por ello, la investigacién tuvo un cardcter subjetivo.

El cardcter longitudinal permitié obtener informacién en distintos momentos del proceso de ense-

fanza-aprendizaje: antes, durante y después de los actos de ensefianza.

Por todo lo anterior, la investigacion puede calificarse de descriptiva, generativa 'y constructiva.

D) Instrumentos utilizados

D.1) De recogida de informacion (primer orden): Con la intencién de obtener un “acercamiento por
planos” al pensamiento de los informantes, se disefié un proceso recursivo cuya primera fase fue general
y el resto personalizada. Ello supuso un andlisis de cada fase previo al disefio de la siguiente.

El instrumento inicial de andlisis (modificable por el proceso, como ya se ha dicho) sirvié de base
para la elaboracién de dos cuestionarios (primeros instrumentos de primer orden), uno tipo Likert y otro
semiabierto. Ese instrumento de andlisis (de segundo orden), que se fundamenta en un modelo tedrico
elaborado sobre la base de una revisién profunda de las investigaciones en este dmbito, si se tiene a priori
en una primera version.

La versién de los cuestionarios que fue cumplimentada por los informantes fue precedida de otras
versiones que sufrieron sucesivas modificaciones, fundamentalmente de cardcter semdntico y sintdctico,
al ser analizados por expertos. En la elaboracién de estas versiones fueron utilizados otros cuestionarios
disponibles en la literatura al uso.

Los cuestionarios, que funcionaron como detonantes, fueron seguidos de varias entrevistas:

Una primera, informal (sin guién) a la entrega de los cuestionarios.

Otra tras el andlisis de estos (personalizada y semiestructurada).

Otra tras las observaciones de aula (evocacién del recuerdo).

Otra durante el andlisis, por parte del informante, de una grabacién en video de otro profesor.

Son también de primer orden las observaciones de aula y los artefactos (programaciones, pruebas y
valoracién de éstas).

D.2) De andlisis de la informacion (segundo orden): Las denominadas tablas CEAM' y CRP? son, en
su inicio, modelos tedricos de categorias/subcategorias e indicadores (descriptores de éstas) elaborados,
como se ha dicho, sobre la base de la investigacién en este dmbito. El informe de la investigacién
(Contreras, 1998, 1999) destina dos capitulos para la explicacién detallada del proceso de elaboracién
de cada uno de estos modelos, respectivamente. Estos dos capitulos (http://www?2.uhu.es/luis.contreras/
Investigacion/Inicio.htm, capitulos 2 y 3) confieren a esta investigacién un énfasis en el contexto de des-

! Sobre Concepciones acerca de la Ensefianza y Aprendizaje de las Matemdticas.

% Sobre Concepciones acerca del papel de la Resolucién de Problemas en el aula.
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cubrimiento (Echevarria, 1995). En la elaboracién de estos modelos se utilizé una amplia bibliografia
tedrica y empirica. Cabe destacar el cldsico de Howson, Keitel y Kilpatrick (1981).

D.3) De clasificacion e interpretacion de la informacién (tercer orden): Sirvieron para catalogar (inter-
pretar) y presentar, de forma organizada para su posterior contraste, los datos obtenidos mediante una
previa seleccién de unidades de informacion.

D.4) De presentacion de los datos (cuarto orden): Fueron informes personalizados de los informantes
a la luz de los indicadores obtenidos en cada una de las categorias antes citadas. Para la redaccion de este
informe se tuvo, previamente, una sesion con cada informante para comunicarle su perfil y ver su grado
de conformidad con el mismo (consenso). La informacién obtenida a través de los cuestionarios no se
utilizé en los instrumentos descritos en los dos apartados anteriores.

No parece relevante para los objetivos de este seminario entrar en detalle en los instrumentos de
primer orden, sobre todo porque pertenecen a un campo de investigacién muy definido y la literatura
ofrece suficientes recomendaciones para su elaboracién y uso. Tampoco es momento de entrar en deta-
lle sobre el proceso de elaboracién de los modelos tedricos que condujeron a las tablas CEAM y CRP,
y que bdsicamente, estdn compuestos por un total de 6 categorias (metodologfa, sentido de la asignatura,
concepcién del aprendizaje, papel del alumno, papel del profesor y evaluacién) elaboradas sobre la base
de los caracterizadores de un modelo diddctico de Gimeno (1985). Estas categorias son, posteriormen-
te, desarrolladas en 35 y 29 indicadores, respectivamente, para cada una de las cuatro tendencias diddcticas
de referencia (tradicional (TR), tecnoldgica (TE), espontaneista (E) e investigativa (I)). Si parece rele-
vante, sin embargo, ejemplificar su uso y el proceso de clasificacion e interpretacién posterior. Me refiero
a los instrumentos de tercer y cuarto orden vy a los controles de calidad que se incluyeron (proceso de
revision).

INSTRUMENTOS DE TERCER'Y CUARTO ORDEN. PROCESO DE
ELABORACION Y REVISION

En los datos obtenidos a través de los instrumentos de primer orden el primer paso fue delimitar,
como se muestra en el siguiente ejemplo (marcada en cursiva en la trascripcion), las unidades de infor-
macién, entendidas como aquellos enunciados correspondientes a una misma cuestién base con una li-
gazén sintdctica y/o semdntica. Podemos encontrarlas dentro de una respuesta concreta o a través de
varias coordinadas. En una misma unidad, el informante puede aportar datos sobre uno o mds
pardmetros (indicadores y/o categorias):

PG: Y que luego tienen unos resultados buenisimos.

E: ...buenisimos...

PG: ... y después ti eres mds mala que un...

E: Hay otros, sin embargo, que han estado haciendo unas ciertas cosas en clase, y luego
hacen todo lo contrario, en el examen les piden todo lo contrario, supongo que también
lo has conocido, en la facultad o en algun sitio...

PG: §Si...

E: Gente que lo que pone en el examen, aparentemente al menos, no tiene ninguna
relacién, es decir, nos encontramos ambos polos. ;T4 dénde te sitdas?, ;hacia dénde te
inclinas?
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PG: Hombre, yo creo, que yo pongo los exdmenes..., pues méds o menos cosas como las que
hacemos en clase, vamos, no el mismo problema, pero si del mismo tipo.

E: Es decir, que un poco la clase es un entrenamiento...

PG: Si, yo intento que lo sea...

E: ...para el examen.

PG: Si.

E: Hay veces que tienes la idea de que lo has hecho muy bien, pero por lo que sea el
control te dice que no es asi, es decir, que hay muchas veces que lo que nosotros cree-
mos que es una buena ensefianza no ha conducido a que los alumnos aprendan, ja qué
achacas tu este tipo de situacion?

PG: Pues generalmente a que los alumnos no tenian los conocimientos previos necesarios para
asimilar ese tema que se ha dado, 0 porque no tienen interés, no estin motivados para enten-

der eso que t le estds explicando nuevo.... No sé, una de esas cosas...me imagino...lo
que te dije antes, ;no?

E: Hay veces que estds con un resultado que tiene una prueba muy sencilla, muy ele-
mental, de manera que el alumno lo llega a entender, comprende cada paso que ti has
dado, pero no se lo cree. Como por ejemplo, lo que pusimos antes del algoritmo de
conversién de 0, 9 periddico a 1, ;te parece importante que los alumnos se lo crean?,
¢no te importa que los alumnos se lo crean, lo que te importa es que los alumnos lo
entiendan, lo comprendan?, ;lo acepten?

PG: Yo ya te decia que s7 ellos no estdn convencidos, que no importa. Que...hombre, de
alguna manera si que se lo tienen que creer, porque se ha probado y se ha demostrado. Pero

que si no lo comprenden, que ya lo comprenderdn...mds adelante, que no hace falta
entenderlo todo...bueno, o estar convencido de...de cualquier cosa en el momento, sino
que ya... hombre, que a la hora de udilizarlo, si es verdad que lo tienen que
utilizar y que se lo tienen que creer, pero aunque sea como un acto de fe, pero que ya lo
irdn entendiendo en su momento. Que no me preocupa que no estén convencidos, y
que ...no sé, al revés me parece bueno, por lo menos ahi hay un criterio, una posicién
critica ante algo, ;no?

Después se procedié a su interpretacion, es decir, a la asignacion de indicadores de las tablas CEAM
o CRP (en el ejemplo anterior figuran marcados en el margen derecho), previo acuerdo entre investiga-
dor y co-investigadores. Una vez efectuada dicha asignacion se procedié a la constatacién escrita de las
unidades de informacidn clasificadas® por categorias, colocando al comienzo su nimero de orden prece-
dido de un cédigo distintivo del instrumento utilizado para su obtencién (D-declaracién-, E-entrevista-
, O-observacion-, EV-evocacién-, VV-visionado de video) y al margen derecho el indicador asignado con
su descripcién (empleando abreviaturas por cuestiones de formato), como se ejemplifica en el cuadro 1.

3 Los cédigos de cada uno de ellos se componen de la sigla tendencia diddctica (TR; TE; E; I) seguida de un ndmero de
1 a 35, en el caso de CEAM, o de 1 2 29 en el de CRP.
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UNIDADES DE INFORMACION DE PG (CEAM)

PAPEL DEL ALUMNO

D4. [El numero de aprobados es un indicador fiel del éxito] del plan
trazado por el profesor y acatado por los alumnos...1a clase no es solo el
profesor...

T15+TR16: No participa en el
disefio didéactico + Unico
responsable de la transferencia E-
A. Sumision

VV3. [En la dindmica de la clase] el profesor modera, los alumnos
siguen las pautas del profesor; tienen la iniciativa (salen a la pizarra).

T15: No participa en el disefio
didactico

DS. [ante malos resultados] les invito a que vuelvan a estudiarse los
temas.

TR16: Unico responsable de la
transferencia E-A. Sumision

E26. [Si una buena ensefianza no conduce a un buen aprendizaje se
debe] generalmente a que los alumnos no tenian los conocimientos

aprobado el examen, se van estudiando la recuperacion y las dudas que
van teniendo me las van preguntando alli en la misma clase...Pero,
generalmente, esto no se da...

: . L TRI16
previos necesarios para asimilar ese tema que se ha dado, o porque no
tienen interés...
EV6. [Si los resultados son bajos] intentaré hacer mas ejercicios sobre
esa parte...si el resultado es bajo pues tendran que...vamos, ya después
tendran oportunidad de subirlos o de recuperarlos...los que no han TR16

E22. Si...estoy explicando un tema, y...veo que nadie se entera, pues voy
mas despacio...Procuro adaptarme a ellos en ese sentido. Pero si...t0 vas
siguiendo el ritmo de la clase...los tipicos que estudian solamente para el
examen...no te pueden ir siguiendo todos los dias, yo...no me paro a
contemplarlos...

TR/TE16: Unico responsable de
la transferencia E-A.
Sumision/Responsable principal
(motivacion por el contexto)

E9. [En clase] yo siempre llego preguntando si hay algo que preguntar
de lo que no se haya entendido de lo anterior....pues primero...cuando
empiezo un tema pues darle un poco de teoria y después hacer
ejercicios...sobre todo este afo...que estoy siguiendo el libro, todos los
ejercicios del libro...se consideran propuestos, entonces la gente, la poca
gente que trabaja siempre tiene alguna duda y entonces siempre vamos
haciendo ejercicios, los ejercicios que van preguntando....hay otras veces
que, segiin como vea al personal...es que tengo un jueves a las dos 'y
media y...pues, "venga, vamos a hacer problemas" y ya estd, ;no?,
"sacad los libros y...empezamos por aqui...", si a mi me parecen algunos
interesantes se los sefialo y si no que ellos vayan haciendo problemas
y..., y en otros momentos, cuando yo llego y esta la gente insoportable,
pues borro la pizarra inmediatamente y empiezo a explicar para que se
callen...

TR17+T18: Escucha y copia +
Atiende

02. Los alumnos atienden y copian

TR17: Escucha y copia

E27. Si ellos no estan convencidos [de algo que se ha probado] se lo
tienen que creer...porque ya se ha probado y se ha demostrado...

TR/TE21: Acepta/cree

Cuadro 1. Extracto de la organizacién de datos, dentro de la categorfa Papel del Alumno con el instrumento de

tercer orden.

A continuacién, se procedid a sefializar cada uno de los indicadores afectados en las tablas (instru-

mentos de segundo orden). Con ello se iba obteniendo una aproximacién al perfil de cada individuo que

se iba representando, simplificado, en un cuadro en el que estaban ausentes los nombres de los

indicadores (cuadro 2).
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Serfa poco honesto omitir la secuencia real de esta parte del proceso, que aqui aparece con una
linealidad nada comparable al recorrido con vericuetos y continuos “avance-retroceso” que lo caracteriza-
ron.

La seleccién de las unidades de informacién es uno de los aspectos més delicados de este proceso de
andlisis cualitativo. Si la hace un tnico investigador estd amenazada por la subjetividad; si la hacen varios es
imprescindible una fuerte compenetracién y coherencia que es dificil conseguir fuera de un grupo de trabajo
suficientemente consolidado. En nuestro caso, el andlisis y la interpretacién de la informacién han sido lle-
vados a cabo por tres investigadores. Asi, la seleccién era hecha individualmente y discutida después y, de
esta forma, la compenetracién antes aludida fue aumentando a medida que avanzaba el proceso.

Una vez decididas las unidades del texto que aportaban informacién, se procedid a su catalogacién.
Aqui también fue elaborada una propuesta por cada uno de los investigadores y consensuada después.
Ninguna unidad fue catalogada sin aprobacién por parte del equipo de investigacién.
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Cuadro 2: Perfil* concepcidn de la ensefianza y el aprendizaje de la Matemdtica de PG tras incorporar los
elementos de la tabla anterior. En este caso se visualiza el estado del perfil, en este momento, de la categorfa
Papel del Alumno.

“ En una tabla similar, sobre 29 indicadores, se ubicarfan los elementos para la obtencién del perfil sobre la concepcién
del papel de la Resolucién de Problemas de un informante, tras haberlas clasificado en una tabla como la mostrada en el
cuadro 1, pero para CRP.
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Finalmente, este proceso sufrié varias revisiones que, a su vez, supusieron una revisién del sistema
de categorias e indicadores (modelo tedrico). Una de estas revisiones -que hemos llamado revisién ver-
tical en concordancia con Carrillo (1998)- consistié en comparar, en un mismo individuo, todas las
unidades catalogadas bajo un mismo indicador, asi como todos los indicadores obtenidos, no con el
propdsito de eliminar incoherencias, sino con el de evitar aquéllas que hubieran sido motivadas por erro-
res de apreciacion de los investigadores; en la otra -que llamaré revision horizontal, también en concor-
dancia con Carrillo (1998)-, la comparacién fue en el mismo sentido pero entre todos los individuos,
indicador por indicador. Con ambas pretendi tanto reducir el margen de posibles respuestas caracteri-
zadas bajo un mismo indicador, como minimizar las diferencias interpretativas debidas a las alteraciones
que podrian haberse derivado de no simultanear todos los andlisis, cuestién por otro lado insoslayable.
Finalmente, se puso en conocimiento de los individuos estudiados su modelo mental (o perfil, entendido
como la traslacién que efectia el investigador de la imagen mental que da a conocer un informante sobre
algtin aspecto de su conocimiento).

Esta tltima fase condujo a una enriquecedora negociacion. Cabe comentar, en este sentido, el ele-
vado grado de acuerdo existente con los tres sujetos.

El proceso de elaboracién y revisién descrito se visualiza en el cuadro 4.

|| CATEGORIZACION SEGUN MODELO TEORICO ||

| SELECCION DE UNIDADES DE INFORMACION |

v

SUGERENCIAS DE REFORMAS PUNTUALES DE
LA CATEGORIZACION

v

UBICACION DE UNIDADES | @ |

EN SUS CATEGORIAS

v

REVISION, TRAS EL ANALISIS DEL ULTIMO
INFORMANTE, DE LOS ELEMENTOS DE LA
CATEGORIZACION

2" CATEGORIZACION 2" SELECCION DE U.L

ANALISIS VERTICAL
(elementgs aislados)

3* CATEGORIZACION — 3*SELECCION DE U.L

v

ANALISIS HORIZONTAL
(comparacién entre elementos)

4" CATEGORIZACION 4*SELECCION DE U.L

| PROPUESTA DE MODELO MENTAL

Cuadro 4

‘ Consenso

||| MODELO MENTAL DEFINITIVO m
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Por tdltimo, como suele ser comun sobre todo en los estudios cualitativos, se elaboré un informe
descriptivo de la concepcién de la ensefianza de la matemdtica y de la resolucién de problemas de cada
individuo. A su vez, estos informes se utilizaron como variables a la hora de realizar el informe final (ins-
trumentos de cuarto orden), en el que se buscaron relaciones entre ambas en cada uno de los sujetos
analizados.

A MODO DE SINTESIS

El proceso de investigacién que se ha descrito y que puede encuadrase dentro del modelo
interpretativo de investigacién educativa’, parte de la base que el comportamiento humano puede ser
explicado de distinta forma a la empleada para otros fendmenos caracteristicos de las ciencias experi-
mentales. Se trata de una investigacién que requiere la participacién intensiva en el contexto, un cuida-
doso registro a través de notas de campo, grabaciones,... y una reflexién analitica que culmina con la
elaboracién de un informe.

A diferencia de modelos de corte positivista, el investigador no se mantiene al margen, sino que se
implica en el proceso de relaciones humanas que conlleva la investigacidn produciéndose constantes
interacciones e influencias. Biddle y Anderson (1989) afirman que al sumergirse en la dindmica de una
entidad social, el investigador puede descubrir hechos o procesos que posiblemente pasarian por alto si
se utilizaran otros métodos mds estandarizados.

“La finalidad de la investigacion cientifica serd comprender los fendmenos educativos, a través del andlisis
de las percepciones e interpretaciones de los sujetos que intervienen en la accion educativa” (Colds y Buendia,
1994, p.50). En estos casos no se busca la generalizacién de resultados; a lo sumo teorfas inductivas de
cardcter orientativo derivadas de especificas universalidades de distintos estudios de caso.

Para garantizar criterios de calidad, Zabalza (1991) argumenta que una correcta fundamentacién
tedrica, una adecuada utilizacién de diversos instrumentos (diarios, entrevistas, etc.) y con la
triangulacién de los datos es suficiente. Una adecuada “combinacion de métodos en el estudio del mismo

fendmeno” (Marcelo, 1994, p. 39) aporta suficientes elementos de validacién.

ALGUNAS CUESTIONES PARA EL DEBATE

Termino planteando algunas cuestiones para las que no ofreci una respuesta durante el simposio.
Alguna de ellas me las plantee durante el proceso de investigacin, otras a posteriori. En cualquier caso,
pienso que, de cara a los objetivos de este seminario, era interesante contrastar opiniones sobre ellas y,
por ello, no ofreci mi punto de vista sobre las mismas. Sin embargo creo que quien se acerque a este
trabajo con la intencién de replicarlo si deberfa, en algin momento, darle respuestas.

1. ;Hasta qué punto es relevante en este tipo de investigaciones la determinacién del nimero de
informantes? Es cierto que no se utilizaron elementos cuantitativos en el andlisis (herramientas estadis-
ticas), simplica ello que la determinacién del nimero de informantes queda libre de ataduras?, ;es inte-
resante considerar posibles abandonos y preverlos?, shubiera aportado un mayor nimero de informantes
mds elementos constructivos a este proceso generativo-inductivo?

2. ;Eslavia utilizada para el estudio la ptima para alcanzar los objetivos pretendidos?

3. ;Qué relevancia pueden tener los hallazgos?, ;qué grado de reproductibilidad tiene este tipo de
estudio?

Y, més genéricamente dentro de la tradicién cientifico-empirista desde una dptica antropolégica.
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4. ;Es relevante que los informantes tengan un grado similar de experiencia educativa?
5. ¢Deben ser consideradas al mismo nivel las informaciones obtenidas desde diversas fuentes?
6. ;Es realmente necesaria la presencia del co-investigador?
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RESUMEN

En este texto se reflexiona sobre la problemdtica que surge cuando, al planificar o realizar una in-
vestigacién, nos damos cuenta de que los marcos tedricos pertinentes existentes no cubren nuestras
necesidades. También se muestran dos ejemplos, que permiten observar este fendmeno, de investigacio-
nes en las que sus autores tuvieron que elaborar un nuevo marco tedrico porque los existentes eran, en
un caso, inadecuados y, en el otro caso, incompletos.

ABSTRACT

This paper is a reflection on the problem raised when, while planing or elaborating a research,
researchers realize that available theoretical frameworks don’t fit their necessities. Two examples of
research were such problem may be observed are presented. In both researches, authors had to elaborate
a new theoretical framework because the available ones were cither inappropriate or incomplete.

INTRODUCCION

Es normal que un campo de investigacién interesante atraiga la atencion de diversos equipos, gene-
ralmente ubicados en paises diferentes. Aunque los equipos se conozcan e intercambien informacion de
vez en cuando, lo mds habitual es que cada uno tenga su linea de investigacion y sus objetivos, métodos
de trabajo, etc., lo cual se traduce en resultados y propuestas diferentes. Esta situacién, que por s{ misma
es enriquecedora, puede llevar a otros investigadores posteriores a tener que resolver algunos conflictos
en el momento de determinar un marco de referencia para su propio trabajo:

En algunos casos conviven marcos tedricos diferentes que, al menos en cierta medida, son contra-
dictorios o incompatibles. A los investigadores que empiezan a trabajar en este campo no les queda mds
remedio que adoptar un marco y rechazar el otro, o rechazar ambos y definir el suyo propio, diferente.

En otros casos, las propuestas publicadas previamente, aunque dentro del mismo marco tedrico
global, corresponden a diferentes aproximaciones al problema de investigacion (por ejemplo, referidos a
estudiantes de diferentes niveles educativos, o a distintas variables relevantes). Aqui los nuevos investi-
gadores suelen empezar adoptando una de las lineas de trabajo pre-existentes, pero en ocasiones, una vez
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que empiezan a analizar los datos que han recogido, se dan cuenta de que ni esa ni ninguna otra aproxi-
macién previa les permite obtener respuestas suficientemente satisfactorias para sus cuestiones de inves-
tigacién.

Ante situaciones como las descritas en los pdrrafos anteriores, creo que la postura mds razonable y
productiva es coger el toro por los cuernos, abandonar el refugio cémodo de los trabajos previos y desa-
rrollar nuestro propio marco creando los elementos necesarios para llevar la investigacion adelante. En
las siguientes pdginas describiré dos ejemplos, un de cada tipo, sacados de mi propia actividad. Al prime-
ro me referiré brevemente, pues se trata de una investigacién que tuvo lugar hace algunos afios, es sufi-
cientemente conocida por los interesados en este tema, y mi mala memoria no me permite recordar con
suficiente detalle algunos momentos clave del proceso. El segundo ejemplo puedo describirlo con mds
detalle, pues estoy trabajando en ¢l actualmente y, por tanto, tengo todos los detalles a mi alcance.

FRENTE A MARCOS TEORICOS INADECUADOS, UN MARCO
TEORICO DIFERENTE

El “descubrimiento” del modelo de razonamiento matemdtico de Van Hiele por los investigadores
de los paises occidentales tuvo lugar tras la publicacién de “Mathematics as an educational task”
(Freudenthal, 1973) y de una conferencia de I. Wirszup (1976). Durante la década siguiente, vieron la
luz resultados de diversas investigaciones dirigidas a estudiar varias componentes de los niveles de Van
Hiele y a observar su aplicacin a la ensefianza. Las investigaciones mds influyentes de esa época (Usiskin,
1982; Fuys, Geddes y Tischler, 1988; Burger y Shaughnessy, 1986) utilizan criterios de evaluacién del
razonamiento de los estudiantes muy diferentes, basados en tests escritos de eleccién maltiple en el
primer caso o en entrevistas clinicas en los otros.

A pesar de las claras diferencias metodoldgicas entre las tres investigaciones, comparten el mismo
marco tedrico, que tiene dos caracteristicas destacables: i) El resultado de la evaluacién del razonamiento
de un estudiante es su asignacién a #no de los niveles de Van Hiele. ii) Hay dificultades para asignar
algunos estudiantes a un nivel de razonamiento porque éstos muestran claramente en sus respuestas la
presencia de dos niveles de razonamiento consecutivos. En las tres investigaciones, los autores justifican
estos casos, atipicos pero en cantidad significativa, aludiendo a la posibilidad de que los estudiantes es-
tuvieran en la transicién de un nivel al siguiente, pero no van mds alld de esta rdpida conjetura y no
desarrollan el concepto de transicién. Por tanto, a pesar de sus diferencias, las tres investigaciones se
sitdian en un marco tedrico que interpreta los niveles de razonamiento de Van Hiele como una sucesién
discreta en la que sélo cuando se ha desarrollado por completo un nivel es posible que comience a de-
sarrollarse el siguiente y en la que, por tanto, la transicién de un nivel al siguiente es muy rdpida.

Las demds investigaciones sobre el modelo de Van Hiele publicadas en los 80 y principios de los 90
que conozco utilizan de forma mds o menos directa la metodologfa de alguna de las tres publicaciones
mencionadas antes, y todas asignan sus estudiantes a un determinado nivel de Van Hiele.

Alrededor de 1988, J.M. Fortuny inicié una investigacién sobre los niveles de razonamiento de Van
Hiele en geometria espacial a la que nos unimos poco después A. Jaime y yo. Aplicar los métodos cono-
cidos de asignacién de niveles de Van Hiele no nos resultaba satisfactorio, pues notdbamos que debfamos
poner “en el mismo cajén” respuestas demasiado diferentes. Ademds, algunos de los problemas plantea-
dos en nuestros experimentos planteaban varias preguntas encadenadas, encontrando casos de estudian-
tes que mostraban niveles de razonamiento diferentes en las sucesivas respuestas al mismo problema,
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por lo que no nos parecia razonable asignar estos estudiantes a un nivel de razonamiento despreciando
parte de sus respuestas.

Asi pues, nos encontramos con la falta de un marco tedrico previo adecuado. Como consecuencia
de nuestro esfuerzo para avanzar en la investigacion, surgié un marco teérico basado en una interpreta-
cién de los niveles de Van Hiele con dos caracteristicas clave que lo diferencian del anterior: i) Recono-
cer que la transicién de un nivel al siguiente puede ser lenta, larga en el tiempo y, por tanto, observable
y evaluable. ii) Asumir la estructura jerdrquica de los niveles de Van Hiele, pero reconocer la realidad
escolar, en la cual es posible que comience a desarrollarse un nivel de razonamiento antes de que el nivel
anterior esté completamente desarrollado.

La aplicacién de este nuevo marco tedrico dio lugar al concepto de los “grados de adquisicién” de
los niveles de Van Hiele y a una metodologfa de asignacién de estudiantes a los niveles completamente
diferente de la usada hasta ese momento. No explicaré aqui en qué consiste esta metodologfa ni mostra-
ré un ejemplo de aplicacion, pues no es mi objetivo en este texto. Ver Gutiérrez, Jaime y Fortuny (1991)
y Jaime (1993).

A pesar del avance que supuso la definicién de este marco tedrico, todavia no estaba justificada la
posibilidad de que los estudiantes inicien la adquisicién de un nivel de razonamiento antes de haber
completado la adquisicidn del anterior. Esto se logrd en investigaciones posteriores (Jaime y Gutiérrez
1994; Gutiérrez y Jaime 1995), en las que consideramos cada nivel de razonamiento como integrado por
varias habilidades (describir, clasificar, definir, demostrar) que los estudiantes deben desarrollar para
adquirir plenamente dicho nivel. Ocurre con frecuencia que la ensefianza escolar potencia unas habili-
dades mds que las otras, por lo que los estudiantes progresan mds en el desarrollo de las primeras y, antes
de completar la adquisicién de un nivel, inician la adquisicién del nivel siguiente.

FRENTE A MARCOS TEORICOS INCOMPLETOS, UN MARCO
TEORICO QUE LOS INCLUYA

Un tema por el que la comunidad de investigadores en diddctica de las matemdticas mantiene un
interés sostenido desde hace muchos afios es el de la adquisicion de la capacidad de razonamiento formal
y el aprendizaje de los métodos de demostracién formal en matemdticas. Rastreando en las bases de
datos, se pueden encontrar numerosas publicaciones relacionadas con este tema, si bien sélo unas pocas
incluyen aportaciones realmente dtiles para entender a los estudiantes de Secundaria y Universidad.
Centrdndonos en los tltimos 25 afios, y sin 4nimo de ser exhaustivos, podemos considerar el trabajo de
Alan Bell como el primero que va mds alld de la consideracién estricta de las demostraciones formales
como tinico modo admisible de demostracién.

Bell (1976 b) plantea que la demostracién (formal o no') puede tener diversos objetivos en mate-
mdticas: “Verificacion”, cuando intenta asegurar la veracidad de una afirmacién. “Iluminacién”, cuando,
ademds de asegurar su veracidad, permite entender por qué es cierta una afirmacién. “Sistematizacién”,

! Las publicaciones internacionales sobre este tema usan de manera undnime el término “demostracién” para referirse a las
demostraciones matemdticas formales, pero hay un pequefio caos en el uso de la terminologfa al referirse a las maneras no
formales de conviccién: Términos como “explicacion”, “verificacién”, “justificacién” o “demostracién” se usan unas veces
para referirse al mismo concepto y otras veces para referirse a conceptos diferentes. En la literatura en espafiol la cosa se
complica mds porque aparece también “prueba”. Mi opcién personal es, cuando tengo que elegir uno de los términos
anteriores, quedarme con “justificacién”, aunque creo que deberiamos hablar de “demostraciones formales”, “demostraciones
no formales” y “demostraciones” (para aludir a ambos tipos a la vez), pues es necesario transmitir al mundo de la ensefianza
la idea de que no hablamos de dos cosas diferentes sino de dos aspectos de una misma cosa, la demostracién en matemdticas,
y ayudar de esta forma a desmitificarla y a que estudiantes y profesores le pierdan el miedo.
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cuando permite organizar el enunciado demostrado en un sistema de axiomas, definiciones y otros teo-
remas. Michael de Villiers desarrolla posteriormente esta linea de investigacién describiendo nuevos
objetivos para la realizacién de una demostracién (De Villiers, 1993): “Descubrimiento”, cuando la
demostracién conduce al descubrimiento o invencién de nuevos conceptos o teoremas. “Comunica-
cién”, cuando la demostracion tiene como objetivo transmitir conocimientos matemdticos a otras per-
sonas. No obstante, con frecuencia los estudiantes no se sienten identificados con ninguno de los obje-
tivos anteriores de las demostraciones. Un elemento clave para entender por qué un estudiante resuelve
los problemas de demostrar como lo hace es conocer sus creencias al respecto, es decir qué tipos de
argumentos considera convincentes y cudles no (De Villiers, 1991). En este sentido, un objetivo de la
ensefianza de las matemdticas es inducir un cambio en las concepciones de demostracion de los estu-
diantes. Esta linea de investigacion queda fuera de mis trabajos, por lo que no me referiré mds a ella.

Desde una perspectiva complementaria a la anterior, Bell (1976 a, 1976 b) hace una descripcién de
diversos tipos de demostraciones no formales producidas por los estudiantes, las cuales representan
puntos en el camino hacia el razonamiento y la demostracién formales. Identifica dos categorias de de-
mostraciones, las “empiricas”, caracterizadas por el uso de ejemplos como elemento de conviccidn, y las
“deductivas”, caracterizadas por el uso de elementos deductivos abstractos para conectar los datos (o
hipdtesis) y la conclusién. En las demostraciones empiricas Bell describe diferentes tipos, que van desde
aquéllas que usan ejemplos sin relacién directa con el enunciado planteado hasta las que consisten en la
verificacién sistemdtica del enunciado en todos los ejemplos posibles (conjunto finito). En cuanto a las
demostraciones deductivas, su tipologfa se basa en diferentes grados de completitud al construir las ca-
denas de argumentos, desde las fallidas, en las que realmente no existe tal cadena, hasta las completas,
cuando se produce una deduccién matemdticamente correcta. En la base del estudio de Bell estd la
concepcién de que cada enunciado matemdtico lleva asociado un conjunto de ejemplos (finito o no) y
que para demostrar la veracidad del enunciado hay que verificar todos sus ejemplos. Por este motivo, su
tipologfa analiza la completitud de los conjuntos de ejemplos usados por los estudiantes.

Otra de las referencias obligadas en la investigacién sobre los procesos de aprender a demostrar es
el trabajo de Nicolas Balacheff. En su tesis doctoral (Balacheff, 1988), este autor da un paso adelante
sobre los resultados de Bell introduciendo una clasificacién mds amplia de tipos de demostracién, en la
cual el énfasis no estd s6lo en la relacién entre los ejemplos usados y el enunciado que se quiere demos-
trar, sino en el motivo por el que los estudiantes usan los ejemplos. Esta investigacién se basa en un
experimento cuyo fin es analizar las respuestas de un grupo de estudiantes a varios problemas de demos-
trar. Balacheff identifica dos categorfas de demostraciones, las “pragmdticas”, basadas en manipulaciones
o en ¢jemplos concretos, y las “conceptuales”, basadas en la formulacion abstracta de propiedades ma-
temdticas y de relaciones deductivas entre ellas. En la categoria de demostraciones pragmdticas describe
los tipos de “empirismo naif”, basado en la verificacién del enunciado que hay que demostrar en unos
pocos ejemplos, normalmente elegidos de manera aleatoria, “experimento crucial”, basado en la seleccién
cuidadosa de un ejemplo con el convencimiento de que si la conjetura es cierta en este ejemplo, lo serd
siempre, y “ejemplo genérico”, basado en la seleccién y manipulacién de un ejemplo que actia como
representante de su clase, por lo que la demostracién, aunque sea particular, pretende ser abstracta y
tener validez para toda la clase representada. Entre las demostraciones conceptuales, Balacheff distingue
el “experimento mental”, cuando los estudiantes interiorizan las acciones realizadas previamente (gene-
ralmente observacién de ejemplos), las disocian de esas acciones concretas y las convierten en argumen-
tos abstractos deductivos, y el “calculo simbdlico”, cuando la demostracion se basa en la transformacién
de expresiones simbdlicas formales.
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Probablemente porque los resultados proceden de experimentos con estudiantes de secundaria, no
suficientemente avanzados, la tipologfa de Balacheff no analiza en profundidad las demostraciones for-
males.

Mds recientemente, Harel y Sowder (1998) han propuesto varios “esquemas de demostracién”,
tipos de justificaciones que convencen a los estudiantes y que ellos usan para convencer a otros estudian-
tes y al profesor. Estos autores identifican tres categorias de esquemas de demostracién: Los de “convic-
cidén externa”, aquéllos en los que se alude a una autoridad externa al propio problema, los “empiricos”,
cuando la justificacién estd formada por ejemplos, y los “analiticos”, cuando la justificacién se basa en
argumentos abstractos y deducciones légicas. En los esquemas de conviccidn externa, estos autores dis-
tinguen entre los “autoritarios”, basados en la autoridad de un profesor, libro de texto, etc., los “ritua-
les”, basados en la forma como estd presentada la demostracidn, y los “simbdlicos”, basados en la mani-
pulacién algoritmica de simbolos y expresiones. En los esquemas empiricos distinguen los “perceptivos”,
basados en la observacién de ejemplos concretos de tipo gréfico, y los “inductivos”, cuando la demostra-
cién consiste en comprobar la validez del enunciado en uno o varios ejemplos concretos. Finalmente, en
los esquemas analiticos distinguen los “transformativos”, basados en operaciones sobre objetos y antici-
pacion de su resultado, que luego son convertidos en argumentos deductivos, y los “axiomdticos”, for-
mados por cadenas deductivas basadas en elementos de un sistema axiomdtico.

A modo de resumen global, podemos observar que las tres clasificaciones de demostraciones descri-
tas son coherentes entre si, ttiles para analizar las respuestas de los estudiantes, pero parciales: Bell plan-
tea sélo dos tipos vdlidos de demostracion, verificacién mds o menos exhaustiva de ejemplos y demos-
tracién formal, en una propuesta que ignora la importante componente cognitiva del significado que
tienen las demostraciones para los estudiantes. Balacheff analiza detalladamente las demostraciones
pragmdticas (empiricas), observando cémo y por qué se seleccionan los ejemplos, pero no hace lo mismo
con las conceptuales (deductivas), pues no presta atencién a las formas de usar los ejemplos para orga-
nizar argumentaciones deductivas ni a las formas de construir demostraciones formales. Por dltimo,
Harel y Sowder analizan detalladamente los esquemas analiticos (deductivos), observando diferentes
operaciones mentales que dan lugar a estas demostraciones, pero no hacen lo mismo con los esquemas
empiricos, en los que sélo distinguen si se utilizan ejemplos visualmente o matemdticamente.

La tendencia actual de la diddctica de las matemdticas a prestar atencion destacada a los aspectos
psicoldgicos y cognitivos del aprendizaje indica que los modelos de Balacheff y Harel y Sowder son los
que resultan mds dtiles como marco para el aprendizaje de los procesos de demostracion. Por tanto, es
razonable intentar integrar estos modelos en uno sélo, si bien esta integracion no puede hacerse simple-
mente superponiendo un modelo a otro. En un proyecto de investigacién desarrollado en la Universidad
de Valencia, hemos analizado la actuacion de estudiantes de ESO al resolver problemas de demostrar en
un entorno Cabri. Al iniciar las primeras etapas de dicho andlisis, nos dimos cuenta de que ninguno de
los modelos que acabo de describir nos resultaba ttil, por lo que decidimos definir una nueva clasifica-
cién de demostraciones que contuviera las anteriores pero que las desarrollara, teniendo en cuenta tam-
bién las lagunas que habfamos detectado en ellas.

1) En primer lugar, igual que los investigadores citados, nosotros consideramos dos grandes catego-
rias de demostraciones:

a) Demostraciones empiricas: Demostraciones en las que el elemento de conviccidn es la verificacion
de la propiedad en ejemplos.
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b) Demostraciones deductivas: Demostraciones en las que el elemento de conviccién son argumentos
descontextualizados de ejemplos concretos y basados en propiedades generales, operaciones mentales
abstractas y deducciones légicas.

2a) Distinguimos tres familias de demostraciones empiricas, dependiendo de la forma de seleccidn de
los ejemplos, cada una de las cuales, a su vez, incluye varios tipos correspondientes a diferentes formas de
uso de los ejemplos seleccionados en la demostracién:

- Empirismo naif: Los estudiantes seleccionan varios ejemplos sin ningin criterio especifico. En
unas ocasiones la verificacion de la propiedad se hace tictil o visualmente (tipo “perceptivo”) y en otras
se hace observando propiedades o elementos matemdticos del ejemplo (tipo “inductivo”).

- Experimento crucial: Los estudiantes son conscientes de la necesidad de generalizacién y la re-
suelven mediante la seleccién cuidadosa de un ejemplo “lo menos particular posible” (Balacheff, 1987),
convencidos de que si el enunciado es vélido en este ejemplo, lo es siempre (Balacheff, 1988), si bien éste
no deja de tener cardcter de ejemplo especifico. Los experimentos cruciales pueden ser “ejemplificacién”,
cuando la demostracién consiste sélo en mostrar la existencia del ejemplo crucial, “constructivo”, cuan-
do la demostracion incide en la forma de obtencién del ejemplo, “analitico”, cuando la demostracién se
basa en propiedades matemdticas observadas empiricamente, e “intelectual”, cuando la demostracién
intenta separarse de las observaciones empiricas y se basa en propiedades matemdticas aceptadas y rela-
ciones deductivas entre elementos del ejemplo.

- Ejemplo genérico: Los estudiantes, conscientes de la necesidad de generalizacidn, seleccionan un
ejemplo al que dan el cardcter de representante de su clase. La demostracién estd formada por razona-
mientos abstractos referidos a propiedades y elementos generales de la clase pero obtenidos a partir de
operaciones o transformaciones hechas con el ejemplo. En los ejemplos genéricos distinguimos los mis-
mos tipos que en los experimentos cruciales (ejemplificacidn, constructivo, analitico e intelectual), si
bien en este caso las demostraciones no se limitan a reflejar la actividad empirica, sino que la transforman
en referencias a propiedades abstractas de la clase del ejemplo y a razonamientos deductivos que las li-
gan.

2b) Distinguimos dos familias de demostraciones deductivas, dependiendo de la forma de cons-
truirlas:

- Experimento mental: La demostracién, aun siendo deductiva y abstracta, estd organizada con la
ayuda de un ejemplo, lo cual se nota a veces en que la demostracién tiene un desarrollo temporal. Dis-
tinguimos dos tipos de experimentos mentales, los “transformativos”, cuando la demostracién se basa en
una transformacién del enunciado o conjetura inicial en otro equivalente, y los “axiomdticos”, cuando
la demostracién es una cadena de implicaciones lgicas basada en definiciones, axiomas o propiedades
aceptadas. El ejemplo ayuda, respectivamente, a prever las transformaciones mds convenientes y a orga-
nizar la cadena de implicaciones.

- Demostracién formal: Es el tipo de demostracién, formada por cadenas de deducciones légicas
formales y sin soporte de ejemplos, usual en los trabajos de los matemdticos profesionales. También ahora
es posible encontrar los dos tipos anteriores de demostracion (transformativo y estructural), con la di-
ferencia de que en las demostraciones formales no se usa ningtin ejemplo como ayuda.

El siguiente diagrama resume la clasificacién que acabo de describir. Como indicaba mds arriba, se
trata de una clasificacién que contiene y desarrolla las clasificaciones de Balacheff y Harel y Sowder, pues
intenta ser completa y englobar todo tipo de demostraciones. Al mismo tiempo, es suficientemente
detallada como para permitir hacer distinciones finas entre unas demostraciones y otras y ser util a inves-
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tigadores y profesores que quieran valorar la habilidad de realizacién de demostraciones matemdticas de
estudiantes y su progreso en la realizacién de demostraciones matemdticas.

Empirismo _[ Perceptiva
naif Inductiva
. i Ejemplificacion
- Empirica Exp?rlmento jemp .
crucial Constructiva
Ejemplo Analitica
Demostracion = genérico Intelectual
Experimento
. mental Transformativa
L Deductiva o
Axiomatica
Formal

Para completar la descripcién de este modelo de clasificacién de demostraciones, presento un ejem-
plo de la resolucién de un problema de demostrar por una pareja de estudiantes y el andlisis de esta
demostracién. Dicho ejemplo forma parte de una unidad de ensefianza de geometria para estudiantes de
40 de ESO basada en el uso de Cabri y formada por 30 actividades. En este experimento tratdbamos de
verificar la utilidad del software de geometria dindmica para ayudar a los estudiantes a mejorar sus des-
trezas de demostracion. Se trataba de estudiantes que nunca antes habian tenido contacto con otro tipo
de demostraciones que no fuera el empirismo naif, en particular mediante arrastre en la pantalla de
Cabri.

El experimento se realizé en un grupo completo como parte de sus clases normales. Los estudiantes
trabajaban por parejas y se les pedia que dieran una respuesta comun de la pareja. La recogida de datos
se realizé mediante varias fuentes de informacién: Las respuestas escritas de los estudiantes, los archivos
de Cabri con las construcciones realizadas, los registros de pantalla realizados por el comando “sesién”,
y entrevistas, grabadas en video, a algunas parejas después de resolver determinados problemas. Mds
informacidn sobre esta investigacion puede encontrarse en Marrades y Gutiérrez (1998). Uno de los
problemas propuestos (actividad 20) es el siguiente:

DIBUJA una figura que cumpla las siguientes condiciones:
1. El segmento AB es paralelo al segmento CD (es decir, AB//CD).
2. El segmento AB mide lo mismo que el segmento AC (es decir, AB = AC).

A B

C D

Asegirate de que la figura construida sigue cumpliendo las condiciones de partida sea cual sea
la transformacién debida a la accién de ratén arrastrando diferentes puntos.
3. Dibuja el segmento CB.

91



SEMINARIO 1I: METODOLOGIA

INVESTIGA: ;Es el segmento CB la bisectriz del dngulo HACD?

DEMUESTRA la respuesta afirmativa o negativa a la pregunta anterior. Se supone que la con-
clusién a la que has llegado es cierta, pero ;POR QUE ES CIERTA? Es necesario basarse en pro-
piedades geométricas ya estudiadas y aceptadas en clase.

Los siguientes pdrrafos resumen la resolucién de este problema por una pareja de estudiantes. Los
textos entre corchetes son mios para ayudar a entender las respuestas de los estudiantes.

(1) Los estudiantes empiezan intentando crear la figura pedida. Utilizan el arrastre para verificarla,
detectan algunos errores de construccidn, los corrigen y usan el arrastre de nuevo.

(2) Cuando la figura ya estd bien construida, afiaden las medidas de AB, AC, OBCA y IBCD, y
construyen el segmento BD para verificar si la conjetura es cierta en los paralelogramos. Sin embargo, al
arrastrar puntos de la figura, los estudiantes descubren que a veces ABDC no es un paralelogramo, por
lo que borran BD y comienzan de nuevo.

Durante la entrevista, los estudiantes explican que habfan afiadido el segmento BD por /z regla del

paralelogramo, que estos dos tridngulos [NABC y ABCD] son siempre iguales.

(3) Los estudiantes afiaden la medida de JABC [ver la figura]. Mediante arrastre, comprueban que
UABC, OACB y UBCD son siempre congruentes.

(4) A continuacion, los estudiantes dibujan la figura y escriben una demostracion de la congruencia
de DABC y OBCD:

» OBCD = UABC porque son alternos internos.
¢ (UACB + Oext C) + UABC = 180° (interiores consecutivos).

* AB=AC.
* AB// CD.

L
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Con Oext C denotan el suplementario de JACD. Después de demostrar la congruencia de esos
dos dngulos, consideran que la medida de JABC ya no les hace falta y la borran. Es interesante observar
que, en las lineas anteriores, los estudiantes tienen todos los elementos necesarios para completar la
demostracién de la congruencia pedida, pero no se dan cuenta de que AABC es isGsceles.

En la entrevista, los estudiantes explicaron que crefan que ya podian escribir una demostracién:
Después de tener esto [la congruencia de los dngulos], intentamos demostrar que DACB es igual a 1ABC'y
lo hacemos por construccion.

(5) Los estudiantes construyen la recta perpendicular a BC por A, marcan el punto M de corte de
esta recta con BC, y miden los dngulos OCAM, 0BAM y AMB [ver la figura]. A continuacién com-
prueban, mediante arrastre, que AM es la bisectriz de JCAB observando que JCAM y OOBAM son

siempre congruentes.

(6) Por tltimo, los estudiantes escriben en su hoja de respuestas una demostracién:

-SiAB = ACy AB// CD entonces UBCD = UABC por alternos internos y UACB = OABC por el 2¢
criterio [de congruencia] = dos lados y un dngulo comprendido: (*)

AB = AC un lado.

AM comiin.

OCAM = OBAM el dngulo comprendido.

Por tanto, si (*) entonces JACB = JABC.

En esta solucidon podemos identificar dos partes: En la primera, (2) a (5), los estudiantes afiaden
algunos elementos auxiliares (rectas o segmentos) y realizan mediciones para verificar empiricamente
igualdades de segmentos o de dngulos. Durante este proceso encuentran algunos datos ttiles, (3) y (5),
que les permiten escribir una demostracién completa (6). La demostracién estd organizada siguiendo un
esquema deductivo, con justificaciones abstractas basadas en propiedades generales aceptadas previa-
mente, independientes de los valores especificos de los dngulos en la pantalla, y sin referencias a las igual-
dades observadas empiricamente como fuente de certeza. La dnica excepcidn es la congruencia de
OCAM y OBAM, comprobada empiricamente en (5) y usada en (6) como una propiedad cierta, pero
no demostrada explicitamente. Por lo tanto, se trata de una demostracién empirica mediante ejemplo
genérico de tipo intelectual.

La catalogacion de las respuestas a este problema mediante la clasificacidn de demostraciones pro-
puesta por Balacheff es menos fina que la planteada por nuestra tipologfa, pues podemos encontrar res-
puestas de estudiantes a este problema que quedan incluidas en la misma clase de Balacheff, por ejemplo
ejemplos genéricos, pero que, debido a que hacen distintos usos de los ejemplos, corresponden a distin-
tos tipos en nuestra clasificacién. Algo parecido ocurre con la clasificacion de Harel y Sowder, pues es-
tos autores no analizan suficientemente los esquemas de demostracién empiricos. En cuanto a la clasi-
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ficacién de Bell, no es aplicable a este problema debido a que el entorno Cabri impone unos modos de
uso de los ejemplos diferentes de los subyacentes en el marco de Bell.
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RESUMEN

Esta ponencia contiene dos partes diferenciadas. La primera parte presenta algunos aspectos carac-
teristicos de la utilizacién del andlisis de datos en la teorfa de situaciones. La segunda parte, analiza un
ejemplo de funcionamiento del andlisis de datos en situacién escolar - la problemdtica y posibles solucio-
nes propuestas desde la ingenierfa diddctica y la Teorfa de Situaciones -, mostrando a su vez utilizacio-
nes diversas del andlisis de datos en un mismo trabajo de investigacién en diddctica de las matemdticas
(Orts, 1986-2001).

ABSTRACT

This report contains two differentiated parts. The first part presents some characteristic aspects of
the use of the analysis of data in the theory of situations. The second part, analyzes an example of
operation of the analysis of data in school situation -the problem and possible solutions proposals from
the didactic engineering and the Theory of Situations -, showing diverse uses of the analysis of data in
turn in oneself investigation work in didactics of the mathematics (Orus, 1986-2001).

I -UTILIZACION DEL ANALISIS DE DATOS EN LA TEORIA DE
SITUACIONES

I-1. La teoria de situaciones: historia de un proceso empirico de investigacion

Ya en los prolegémenos de la Teoria de situaciones' se puede observar, hasta que punto la
teorizacién propuesta es el resultado de un proceso empirico, en el cual el andlisis de datos ha sido siem-
pre un factor bdsico de la metodologia de elaboracién y validacién de la teorfa.

Desde la primera publicacién de Brousseau (1969) sobre las matemdticas del dltimo curso de la
escuela maternal y primer afio de la escuela infantil, éste muestra su preocupacién constante por la pro-
gresion en las adquisiciones de los conocimientos matemdticos de los alumnos y la problemdtica que
suscita la observacién de dicho proceso.

! Este apartado es un breve resumen extraido y traducido por la autora, de la tesis de Brousseau (1986) (pp. 4-10).
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Deramecourt y Houziau® (1969), proceden a recoger las lecciones propuestas Brousseau, junto a la
elaboracién y utilizacién de las primeras fichas de observacién de lecciones, 80 fichas que fueron utiliza-
das en 15 clases de la Dordona francesa, con sus matrices de datos correspondientes (30x30), que per-
mitfan tener en cuenta diversas condiciones de dependencia que Brousseau proponia, tanto entre los
diferentes conceptos ligados en lecciones sucesivas, como entre las formas de conocimiento bajo las cuales
se presentaban estos conceptos. Para cada tipo de dependencia que se esperaba probar, una matriz in-
dicaba todas las parejas de lecciones que se encontraban ligadas a priori y estas matrices a priori debfan
poder superponerse con la matriz de correlaciones observadas, para ver si los valores de los coeficientes
de correlacién para las parejas identificadas diferfan de los otros valores a priori.

El DEA de Franchi-Zanetecci® (1978) continua este trabajo sobre la construccién de secuencias de
actividades para la ensefianza de las matemdticas, pero Brousseau abandona, este método de andlisis
global estadistico, demasiado costoso y que no le aporta los resultados esperados, sintiendo la necesidad
de conocer mejor los procesos de ensefianza, para poder intentar responder a su pregunta inicial sobre
el orden seguido en el proceso de adquisicién de los conocimientos. Por todo ello, el siguiente trabajo
que se planted Brousseau fue la reforma de las propias lecciones observadas, y esto a su vez le condujo a
replantearse los objetivos de la ensefianza de las matemdticas: es el origen de los estudios sobre las motiva-
ciones y el sentido.

En 1972, en su articulo Processus de mathématisation, Brousseau propone por primera vez un marco
tedrico para analizar y observar las situaciones de ensefianza. Dicho marco debe permitir la basqueda
sistemdtica de las condiciones motivadoras para utilizar cada nocién matemdtica, su ordenacién y exa-
men progresivo. Se trataba pues de concebir situaciones que cumpliesen un mdximo de exigencias sobre
las motivaciones y a continuacién mostrar que éstas son realizables en las clases y que provocan los
aprendizajes esperados.

Muy pronto se pone en evidencia una nueva dificultad, en esta nueva linea de investigacion: el pro-
ceso de elaboracidn de las lecciones es muy largo y complejo y se necesita un tiempo y un lugar adecua-
dos para poder abordar este trabajo en condiciones. Surge el proyecto de [’Ecole J. Michelet (Talence),
como una escuela para la observacion.

1-2. Una escuela para la observacion de las actividades diddcticas
[-2.1. La escuela ]. Michelet, un dispositivo experimental para la observacion

El COREM vy la escuela J. Michelet constituyen el dispositivo experimental, propuesto y creado por
Brousseau y colaboradores en 1972, que permite la elaboracién y observacion sistemdtica y sistémica de
secuencias diddcticas, y el andlisis de los datos recogidos a partir de dichas observaciones. El objetivo
bésico de este complejo dispositivo creado en torno a la escuela Michelet, era permitir la preparacién de
los protocolos de experimentacién de forma satisfactoria desde una doble aproximacién pedagdgica (de
ensefianza) y cientifica (de investigacién).

Brousseau identifica la metodologfa que permite realizar la escuela Michelet, como un “método
espiral” en la investigacién en DM. Segin sus propias palabras’ “cada realizacion y cada observacion de
leccion son la ocasion de poner a prueba las concepciones tedricas y la tecnologia diddctica que las acomparian, los
métodos de estudio y de andlisis, los resultados experimentales ya obtenidos y la formulacion realizada por los

% Referencia bibliografica completa en Brousseau (1986) (pp. 32).

3 Referencia bibliografica completa en Brousseau (1986) (pp. 32).
“ Ibid. (pp. 18).
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maestros de las proposiciones de enseianza”. La escuela Michelet marcard e identificard metodoldgicamente
los trabajos de investigacidn, realizados en el marco de la Teoria de situaciones. El control del
curriculum de la escuela Michelet se realiza mediante diversos mecanismos complejos y complementa-
tios, la observacidn de las lecciones y la evaluacion de la enseiianza y ambos a diferentes niveles, y los medios
informdticos y estadisticos de tratamiento de datos. Estos mecanismos han proporcionado la obtencién y
almacenamiento sistemdticos de datos que han sido y contindan siendo un material experimental sin
precedentes para la investigacién en DM.

- La observacion de las lecciones se realiza por los ensefantes del nivel (3 profesores comparten dos
grupos de alumnos del mismo nivel escolar) y de otros niveles, o por los investigadores.

La elaboracién de los protocolos de experimentacién y observacién se realiza mediante las fichas
diddcticas . Existen dos tipos diferentes de fichas: las de las lecciones llamadas “corrientes”, elaborados en
equipo entre los maestros y los PEN (Profesores de Escuela Normal) que garantizan la progresién ma-
temdtica del nivel y las fichas elaboradas por los investigadores, propuestas y debatidas con el equipo
ensefiante del nivel. Pero todas las fichas de observacién comprenden la misma informacién: las crénicas
de la leccién - desarrollo cronolégico en relacién con el tiempo de expresién verbal del profesor -, con-
signa exacta, tiempos de trabajo real de los alumnos, etc., relacion de los comportamientos de los alum-
nos: diferentes intentos para resolver una pregunta, diferentes estrategias elaboradas, comentarios entre
los alumnos al realizar las actividades, etc. El andlisis de estas observaciones y los debates que se derivan
de ellos permiten a los ensefiantes tomar decisiones de orden pedagdgico o diddctico y a los investigado-
res cimentar su investigacién experimental y plantear los problemas de investigacién tedrica.

La observacién en la escuela Michelet es el resultado del trabajo en equipo, siempre con un doble
compromiso, el derivado de los problemas que plantea la ensefianza y los objetivos de la investigacién
fundamental. Contribuyen distintos grupos: ¢/ diddctico, el de registro, el grupo cronica, el de evaluacion y
observacion. Al final de la leccidn, los trabajos de los alumnos son recogidos, asi como las crénicas y las
tablas de observacidn; todo ello se analiza conjuntamente en una mesa redonda posterior a la observa-
cidn, en la que también participa el profesor observado. Es donde se determina si los objetivos plantea-
dos han sido alcanzados.

- La evaluacion de la ensefianza se realiza mediante el andlisis de los resultados de los alumnos res-
pecto de conocimientos, en momentos diferentes de su proceso de adquisicién: durante el proceso de
aprendizaje y también al final de las secuencias de aprendizaje (controles periddicos, los CAS® y los TAS)
y el balance escolar de fin de curso donde se retnen, durante 3 dias, todos los miembros que intervienen
en la escuela J. Michelet. Para analizar el balance del curso escolar.

Las evaluaciones de los resultados en proceso de aprendizaje® permiten, por una parte, tomar decisiones
inmediatas y rdpidas respecto a dicho proceso y por otra parte proporcionar material para los investiga-
dores y estudiantes de DM. La evaluacién aporta, por una parte, informacion sobre variables pedagdgi-
cas determinadas a priori y ya conocidas por el maestro y por otro lado, variables nuevas que hay que
saber identificar. Para ello se trata de saber, por parte del profesor: qué resultados observa, qué informa-
ciones obtiene y respecto a qué tipo de decisiones plantea la evaluacidn.

> Informacién extraida del curso impartido en Namur (1988) por G. Brousseau y D. Greslard (Directora y maestra de la
escuela J. Michelet), y que contiene una informacién muy detallada y concreta de diversos aspectos relacionados con la

regulacién del curriculum de la escuela Michelet. Particularmente interesante, el detalle y la concrecién sobre las fichas
diddcticas y el tratamiento de los datos de evaluacién de loa alumnos.

¢ CAS: Controles de Adquisiciones Escolares, elaborados por los equipos de nivel y diddctico, de final de trimestre y de
afio.

7'TAS: Tests de Adquisiciones Escolares, elaborados a nivel nacional en Francia y que permiten un contraste de los datos
de la escuela J. Michelet con el resto de escuelas publicas francesas.

8 Un e¢jemplo de este tipo de andlisis y decisiones se encuentra en Brousseau, G. y Greslard, G. (Namur,1988).
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En las jornadas de balance de fin de curso, se utilizan todos los controles de evaluacion asi como las
informaciones aportadas por los diferentes equipos que participan: los equipos pedagdgicos de nivel, el
equipo diddctico, los grupos de investigacién que han intervenido ese curso, etc. Las informaciones
aportadas por el tratamiento estadistico-informdtico de los datos recogidos deben servir para justificar
las decisiones tomadas por los diferentes grupos —tanto las decisiones pedagégicas, como las relativas a
la investigacién- y también para poder identificar conjuntamente los aspectos que hayan podido escapar
al control de cada grupo, as{ como para plantear nuevas cuestiones pedagdgicas, diddcticas, organizativas,
curriculares, etc. Es el momento, tras estos debates, en el que los ensefiantes formulan a menudo las
peticiones de formacién continua sobre los temas abordados (por ejemplo respecto a la geometria, 0 a
la numeracidn, respecto a la teorfa de situaciones, etc.).

- Los medios informdticos y estadlisticos de tratamiento de datos que se utilizan y producen en la escuela
J. Michelet, estdn en funcién de las necesidades de investigacién en diddctica y las reflexiones sobre la
ensefianza que los diversos equipos que conforman el COREM. Este sistema informédtico comprende los
programas y las modificaciones especificas de éstos, que permitan adecuarlos a sus necesidades: la elabo-
racion, recogida y el tratamiento estadistico de los datos.

La elaboracién y almacenamiento sistemdtico de datos ha exigido, en primer lugar definir los datos,
y posteriormente codificarlos (conjugando la confidencialidad y la posibilidad de identificacién necesaria
de los datos, junto a las necesidades técnicas informdticas y la facilidad de los ensefantes para poderlos
informatizar). La definicidn de los datos ha exigido caracterizar as{ mismo, cada actividad matemdtica
(en el tiempo, en la progresién, forma de la actividad, etc.) identificando para cada alumno los resulta-
dos, los comportamientos y las estrategias utilizadas.

Se realizan tratamientos estadisticos bdsicos sobre cada matriz de datos: por cada actividad (efec-
tivos y porcentajes de aciertos, fracasos respecto a los efectivos de comportamientos satisfactorios, no
satisfactorios, inesperados ...), por cada alumno (nimero de aciertos, de fracasos, en la medida en que
los comportamientos son “comparables”, o “integrables”, elaboracién de comportamientos nuevos, sus
efectivos, etc.).

1-2.2. La observacion y la investigacion

La observacién y el estudio de las actividades diddcticas realizadas en la escuela J. Michelet, ha
exigido gran variedad tanto en el tipo de datos observados como en los métodos de andlisis utilizados:
siempre en funcién del tipo de datos y éstos a su vez, en funcidn de la problemdtica planteada y de la
investigacién fundamental en cuyo marco se lleva a cabo la investigacion.

- En “Lobservation des activités didactiques”, uno de los primeros textos que trata esta problemdtica,
Brousseau (1978) realiza un recorrido por los métodos importados de otras disciplinas préximas para
describir los “hechos de observacién” y plantea las bases de un método de modelizacién propio de inves-
tigacién en DM, de la llamada teoria de situaciones diddcticas, que posteriormente presentard en la tesis
“Théorisation des phénoménes d'enseignement des mathématiques” (Brousseau, 1986).

En el primer articulo, se plantean tres preguntas iniciales -;qué es un hecho diddctico?, ;Por qué
observar esos hechos?, ;Cémo posibilitarlos?- cuyas respuestas pueden ser consideradas como pasos
previos para poder abordar la observacién: una primera delimitacién del objeto de estudio, la aproxima-
cién al “role” de la observacién en las investigaciones en diddctica y el estudio de las condiciones funda-
mentales de las relaciones entre los observadores y los hechos diddcticos observados. Las respuestas a
estas cuestiones constituyen ‘las condiciones de la observacion de los hechos diddcticos”. Brousseau distingue
tres tipos de observacién diferentes (tanto en sus fines como en sus métodos) sobre todo en funcién del
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tema abordado: la recogida sistemitica de informaciones codificadas, identificadas previamente en el marco
de una posicidn tedrica coherente y explicita; el control diddctico y cientifico de las observaciones cuyo ob-
jetivo fundamental es percibir lo esencial de los hechos observados, restaurando su significacién y senti-
do; la formacion del investigador y el mantenimiento del paradigma investigador, del sistema de referencia
en el que se enmarcan las observaciones.

Los problemas de la observacion en diddctica de las matemdticas, son planteados en una segunda parte,
como problemas de adecuacién de los medios a los objetivos y que por lo tanto resulta prdcticamente
imposible hablar de los medios independientemente de las investigaciones planteadas. Con esta misma
dificultad nos encontramos en esta ponencia, y por ello no podemos detallar los diferentes tipos de
observacién que Brousseau plantea en funcién del método de recogida de datos, ni tampoco los proble-
mas de semiologia relativos a la determinacién de los objetos de estudio. Solamente sefialamos algunos de
ellos: la interpretacidn de fenémenos a partir de procesos diddcticos y el establecimiento de la pertinen-
cia de determinados hechos a partir de las dependencias observadas; la obtencién por procedimientos
objetivos de los resultados de la observacidn; y la busqueda de las condiciones éptimas para la observa-
cién, que Brousseau identifica con la busqueda de la modelizacién tedrica de los sistemas observados: los
modelos de los alumnos, del maestro, del proyecto diddctico, del conocimiento matemdtico, de los pro-
cesos de aprendizaje. Todo ello determinard el cardcter sistémico de las observaciones, permitiendo
explicar los hechos producidos y los factores sobre los cuales se puede incidir para hacer surgir los cam-
bios e incluso la optimizacién.

1-3. Variedad y especificidad de mérodos de andlisis de datos en la teoria de
situaciones

Presentado el momento inicial de “importacién” de métodos desde otras disciplinas (Brousseau,
1978) y la adecuacién y la adaptacion para la DM propuestas por Brousseau (1986), citaremos algunos
otros momentos significativos de este proceso.

- El estudio de la dependencia entre las actividades diddcticas —como la mayor parte de los objetos de
estudio de DM- exigié la construccién de una metodologia estadistica apropiada, que en este caso se
basaba en la naturaleza disimétrica de los fendmenos de dependencia. El papel determinante que la di-
simetrfa juega en los procesos de la ensefianza y en la adquisicién de los conocimientos, fue establecido
por R. Gras (1979) en su tesis y los trabajos’ de Vinrich (1977), D. Coquin (1982) y H. Londeix
(1985) contribuyen en esta linea de investigacién. La disimetria de las variables observadas, mostré la
insuficiencia de los andlisis multivariantes al uso, basados en el cardcter simétrico de los indices de dis-
tancias y/o proximidades (ANAFAC, ACP, andlisis jerdrquico de similaridad, etc.) y la necesidad de un
indice estadistico de “quasi-implicacién”, que marcard el método implicativo.

La clasificacion jerdrquica, construida partir del indice de similaridad entre atributos o variables de
Lerman (1981), muestra relaciones simétricas (de proximidad o distancia) entre estas variables o entre
los sujetos que las verifican; mientras que la clasificacion implicativa, se basa en un indice estadistico que
expresa la nocién de “casi-implicacion” entre variables [Lerman, Gras, Rostam (1981)] y que mide esa
intensidad de implicacién, plasmdndola en un grafo implicativo - y por tanto disimétrico -, imagen de la
relacién de preorden parcial que se establece entre las variables (o los sujetos). Las propiedades de esta
intensidad de implicacién comenzaron a ser estudiadas por Larher (1991) en su tesis; trabajos posteriores
profundizaron en diversos aspectos de este método de andlisis dando lugar a los trabajos de Gras y

% Referencia bibliografica completa en Brousseau (1986) (pp. 34).
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Larher (1992) y a las tesis de Larher (1992), Totohasina (1992), Bailleul (1994). A destacar la elabora-
cién y utilizacién del programa informdtico CHIC (Classification Hiérarchique Implicative et Cohésitive)
de tratamiento numérico y gréfico relativos a los métodos estadisticos clasificatorios e implicativos des-
critos anteriormente, recogidos en las tesis de Almouloud (1992), Ratsimba-Rajohn (1992) y posterior-
mente reformulado por Couturier ( 2000).

La originalidad de todos estos trabajos no reside solamente en la creacidn y el estudio de los indices
estadisticos nuevos de tratamiento de datos, sino en su aplicacién en el campo de la DM: por Ej. Larher
en su tesis pudo poner en evidencia una tipologfa de errores que los alumnos cometian en situaciones de
aprendizaje de la demostracién matemdtica y mostrar una epistemologia artificial de la inferencia, a
partir del examen de las clasificaciones jerdrquicas de las similaridades y de las implicaciones.

Estos métodos de andlisis estadisticos, de clasificacion jerdrquica y clasificacion implicativa, marcan los
trabajos realizados fundamentalmente en el IREM e IRMAR de Rennes bajo la direccién y colaboracién
del profesor R. Gras. En la actualidad siguen siendo muy utilizados, tal y como se puede apreciar en las
Actas de los dos coloquios celebrados en Caen (1995 y 2000).

- Una de las mds recientes reflexiones sobre la utilizacién del andlisis de datos en la teorfa de situa-
ciones, se puede encontrar en las actas del Coloquio de Caen (1995) “Méthodes d'analyses statistiques
multidimensionnelles en Didactique des Mathématiques”, en la comunicacién “L analyse statistique des
situations didactiques” de Brousseau y Lacasta. A través de un ejemplo ilustran lz utilizacion de los métodos
cldsicos del andlisis de datos (conjetura, experiencia, resultados, estudio de factores, plan de experiencia,
andlisis multivariante, y test de contraste de hipdtesis, etc.); se muestra asi mismo /z necesidad del andlisis
de modelos explicativos e ilustra la confrontacion de diversos modelos con los comportamientos observa-
dos; por dltimo resitua algunas de las investigaciones precedentes mis significativas de la Teorfa de Situaciones
en este terreno, en un marco mds amplio del andlisis estadistico de las crénicas diddcticas.

El estudio experimental de una conjetura™

simple (“primitiva”) formulada por el investigador, toma
forma de confrontacién entre observaciones de datos contingentes, obtenidos mediante un cuestionario
sobre las concepciones de los alumnos, y el modelo teérico mds o menos preciso y formalizado de la
conjetura. El ejemplo analizado exige previamente a su experimentacién, la determinacién de los saberes
matemdticos a observar, identificar los conocimientos correspondientes a esos saberes e imaginar dos
clases de situaciones (las secuencias de observacién) donde estos conocimientos puedan manifestarse
mediante comportamientos observables. Una vez identificados éstos, se convierten en los caracteres que
deben identificar a las cuestiones y debe guiar la elaboracién del cuestionario y el plan de la experiencia:
las cuestiones seleccionadas, los caracteres explicativos controlados ligados a las situaciones, y a los alum-
nos. Constituyen la matriz explicativa de control del cuestionario (incidiremos en este concepto en el
siguiente pdrrafo). La estructura empirica de las observaciones, se pone de manifiesto en este articulo,
mediante el andlisis en componentes principales y el andlisis factorial de correspondencias de la contin-
gencia y para la presentacién de resultados se utilizan los porcentajes de éxito de cada pregunta, el nu-
mero de éxitos por ocasién de respuesta (segtin un criterio del cuestionario), la aplicacion del test de
homogeneidad (Test de Student) para analizar las diferencias entre los éxitos de las respuestas, en funcién
de dicho criterio.

Respecto a la utilizacion del método de andlisis factorial de correspondencias', Brousseau habfa sefia-
lado ya en 1985 y 1986, que se pueden encontrar relaciones bien establecidas entre los resultados y
comportamientos de los alumnos —mediante experimentaciones convincentes y con resultados interesan-
tes a nivel local- pero que presentan a veces dificultades interpretativas ya que puede resultar dificil dis-

10 Brousseau y Lacasta (1995) (pp. 53-78)

! Bastante utilizado en la did4ctica francesa; en esta linea se pueden situar los trabajos de F. Pluvinage (1977) y del IREM
de Estrasburgo, entre otros.

102



INVESTIGACION EN EDUCACION MATEMATICA

tinguir las relaciones ya introducidas a priori por los caracteres del cuestionario y las relativas al compor-
tamiento de los alumnos. Brousseau'? proponiendo un método de control de esos fenémenos que con-
siste en el establecimiento de las matrices a priori de los cuestionarios con caracteres explicativos de las
cuestiones y realizar los andlisis de dicha matriz explicativa: el andlisis factorial de correspondencias, y el
andlisis en componentes principales. Esta propuesta ha marcado gran parte de los andlisis de datos rea-
lizados en el marco de la teorfa de situaciones. En las actas del citado Coloquio de Caen (1995) pode-
mos encontrar también el trabajo de Batanero, Estepa y Godino, relacionado con este tema.

Un ejemplo de esta confrontacion entre las variables explicativas y la contingencia, se puede encontrar
en otra de las partes de la comunicacién de Brousseau y Lacasta (1995): muestra cual es el valor de las
variables explicativas en un espacio contingente: permite identificar variables explicativas de los datos
observados (habiendo estado determinadas a priori como tales), permite construir una variable explica-
tiva contingente, analiza el valor explicativo de las variables suplementarias y de las observaciones suple-
mentarias, as{ como las precauciones para determinar ese valor explicativo sea de una variable activa o
suplementaria y cuando se obtienen de la contingencia otras variables no activas a priori. También
muestra como el andlisis de los datos de las matrices suplementarias (variables y observaciones) permiten
verificar la calidad de la experiencia a realizar con relacién a las explicaciones esperadas, ayudando a
mejorarla y a preparar su interpretacién posterior.'?

II- EL ANALISIS DE DATOS EN SITUACION ESCOLAR: PROBLE-
MAS Y SOLUCIONES DESDE LA INGENIERIA DIDACTICA Y
LA TEORIA DE SITUACIONES

La mayor parte de las investigaciones elaboradas en el marco de la teorfa de situaciones presentan
ejemplos de la utilizacién de esta diversidad de métodos de andlisis de datos expuesta anteriormente, en
esta segunda parte vamos a presentar, una de estas investigaciones que por el contenido de la familia de
situaciones diddcticas propuestas —la clasificacion y el andlisis de datos en la ensefianza obligatoria -, nos
permite abordar el tema de la ponencia, desde diversos aspectos.

II-1. El andlisis de datos: de un problema pedagdgico a un problema diddctico

Nuestro trabajo tiene su origen en las dificultades de un maestra de CM2 (10-11 afios), tras un
salida escolar al bosque. Los alumnos habfan recogido hojas y plantas y compardndolas querfan “clasifi-
carlas”. Se trataba solamente, para ellos, de conjugar caracteres simples.

El ensefiante esperaba poder definir algunos criterios usuales en las plantas (“nervios paralelos”,
“nervios ramificados”, dic.), proponer un esbozo de clasificacion de las plantas segtin el sistema de repro-
duccién (plantas con flor, etc.) e introducir algunos términos propios a las clasificaciones (clases,
subclases, especies, etc.).

Los desacuerdos, las incertidumbres y las preguntas de los alumnos sobre la eleccién de los criterios,
del objetivo de la clasificacién y de los métodos para obtenerla, han producido las dificultades del ense-
fante y han justificado el inicio de nuestro trabajo sobre la clasificacién (Orus, 1986).

2 Brousseau [(1986), pp. 391-398, (1995), pp. 62-78].

'3 Una primera aproximacién a la utilizacién del espacio explicativo en el andlisis de datos en DM, aparece en la tesis de
Brousseau (1986) (pp. 391-398): “M¢éthode de contrile de 'analyse factorielle des correspondances par l'analyse de l'espace
expliactive”.
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La aproximacién al problema, desde el marco de la Teorfa de Situaciones (Brousseau, 1986) plan-
tea, como método de investigacién, la necesidad de buscar en la naturaleza matemdtica de los contenidos
la dificultad de este proceso asi como sus posibles soluciones. En consecuencia, la bisqueda de una si-
tuacién fundamental que dé un sentido a la clasificacién en la escuela elemental (CM-2), ha conducido,
a profundizar en el estudio de los objetivos y métodos de la clasificacién (andlisis clasificatorio), y todo
este proceso ha permitido ampliar nuestra problemdtica pedagdgica inicial, y sumergirla en una proble-
mdtica diddctica mucho mds amplia: la gestién del razonamiento personal de los alumnos en la relacién
didéctica.

La dificultad abordada en profundidad en la tesis (Ords 1992) es la gestion del razonamiento na-
tural de los alumnos en la relacién diddctica, que caracterizaremos como una situacién paradéjica en la
cual el ensefiante carece de medios para poderla abordar, siendo intrinseca a la ensefianza misma de las
matemdticas y no identificable a un tnico concepto matemdtico. Una vez establecido que este RN de los
alumnos es solicitado por los ensefiantes de diferentes maneras, en la relacion diddctica, pero que el
contrato diddctico impide habitualmente que éste RN sea un objeto de ensefianza, se ha procedido a
realizar el estudio de la posibilidad de mejorar el razonamiento natural (RN) de los alumnos por una
iniciacién al andlisis clasificatorio.

1I-2. El andlisis de datos: instrumento de negociacion diddctica para el profesor y
objeto transacional para el razonamiento de los alumnos

Si se trata de un problema de contrato diddctico, es necesario actuar sobre él, modificarlo. Nuestra
propuesta consiste en actuar sobre la prictica de los profesores mediante la “ingenierfa diddctica” (en el
sentido de Brousseau: mediante la bisqueda de las condiciones / variables que permiten modelizar y
desarrollar los conocimientos de los alumnos): propone una familia de lecciones y situaciones que per-
mitan actuar sobre el sentido de las adquisiciones de los alumnos y que estas situaciones conduzcan a
una negociacién del estatus de los conocimientos espontdneos de los alumnos.

Hemos continuado la investigacidon de un acceso diferente de los nifios a la 18gica, trabajo ya co-
menzado por Digneau (1980), Maudet (1982) y los diversos trabajos de J. Peres' (1979-1985-1989) en
el COREM de I'Université de Bordeaux-I. Ellos han estudiado el funcionamiento a-didédctico de la
adquisicién de diferentes conceptos de la 16gica; nuestro trabajo continua estudiando la gestién diddctica
de esta adquisicién y los posibles obstdculos que el pensamiento natural del nifio puede presentar en este
proceso.

Para desarrollar esta ingenierfa, hemos tenido necesidad de hacer “aparecer” este P.N. ofreciéndole
un espacio en situacién escolar, permitiendo su modo de funcionamiento: vamos a modelizar ese P.N.
de los alumnos mediante el funcionamiento de la agregacién de datos (el andlisis clasificatorio o
tipoldgico). Ademds las tablas de datos que utiliza el andlisis tipoldgico, permiten representar de la mis-
ma manera, con un mismo instrumento, este P.N. utilizado por los alumnos y los profesores, y la légica
formal utilizada en las matemdticas, ofreciendo a su vez un campo comuin sobre el que se pueden distin-
guir, segin su funcionamiento. Es decir las tablas de datos, van a ser el medio comiin de representar
diferentes tipos de razonamiento (el P.N. la clasificacién, la 18gica, los juicios y argumentaciones, etc.),
con reglas de manipulacién diversas, pero actuando sobre las mismas tablas. (Ver Tabla-I, en Anexo-1).

Con las tablas, el alumno va a poder reconocer formalmente ciertas operaciones, ciertos jui-
cios y argumentaciones que ¢l realiza espontdneamente. Va a poder dar un estatus a los enuncia-
dos propuestos y discutirlos con los demds. También va a poder percibir la diferencia entre su

14 Referencias bibliogrdficas completas en Brousseau (1986) (pp. 32-34).
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P.N. y lo que se le pide aplicar como razonamiento 1gico, en este sentido, la tabla funciona como
un objeto transacional'® (Winnicott, 1971). Va a poder clasificar y comparar sus clasificaciones
con otras clasificaciones ya existentes.

En definitiva, el andlisis tipolégico ha sido utilizado como una metédfora general en la ingenierfa
diddctica: es un instrumento que para el alumno tiene un cardcter metaférico de referencia y para el
ensefiante es un medio de negociacidn diddctica con los alumnos, sobre su razonamiento espontdneo
credndole asf un espacio en la ensefianza.

Las situaciones de estudio que hemos propuesto ilustran el uso extremadamente difundido de la
agregacion de datos: /z clasificacion de plantas, es ciertamente una de las mds utilizada y la toma de deci-
sion en funcidn de los gustos y de las elecciones personales, nos ha parecido también muy interesante y
lo hemos abordado en dos aspectos, el aspecto semdntico con el Juego del viaje y el aspecto formal con
el Juego de coalicién, que simula los modos de toma de decisién en una sociedad democrdtica.

En este articulo no abordaremos ni el cardcter global de la solucién diddctica planteada, ni el papel
que juega el instrumento matemdtico elegido en esta solucién, el andlisis tipoldgico; estos temas ya han
sido realizados y presentados en trabajos anteriores que pueden ser consultados (Orts, 1986, 1992,
1993, 2001).

1I-3. El andlisis de datos, un instrumento de decision en la investigacion en DM

El Juego del viaje constituye la situacién fundamental del conjunto de situaciones propuestas: es la
construccién guiada de una jerarquia (sobre un conjunto de alumnos segtin sus gustos sobre las vacacio-
nes), seguida de debates y reflexiones, generalmente de naturaleza 16gica (implicaciones, clasificaciones,
etc.). Pero fundamentalmente el Juego del viaje, supone evidenciar las reglas del juego de la clasificacién
que funcionardn en las diversas situaciones diddcticas propuestas.

La situacién elegida simula el funcionamiento de una agencia de viajes, que busca diferentes pro-
puestas que realizar a sus clientes; es decir viajes con caracteristicas diferentes — lugares y actividades que
puedan realizarse- que les permitirdn satisfacer los gustos diversos de sus clientes. Los alumnos juegan un
doble juego: clientes potenciales y agentes de viaje. Como clientes, serd necesario conocer sus gustos y
por lo tanto elegir caracteristicas de los lugares y actividades. Las cuestiones elegidas por los alumnos
articulan un cuestionario que también debe ser contestado por cada alumno, con respuestas si-no.
Como agentes de viaje, los alumnos deben organizar viajes teniendo en cuenta estos datos y las consignas
propuestas.

1I-3.1. La clasificacion jerdrquica en el estudio a priori de las situaciones diddcticas

16 Jas tres

El conjunto de las situaciones diddcticas propone hacer funcionar, a nivel de la accién
primeras etapas del andlisis tipoldgico, es decir: la recogida de datos que describen los sujetos u objetos
mediante varias caracteristicas o criterios, y que se representan en una tabla de doble entrada (o matriz);
el cdlculo de proximidades (o distancias) entre los pares de sujetos (u objetos), teniendo en cuenta los
criterios de cada par comparado; y la construccién de grupos, si bien en cada una de las situaciones se dan

ligeras variaciones, en las etapas a franquear

5. Objeto transicional: “Objeto intermediario entre la realidad interna propia del individuo y el medio exterior, un
objeto que permite el paso a la objetividad”.
)

' Para la nocién de situacion fundamental y para la distincién entre los tipos de situaciones a-diddcticas propuestas por
BROUSSEAU: accién, formulacién, y validacién, ver (Brousseau, 1986).
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En el Juego del viaje,"” también estd prevista una variante de la situacién que incluye las etapas 42
y 52 - las etapas de representacién interpretacién y validacion de las clasificaciones obtenidas - proponien-
do a los alumnos, para su reconocimiento: e interpretacion, la clasificacion jerdrquica realizada por el
ordenador (utilizando el programa estadistico CHIC) a partir de los mismos datos con que los alumnos
habian manipulado en las etapas anteriores del juego. El programa informdtico es utilizado, como un
medio de ayuda en la decisién que deben tomar en el juego; un medio del que solo conocen el efecto que
produce y esa produccién —el drbol de la clasificacion de los datos- puede ayudarles a tomar una decisién,
con la informacién aportada, si ésta solucién propuesta se adecua a las necesidades del problema plan-
teado inicialmente, y en caso contrario, simplemente se rechaza este medio. En ambos caso es una ayuda
en la interpretacién de los datos, y permite una buena aproximacién de la 52 y dltima etapa del andlisis
tipolégico: la validacién de los resultados de la clasificacion, en funcidn del problema propuesto.

En Orts (2000)' se muestra mds detalladamente la utilizacién a priori del método de andlisis de
las similaridades (mediante el indice de Lerman y el programa CHIC) y de los drboles de clasificacién
propuestos - tanto de los criterios del viaje como de los alumnos -, que ofrecen al profesor (y/o al inves-
tigador) informaciones y medios para tratar los datos objeto de la leccidn, proporciondndole una ayuda
en la toma de decisiones —también al propio profesor -, en este caso decisiones diddcticas respecto a las
variables de las situaciones a proponer a los alumnos.

En la “Clasificacién de plantas” las etapas 42 y 52, son propuestas a los alumnos para su reconoci-
miento: a partir de la comparacién de varios tipos de clasificaciones - las que los nifios han hecho y dos
clasificaciones botdnicas ya existentes - se propone el andlisis de las diferentes representaciones y su in-
terpretacién, y un inicio de validacién pueda ser realizado.

11I-3.2. El andlisis implicativo y la ingenieria diddctica

El 4rbol de la clasificacién jerdrquica (de similaridades) de los criterios del Juego del viaje, mostraba
dos ramas diferenciadas que podian caracterizarse como los Viajes A y B respectivamente, caracteriza-
dos cada uno de ellos con los criterios agregados en cada una de las clases (ramas). Esta clasificacion,
permite analizar varias soluciones posibles para el Juego del viaje (“Buscar el viaje mds satisfactorio para el
mayor niimero de alumnos posible”) (Anexos 2y 3).

El andlisis implicativo permite profundizar un poco mds en estas soluciones: analizando tanto el
4rbol jerdrquico implicativo como los grafos implicativos entre los criterios del viaje' se obtienen infor-
maciones que pueden contribuir de forma decisiva en la preparacion de la ingenieria diddctica de las
situaciones.

El andlisis del drbol jerdrquico implicativo muestra los diferentes niveles de agregacién de las clases
implicativas, que a su vez muestran las parejas de criterios que presentan una cohesién implicativa
maximal (Anexo-4).Cruzando esta informacién con otras informaciones sobre estas parejas (Qi, Qj) de
cuestiones, como su implicacién semdntica, y la frecuencia del producto booleano o conjuncién légica
de “Qi” y “noQ)j”, se obtiene una caracterizacién de los criterios del viaje, en funcién de su implicacién
semdntica, logica y estadistica. Tras estos andlisis, el Viaje B aparece mds rico para las situaciones plan-
teadas, desde el punto de vista diddctico, pues ofrece clases (o paquetes) de criterios (o cuestiones) que
se implican estadisticamente entre ellas — es decir, se implican por la contingencia, por los efectivos es-

17 “El Juego de la agencia de viajes” es la situacién findamental que modeliza el conjunto de las situaciones did4cticas
propuestas.

18 (Orts, 2000) pp. 89-91.

 Ibid. Pp. 92-97
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tudiados, que en este caso son los alumnos y sus respuestas al cuestionario- y cuya implicacién légica y
semdntica no estdn siempre garantizadas (siempre segtin los datos) (Anexo-5).

CONCLUSION

A modo de conclusidn, querriamos terminar, resaltando y resumiendo algunas cuestiones
metodoldgicas expuestas en esta ponencia, sobre la utilizacién del andlisis de datos, planteadas desde la
Teoria de Situaciones.

- El cardcter espiral de esta metodologfa de investigacion: La elaboracion de los datos y el posterior
tratamiento de la informacidn, obtenidos de la observacién de hechos diddcticos en situacién escolar,
define una metodologia propia de investigaciéon en DM que juega frecuentemente un “réle”
fenomenotécnico, de continuo cuestionamiento de las conjeturas iniciales y de los elementos tedricos de
la modelizacién de la propia teorfa de situaciones.

- La necesidad de realizar sélidos andlisis a priori de los protocolos destinados a la obtencién de
datos (cuestionarios, fichas de observacidn, etc.) que se confrontardn con los resultados, para evitar la
fuerte tendencia general de lectura empirista de los datos.

- La udilizacién generalizada de métodos de andlisis estadisticos multidimensionales de datos - and-
lisis factorial de correspondencias, andlisis en componentes principales, clasificacién y andlisis jerdrquico,
y andlisis implicativo- que permiten andlisis cualitativos y no solo cuantitativos de los datos.

-Y por tltimo resaltar la necesidad de concentrarse en las situaciones: el estudio y modelizacién de
los conocimientos matemdticos en juego a través de la elaboracién de las situaciones diddcticas adecua-
das, mediante la identificacién y control de las variables que definen la situacidn, y la observacién de estas
situaciones elaboradas en un marco de ingenierfa diddctica, o de secuencias diddcticas mds tradicionales,
pero de las que se haya realizado a priori, la busqueda de las variables diddcticas, que permitan realizar
una observacién sistemdtica. Sélo en ese contexto cobra sentido y puede ser comprendido el andlisis de
datos que se realiza en el marco de la Teorfa de Situaciones.
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ANEXOS

Anexo-1
Aimes-tu ... 1 ]2 |3 14 |5 16 |7 |8 |10j11}12]13|14]15]16]17]118]19]20]21]22]23|24
1. aller dans un musée? 1 J1 0 J1 j0 |1 j0 |1 JO |0 |1 |1 |1 {1 {1 fO {1 f1 fO |1 J1 |1 |1
2. aller & des compétions sport.? 11 Jr Jr gt j1 J1 jo jo jo |1 |0 (1 {1 fo |1 {0 foO {1 |1 |1 |1 |1
3. faire du tennis? 1 1 |1 0o f1 jo {1 {1 1 {0 JO0 |0 [0 [0 |1 f1 J1 |1 f1 |1 |1 |0 |1
4. te baigner? 11 1 1 f1 1 fr {1 o fr jr 1 |1 [1 jr f1r jr 1 {1 jo 1 (1 |1
5. les croisi¢res dans le Pacifique? J1 |1 |1 |1 |1 (1 |1 {1 f1 {1 f1 f1 |1 JU JU J1 J1 J1 J1 J1 J0 |1 |1
6. aller en Espagne ap. I'espagnol? |1 |0 {0 |1 [0 (1 J1 1 1 |1 1 |1 JO |1 |1 1 {1 |1 1 |O |1 |1 [1
7. les montagnes? 1 J0 {1 J1 {1 J1 {1 |1 {1 ]O 1 ]0 {0 J1 f1 1 f1 J°U |1 |1 f1 |1 |1
8. les marches en montagne 10 J1 jOo 1 |1 J1 |1 |1 |0 |0 |O |1 |1 f1 f1 {1 fO f1 |1 J1 |1 |1
9. avoir des visites guidées? L J1 ]0 J0 1 |1 J1 |1 j0 |0 |1 |1 [0 {1 {1 {1 {1 {1 fO {1 1 |0 |1
10.godter les spécialités d'un pays? |1 |1 1 JO |1 [1 |1 J1 (1 )1 {1 |1 J1 1 |1 J1 {1 )1 1 JO |1 |1 1
11. faire du foot-ball? 11 1 1 f1 1 {1 ot {1 j1rjo |1 [1 j0 {1 Jo jo |1 J1 |1 |1 |1
12. faire du vélo? 11 1 1 |1 1 {o |1 v {1 jv v |1 {1 jr {1 J1 1 {1 J1 0 {1 |0

13. aller en Italie visiter des musés? JO |1 |1 {1 |1 |1 |1 {1 |1 [0 |1 |1 |1 |1 U |1 |1 |1 |1 |1 |1 |1 |1

—
—
S
S
S
—_—
—
—
—
—
—
—
—
—
—
—
—
—
—
—
—

14. séjourner chiteau Renaissance? |1 |1

Tabla-1. Tabla del Juego del Viaje, de CM2A de I'école J. Michelet (Talence)

Anexo-2

Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q 9

1 9 1 1 5 1 2 1 4 1 3 8 6 7
3 4 2 1 0

L] - |

Arbol-I1Q. Analisis de similaridad de las cuestiones, sobre la matriz de datos de la Tabla-I
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Anexo-3
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Tabla-2 : Reorganizacion de la Tabla-1, a partir del Arbol-1Q de similaridad

Anexo- 4

O

O—en

QO

O—

Olen

Qll

Arbre-2(Q: Arbre hiérarchique (selon la théorie classique)
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Anexo-5
NIVELES DE CLASES DE
AGREGACIION COHESION N(Q*0)
DE CLASES MAXIMAL
IMPLICATIVAS (PAREJAS DE
CUESTIONES)
I* Q2= Qll
spor — foot CERO
Q8 - Q7
2 marc — mont UNO
Q3 - Q8
3 ten — marc UNO
Q3 - Q7
4% ten — mont UNO
Ql - Q9
5 mus o visi TRES
Q12 = Q5
6 velo - croi CERO
Q4 - QI0
7* bai « spéc UNO

Tabla-3: Cuestiones con cohesién implicativa maximal, segun el drbol jerdrquico 2Q

" Indica un nivel significativo
Ql O Q] .Indlca cohesién implicativa e implicacién légica [N(Q . Q/) = 0], entre les
questions Qi, Qj. '

Qi - Qj: Indica cohesién implicativa entre las cuestiones Qi, Qj.
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CUESTIONES METODOLOGICAS EN LA INVESTIGACION EDUCATIVA

»

ANGUSTIAS VALLECILLOS JIMENEZ
Universidad de Granada

Serfa quizds prematuro especular en este momento sobre la cuestién de si los mérodos de
la ciencia abstracta podrén en el futuro ser ttiles en la investigacién de los problemas
sociales en una medida equivalente a como lo han sido en varios campos de la investiga-
cién fisica. .... Mas que poseemos tedricamente en todos los casos, y pricticamente en la
medida en que la requerida labor del cdlculo puede ser suministrada, los medios de
desarrollar a partir de los datos estadisticos las semillas de verdades generales que yacen
enterradas entre la masa de nimeros, es una opinién que puede afirmarse con toda
seguridad.

George Boole, Investigacidn sobre las leyes del pensamiento, pp. 25-26.

RESUMEN

En este trabajo pretendemos sintetizar algunas cuestiones de método aplicables a la investigacion
educativa. Para ello reflexionamos sobre el método seguido para la realizacién de una amplia investiga-
cién de referencia, Vallecillos (1994), que pertenece al campo de la educacién estadistica. Es un ejemplo
de lo que podemos llamar ‘método estadistico’ que puede aplicarse como ‘modelo’ en la investigacién
educativa en general. Se incluyen también, a modo de ejemplo de su funcionamiento, los resultados
obtenidos en esa investigacién sobre la comprensién de un concepto clave en los contrastes de hipétesis
como el nivel de significacién.

ABSTRACT

In this paper we try to synthesize some methodological questions applicable to educational
research. With this aim we reflect on the method followed in a wide reference research, Vallecillos
(1994), that belongs to the field of statistical education. This research is an example of what we can call
‘statistical method * that can be applied as ‘model‘ in educational research in general. We also include,
as an example of its functioning, the results obtained in that research about the understanding of a key
concept in hypothesis testing as is the significance level.

INTRODUCCION

El método cientifico en la investigacion
Entendemos por ‘método’ cualquier conjunto de acciones ordenadas con las que pretendemos

conseguir unos resultados y por ‘metodologfa’ la aplicacién coherente de un método. La problemdtica
metodoldgica viene de antiguo, fue planteada por Bacon con su defensa de la induccién y un referente
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importante para nosotros es Descartes con su planteamiento de la duda metédica. En nuestro dmbito de
la investigacion es preciso citar también a Galileo que introdujo la medicién como forma de observacién
exacta del mundo natural. Es de todos conocido que lo que hoy llamamos método cientifico es el método
inspirado en la Fisica, ya que esta ciencia consiguié rdpidos y excelentes resultados con su método y se
convirtié asi en ejemplo a seguir por todas las demds. En sintesis, este método consiste en observar los
hechos significativos, sentar hipdtesis que los expliquen satisfactoriamente, deducir de ellas consecuen-
cias que puedan someterse a prueba por la observacién para aceptar como provisionalmente verdadera
aquella hipétesis que soporte mejor la prueba. El desarrollo de diversas ciencias a partir de la segunda
mitad del siglo XVIII ha supuesto también el desarrollo de diversas metodologfas especificas. La discu-
sién sobre el método ha sido especialmente importante en las ciencias humanas por la complejidad de su
objeto y por la coincidencia en ellas de sujeto y objeto del conocimiento lo que hace dificil o imposible
la aplicacién en ellas de los métodos de observacién de otras ciencias; el hecho de que estas ciencias sean
de desarrollo muy reciente hace que esta discusién esté todavia en gran parte abierta.

El mérodo estadlistico en la investigacion en Diddctica de la Matemdtica

El campo de las matemdticas, como disciplina ‘objetiva’ ha sido siempre campo neutral para la
observacién de fenémenos educativos y eso ha hecho, por otra parte, que el drea de la Did4ctica de las
Matemdticas sea un buen observatorio de fenémenos educativos e investigaciones sobre los procesos de
ensefianza y aprendizaje.

La investigacién educativa puede afectar a un nimero de problemas tan grande y a su vez tan su-
mamente diferentes unos de otros que pretender encontrar un esquema metodoldgico vélido para todo
tipo de propésito investigador se nos antoja una idea poco realista. Existen ya clasificaciones mds o menos
exhaustivas de los tipos de investigaciones que pueden realizarse, atendiendo al método a emplear, a su
grado de aplicacidn, al tipo de datos disponibles, al tipo de variables analizadas, al objetivo al que se
dirigen, etc., como puede verse, por ejemplo, en Bisquerra (1989).

Se nos antoja bastante probable que, en general, una vez bien definido el problema de investigacidn,
ningtin esquema metodoldgico conocido sea totalmente adecuado a la situacion concreta que tenemos plan-
teada. Este es el momento en el que el investigador debe adaptar o disefiar una metodologfa a la medida de
las necesidades de su propia investigacién. Para ello, es necesario determinar los diferentes elementos a tener
en cuenta, cudles de ellos son indispensables y decidir entre los disefios metodoldgicos conocidos que aspecto
de cada uno de ellos es pertinente al efecto de conseguir los objetivos que se persiguen. En caso contrario el
investigador deberd disefiar su propio esquema metodoldgico que, probablemente, serd una mezcla de ele-
mentos de otros esquemas anteriores con alguna parte original, de manera que pueda responder finalmente
de una manera mds adecuada a los objetivos concretos de investigacion definidos en el problema planteado.
En este sentido, considero que el esquema metodoldgico que se describe aqui, es completo ya que emplea
distintos tipos de muestras, variables, técnicas de obtencidn de datos, tipos de andlisis de los mismos, etc.,
que es posible que no sea necesario utilizar integramente en todo tipo de investigaciones, sino que también
serd aplicable utilizando solamente algunas de sus partes.

Se nos antoja dificil hablar de la investigacién en abstracto, asi que en este trabajo sélo pretendemos
sintetizar algunas cuestiones metodoldgicas en relacién con la investigacién educativa sobre la base de
nuestra propia experiencia investigadora y en nuestro campo concreto de investigacion.

Lo que sigue es simplemente un intento de sistematizacién terminoldgica con el fin de conseguir un
esquema metodoldgico aplicable a la investigacion educativa, ejemplificado en una primera investigacion
concreta y que se estd empleando en la actualidad en otras investigaciones en curso a través de Proyectos
de Investigacién subvencionados por el Ministerio de Educacién espafiol. Aunque la investigacion de
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partida, que empleamos como base para ‘teorizar’ sobre ella, es un trabajo realizado en el campo concre-
to de la educacién estadistica, (Vallecillos, 1994), pretendemos abstraer los aspectos metodoldgicos de
la misma con el fin de construir un esquema aplicable a la investigacion en otros campos de la investiga-
cién educativa ya que podemos considerarla un ejemplo de método estadistico, de aplicacion general. Se
incluye, ademds, una parte de la investigacion, la que se refiere al concepto de nivel de significacién, para
que se pueda valorar mejor la utilidad de la metodologfa seguida en orden a conseguir los objetivos pre-
vistos en el problema de investigacién planteado.

DESCRIPCION DE LA INVESTIGACION DE REFERENCIA

Esta investigacion, (Vallecillos, 1994), tuvo como meta realizar una valoracién comprensiva y sis-
temdtica de las concepciones, dificultades y errores de los estudiantes universitarios en el aprendizaje del
tema del contraste de hipdtesis estadisticas. Se llevé a cabo entre los afios 1990 y 1994 y participaron en
ella un total de 436 estudiantes de catorce grupos y siete titulaciones distintas de la Universidad de
Granada. La toma de datos se realizé mediante un cuestionario sobre contenidos conceptuales y
procedimentales que consta de 20 items y un problema de aplicacion. En seis de los items se le pide al
alumno que razone su respuesta con el fin de valorar mejor su comprensién del enunciado y nuestra
interpretacién de su respuesta.

Posteriormente se realizé una entrevista semiestructurada a un grupo de siete estudiantes seleccio-
nados intencionalmente. El objetivo general pretendido es el de proporcionarnos informacién comple-
mentaria con el fin de profundizar en nuestra comprensién sobre algunos errores ‘bdsicos’” detectados en
el aprendizaje de los alumnos, asi como tratar de identificar sus causas. También pretendemos asegurar-
nos de la comprension y de la interpretacion que hemos dado a algunas de las respuestas de los alumnos
y de la estabilidad de sus respuestas.

ESQUEMA METODOLOGICO: ELEMENTOS MINIMOS QUE
COMPORTA UNA INVESTIGACION EN EL CAMPO DE LA
EDUCACION

Un correcto enfoque metodoldgico de la investigacion educativa comporta el andlisis detallado de
los siguientes elementos minimos: objetivos que se persiguen, instrumento de recogida de datos y andlisis
de los mismos. A pesar de que pretendemos ser muy sintéticos, es necesario que profundicemos un poco
mds en los diversos aspectos que cada uno de estos elementos conllevan.

El cierre del proceso es la elaboracién de un informe final de la investigacidn que recoja con todo
detalle todos los aspectos de antecedentes, planteamiento y ejecucién del proyecto, decisiones tomadas
en el curso de su desarrollo, limitaciones de las conclusiones obtenidas as{ como lineas abiertas a la con-
tinuacién del trabajo e implicaciones en otros 4mbitos como, en nuestro caso, para la ensefianza del
tema objeto de la investigacién.

A) Problema de investigacion, objetivos, hipdtesis, estado de la cuestion
Determinacién del problema de investigacién

Atn a riesgo de que esta afirmacién parezca una perogrullada, la definicién del problema de inves-
tigacién es la primera cuestion a resolver. Muchas veces nos encontramos con un problema no bien
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definido que, por tanto, no podrd estar nunca bien resuelto. La total determinacién y clarificacién inicial
del problema, nos llevard a una buena determinacién del estado de la cuestién, hipétesis de partida,
objetivos iniciales, etc., indispensables desde el punto de vista metodoldgico.

Esta es la fase de transformacién de un interés inicial vago del investigador en un drea problemdtica en
un verdadero problema de investigacién cuyos interrogantes estén perfectamente delimitados y concretados.

Estudio tedrico previo

En nuestro trabajo el estudio tedrico inicial se hizo con mucho detenimiento. Se estudié primero
el aspecto conceptual del tema, los distintos enfoques en la teorfa de los contrastes de hipdtesis, Fisher
y Neyman-Pearson, asi como sus perspectivas histdrica y epistemoldgica. Se estudio el problema de los
contrastes también desde la perspectiva de la ensefianza analizando hasta seis elementos de significado,
Godino y Batanero (1994), de sintesis de los conceptos implicados en ellos. También se hizo un minu-
cioso andlisis a priori de los contenidos incluidos en el estudio. Es especialmente destacable el andlisis de
contenido realizado por dos razones bésicas: a) para delimitar claramente el problema de investigacién
a un contenido perfectamente concretado; b) para dotar de validez de contenido al instrumento utiliza-
do en la toma de datos. Posteriormente, estos andlisis tedricos sobre los distintos enfoques asi como las
cuestiones epistemoldgicas analizadas, nos han permitido entender mejor algunas de las respuestas de los
estudiantes y ‘explicar’ en parte los multiples problemas derivados del uso de las técnicas de contraste de
hipétesis en la investigacién experimental.

En general, creemos muy importante el estudio tedrico previo del problema, que incluird los aspec-
tos de contenido cientifico, filoséficos, histéricos y diddcticos del tema. Ademds de situar el problema de
investigacién en su marco tedrico y cientifico correspondiente, este tipo de estudios son indispensables
para comprender las respuestas de los alumnos y profundizar en las dificultades de tipo epistemolégico
o diddctico, errores de aprendizaje, etc., presentes en todos los procesos de ensefianza y aprendizaje.

Antecedentes de la investigacion

Las investigaciones previas sobre el tema son el punto de partida de las nuevas, de manera que un
andlisis critico de las mismas, clasificacién, conceptos estudiados, aspectos complementarios, caso de
otros niveles o situaciones de ensefanza, etc., es un trabajo minucioso pero indispensable para empren-
der cualquier trabajo de investigacién. También servird para evitarnos descubrir el Mediterrdneo, ya
descubierto.

Objetivos, variables e hipdtesis

Una vez planteado claramente el problema de investigacién, determinamos los objetivos generales
y concretos a conseguir.

Las variables a considerar, niimero y tipo, se deducen de todo lo anterior. Usualmente en la inves-
tigacién educativa las variables a observar son de tipo cualitativo o cuantitativo y, en cada caso, se llevard
a cabo un tipo de andlisis adecuado al caso. Existen distintas clasificaciones de las variables actualmente
segtin su forma de medida y es necesario estar permanentemente atentos a esta cuestion ya que podemos
considerar que, a medida que una disciplina avanza la medida de las variables implicadas es progresiva-
mente mds sofisticada. Una clasificacion de las variables y su medida puede verse en Afifi y Azen (1990).

El papel de las hipétesis en la investigacién experimental y educativa es un importante elemento a
tener en cuenta. En general, una hipdtesis es una afirmacién que suponemos cierta, esto es, una afirma-
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cién que expresa nuestra interpretacién de los hechos. Podemos establecerla como una simple hipdtesis
de trabajo, que se plantea como una guia de la investigacién o bien con el énimo de que sea sometida a
verificacion experimental. En este caso se trata de una hipdtesis cientifica. Las hipétesis y los experimentos
constituyen los dos polos de la actividad cientifica (Wartofsky, 1976) y, si queremos clarificar los aspec-
tos metodoldgicos de la investigacidn, es preciso precisar, en primer lugar el significado de las mismas:
“No hay término cientifico que padezca mayor ambigiiedad que la que aflige a hipdtesis: podriamos preparar
una lista de enunciados contradictorios acerca de las hipdtesis, asi como de la condicion de que gocen y el uso
quie se les dé en los estudios cientificos”, (Wartofsky, 1976, p. 241). Asi, segtin este autor, las hipétesis pue-
den ser: generalizaciones provenientes de la experiencia; inferencias deductivas que realizamos a partir de
premisas de orden superior; postulados o suposiciones creados libremente por la inteligencia para poder
ordenar o derivar de ellos otros enunciados; intuiciones referentes a lo que parezca evidente o ineludible
de creer, o bien a lo que se presente como plausible de alguna manera vaga pero insistente. También
pueden entenderse distintos tipos de hipdtesis segtin el alcance y el género de las mismas.

El concepto de hipdtesis, aparentemente fécil, no se ha revelado como tal en nuestra investigacién en
donde hemos encontrado muchas dificultades y errores de aprendizaje, asi como unas concepciones muy
restrictivas sobre el tipo de hipétesis admisibles, especialmente en las aplicaciones (Vallecillos, 1997), lo
que afecta de manera muy concreta a la investigacién educativa.

En el contexto de la investigacidn educativa las hipdtesis que se plantean son muy frecuentemente
hipdtesis estadisticas, esto es, afirmaciones que se refieren a pardmetros de poblaciones. Las hipétesis esta-
disticas no tienen que ser necesariamente hipdtesis cientificas en su mds amplia acepcién, como hemos
mencionado antes, si bien pueden considerarse una consecuencia légica de ellas. Las hipétesis cientificas
son afirmaciones tedricas sobre poblaciones generalmente no existentes, porque sus elementos no estdn
acotados en el espacio o en el tiempo y, por tanto, no existen en un lugar o momento dado. Sin embargo,
las hipdtesis estadisticas se refieren siempre a poblaciones existentes, esto es, a poblaciones de las que
disponemos de muestras, (Henkel, 1976).

Las hipétesis de investigacién son frecuentemente malinterpretadas, insuficientemente determina-
das o vagamente expresadas. En palabras de Fox (1981), “El tema de las relaciones entre las hipdtesis y la
estadlistica suele producir gran confusion entre los investigadores principiantes y esa confusion se suele producir,
Sfundamentalmente, porque no se distingue con suficiente claridad entre las hipétesis de investigacién y las
hip6tesis estadisticas .... Una hipdtesis de investigacion es la prediccion que hace el investigador de una conchi-
sidn concreta ... Puede hacer una hipdtesis de no diferencia ... En otros casos el investigador espera encontrar
alguna diferencia, y esto se reflejard en su hipdtesis de investigacion ... Pero, ... sea cual fuere el método inferencial
que elijamos, sélo podemos contrastar una hipétesis estadistica de no diferencia ... [Esta] hipdtesis estadistica
no se expresa formalmente del mismo modo como aparece realmente la hipdtesis de investigacion en la propuesta
o el informe de un estudio. Basta con que el investigador se dé cuenta y comprenda que la hipdtesis que estd
contrastando con el método inferencial es ésta. Si no lo entiende ast se pueden producir problemas graves de in-
terpretacion” (pdg. 293).

B) Obtencion de datos

El proceso de obtencion de datos es clave en toda investigacién experimental. Usualmente en la
investigacién educativa las muestras empleadas no son aleatorias, por imposibilidad material de que asi
sea, de manera que raramente podemos hablar de disefios experimentales que permitan generalizaciones
controladas a las poblaciones correspondientes, sino cuasi-experimentales. Si no podemos disponer de
muestras aleatorias es necesario por lo menos emplear muestras ‘representativas’ de las poblaciones en
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estudio y respetar muy mucho las limitaciones de los resultados obtenidos que no serdn generalizables
sino a lo sumo descriptivos y orientativos, dependiendo de otras caracteristicas del disefio como, por
¢jemplo, el tamafo de las muestras.

Poblacion y muestra

Es conveniente la realizacidon de una prueba piloto con el fin de poner a prueba aspectos concretos
de la investigacién como, por ejemplo el cuestionario. Se empleard para ello una muestra piloto y se
analizardn los resultados obtenidos. Este ensayo nos permite comprobar aspectos técnicos de la prueba
como el tiempo necesario para su desarrollo, legibilidad del cuestionario, posibles dificultades para su
aplicacion en el aula, etc. El andlisis de los resultados nos permitird hacer una clasificacién inicial de las
variables, la categorizacién para las variables cualitativas as{ como el estudio de la fiabilidad y validez de
la prueba. Para esto dltimo ver, por ejemplo, Thorndike (1989). Con todos estos datos se determinan
los criterios de revision de la prueba piloto, se redacta la prueba final y se deciden todos los detalles para
su aplicacién en el aula.

Una vez terminada esta fase se pasa a la fase experimental con la realizacion de la prueba final
con una muestra experimental, a ser posible, aleatoria.

Instrumentos de recogida de datos

Enumeramos los instrumentos empleados en Vallecillos (1994):
1. Prueba escrita general: cuestionario sobre aspectos conceptuales y un problema de aplicacién de un
test de hipdtesis.
1.1. Cuestionario sobre aspectos conceptuales: consta de 20 ftems, 5 de ellos de Verdadero / Falso
y 15 con 4 opciones y sélo una correcta.
1.1.1. Opcidn elegida.
1.1.2. Argumento de apoyo: en 6 de los 20 items se pedia razonar la respuesta.
1.2. Prueba de ensayo sobre contenidos procedimentales: se propuso un problema de aplicacién
con 4 preguntas.
2. Entrevista personal: a siete estudiantes seleccionados intencionalmente.
2.1. Cuestionario escrito: 3 items y 2 problemas con tres preguntas cada uno.
2.2. Explicacién oral del trabajo realizado.

C) Andlisis de los resultados

En nuestro caso, se realizé un primer andlisis descriptivo de tipo cuantitativo, por titulaciones y
global, de los resultados de tipo conceptual para cada uno de los 20 items de la prueba. Se determinaron
asf los principales errores y dificultades de aprendizaje de los estudiantes de la muestra sobre el aprendi-
zaje del contraste de hipétesis observados en forma sistémica y no aisladamente.

Se realizd también un andlisis de tipo cualitativo de las argumentaciones proporcionadas por los
alumnos en los seis {tems en los que se les pidié que razonaran la respuesta y un andlisis conjunto de
respuestas y argumentos.

Finalmente, se realizé el andlisis de la parte procedimental de la prueba y de la influencia de los
errores de tipo conceptual en la resolucién del problema propuesto.

Las conclusiones obtenidas se organizan en cuatro grandes bloques: errores conceptuales asociados
a elementos concretos de significado, estructura de las respuestas al cuestionario, concepciones sobre
conceptos bdsicos en el contraste de hipétesis y conocimiento procedimental.
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Posteriormente se llevé a cabo una entrevista con un grupo seleccionado de siete estudiantes cuya
metodologfa, objetivos e hipétesis fueron también previamente determinados. Los principales resultados
de ella pueden verse en Vallecillos y Batanero (1997).

UN EJEMPLO: COMPRENSION DEL NIVEL DE SIGNIFICACION

A continuacién describimos los datos relativos al estudio de la comprensién del concepto de nivel
de significacién en un test de hipétesis obtenidos en Vallecillos (1994), que es un concepto clave en este
procedimiento. Pueden verse también Vallecillos (1998a; 1998b; en revision) y Vallecillos y Batanero
(1996a; 1996b; 1997).

Objetivos

En sintesis, los principales objetivos de la investigacién referidos al concepto de nivel de significa-
cidn son los siguientes:
* Analizar en forma sistémica el aprendizaje de los tests de hipétesis por estudiantes universitarios.
*  Obtener evidencias empiricas acerca del aprendizaje del concepto de nivel de significacidn.
* Identificar dificultades de aprendizaje, interpretaciones incorrectas y las concepciones de los
estudiantes acerca del concepto de nivel de significacién.

Obtencion de datos: cuestionario

Ttem 1: Un nivel de significacion del 5% significa que, en promedio, 5 de cada 100 veces que rechazamos la

hipdtesis nula estaremos equivocados: V' / *F

Razona la respuesta.

Trem 2: Un nivel de significacion del 5% significa que, en promedio, 5 de cada 100 veces que la hipdtesis nula

es cierta la rechazaremos:  *V'/ F

Razona la respuesta.

[Nota: con * la respuesta correcta]

Los dos items son sintdcticamente muy parecidos, sin embargo, son completamente diferentes, el
segundo de ellos es la definicién del concepto de nivel de significacién mientras que el primero no lo es.
Con la comparacién de estas dos expresiones verbales, pretendemos analizar el error de confusién de los
dos sucesos, condicional y condicionado, que intervienen en la definicién, descrito anteriormente por

Birnbaum (1982) y Falk (1986).
Resultados

Comentamos en primer lugar los resultados obtenidos como respuesta a cada uno de los items se-
paradamente y después los argumentos que los alumnos han dado como explicacién de su respuesta. A
continuacién llevamos a cabo un andlisis conjunto de los dos items con el propésito de detectar la co-
herencia entre las dos respuestas y profundizar asf en la compresién del concepto de nivel de significaciéon
los alumnos participantes en la investigacidn.

Respuestas a los items

Los resultados estdn contenidos en la Tabla 1 a continuacién.
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En el item 1 la respuesta mayoritaria, de mds de la mitad de los estudiantes, el 53%, es incorrecta.
En el ftem 2 la respuesta mayoritaria, también de mds de la mitad de los estudiantes, 53.7%, es correcta.
Sin embargo, los porcentajes de estudiantes que responden correctamente al {tem 2 y al item 1 deberfan
haber sido semejantes. Aparentemente, la respuesta mayoritaria incorrecta en el ftem 1 expresa el error
de confusién entre los dos sucesos condicionales que definen el nivel de significacién al que nos hemos
referido antes, descrito por Birnbaum (1982) y Falk (1986).

Tabla 1: Frecuencia y porcentajes de la opcidn elegida a los {tems

ftems Correcta Incorrecta Blanco Total
ftem 1 141 (32.3%) 231 (53%) 64 (14.7%) 436
ftem 2 234 (53.7%) 131 (30%) 71 (16.3%) 436

Creemos que, en ambos casos, el porcentaje de respuestas correctas no es muy alto mientras que si
lo es el de respuestas en blanco lo que parece indicar un alto grado de dificultad en la expresién verbal
de este concepto. Aunque estos datos son en si mismos muy reveladores, es necesario hacer un andlisis
mds fino para poder entender mejor la comprensién del nivel de significacién conseguida por estos alum-
nos asi como sus concepciones al respecto. Analizamos para ello los argumentos que dan como apoyo a
sus respuestas a cada uno de los items. A continuacién incluimos la categorizacién de argumentos y los
resultados obtenidos en las Tablas 2 y 3.

Categorz’as de argumentos

La categorizacién de los argumentos empleados por los estudiantes para apoyar su respuesta a los
items es tinica ya que ambos se refieren al mismo concepto. Analizamos primero las respuestas dadas en
los dos items separadamente y después lo hacemos conjuntamente. El proceso de categorizacion de las
respuestas ha sido muy laborioso y pormenorizado. En primer lugar se recogieron con mucho detalle
todas las posibles respuestas de los estudiantes que dieron lugar a una primera clasificacién de argumen-
tos con muchas categorfas. A continuacién, por un proceso de refinamiento sucesivo, se fue reduciendo
el ndmero de estas clases atendiendo a los aspectos esenciales determinados en el minucioso andlisis de
contenido del estudio realizado previamente (Vallecillos, 1994). Finalmente quedaron las siete categorfas
de argumentos que se describen a continuacidn, de las que se ofrece, ademds un ejemplo textual de re-
puesta de un alumno que hemos incluido en ella para ilustracién del lector.

1. Argumento correcto: por definicién del nivel de significacién, como probabilidad de rechazar la
hipétesis nula siendo cierta, expresada verbalmente o en forma simbélica o = P(rechazar H | H, cier-
ta), empleada en forma consistente con la respuesta al item. Por ejemplo, un estudiante responde correc-
tamente al ftem 2 y razona su respuesta con el siguiente argumento:

- “Por la definicién del nivel de significacién O = P(rechazar H, | H cierta) si & = 0.05 significa que
rechazaremos la hipdtesis nula siendo cierta 5 de cada cien veces”.

2. Argumento correcto: por definicién del nivel de significacién, o = P(rechazar H | H, cierta),
empleada en forma contradictoria con la respuesta al {tem, esto es, la explicacién proporcionada deberfa
haber llevado al estudiante a responder, por ejemplo, Falso, en el {tem y sin embargo ha sefialado Ver-
dadero. Por ejemplo, un estudiante da una respuesta incorrecta al item 2 y argumenta:

- “Significa rechazar, en promedio, 5 de cada 100 veces la hipdtesis nula siendo cierta”,

3. Argumento erréneo: confusion del nivel de significacién O con la probabilidad ‘a posteriori’ de
que la hipétesis nula sea cierta, esto es, con P(H, cierta | H rechazada) # d. Por ¢jemplo, un estudiante
responde incorrectamente el ftem 2 y argumenta:
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- “No se trata de rechazar H ) en un 5% sino de equivocarnos en un 5% cuando la rechazamos’.

4. Argumento erréneo: confusién en la definicién del nivel de significacién O pero conservando en
ella la idea de probabilidad condicional. Por ejemplo, algunos estudiantes confunden O con la probabi-
lidad de ‘acertar’ una vez que se ha aceptado la hipétesis nula, esto es, con P(H, cierta | H aceptada)
# 0. Una respuesta de este grupo, que responde correctamente al {tem 1, es la siguiente:

- “Quiere decir que la probabilidad de que hayamos acertado al aceptar H, es del 15%.

5. Argumento erréneo: confusién en la definicién de o considerdndola como una probabilidad no
condicional referida a la hipdtesis nula, independientemente de que se acepte o se rechace o se la con-
sidere cierta o no. Por ejemplo, unos estudiantes consideran 0 como probabilidad simple de aceptar la
hipétesis nula y otros de rechazarla. Una respuesta de esta categoria, de un estudiante que responde
incorrectamente al ftem 2, es la siguiente:

- “Significa que hay una probabilidad del 5% de que H sea rechazada’.

6. Argumento erréneo: confusién de 0 con la probabilidad de error o bien como probabilidad de
error en la decisién tomada, sea cual sea ésta y sea cierta o no la hipdtesis nula. Por ejemplo, un argu-
mento de un estudiante que responde incorrectamente al item 2, es el siguiente:

- “Lo que significa es que 5 de cada 100 veces nos equivocaremos en la hipdtesis aceptada’.

7. Argumentos dificilmente interpretables. Estdn clasificadas aqui las argumentaciones confusas o in-
oportunas, esto es, que no responden directamente a la cuestién propuesta aunque se refieran a concep-
tos relativos al contraste de hip4tesis.

Andlisis de argumentos

En las Tabla 2 estdn contenidos los resultados obtenidos en el {tem 1 y en la Tabla 3 los corres-
pondientes al item 2.

Una primera cuestién llamativa es el hecho de que, de los 436 estudiantes que han respondido el
ftem 1, s6lo 191 (43.8%) han proporcionado una argumentacidn explicativa de su respuesta. Esto nos
da un 56.2% de respuestas en blanco, que indica un alto grado de dificultad para los estudiantes en la
realizacién de esta tarea.

Un 47.1% en total de los argumentos proporcionados por los estudiantes son correctos, si bien
muchos de ellos han argumentado en forma contradictoria con su respuesta al {tem.

Tabla 2: Frecuencias y porcentajes de argumentos en el ftem 1

Frecuencia ITEM 1: ARGUMENTOS Total

%Fila] 1(C) | 2(C) | 3(E) | 4(E) | 5(E) | 6(E) | 7(DI) | Fila

Caminos 6 11 2 8 2 6 4 39
15.4 28.2 5.1 20.5 5.1 15.4 10.3 20.4

Informatica 2 2 2 ! ! 8
25.0 25.0 25.0 12.5 12.5 4.2

Pedagogia 3 1 4 4 7 2 21
14.3 4.8 19.0 19.0 33.3 9.5 11.0

Psicologia 5 1 2 8 6 3 35
14.3 314 5.7 22.9 17.1 8.6 18.3

Medicina 10 10 6 3 2 2 3 36
27.8 27.8 16.7 8.3 5.6 5.6 8.3 18.8

Matematicas 7 3 3 R ! 3 22
31.8 13.6 13.6 22.7 4.5 13.6 11.5

Empresariales 4 16 ! 5 ! 3 30
13.3 53.3 3.3 16.7 3.3 10.0 15.7

34 56 12 33 15 22 19 191

Total Col-f 156 | 293 6.3 17.3 7.9 11.5 9.9 100

C: Correcto E: Erréneo DI: Dificil de interpretar
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En la columna 3, en donde estdn clasificadas las respuestas que explicitan la confusion de O con la
probabilidad ‘a posteriori’ de que la hipdtesis nula sea cierta una vez que ha sido rechazada, esto es, el
intercambio entre los dos sucesos que intervienen en la probabilidad condicional que define el nivel de
significacién, P(H, cierta | H, rechazada), aparecen porcentajes bajos en general en todos los grupos de
estudiantes, y un 6.3% para el total. Nos fijamos en este tipo de error porque es del que tenemos refe-
rencias anteriores en la literatura de investigacién, Birnbaum (1982), Falk (1986). Sin embargo, en
nuestro estudio ha aparecido relativamente poco, como hemos visto.

El error mds extendido entre nuestros estudiantes ha sido el de confundir O con la probabilidad de
‘acertar’ una vez que se ha aceptado la hipétesis nula, esto es, con P(H, cierta | H; aceptada) # d. Los
resultados incluidos en la columna 4 de la Tabla 2, suponen un 17.3% de las respuestas de los estudian-
tes. Estos, adn confundiendo la definicion del nivel de significacién, conservan sin embargo una caracte-
ristica importante de la misma que es la idea de probabilidad condicional.

El resto de los argumentos erréneos proporcionados por los estudiantes se dan en modestos porcen-
tajes lo que nos indica que tienen una incidencia baja.

En la Tabla 3, estdn contenidos los resultados correspondientes al {tem 2.

También aqui han abundado las respuestas en blanco, 65.4%, ya que s6lo han argumentado su
respuesta 151 estudiantes, un 34.6% de los estudiantes que han respondido el item 2.

Tabla 3: Frecuencias y porcentajes de argumentos en el item 2

Frecuencia ITEM 2: ARGUMENTOS Total

Y% fila| 1(C) | 2(C) | 3(E) | 4(B) 5(E) 6(E) | 7(DD fila

Caminos 14 5 2 5 3 4 3 36
) 38.9 13.9 5.6 13.9 8.3 11.1 8.3 23.8

Informatica 2 ! ! 4
50.0 25.0 25.0 2.6

Pedagogia ! ! 3 8 3 16
6.3 6.3 8.8 50.0 18.8 10.6

Psicologia 10 2 2 > 2 1 22
45.5 9.1 9.1 22.7 9.1 4.5 14.6

Medicina 15 8 3 2 1 3 3 35
42.9 22.9 8.6 5.7 2.9 8.6 8.6 23.2

Matematicas 8 2 ! 2 4 ! 18
44 4 11.1 5.6 11.1 22.2 5.6 11.9

Empresariales J 3 ! 2 > 20
45.0 15.0 5.0 10.0 25.0 13.2

Total columna 56 23 9 18 16 18 11 151
37.1 15.2 6.0 11.9 10.6 11.9 7.3 100

C: Correcto E: Erréneo DI: Dificil de interpretar

Un 52.3% de los estudiantes ha respondido correctamente al item 2, porcentaje ligeramente supe-
rior al obtenido en el item 1. También aqui el mayor porcentaje obtenido corresponde al mismo argu-
mento erréneo que en el item anterior, columna 4 de la Tabla 3, el que expresa la confusién de o con la
probabilidad de ‘acertar’ una vez que se ha aceptado la hipdtesis nula, si bien en menor medida, un
11.9% frente 17.3 % anterior.
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En lo que se refiere al error de confusién de los condicionales en la definicién de o, argumento
codificado como 3, también el porcentaje es bajo, 6%, lo que confirma el resultado obtenido en el item
1.

En resumen, con mayor o menor incidencia entre los estudiantes de la muestra, sus argumentacio-
nes expresan principalmente los siguientes errores:

Principales errores encontrados:

Muchos estudiantes confunden a con la probabilidad de ‘acertar’ en caso de aceptar la hipétesis
nula, esto es, de que ésta sea cierta una vez que ha sido aceptada. Este es el error mds frecuente
encontrado en las respuestas de los estudiantes de nuestra muestra.

Muchos estudiantes confunden el concepto de nivel de significacién a con la probabilidad ‘a
posteriori’ de la hipétesis nula.

Muchos estudiantes responden simultdneamente verdadero o falso a ambas cuestiones, esto es,
son incoherentes. La expresion verbal de la definicién de a puede resultar demasiado dificil de
interpretar para ellos.

Muchos estudiantes confunden a con una probabilidad no condicional referida a la hipdtesis
nula.

Muchos estudiantes confunden a con una probabilidad de error, cualquiera que sea la decisién
tomada y como quiera que sea la hipétesis, verdadera o falsa.

Andlisis conjunto de argumentos

Aunque el nimero de respuestas no es muy grande (191 en el item 1, 151 en el item 2 y 135 en
ambos), una vez analizados separadamente los resultados obtenidos en los dos items propuestos, hemos
comparado ambos resultados con el fin de estudiar la consistencia de las respuestas a ambos items rea-
lizando una tabulacidn cruzada que se recoge en la Tabla 4.

Explicitan el mismo tipo de error de intercambio de los dos sucesos que intervienen en la definicién
del nivel de significacién, argumento codificado como 3, en ambos items s6lo 3 estudiantes. Estos son
los, que al mantener de forma explicita, el mismo tipo de argumentacién errénea en ambos items pode-
mos considerar ‘estables’ en su manifestacién. Separadamente, por items suponen 3 de los 12 que habia
en el item 1y de los 9 que hubo en el item 2, 25% y 33.3% respectivamente. Estos resultados, pues, no
sefialan este error como el mds significativo entre los que afectan al aprendizaje del concepto de nivel de
significacién.

Se manifiesta con una mayor estabilidad la argumentacién errénea codificada como 4, que expresa
la confusién de a con la probabilidad de ‘acertar’ una vez que se ha aceptado la hipdtesis nula, esto es,
la probabilidad ‘a posteriori’ de la verdad de la hipétesis nula aceptada, ain manteniendo la idea de
probabilidad condicional para ella. Se han obtenido 10 respuestas, que suponen un 30.3% y un 55.5%
de las obtenidas, respectivamente, en los items 1y 2.

En total, sumando todas las frecuencias de las casillas correspondientes en la diagonal principal de
la Tabla 4, obtenemos 55 estudiantes que dan argumentaciones correctas en ambos items y 31 estudian-
tes que manifiestan un mismo tipo de error en ellas, esto es, que manifiestan un tipo de argumentacién
errénea estable. Hay 29 estudiantes que dan una argumentacion correcta en uno de los {tems e incorrec-
ta en el otro y 20 que manifiestan distintas argumentaciones erréneas en uno y otro item, esto es, al
menos aparentemente, son inestables en sus argumentaciones. Esta situacién nos ha llevado a realizar
otra tabulacidn cruzada de estas argumentaciones.
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Tabla 4: Tabla cruzada de argumentos en los items 1y 2

Frecuencia ARGUMENTOS EN EL ITEM 2
% de Fila Total
%de| 1(C) | 2(C) [3(E) [ 4(E) [ 5(E) | 6(E) | 7DD |
Columna
19 1 2 2 1
1(C)|76.0 |4.0 8.0 8.0 4.0 25
38.0 5.0 28.6 11.8 11.1 18.5
20 15 1 2 3 2 1 44
- 2(C) 455 |[34.1 2.3 4.5 6.8 4.5 2.3 26
s 40.0 |75.0 14.3 11.8 (214 11.8 11.8 i
& 2 3 2 |2 |2 0
: 3(E) 182 [27.3 18.2 18.2 18.2 3.1
m 10.0 |[42.9 11.8 14.3 11.1 )
4 4 1 10 |1 4 1 51
8 4(E) |19.0 (4.8 47.6 |4.8 19.0 [4.8 15.6
= 8.0 5.0 58.8 |7.1 22.2 11.1 :
4 3 1 5 2 1 0
Z |5® 250 83 417 167 |83 [
o 6.0 5.9 35.7 11.1 11.1 )
3g 2 1 2 8 13
6 (E) 154 77 154|615 o
4.0 14.3 143 [444 i
2 1 1 5 9
7 (DI)|22.2 11.1 11.1 55.6 6.7
4.0 5.0 7.1 55.6 )
Total |50 20 7 17 14 18 9 135
Columna|37.0 14.8 5.2 12.6 104 13.3 6.7 100
C: Correcto E: Erréneo DI: Dificil de interpretar

Podemos observar mejor la estabilidad de las respuestas de los estudiantes cuando estas se clasifican

simplemente en correctas o no. En la Tabla 5 podemos ver los resultados obtenidos:

55 estudiantes, un 40.7% del total de los que responden, dan una argumentacién correcta en ambos
ftems; 51 estudiantes, un 37.7% del total, lo hacen incorrectamente en los dos items, aunque manifes-
tando diversos tipos de error y 29, un 21.5% del total responden correctamente en uno de ellos e inco-

rrectamente en el otro.

Tabla 5: Tabla reducida de argumentos en los ftems 1y 2

Frecuencia| ITEM 2: ARGUMENTOS
% de Fila ]
% de Coolumna Correcto Erroneo Total fila
n 55 14 69
S| Correcto 79.7 203 si
- E 78.6 21.5 .
zs
£5
3 15 51 66
% Erréoneo 22.7 77.3 48.9
21.4 78.5 :
70 65 135
Total Columna 519 481 100.0

126




INVESTIGACION EN EDUCACION MATEMATICA

Interpretaciones del nivel de significacion

Los argumentos dados por los estudiantes nos han permitido conocer las distintas interpretaciones
que éstos hacen del concepto de nivel de significacién. El andlisis de estos argumentos que venimos
comentando nos permite clasificar, a modo de resumen, los resultados obtenidos en cuanto a estas dis-
tintas interpretaciones del concepto de nivel de significacién que manifiestan los estudiantes en sus res-
puestas. Las hemos separado en tres grandes grupos: correctas, incorrectas pero conservando la idea de
probabilidad condicional e incorrectas, asociadas a la probabilidad de error en distintas formas. En la
Tabla 6 estén contenidas las frecuencias obtenidas en las distintas interpretaciones en los dos {tems
analizados.

a) Interpretaciones de A correctas

Son aquellas en las que se interpreta el nivel de significacién como probabilidad de rechazar la hi-
p6tesis nula siendo cierta. Hemos encontrado dos variantes:

I,: Se emplea la definicién en forma consistente con la respuesta (V/F) al ftem.

L,: Se emplea la definicién en forma contradictoria con la respuesta (V/F) al ftem.

b) Interpretaciones de Q incorrectas pero conservando la idea de probabilidad
condicional

Hemos encontrado las siguientes:

L: Nivel de significacién como probabilidad de que la hipétesis nula sea cierta una vez que se ha
rechazado, esto es, como probabilidad de error en la decision en caso de rechazo.

I,: Confusién del nivel de significacién con la probabilidad de haber ‘acertado’ al aceptar la hipé-
tesis nula.

L: Nivel de significacién como probabilidad de que la hipétesis nula sea falsa una vez que se ha
aceptado, esto es, como probabilidad de error en la decisidn en caso de aceptacion.

I.: Nivel de significacién como probabilidad de que la hipétesis nula sea falsa una vez que se ha
rechazado, esto es, como probabilidad de acierto en la decisién en caso de rechazo.

L: Nivel de significacién como probabilidad de aceptar la hipétesis nula siendo falsa, esto es, con-
fusién con el error de tipo 11, B.

¢) Interpretaciones de Q como probabilidad no condicional referida a la hipdtesis
nula

L: Nivel de significacién como probabilidad simple de aceptar la hipétesis nula.
I,: Nivel de significacién asociado con el rechazo de la hipétesis nula falsa.

I,,: Nivel de significacién como probabilidad de que la hipétesis nula sea falsa.
I,,: Nivel de significacién como probabilidad de que la hipdtesis nula sea cierta.
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Tabla 6: Frecuencias de interpretaciones del nivel de significacién

INTERPRETACIONES ITEM 1 | ITEM2
I;: o = P(rechazar Ho[H, cierta) (1) 34 56
Ib: o = P(rechazar Ho[(H, cierta) (2) 56 23
I3: o = P(Hp cierta [Hy rechazada) 12 9
L4 o = P(Hp cierta [Hy aceptada) 3 3
Is: o = P(Hp falsa [H, aceptada) 22 3
Is: o = P(Hp falsa [0H, rechazada) 2 1
I7: o = P(aceptar Ho[(HH, falsa) 6 11
Is: o = P(aceptar Ho) 1 1
Iy: o = P(rechazar H, falsa) 10 8
Iio: a = P(Hy falsa) 1 1
Ii1: a = P(Hy cierta) 3 6
I12: a = P(error en la decision) 11 12
Li3: a = P(error) 10 6
I4: Confusion de o con 1- o 1
I;s5: Otras interpretaciones 19 11
Total 191 151

(1): Consistente con la opcidn elegida
(2): Inconsistente con la opcidn elegida

d) Interpretaciones de O como probabilidad de error

I,: Nivel de significacién como probabilidad simple de error en la decisién tomada.
[,,: Nivel de significacién como probabilidad de error.

¢) Otras interpretaciones

I ,: Confusién de a y 1-a
I ; Interpretaciones confusas o inoportunas.

Concepciones sobre el concepro de nivel de significacién

Consideramos que estas distintas interpretaciones que los estudiantes hacen del concepto de nivel
de significacion, son la manifestacién de las concepciones (Artigue, 1990) que estos tienen sobre el co-
rrespondiente concepto, que podemos sintetizar como sigue:

Concepcidn correcta del nivel de significacion, como probabilidad condicional de rechazar la hipdtesis nula
siendo cierta, si bien en algunos casos se aplica en forma contradictoria en la respuesta (V/F) del item
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correspondiente. Es la concepcién mds frecuente con un total de 90 estudiantes, 47.1% del total de
respuestas en el ftem 1,y 79, 52.3% del total de respuestas en el item 2. Incluimos aqui las interpreta-
cionesI el

Ademds de esta concepcion correcta del nivel de significacién, hemos encontrado tres mds incorrec-
tas en las argumentaciones de los estudiantes que han tomado parte en nuestra investigacién:

Nivel de significacion como probabilidad condicional referida a una de las hipdtesis: Incluimos aqui a los
estudiantes que conservan la idea de probabilidad condicional pero intercambian los sucesos condicio-
nado o condicionante o ambos. Aqui estdn incluidos los que manifiestan la confusién previamente des-
crita por (Falk, 1986) como caso particular. Incluimos las interpretaciones de I, a 1. Tenemos 45 casos,
23.6% del total de respuestas en el item 1y 27, el 17.9% del total de respuestas en el item 2, 72 en total.

Nivel de significacion como probabilidad simple de la hipdtesis nula: Muchos estudiantes interpretan el
nivel de significacién como una probabilidad no condicional de la hipétesis nula, tanto en el caso de
aceptacién como de rechazo. Incluimos las interpretaciones de I, a I . Hemos encontrado 15 casos,
7.9% del total de repuestas en el ftem 1y 16 casos, 10.6% de las respuestas en el ftem 2, 31 en total.

Nivel de significacion como probabilidad de error: Incluimos aqui las respuestas que se refieren a a
como la probabilidad de error, tanto si se asocia a la hipdtesis nula como a la alternativa y tanto si ésta
es aceptada como rechazada. Incluimos las interpretaciones I , e I ;. Hemos obtenido 21 casos, 11% en
el item 1y 18, 11.9% en el item 2.

En resumen, hemos encontrado una gran variedad de interpretaciones del nivel de significacién en
las respuestas de los estudiantes, la mayor parte de ellas incorrectas. Estas manifestaciones nos permiten
aproximarnos a las concepciones que tienen del concepto de nivel de significacién. A continuacién resu-
mimos las principales concepciones incorrectas encontradas en el andlisis de los argumentos descritos
anteriormente:

Principales concepciones errdneas sobre el concepto de nivel de significacion:

El nivel de significacién, 0 como probabilidad ‘a posteriori’ de la hipétesis nula o la alternativa.

El nivel de significacién, O como probabilidad de que la hipdtesis nula sea verdadera una vez
que ha sido rechazada.

El nivel de significacién, 0 como probabilidad condicional ya sea de la hipétesis nula o de la
alternativa.

El nivel de significacién, 0 como probabilidad no condicional de la hipdtesis nula.

El nivel de significacién, 0 como la probabilidad de error en un test de hipdtesis.

EL INVESTIGADOR Y EL TECNICO ESTADISTICO

Por ultimo, creemos conveniente llamar la atencién de los investigadores que trabajan en el campo
de la educacién sobre un aspecto no siempre tenido en cuenta. Con frecuencia, la investigacion educativa
comporta el andlisis de datos y el uso de técnicas estadisticas fuera del interés propio del investigador y
que requieren el concurso técnico de un profesional estadistico. En este caso el colaborador estadistico
deberd ‘comprender’ bien el problema de investigacién, buscar la solucién técnica mds adecuada y pro-
porcionar la respuesta en un lenguaje ‘inteligible’ al investigador. Sin embargo, atin en las mejores con-
diciones de comunicacidn entre el investigador y el técnico estadistico, el problema de investigacién sélo
tiene sentido completo para el investigador que es el que tiene que dar respuesta, con la ayuda técnica
precisa, a ‘su’ problema de investigacién. Una reflexién sobre el tema puede verse en Batanero, Godino
y Vallecillos (1992).
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CONCLUSIONES

Sin pretender elevar a categoria la metodologfa empleada en la investigacién de referencia y otras
realizadas posteriormente con un esquema metodolégico basado total o parcialmente en el descrito,
hemos comprobado que ésta puede ser muy util para la obtencién de resultados en el campo concreto
de la investigacién en Educacién Matemdtica. Ha resultado adecuada para la consecucion de los obje-
tivos previstos y los multiples procedimientos de obtencién de los datos, las variables analizadas, los
andlisis estadisticos empleados y los resultados obtenidos permiten considerarla til para la investigacién
de procesos de ensefianza y aprendizaje en otros contextos y problemas educativos.

Queremos terminar haciendo una llamada a la sensatez y la honestidad en la investigacién educativa
utilizando palabras de Fox (1981): “... para que la investigacion en ciencias sociales alcance resultados signi-
ficativos, tiene que ser un proceso racional. Tenemos que saber por qué hacemos lo que hacemos, y por qué lo
hacemos como lo hacemos, y también tenemos que saber qué formas de hacerlo hemos tenido en cuenta y cudles
hemos rechazado y por qué”, (pag. 23).
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METODOLOGIAS DE INVESTIGACAO EM EDUCACAO MATEMATI-
CA: A IMPORTANCIA DA DIVERSIDADE

®

JOSE MANUEL MATOS
Universidade Nova de Lisboa

A Educagdo Matemdtica pode aspirar a possuir teorias, conceitos, leis, através dos quais se possa
prever o acto educativo com o mesmo grau de precisio com que o engenheiro constroi uma ponte, ou
que o fisico calcula a trajectéria de um satélite? Serd que um dia conseguird, seja com uma bateria de
testes, seja com outros instrumentos mais ou menos sofisticados, prescrever modos de ensino adaptados
a alunos especificos? Ou prever com exactiddo razodvel as respostas de qualquer aluno a uma situagio
matemdtica? SZo questdes impossiveis de responder com certeza nos tempos actuais. Suspeito, no
entanto, que muitos educadores matemdticos acreditam na impossibilidade efectiva de tornar o
conhecimento desenvolvido pela sua drea de saber da mesma natureza do de outras. A Educagio Mate-
mdtica, como outras dreas da Educagio, partilha das caracteristicas das Ciéncias Sociais e Humanas, e
aquilo que, na nossa drea, formos aceitando como certo terd sempre um cardcter (alguns diriam um es-
tigma) transitorio e contextualizado porque o préprio objecto de estudo nio € estdtico nem objectivo
mas antes dindmico e subjectivo.

Significard entdo que é impossivel o desenvolvimento de um conhecimento fidvel em Educagio
Matemdtica? Acredito que a esmagadora maioria dos educadores matemdticos responderd ndo a esta
pergunta, escudados nos cuidados que colocaram no desenvolvimento das investigacdes em que
participaram, nas teoriza¢des e nas aplicagbes prdticas conseguidas a partir dos resultados desses
trabalhos e na significAncia das interacgdes sobre todos estes aspectos efectuadas com outros investiga-
dores. A viabilidade de um conhecimento fidvel em Educa¢ao Matemdtica ¢ atestada pelo facto de ser
possivel o estabelecimento de zonas de intersubjectividade nas quais se confrontam conceitos, teorias,
enquadramentos ou resultados. Um exemplo dos momentos durante os quais se desenvolvem estas zonas
de subjectividades partilhadas é precisamente no decorrer de semindrios de investigagao.

A discussio sobre metodologias de investigagio que me preocupa neste texto constitui precisamente
um dos modos pelos quais a comunidade dos investigadores procura reflectir sobre formas como o
conhecimento pode ser desenvolvido de um modo que o torne aceitdvel no seio dessa comunidade,
perante outras comunidades cientificas e perante a sociedade em geral. Como afirma Vallecillos', sendo

'ver o seu artigo neste livro.
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um método “qualquer conjunto de ac¢des ordenadas com as quais pretendemos conseguir um resulta-
do”, uma metodologia ¢ “a aplicagio coerente de um método”. Entendo que ¢ a busca de critérios para
tornar esta coeréncia aceitdvel entre pares que deve estar no centro da realizagdo de debates sobre
metodologias de investigagdo. Estes critérios sdo estabelecidos através de intercAmbios mais ou menos
formais que vdo construindo entendimentos intersubjectivamente partilhados. Serd sobre essa coeréncia
que assentard, em tltima andlise, as bases da fiabilidade e da credibilidade do trabalho dos investigadores.
A reflexdo sobre metodologias de investigagio no campo de Educagio Matemdtica, em particular,
deve tomar em conta as especificidades desta drea do saber. Recordo a caracterizagio efectuada por
Hans-Georg Steiner em 1984, e que retomo aqui na versio apresentada por Juan Godino (1991), sobre
as relagoes entre a Diddctica da Matemdtica e outras disciplinas e sistemas (figura 1). Neste diagrama
podemos observar como a Educagio Matemdtica se encontra rodeada por multiplas 4reas, desde a
Psicologia, a Sociologia, as Ciéncias da Educagio, e outras, terminando na prépria Matemdtica.

o -

Figura 1

A Educagio Matemdtica é uma drea do saber aberta s influéncias de todas estas dreas e onde en-
contramos reflexos de quase todos os debates que se travam nos diversos campos de conhecimento. As
dicotomias individual / social, processo / produto, interno / externo, objectivo / subjectivo, ou outras
mais especificas de certos campos, como professor / investigador, por exemplo, estimulam multiplas
discussdes entre os educadores matemdticos e sdo indispensdveis para que o nosso campo seja aberto,
vivo, interveniente e relavante no mundo de hoje. A Educagio Matemdtica, no entanto, nio se esgota
neste tecido de ideias, pois possui uma especificidade propria, aquela que lhe ¢ dada pela sua
preocupagio central no estudo dos modos como se ensina e se aprende matemdtica.

O desenvolvimento e o uso de metodologias de investigagio em Educagdo Matemdtica espelha esta
dualidade de “motores de desenvolvimento”. Por um lado, reflecte uma multiplicidade de influéncias
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provindas das metodologias predominantes noutras 4reas, como as abordagens quantitativas ao gosto da
maioria dos socidlogos, ou dos psicélogos anglo-saxdnicos, entre outros, ou as qualitativas preferidas de
antropdlogos ou de correntes psicoldgicas europeias. Mas, derivado da natureza prépria do saber mate-
mdtico, nio tem deixado de criar alternativas especificas. Os quatro textos que comentarei em seguida
reflectem, segundo penso, precisamente estas multiplicidades e especificidades.

Comentarei os quatro textos em andlise segundo dois pontos de vista. Procurarei, em primeiro
lugar, fazer corresponder a cada texto um paradigma especialmente relacionado com as metodologias de
investiga¢do. Procurarei, em particular contrastar os modos como cada investigago se relaciona com as
respectivas metodologias. Tratar-se-d4 de uma primeira leitura, que estabelecerd pontos de contacto com
debates que extravasam a Educagdo Matemdtica. Usarei, em segundo lugar, uma visio internalista, pro-
curando estabelecer correspondéncias com o que Alan Bishop designou de tradicoes de investigagio em
Educagiao Matemdtica. Em qualquer dos casos a minha preocupagio estard centrada em fazer ressaltar
as zonas em que cada abordagem ¢é mais frutuosa, bem como identificar dreas ndo estudadas por
nenhuma delas.

Devo, desde j4, prevenir o leitor das limitagGes inerentes a este trabalho. A tarefa de comentar textos
de uma comunidade da qual nio faco parte é arriscada. Como outsider, poderei, eventualmente, aportar
perspectivas nio usuais aos educadores matemdticos espanhdis. Mas poderei igualmente entender de
forma muito parcial os textos que aqui analiso. Afinal estes trabalhos devem ser compreendidos em con-
texto, como etapas de um percurso de linhas de investigagdo mais complexas, com um passado, um pre-
sente e um futuro, factores que desconheco e que apenas posso vislumbrar, mal ou bem, da leitura dos
textos em andlise. Significa isto que 0 meu trabalho poderd eventualmente valer mais pela caracterizagao
de problemas globais e pelas interrogacdes que a partir dai coloca ao leitor e menos pela pertinéncia dos
comentdrios a textos especificos. Se neste processo cometer incorrecgdes de apreciagio, peco
antecipadamente desculpas aos meus colegas (comparieros) espanhdis que tio amavelmente me
receberam.

OS PARADIGMAS DAS METODOLOGIAS DE INVESTIGACAO

Os quatro textos em andlise estabelecem relagées distintas com os paradigmas das metodologias de
investigacdo respectivos que passarei a analisar seguindo uma ordem alfabética.

O trabalho de Luis Carlos Contreras discute a utilizagio de uma metodologia qualitativa de recorte
interpretativo e efectua uma descri¢ao detalhada das distintas etapas por que passa um estudo deste tipo.
E de realgar o cuidado posto pelo investigador ao reflectir pormenorizadamente sobre os passos que
efectuou para gerar reoria substantiva, como diriam Glaser e Strauss (1967). Metodologias qualitativas
deste tipo tém a sua origem nas ciéncias sociais, em especial na Antropologia, e tém vindo a ser usadas
em Educagio Matemdtica quando se pretende obter descri¢oes densas (thick descriptions) do objecto de
estudo. A sua inspiragdo provem da fenomenologia e do interaccionismo simbélico e valoriza a descrigao,
a indugio, a teoria fundamentada e o estudo das percepg¢des pessoais (Bogdan e Biklen, 1999). O uso
desta metodologia constitui um exemplo do modo como um quadro tedrico desenvolvido num contexto
externo pode ser aplicado 4 Educagao Matemdtica.

O trabalho de Angel Gutiérrez tem caracteristicas muito distintas. Trata-se de uma reflexdo sobre
o aprofundamento de uma reoria interna®, isto é, de um corpo teérico desenvolvido por educadores
matemdticos que visa uma adequagio a problemas do ensino e da aprendizagem da Matemdtica. O cen-

% tradugdo do termo “home-grown theories” usado pela primeira vez no contexto da Educagao Matemdtica por Jeremy
Kilpatrik em 1981 (referido em Steiner, 1984).
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tro do seu texto ¢ a reflexdo sobre os modos de desenvolver estratégias de investigagdo quando o educa-
dor matemdtico ¢ confrontado com a insuficiéncia dos quadros tedricos de que dispde, envolvendo num
caso a alteracdo de quadros tedricos pré-existentes — a teoria de van Hiele —, e noutro — a demonstragio
matemdtica — a participagdo no desenvolvimento de um quadro tedrico em construgio que recolhe
contribuicdes sucessivas de diversos investigadores. Este texto configura uma andlise de cariz tedrico com
o educador matemdtico procurando reflectir sobre a pritica investigativa dos casos apresentados e
produzir teoria, desta vez teoria formal, seguindo Glaser e Strauss (1967).

O texto de Pilar Ords Bédguena apresenta algumas semelhangas, mas também algumas diferencas,
em relagdo ao anterior. Temos igualmente em pano de fundo os esfor¢os de educadores matemdticos,
neste caso, participantes essencialmente de influéncia francéfona, para desenvolver enquadramentos
adequados 2 especificidade do seu campo. Trata-se pois de uma teoria interna. Mas, enquanto que no
caso anterior o nascimento das teorias citadas ocorreu num confronto com a prética lectiva (teoria de van
Hiele) ou decorrendo de um processo de aperfeicoamento conceptual que se procura adequar ao estudo
de processos empiricos (demonstra¢io), neste caso foi o confronto com teorias generalistas sobre
educagio que gerou a necessidade de afirmacio de uma Diddctica da Matemdtica, que envolvesse, como
afirma Chevallard (1991), ndo s6 o professor e o aluno, mas, de um modo muito particular e muito
marcante, a especificidade do conhecimento matemitico.

Com o dltimo texto, da responsabilidade de Angustias Vallecillos Jiménez, regressamos de novo a
utilizagdo de paradigmas exteriores, neste caso o que se costuma designar por metodologias quantitativas,
para a elucidagio de fendmenos do Ambito da educagio matemdtica. A autora reflecte sobre os cuidados
a ter nas vdrias etapas de uma investigagio deste tipo, confrontando implicitamente o paradigma de
investigagio quantitativo com as concepgoes de estudantes universitdrios sobre conceitos chave deste
paradigma.

Caracterizarei as diferencas entre os textos comentados segundo dois vectores que condenso no
quadro seguinte. O primeiro relaciona-se com a origem do paradigma de investiga¢o referido em cada
um dos textos. Como j4 referi, ela ¢ interna em dois casos, embora na sua génese estejam abordagens
distintas e no caso de Gutiérrez se trate da prépria formulagio do paradigma, e externa nos outros dois,
também aqui também com uma génese muito distinta: a Antropologia e a Sociologia num caso, ¢ a
Estatistica no outro. O segundo vector realca os distintos modos como cada um dos trabalhos se rela-
ciona com os paradigmas apresentados. Quer no caso de Contreras, quer no de Valencillos, os educado-
res matemdticos fazem uso de um paradigma de investigagio que lhes é exterior e naturalmente adoptam
uma relagdo que caracterizaria como essencialmente instrumental. Nio se procura intervir sobre os
paradigmas, mas antes utilizé-los como instrumentos fidveis para a descri¢do, para a interpretagdo, ou
para a inferéncia, conforme o caso. Daf o cuidado enfatizado na escolha da amostra, na formulagio de
hip4teses e na escolha de procedimentos estatisticos adequados, no caso de Valencillos, ou na andlise
baseada nos significados intrinsecos ao participante e na formulagio de teoria substantiva, no caso de
Contreras. O sucesso das investigagdes estd aqui decisivamente relacionado com um cuidado especial
com a boa execugio destas opgoes processuais. Ortiz adopta uma posi¢do distinta, e enquadra os fend-
menos observados nas compreensdes possibilitadas pelo enquadramento tedrico escolhido. A
multiplicidade de trabalhos realizados neste paradigma garantem uma coeréncia que estrutura os resul-
tados. Tal coeréncia ¢ dificil exigir no caso de Gutiérrez, que se debruga sobre quadros tedricos mal
definidos e ainda em construgdo. Dai a necessidade deste tltimo de adoptar uma postura de
questionamento e problematizagio das teorias objecto do seu estudo.
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ORIGEM DO PARADIGMA RELACAQ COM O
PARADIGMA
Luis Carlos Contreras Antropologia e Sociologia Instrumental
Angel Gutiérrez Teoria interna Problematizacéio e
Paradigma em construgao questionamento
Pilar Ortis Baguena Teoria interna Adaptagdo,
confirmagéo
Angustias Vallecillos Estatistica Instrumental
Jiménez

Estes textos espelham de uma forma abrangente as diversas situagdes que os educadores matems-
ticos enfrentam ao efectuar investigagoes: desde trabalhos que se baseiam em quadros tedricos estdveis
até os que pretendem contribuir para a formula¢do dos préprios quadros tedricos. Vimos também como
sdo estabelecidos pontos de contacto entre a Educagao Matemdtica e diversas dreas de saber. Nas quatro
investigagdes em andlise ¢ possivel observar que esta multiplicidade de influéncias se reflecte, nao apenas
nos pontos de vista a partir do qual o fenémeno educativo é observado e interpretado, mas também
modelam de forma decisiva as caracteristicas dos trabalhos de investigagdo. Se a utilizagdo consistente de
um quadro tedrico permite obter compreensdes ou explicagdes coerentes, a utilizagio de diferentes
quadros tedricos permite completar a compreensio dos fendmenos. Fica, no entanto, por encontrar os
modos pelos quais o campo dos educadores matemdticos pode integrar contribuigdes cujos fundamentos
apresentam um tal grau de diversidade. Fica mesmo a didvida se, a exemplo de muitas outras 4reas de
saber, o nosso campo nao caminhard para uma especializagio cada vez maior, propiciadora de
compreensdes especificas de grande recorte técnico, mas incapaz de gerar entendimentos abrangentes.
Talvez este caminho seja uma inevitabilidade, exigindo, por seu lado, uma atitude integradora de saberes
dos educadores matemdticos.

TRADICOES DE INVESTIGACAO EM EDUCACAO MATEMATICA

Alan Bishop, num texto de 1992 retomado em 1997, chama a atengio para uma outra dimensao
segundo a qual se podem perspectivar os trabalhos de investigagio em Educa¢io Matemdtica e que
designa de Tradigoes de investigagio. Segundo ele, “uma tradigio de investigagio ¢ muito diferente de um
paradigma de investigagdo. Nio escolhemos uma tradigio de investigagio como poderfamos escolher um
paradigma de investigagio. E-se parte dela como resultado do processo de ensino®, da educagio, da base
cultural e da formagdo em investigac¢dao” (1992, p. 712). Bishop (1992) aplica este construto pela
primeira vez & caracterizagdo das diferentes tradigdes de investigacio presentes no primeiro congresso
internacional de educadores matemdticos, ICME 1, que decorreu em 1969 em Lyons, Franga, e mais

5“upbringing” ioinal
upbringing  no original.
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tarde como pano de fundo para uma reflexdo sobre a relagio entre a investigagio em Educagdo Matemd-
tica e a prética educativa (1997). Decidi usar heuristicamente o conceito de tradigdo de investigagao
para observar de um ponto de vista distinto os quatro textos em discussio, dado o cardcter fluido e
impreciso destas tradi¢des, mas simultaneamente muito mais tenaz e persistente do que as construgoes
racionais associadas aos paradigmas de investigagdo que referi na secgio anterior.

Bishop (1992) propde que se manifestaram trés tradi¢oes de investigagio no ICME 1. A primeira,
que denominou de tradicio pedagdgica, foi representada pelas intervengdes de Emma Castelnuovo, Max
Beberman e valorizavam o papel do professor reflexivo sobre a sua prética. De um modo geral, estas
intervengdes procuravam divulgar o saber exemplar de alguns prdticos e dos seus métodos de ensino. A
segunda, a tradi¢io do cientista empirico, personificada por Ed Begle, enfatizava os métodos pelos quais a
investigagdo ¢ levada a prdtica, propondo a adopgdo de processos semelhantes aos usados nas ciéncias
fisicas e naturais, tornando a Educagio Matemdtica numa ciéncia empirica. A terceira e dltima tradi¢do,
a tradigio do fildsofo escoldstico, seguida por Willy Servais e Hans-Georg Steiner, baseava-se na andlise, na
teorizagdo racional e no criticismo, sendo 0 mundo escolar visto como uma manifesta¢ao imperfeita de
uma situagdo educativa tedrica. A forca desta tradi¢ao repousa no modo rigoroso como as suas posi¢oes
tedricas sdo argumentadas. O quadro seguinte resume as diferencas entre estas tradi¢oes salientadas por
Bishop (p. 713) segundo trés componentes: o propdsito da inquiri¢ao, a fungio da evidéncia e a fung¢io
da teoria.

Tradigdo Propésito da Fungdo da Fungio da teoria
inquirigdo evidéncia
Tradigéo Melhoramento Fornecer Saber acumulado e
pedagogica directo do ensino comportamentos de partilhado de
alunos selectivos e professores peritos
exemplares
Tradi¢do Explicagdo da Dados objectivos, Explicativa, testada
do cientista  realidade educativa oferecendo factosa  em confronto com os
empirico serem explicados dados
Tradigdo Estabelecer uma Supostamente Situacdo idealizada
do filoésofo posigdo tedrica conhecidaouaser  paraa qual arealidade
escolastico rigorosamente desenvolvida educativa devera
argumentada tender

Penso que cada uma destas tradi¢des possui preocupagdes que se revelam centrais e que, de certo
modo, se destacam numa visao de conjunto. Na tradi¢do pedagdgica o centro estd na intervengio
exemplar sobre o processo educativo. Na tradi¢ao do cientista empirico o centro estd no rigor
metodoldgico como forma de obter conhecimento seguro, fidvel e reproduzivel. Por tltimo, na do filésofo
escoldstico, o centro estd na ideologia.
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Desde 1969 verificaram-se naturalmente mudangas que alteram o quadro anterior. A primeira
mudanca que destaco ¢ a incorpora¢io de metodologias de investigagio-acgdo, com consequéncias em
especial para a tradi¢do pedagdgica. Segundo esta metodologia, continua-se a procurar uma alteragio
dos processos de ensino, j& ndo através da dissemina¢do de abordagens exemplares, como o fazia aquela
tradi¢do, mas antes através da reflexdo e ac¢do sobre a prdtica por parte de professores procurando
intencionalmente alterar essa mesma prdtica. A segunda mudanga ocorre no seio da tradigio do cientista
empirico onde assistimos a um cisma que caracterizo simplisticamente como a separagdo entre
abordagens quantitativa e qualitativa, separagdo essa, que ¢ bem mais do que uma distingio entre o
numérico e o descritivo, centrando-se sobretudo sobre distintas op¢oes filosoficas e éticas. Uma terceira
mudanca é o aparecimento recente de uma perspectiva critica perante o acto educativo que vem
problematizar as inten¢des dos trabalhos produzidos segundo a tradi¢io pedagdgica, mas questiona
sobretudo a tradigao do filésofo escoldstico.

Tentarei seguidamente posicionar os quatro trabalhos em andlise em relagio com as trés tradigoes.
Tal como Bishop afirma (1997), a maior parte dos trabalhos de investigagdo actuais raramente podem
ser enquadrados numa determinada tradigdao e normalmente podem ser detectados indicios de
influéncias maltiplas. O mesmo acontece no caso presente, como veremos. J4 anteriormente alertei o
leitor para a falibilidade inerente a caracterizagio que tenho vindo a empreender, mas nao me parece
excessivo reforcar de novo o aviso. O exercicio a que me estou a propor ¢ pessoal, tem sobretudo um
valor heuristico, um método para encontrar linhas de forca gerais, e, pelas razées que j& expus, nio pre-
tende (ndo pode sequer pretender) esbogar uma andlise profunda de cada texto.

Dos quatro trabalhos, dois posicionam-se claramente. O texto de Luis Carlos Contreras e o de
Angustias Vallecillos situam-se na tradi¢ao do cientista empirico, embora em posturas opostas, o
primeiro subscrevendo uma vertente qualitativa e a segunda uma quantitativa. Os outros dois trabalhos
incorporam fortes preocupagbes de caracter teérico seguindo uma tradigio do filésofo escoldstico. No
caso de Angel Gutiérrez trata-se de problematizar modos de teorizagdo, e no de Pilar Orts procura-se
contribuir para um corpo tedrico bem estabelecido. Mas os dois trabalhos manifestam também uma forte
ligagdo a uma base empirica, estabelecendo assim, simultaneamente, uma relagio com a tradigio do
cientista empirico. Este ultimo trabalho ¢ ainda influenciado por uma preocupagio com o
desenvolvimento de processos de ensino inovadores na linha da tradi¢ao pedagdgica. As relagoes que
esbocei entre os quatro trabalhos e as trés tradicoes estd sintetizada na figura seguinte.

Tradi¢do pedagodgica
P. Orus

Tradigdo do cientista empirico

A. Vallecillos
L. C. Contrera

quantitativa

qualitativa

A. Gutiérrez
Tradic¢do do fildsofo escolastico
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EM CONCLUSAO

Os trabalhos aqui apresentados mostram-nos a Educagao Matemdtica como um campo de
conhecimento aberto, quer no sentido em que incorpora saberes exteriores como modo de construir um
saber adequado ao seu objecto de estudo (Contreras e Valencillos), quer enquanto 4rea em evolugio, na
qual se procura consolidar enquadramentos j4 adquiridos (Ortiz) ou caminhar em direc¢des novas
(Gutiérrez).

Ficaram, no entanto, zonas que nio foram discutidas. A primeira que destaco é uma
problematizagdo sobre a relagio dos investigadores com os outros interessados no acto educativo: os
alunos, os professores e os pais, em primeiro lugar, mas também o resto da comunidade cientifica e
mesmo a sociedade no seu conjunto, pois o conhecimento cientifico é hoje interpelado por uma
sociedade mais exigente. Ficou, em segundo lugar, por apresentar um outro trabalho que
problematizasse sobre os modos como podemos (ou nao) fazer face a uma diversidade de paradigmas e
tradicoes distintos ou mesmo contraditdrios. Serd possivel estabelecer uma racionalidade no nosso cam-
po? Serd sequer vidvel a busca de zonas de intersubjectividade que nos permitam formular entendimentos
parcelares? E no caso particular das metodologias de investigacio serd possivel desenvolver critérios
consensuais? Estou em crer que sim, e que, tal como em outras dreas de saber, serd possivel construir ilhas
de racionalidade partilhada que, embora admitindo perspectivas mais ou menos radicalmente distintas,
estimulem o desenvolvimento de “conhecimento fidvel em Educacdo Matemdtica” com que iniciei este
comentdrio.
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DEBATE DEL SEMINARIO Il: METODOLOGIA

»

ENRIQUE DE LA TORRE

El segundo seminario, bajo el epigrafe ‘Metodologia’, fue coordinado por Enrique de la Torre, de la
Universidad de A Corufia. Cuatro investigadores presentaron sendas ponencias, con objeto de debatir
sobre las metodologfas que implementan distintos enfoques de investigacién.

El primero ponente fue Luis Carlos Contreras, de la Universidad de Huelva, que hablé sobre “Un
estudio cualitativo de corte interpretativo en el dmbito del pensamiento del profesor de secundaria”. Durante
unos 25 minutos, hizo una sintesis del proceso de una investigacién cualitativa de corte interpretativo,
que tenfa por objeto analizar las concepciones y creencias del profesor, poniendo el énfasis en la elabo-
racién de medios para obtener, interpretar y analizar la informacidn.

El segundo ponente fue Angel Gutiérrez, de la Universidad de Valencia, quien presents el trabajo
“Estrategias de investigacion cuando los marcos tedricos existentes no son ditiles”. Su intervencién fue una re-
flexién sobre la problemdtica que surge cuando, al planificar o realizar una investigacion, el investigador
se da cuenta de que los marcos tedricos pertinentes existentes no cubren sus necesidades. Puso como
muestra dos ejemplos de investigaciones en las que el autor tuvo que elaborar un nuevo marco teérico
porque los existentes eran, o bien inadecuados, o incompletos.

La tercera ponencia la presentd Pilar Orus, de la Universidad Jaume-1, con el titulo “Anlisis de datos
e investigacion en Diddctica de la Matemdtica. Una aproximacion desde la teoria de situaciones”. La exposiciéon
se dividié en dos partes, en la primera presentd algunos aspectos caracteristicos de la utilizacion del
andlisis de datos en la teorfa de situaciones. La segunda parte discurrié con la descripcién de un ejemplo
de funcionamiento del andlisis de datos en situacién escolar: las dificultades de una maestra cuando en
el aula pretende realizar tareas de clasificacién.

La cuarta ponencia fue elaborada por Angustias Vallecillos, de la Universidad de Granada, con el
titulo “Cuestiones metodoldgicas en la investigacidn educativa’. Realizé una exposicién de lo que se
puede llamar ‘método estadistico’, aplicable como ‘modelo’ en la investigacidén educativa en ge-
neral. Como ejemplo de su funcionamiento eligid los resultados obtenidos en una investigacién
sobre la valoracidén comprensiva y sistemdtica de las concepciones, dificultades y errores de los
estudiantes universitarios en el aprendizaje de un concepto clave en los contrastes de hipétesis
como es el nivel de significacién.

A las cuatro ponencias siguid la réplica de José Manuel Matos, invitado de la Sociedad de Educa-
cién Matemdtica de la Sociedad Portuguesa de Ciencias de la Educacién (SEM-SPCE). El profesor
Matos comenzd realizando una clasificacién de las metodologias analizadas en las cuatro ponencias, de
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acuerdo a los paradigmas utilizados. Para ello considerd diferentes ‘tradiciones” dentro de la investiga-
cién en educacién matemdtica, mencionando la tradicién pedagdgica, la tradicion cientifico/empirista y
la tradicién fildsofo/escoldstica. Justificd la pertenencia de cada una de las metodologias expuestas a una
o a varias de las ‘tradiciones’ mencionadas, y reflexioné sobre la relacién entre la investigacién y otros
intervinientes en el acto educativo, asi como su responsabilidad social. Finalmente planteé algunos
interrogantes dirigidos a los ponentes y también con el objeto de iniciar el debate posterior.

Después de una pausa se reanuda la sesién interviniendo de nuevo los cuatro ponentes que expresan
algunas consideraciones acerca de la clasificacién realizada por José Manuel Matos y responden a alguna
de las preguntas que ha planteado. A continuacién se inicia un debate en el que intervienen varios de los
asistentes. Junto a preguntas sobre cuestiones concretas de las ponencias, surgen también cuestiones mds
generales y abiertas. Una de ellas se referfa al significado de la palabra ‘metodologia’, a lo que se respon-
de desde distintas perspectivas. Otra cuestidn general planteada es la consideracién de que los problemas
que se plantean en la investigacién no pueden ser independientes de la teoria que se aborda.
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PRIMARIA: UN ESTUDIO DESDE EL MODELO COCIENTE
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Universidad de Zaragoza

RESUMEN

Presentamos una investigacién en Diddctica de la Matemdtica en el dmbito de la innovacién
curricular en Educacién Primaria, sobre un campo numérico concreto: el conjunto de los nimeros ra-
cionales positivos. Nuestro trabajo, que estd en fase de realizacion, se sittia en el marco conceptual del
Pensamiento Numérico y utiliza la metodologfa denominada Investigacion-Accién. Contiene una pro-
puesta curricular, basada en la utilizacién de modelos de aprendizaje, sobre los que los escolares de 4°
y 5° curso de Educacién Primaria significan y conectan los sistemas de representacién fraccionario y
decimal del nimero racional positivo.

ABSTRACT

The research work on Didactics of Mathematics in the area of curricular innovation in Primary
Education which we present is based on a concrete numerical field: the set of positive rational numbers.
Our research work, which is still in its process of elaboration, can be integrated into the conceptual
frame of Numerical Thought and uses Research. Action methodology. It presents a curricular project,
based on the use of learning patterns, in which schoolchildren, in their fourth and fifth years of Primary
Education, can understand and link the systems of fractionary and decimal representation of positive
rational numbers.

INTRODUCCION

El concepto de nimero racional positivo presenta dificultades de aprendizaje. Los estudios sobre
errores cometidos por los escolares, recogidos por Gairin (1999, pdg 24) constatan una desconexién
entre:

a) los dos sistemas de representacién simbdlicos de los ntimeros racionales: la notacién fraccionaria

y la notacién decimal.

b) el conocimiento conceptual de los racionales y los procedimientos utilizados en la

manipulacién de simbolos, sobre todo con expresiones decimales.

* Este trabajo estd subvencionado por el proyecto UZ00-CIEN-02 de la Universidad de Zaragoza
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¢) los distintos significados del nimero racional.

Ademds, se constata que la ensefianza tradicional es altamente vulnerable a la critica (Groff, 1996).
La instruccién de los ndmeros racionales positivos, que se deriva del andlisis de los textos escolares de las
editoriales de mayor difusidn de nuestro pafs, presenta caracteristicas que nos parecen inadecuadas:

a) Existencia de un tinico procedimiento para relacionar las notaciones fraccionaria y decimal: la
ampliacién de la divisién entera. No existe un modelo que conecte los dos sistemas de
representacion.

b) Presencia de la fraccidn con el significado prioritario de parte-todo, mientras que otros
significados como operador, medida, cociente o razén, se omiten o se presentan desconectados
de los otros constructos.

En consecuencia, al priorizar el significado de la fraccién como relacién parte-todo se dificulta la
plena comprensién del ndmero racional, puesto que no hay representaciones de las ideas matemdticas
que tengan cardcter universal; cualquiera de ellas destaca algunos aspectos mientras que oscurece otros
(Figueras, 1988).

De hecho este significado provoca la aparicion de problemas como la pérdida del status de nimero
de la fraccién; sobrevaloracién de la cardinalidad; dificultad de interpretacion de las fracciones impropias,
etc. Ademds, se facilita una traslacién de significados ya consolidados para los niimeros naturales que da
lugar a concepciones no deseadas, tanto en las relaciones (cada nimero racional tiene un siguiente; dos
ndmeros racionales estdn separados por una cantidad finita de ndmeros racionales; ...), como en las
operaciones (la multiplicacién produce un resultado mayor que cualquiera de los factores; no se puede
dividir por un ndmero mds grande; ...).

OBJETIVO DE LA INVESTIGACION

El objetivo principal del estudio es explorar las potencialidades y limitaciones de la propuesta de
innovacién curricular. Nuestra hipdtesis de investigacién es que la secuencia de ensefianza implementada
favorece la comprensién de los nimeros racionales positivos de los escolares de Educacion Primaria que
intervienen en la fase experimental.

Nuestra propuesta diddctica es original, ha sido elaborada explicitamente para este estudio y ha
sido implementada por el autor de este informe que ha actuado como profesor de aula. La secuencia de
ensefianza excluye el significado de la fraccién como parte-todo y aborda los significados propios de la
fenomenologia del racional positivo como medida y reparto.

Describimos los objetivos parciales que sustentan el disefio de la propuesta:

1. Conceptualizar la fraccién con significado de medida de cantidades de magnitud.

En cuarto curso de Educacién Primaria se introduce la fraccién como resultado de una medida
(longitud, peso, supetficie y cardinalidad) y se estudian las relaciones de equivalencia y orden de fraccio-
nes.

Cuando los escolares de cuarto curso trabajan con los modelos de medida asociados a estas magni-
tudes, la necesidad de comunicar el resultado de la medida les obliga a introducir la representacién usual
de la fraccidn.

Asf, 2 indica que han fraccionado la unidad de longitud en b subunidades iguales y que han nece-
sitado colocar a subunidades, una tras otra, para completar la cantidad de magnitud del objeto a medir.

a

ax+=2
b b
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2. Dar significado y justificar desde los modelos de medida las operaciones entre nimeros raciona-
les positivos.

Los alumnos de quinto curso de Educacién Primaria identifican las operaciones de suma y resta de
fracciones, y las de multiplicacién y divisién de una fraccién por un natural en un contexto de resolucién
de problemas. Ademds, justifican desde el modelo los procedimientos de cdlculo.

3. Conceptualizar la fraccién como el resultado de un reparto.

Los escolares de quinto curso reciben ensefianza de la fraccién con significado de cociente partitivo.
El modelo viene caracterizado por cuatro variables:

objetos: barras de regaliz, todas de la misma la longitud.
accién: reparto igualitario.
magnitud: longitud.

técnicas de medida: reparto en una fase y reparto en varias fases.

Si el reparto se realiza en una sola fase aparece la notacién fraccionaria. La expresién admite una
doble evaluacién semdntica. Por un lado posee el significado de medida e indica el resultado del reparto.
Y por otro lado expresa las condiciones iniciales del reparto; asi, a es el nimero de barras de regaliz y b
es el nimero de personas que van a participar en el reparto.

4. Conectar los sistemas de representacién fraccionario y decimal.

Una variacién de la técnica del reparto permite introducir el nimero decimal. En efecto, si modi-
ficamos la técnica del reparto de modo que éste se realiza por fases, aplicando el criterio de la mayor parte
(Gairin, 1999), y fraccionando las partes sobrantes en diez partes iguales, el resultado del reparto aparece
como una suma de partes enteras y partes alicuotas de la unidad cuyos tamafios son las sucesivas poten-
cias de ~ . Esta suma recibe el nombre de representacién polinémica decimal del reparto.

Se recuerda que el criterio de la mayor parte consiste en dar en cada fase del reparto la mayor canti-

dad posible de magnitud.

Ejemplificamos el reparto “5 barras de regaliz entre 4 personas” realizado con esta técnica:
Fase del Accion Cantidad que recibe Cantidad que queda
reparto cada persona por repartir

Primera Repartir 1 barra 1 barra
Segunda | Fraccionar en 10 partes iguales 2 2

1 barra y después repartir Ede barra 10 de barra
Tercera | Fraccionar en 10 partes iguales 5 No sobra cantidad
P 100 de barra
0 de barra y después repartir
2

La representacién polinémica decimal de este reparto es 1 + o + 7= barras de regaliz.

El criterio de economia en la representacion escrita del result;c'io del reparto lleva a introducir la
notacién decimal del reparto. En nuestro ejemplo, la representacion decimal 125 barras de regaliz ex-
presa el resultado del reparto porque la aplicacién del principio del valor relativo de las cifras hace que
éstas informen de las cantidades que se han repartido en cada fase.

Los escolares proceden de forma simbélica evocando mentalmente las acciones realizadas, en tareas
anteriores, con el material manipulativo. El proceso del reparto por fases lo simbolizan del siguiente

modo:
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Se observa que la notacién fraccionaria y la notacién decimal tienen un mismo significado y surgen
de simbolizar una misma accidn, el reparto igualitario, con técnicas diferenciadas. Ambas representacio-
nes admiten una misma evaluacién semdntica como cocientes partitivos, y poseen la misma estructura
numérica subyacente, de la que informa la representacién polinémica decimal asociada al reparto.

5. Dar significado y justificar desde modelos de aprendizaje las relaciones y operaciones entre nu-
meros decimales.

Los alumnos de quinto curso de Educacién Primaria ordenan nimeros decimales desde el modelo
de medida; identifican las operaciones de suma y resta de decimales, y las de multiplicacién y divisién de
un decimal por un natural . Ademds, justifican desde los modelos de medida y de reparto los procedi-
mientos de cdlculo.

MARCO TEORICO

Nuestro marco conceptual se denominada Pensamiento Numérico. Esta linea de investigacion tiene
una triple orientacién: por un lado, se ocupa de las estructuras numéricas especificas; en segundo térmi-
no, estudia las funciones cognitivas que los seres humanos desarrollan mediante el uso de conceptos y
propiedades numéricas; en tercer lugar, tiene en cuenta los problemas y situaciones que se abordan y se
resuelven mediante la estructura numérica considerada (Castro, 1994; Gonzdlez, 1995; Rico, 1995).

Dentro de esa linea, nuestro trabajo se ocupa de la segunda dimension de las tres mencionadas; es
decir, del aspecto cognitivo. La nocién de comprensién (Hiebert y Carpenter, 1992) del ndmero racio-
nal positivo estd caracterizada por el dominio de sus sistemas de representacion y de los distintos tipos
de actividades cognitivas asociadas a los mismos (Duval, 1995).

Nuestras herramientas conceptuales son los sistemas de representacién y los modelos de aprendi-
zaje.

El instrumento elegido para poner de manifiesto las concepciones de los alumnos es la nocién de
sistema de representacién (Kaput, 1987; Duval, 1993; Rico, Castro y Romero, 1996). Hip6tesis impor-
tante en los estudios basados sobre la nocidn de representacién es que, para alcanzar la comprensién del
concepto que se considera es necesario, entre otros aspectos, el dominio coordinado de dos o més siste-
mas de representacién (Kaput, 1992; Romero, 1995). Un objetivo prioritario de nuestro estudio es
conectar los sistemas de representacién fraccionario y decimal.
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El instrumento utilizado para formular las propuestas de trabajo de campo es la nocién de modelo
(Lesh, 1997). Pensamos que la construccién del conocimiento exige que el aprendiz actiie sobre un
entorno o modelo con objetos y acciones bien definidas (Kieren, 1988). En nuestra propuesta diddctica
los modelos de aprendizaje juegan un papel esencial porque los alumnos aprenden cuando actiian sobre
el modelo con la intencién de resolver situaciones problemdticas; en consonancia con la tercera dimen-
sién en nuestra linea de investigacién en Pensamiento Numérico que hemos mencionado anteriormente.

METODOLOGIA

Este trabajo es un estudio de tipo exploratorio e interpretativo, que se enmarca en el paradigma
cualitativo.

El estudio se articula en dos Etapas, en las que se evalta una experiencia de aula sobre una innova-
cién curricular, en la linea de Investigacién-Accién empirica y diagnéstica. En la Primera Etapa se evalda
la propuesta did4ctica implementada en 4° curso de Educacién Primaria y en la Segunda Etapa la de 5°
curso de Educacién Primaria.

La utilizacién del método de Investigacidn-Accidn se ajusta a nuestro propdsito porque queremos
reflexionar sobre la prictica educativa a través de una indagacién introspectiva colectiva (Kemmis-
McTaggart, 1988, pdg. 9), con la intencién de mejorar la calidad educativa (McNiff, 1991, pdg. 1) y
porque permite al investigador participar directamente en la experiencia de aula.

La componente experimental de nuestro estudio se ha llevado a cabo con dos grupos naturales de
docencia de 4° y 5° curso de Educacién Primaria de un colegio de la ciudad de Zaragoza durante dos
afios académicos consecutivos. Asi, hemos implementado la propuesta diddctica en dos grupos de 4° de
Educacién Primaria durante el curso 1999-2000 y, en el siguiente curso 2000/2001, hemos
implementado, con los mismos escolares, la propuesta correspondiente a 5° curso de Educacion Prima-
ria.

Las actuaciones en las dos Etapas de la investigacién se suceden en torno a las siguientes fases:

Planificacion

a) Andlisis y caracterizacién de la ensefianza de las fracciones y de los niimeros decimales en la
Educacién Primaria.

b) Delimitacion de los errores y dificultades de aprendizaje de las fracciones y nimeros decimales.

¢) Disefio de la propuesta de ensefianza a implementar en las dos Etapas. Se han disefiado nueve
sesiones referidas a la medida de magnitud longitud, superficie, masa y capacidad que se implementan en
cuarto curso antes de que reciban ensefianza de la fraccién con el significado de medida.

Accidn

En la Primera Etapa se han implementado los contenidos de medida de magnitudes (9 sesiones de
clase, entre el 12-1-00 y el 24-1-00); la fraccién con significado de medida y las relaciones de equivalen-
cia y orden (26 sesiones entre el 25-1-2000 y el 8-3-2000).

En la Segunda Etapa se han implementado los contenidos de operaciones con fracciones, la frac-
cién y el decimal como cocientes partitivos, y las relaciones y operaciones de nimeros decimales (47
sesiones de clase, entre el 2-11-2000 y e1-3-2001).

Entre ambas Etapas los alumnos de 5° curso han realizado, durante los dias 13 y 14 septiembre de
2000, una prueba de evaluacién de los aprendizajes alcanzados en el curso anterior. Con los datos ob-
tenidos se reformuld la propuesta diddctica a implementar en la fase de accién de la Segunda Etapa.
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Observacién

Los datos de la experimentacion se han obtenido del diario del investigador, de las grabaciones de
audio o video, de los documentos escritos de los alumnos y de las observaciones de los profesores de aula.

Se ha elaborado un sistemas de categorias para informar de la Organizacién del Contenido, de la
Comprensién del Contenido y de la Interaccién Didéctica.

CONCLUSIONES

En este momento, nuestro estudio estd en fase de realizacién avanzada aunque no estd concluido.
Queda por completar las fases de observacion y de reflexién de la Segunda Etapa de la Investigacién. En
estas condiciones, adelantamos algunos resultados referidos a la comprensién de los escolares y a las
potencialidades y limitaciones de la propuesta experimentada en la Primera Etapa del disefio de inves-
tigacién.

A) Sobre la comprensién de los escolares:

1° Los alumnos no intuyen la necesidad de fraccionar en partes iguales la unidad de medida.

20 Los alumnos construyen con facilidad el sistema de representacion en las tareas en las que uti-
lizan material con las magnitudes longitud, supetficie y cardinalidad. Sin embargo, han tenido dificulta-
des con la magnitud masa.

30 Los alumnos saben construir la cantidad de magnitud a partir del conocimiento de la represen-
tacién simbdlica de la fraccién. No obstante, obtienen mejores resultados en tareas en las que se cons-
truye el sistema de representacién que en las tareas de evaluacién semdntica del sistema de representa-
cién

40 La mitad de los escolares saben expresar, por escrito, el significado del numerador y denomina-
dor de la fraccién.

5° No se detectan diferencias significativas en la comprension de los escolares cuando actian con
los modelos longitud o superficie.

6° Los alumnos saben construir fracciones equivalentes a una dada utilizando como recurso diddc-
tico materiales manipulativos. Desde las primeras tareas, observan que una misma cantidad de magnitud
puede venir expresada por diferentes fracciones.

7° Los escolares saben ordenar fracciones que tienen el mismo denominador cuando se presentan
de forma simbélica. Asi, el 66% de los alumnos sabe ordenar y justificar el resultado. El rendimiento baja
al ordenar fracciones con el mismo numerador, o con distinto numerador y denominador (entorno al
50%).

80 Cuando los alumnos de 4° curso ordenan fracciones utilizan como estrategia bésica el significado
de fraccién como medida. Muy pocos alumnos se sirven de otras estrategias como la comparacion con
fracciones intermedias conocidas o la equivalencia de fracciones.

90 Los escolares de 4° curso, incluso los que muestran tener un nivel de comprensién alto, tienden
a utilizar estrategias aditivas para construir fracciones equivalentes. Cuando afrontan las tareas de equi-
valencia de fracciones, al margen de los modelos manipulativos, y operan con representaciones simbdli-
cas utilizan estrategias aditivas frente a las multiplicativas, ain en situaciones inapropiadas.

B) Sobre las potencialidades del modelo:

1° Los modelos de aprendizaje basados en la magnitudes continuas (longitud y superficie) han
permitido a los escolares:

a) construir y evaluar semdnticamente el sistema de representacion fraccionario

b) dar significado a las relaciones de equivalencia y de orden
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20 Las representaciones graficas facilitan la transicién entre las acciones realizadas con materiales
manipulativos y las representaciones simbdlicas.

C) Sobre las limitaciones del modelo:

1° Hemos detectado dificultades con el modelo masa asociadas a la complejidad de la percepcién
visual de la cantidad.

2° Hemos observado dificultades para gestionar la equivalencia de fracciones a nivel simbélico,
porque los escolares de cuarto curso:

a) No enuncian la regla de obtencion de fracciones equivalentes a una dada, a pesar de que preten-
demos como objetivo de la ensefianza que los escolares conjeturen la regla de formacion de fracciones
equivalentes antes de que el profesor institucionalice este conocimiento en el aula.

b) No utilizan la equivalencia en las tareas de ordenacién de fracciones.

Hemos constatado que los mismos alumnos, un afio después, en quinto curso han utilizando la
estrategia basada en la equivalencia de fracciones para resolver situaciones problemdticas sobre relaciones
y operaciones con fracciones.
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RESUMEN

En este informe se trata de mostrar cierto grado de incompatibilidad entre significados
institucionales y significados personales analizando si se tienen en cuenta las prdcticas de los estudiantes
en transposiciones diddcticas realizadas en los libros de texto.

Este problema diddctico se investiga especificamente sobre el contenido: Divisibilidad en el conjun-
to de los niimeros enteros. El mismo se realiza mediante el andlisis de los libros de mayor circulacién en
la escuela media y de trabajos de alumnos de tres afios diferentes, caracterizando los elementos estruc-
turales y secundarios de significado de las nociones aritméticas involucradas.

ABSTRACT

In this report we have tried to show certain degree of incompatibility between institutional and personal
meanings, analysing if the students practices are considered in didactic transposition involved in the textbooks.
This didactic problem is specifically investigated in the content: Divisibility in the set of integer numbers. This last
problem is performed using the analysis of the most used textbooks in high school and in the works of students
of three different years, characterising the structural and secondary elements of the meaning of the arithmetic
notions involved.

PLANTEO DEL PROBLEMA

Es nuestro interés mostrar que la caracterizacién de los significados institucionales imperantes en
una particular cultura, y el conocimiento de la existencia de significados personales producen ciertos
fenémenos diddcticos ligados a la transposicién diddctica. Por ejemplo, la existencia o no de la
compatibilizacién entre ambos tipos de significados lo cual es necesario tener conciencia para su poste-
rior control. En consecuencia el problema que nos hemos planteado es investigar si se tienen en cuenta
las pricticas de los estudiantes en las transposiciones diddcticas que se realizan en los libros de textos,
especificamente sobre el contenido matemdtico: Divisibilidad en el conjunto de los niimeros enteros (Z). La
caracterizacién de los significados personales e institucionales de los objetos matemdticos, asi como su
interdependencia y desarrollo han sido propuestos por Godino y Batanero (1994) como tema de inves-
tigacion prioritaria para la Diddctica de la Matemdtica.
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MARCO TEORICO DE REFERENCIA

Este trabajo se sitta en la Teorfa Antropoldgica de lo diddctico’, y pretende aportar a la discusion
de uno de sus modelos denominado andlisis ecoldgico de los saberes. Este andlisis se realizard dentro de la
Teoria de los Significados Institucionales y Personales de los Objetos Matemdticos de Godino y Batanero
(1994-1998), segtin la cual la nocién de significado es la herramienta conceptual fundamental para ana-
lizar la actividad matemdtica. La nocién de significado en esta Teoria acepta dos dimensiones, o sea se
considera significado personal o institucional en tanto se refiera a manifestaciones idiosincrdsicas de un sujeto
en particular o como producto de prdcticas sociales compartidas que dependen del tiempo (Godino y Batanero,
1994).

Ademds, es sabido que en este marco las acciones realizadas por el sujeto ante una tarea dada se
describen mediante las siguientes entidades emergentes de las précticas que se ponen en juego en la ac-
tividad matemadtica: ostensivas, extensivas, actuativas, validativas e intensivas, denominados elementos estruc-
turales de significado. Ademds de estas entidades primarias este modelo contempla entidades secundarias
- son combinaciones de las anteriores - las cuales han sido propuestas por Chevallard, Bosch y Gascén
(1997) para analizar las organizaciones matemdticas, a saber: tareas, técnicas, tecnologias y teortas.

Es por todos compartido, que en general para describir la actividad matemdtica se deben tener en
cuenta los diferentes problemas, las distintas representaciones y las teorfas que los abarca. Con este
modelo se aportan nuevos elementos que favorecen un andlisis mds profundo de dichas actividades
constituyéndose asi en un recurso de gran utilidad para comprender la génesis, el desarrollo y las funcio-
nes de los saberes matemdticos en las distintas instituciones.

METODOLOGIA

Desde el punto de vista metodoldgico este enfoque semidtico—antropoldgico permite combinar
diversos métodos y técnicas segun el momento de la investigacién y las caracteristicas del problema plan-
teado, aunque no deja de reconocer un papel relevante a los estudios de casos, tanto de experiencias de
enseflanza, como de sujetos y episodios diddcticos. Bajo este modelo, se puede afirmar que esencialmente
este comienzo de investigacién es de tipo cualitativo o en términos de Erickson (1986) interpretativo.
Conjuntamente con el desarrollo de la investigacién cualitativa se han desplegado multiples clasificacio-
nes para las técnicas de recogida de datos. Buendia y otros (1999) seleccionan una opcién integradora
ante tal maltiple oferta. Consideran por un lado, aquellas que exigen la presencia del investigador y una
interaccién con los agentes del contexto de investigacion y las denominan directas o interactivas. Por
otro lado, tienen en cuenta las indirectas o no interactivas que se basan en consultas de informaciones o
documentos de cardcter oficial o personal. Esta investigacién pone en funcionamiento técnicas corres-
pondientes a ambas categorias pues:

- Se recurre a la observacién participante, ya que se observé directamente clases para obtener
prdcticas de alumnos y asf analizar significados personales .

- Se ha utilizado el andlisis de contenido de Teorfa de Nuimeros en textos de ensefianza a nivel
secundario de la divisibilidad en Z, a los fines de caracterizar significados institucionales en
instituciones de ensefianza.

Encuadrados en esta metodologfa, una primera instancia de este trabajo es seleccionar los libros de
textos del 8¢ afio de la E.G.B mds utilizados en el nivel medio. En ellos se presentan los temas de

! La problemdtica de lo diddctico se asume en términos “institucionales”, entendiendo a la nocién de institucién en
sentido amplio siendo una institucién tanto la escuela como un libro de texto, una clase, etc.
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divisibilidad a través de situaciones problemdticas con las précticas respectivas para su resolucion de las
cuales emergen los conceptos. En una segunda instancia se analizan distinguiendo los distintos elementos
de significado que tales textos generan en el desarrollo de esta temdtica. Este andlisis es contrastado con
el que se realiza a trabajos de alumnos de 6°, 7° y 8° afio (11, 12 y 13 afos respectivamente) obtenidos
en distintas observaciones de clases. De esta manera nos hemos iniciado en la compenetracién tanto de
las “obras™ de los alumnos como de particulares organizaciones matemdticas dentro de una institucién
escolar como es el libro de texto.

Por dltimo, cabe aclarar que las relaciones que se detectan entre los distintos elementos de signifi-
cado (institucionales y personales), han sido relativos a las instituciones o personas analizadas y consti-
tuyen un sentido no acabado del objeto de saber involucrado.

LA DIVISIBILIDAD COMO OBJETO DE ENSENANZA: ANALISIS
DE LIBROS DE TEXTOS

En este apartado se trata de realizar un andlisis de alguno de los momentos de transposicion diddc-
tica a la que es sometida la “Divisibilidad en el conjunto de los Niimeros Enteros” para convertirse en
un objeto de ensefianza. Segtin Chevallard (1989) en el proceso de transposicion diddctica, el andlisis
ecolégico del texto de ensefanza aparece como un segundo momento, que permite la exploracién del
alcance institucional determinado al saber ensefiado.

El investigador en diddctica encuentra objetos que la institucién de ensefianza (en este caso los li-
bros de textos) no reconocen como tales y que pertenecen a la teoria diddctica. Tal es el caso de los
“significados institucionales”, “significados personales”, “contrato diddctico”, entre otros.

Los autores de los libros analizados, en general, demuestran la necesidad de poder determinar un
saber, dividirlo en unidades elementales que el alumno pueda memorizar y que por lo tanto el profesor
pueda rdpidamente evaluar. Es decir, los elementos actuativos de los alumnos ante los objetos en cues-
tién deben ser rdpidamente evaluados. Razdn por la cual se proponen siempre gran cantidad de ejerci-
cios de aplicacién directa de los contenidos trabajados.

Asimismo las técnicas ocupan lugares privilegiados en la secuenciacion del saber, hasta tal punto que
se cotre el riesgo de solo ensefiar técnicas normalizadas, debido a su mds ficil comunicacién y evaluacién,
en este caso: la factorizacién en primos y por ende la construccién del M.C.D y m.c.m a través de ella.
El problema radica en la aplicacién de estas técnicas sin tener en cuenta las nociones que subyacen en las
mismas para lo que es muy importante la seleccién de los elementos extensionales que realmente le
dardn su razén de ser. Todos los textos analizados se adaptan a las exigencias de lz programabilidad de los
saberes organizéndolos a éstos en forma lineal y secuenciada. También se puede observar que el modelo
metodoldgico que se aplica es siempre teoria - prdctica, aunque algunas definiciones son precedidas por
alguna situacién o ejemplo de cémo se debe aplicar. Siempre existe una presentacién de las nociones o
técnicas matemdticas que el alumno debe memorizar para luego aplicar en ejercicios sin llevar a cabo
ninguna transformacion.

Elementos estructurales de significado detectados en los libros de textos

Observacion: se marcard con un asterisco ( *) los elementos detectados sélo en alguno de los libros
analizados, los restantes son comunes a todos los manuales seleccionados.

* Adherimos aqui a la posicién de Chevallard y otros(1997), donde definen obra a toda produccién que se obtiene como
respuesta a una cuestién o a un conjunto de cuestiones problemdticas.
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Elementos intensivos:

- Un ndmero natural # es un multiplo de otro ndmero natural & si la divisién de « sobre 4 es

exacta.

- EIM.C.D es el mayor de todos los divisores comunes.

- Elm.c.m es el menor de todos los multiplos comunes.

- EIM.C.D se utiliza para resolver situaciones cotidianas en donde hace falta repartir cierta

cantidad de objetos en partes iguales.

- Los nimeros naturales se clasifican en ndmeros primos y compuestos.

- Existen otras clasificaciones de nimeros: amigos, perfectos, etc.(*)

Elementos ostensivos:

- Uso de diagramas de Venn graficando la interseccién (*)

- Uso de drboles de factores

- Uso de dos columnas para la factorizacién.

Elementos extensivos:

- Problemas tipos de reparto de la vida cotidiana.

- Situaciones que caracterizan a los ndmeros amigos y perfectos. (*)

- Cdlculo de M.C.Dy m.c.m

Elementos actuativos:

- Técnicas aritméticas normalizadas: cdlculo de divisores y maltiplos, factorizacion en primos.

- Aplicacién del algoritmo de Euclides para el cdlculo del M.C.D (*)

Elementos validativos:

- Aplicacién de técnicas mostradas en los textos.

- Busqueda de relaciones entre algunos nameros dados (*)

En resumen, se puede afirmar que las tareas propuestas a los alumnos por los diferentes textos, en
torno a las nociones de divisibilidad, son claramente algoritmizables, estereotipadas, que permiten una
forma legitima de actuar y que el profesor siempre espera para evaluar. O sea se configuran reglas impli-
citas a respetar entre alumno y profesor en funcién del saber involucrado, lo que determina indudable-
mente un contrato diddctico comiin a todos los libros analizados.

ANALISIS DE SIGNIFICADOS PERSONALES: UNA APROXIMA-
CION AL SABER ENSENADO

En este apartado se intentard realizar una aproximacién al saber ensefiado analizando trabajos de
estudiantes de los distintos cursos. Vale observar que en todos los casos la tarea seleccionada fue dada sin
sugerencia alguna, o sea sdlo se plantea a los alumnos lo siguiente: Mi terreno es rectangular y mide 65
metros por 91 metros. Quiero que coloque drboles en sus esquinas y luego plante otros en su contorno, de modo
que la distancia entre dos consecutivos sea siempre la misma y la mayor posible.

- Como no, la tarea es sencilla ;Cudntos drboles colocard en total el jardinero? ;Cudl serd la distancia entre
dos drboles consecutivos?

Dicha tarea es presentada en la introduccién del primer libro analizado que en su encabezamiento
dice textualmente: Para pensar y resolver al finalizar el trabajo con divisibilidad.. Cabe observar que en los
dos libros restantes, se utiliza la misma légica para avanzar en la temdtica. En otras palabras se parte de
tareas tipos similar a la expuesta en este trabajo y se muestra que para obtener su solucién se deben hacer
evolucionar las técnicas de divisibilidad hasta la factorizacién en primos.
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A continuacion se caracterizan los elementos de significado del contenido matemdtico puesto en
juego por los alumnos, cuyos trabajos se comparan con los elementos de significados institucionales
detectados en el libro de texto.

Elementos ostensivos puestos en juego por lo alumnos:

- Figura geométrica para representar la situacién

- Divisiones sucesivas por 2, por 3, luego por 4, hasta llegar al 5 que divide exactamente al 65.
Andlogamente con el 91. (O sea un trabajo puramente aritmético, haciendo uso de la nocién
de divisor)

Representaciones no usadas por los estudiantes (que conforman los significados institucionales emergen-

tes del libro de texto):

- Diagramas de Venn que muestren claramente la interseccién

- Construccién del drbol de factores, para la descomposicién en primos.

Elementos extensivos:

La tarea escrita al iniciar este pardgrafo.

Situaciones no planteadas:

- Ninguna, ya que los restantes problemas que conforman los elementos extensivos del significado
institucional no permiten necesariamente la evolucién de técnicas, es decir no aparecen en la
prdctica concreta de los alumnos.

Elementos actuativos puestos en juego por los alumnos:

- Célculo del M.C.D por tanteo (la tnica diferencia planteada fue que algunos alumnos usaron
el primer divisor del 65 para relacionarlo con el 91, mientras que otros alumnos trabajaron
simultdneamente con los dos nimeros buscando los divisores comunes.)

- Lectura diferenciada dada a los cocientes y divisores respectivos, ya que unos establecen
distancias y los otros cantidad de drboles.

Técnicas no trabajadas por los alumnos:

- Célculo del M.C.D como el producto de los primos comunes a ambos nimeros con su menor
exponente.

Elementos intensionales:

- Utilizacién en cardcter de herramienta del M.C.D como el mayor divisor que es comtin a los
dos ndmeros dados.

Propiedades no tenidas en cuenta por los estudiantes

- Ninguna, el significado institucional de la nocién puesta en juego es exactamente el que se puede
rescatar como objeto de saber ante el andlisis de significados personales que se estd realizando.

Elementos validativos utilizados por los alumnos:

- La validacién es expuesta en la respuesta final y estd estrechamente ligada a la situacién
especifica planteada.

Validaciones no realizadas.

- Utilizar la nocién de M.C.D descontextualizada del problema planteado.

Tecnologtas usadas por los alumnos:

- Un ndmero es divisor de otro si al realizar el algoritmo de la divisién entera el resto es 0.

- Existe al menos un divisor comdn a ambos.

- Se puede encontrar el mayor de todos los divisores comunes.

Tecnologias no usadas:

- El Teorema fundamental de la Aritmética.
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En sintesis, todos los alumnos lograron construir la primera técnica trabajada en los textos y solu-
cionar la tarea no teniendo necesidad de tener que avanzar en la evolucién de la misma, tal como es
consignado expresamente en el texto del cual se extrajo la tarea, como asi también en los dos restantes.

Cuando la actividad es presentada en un 8°. afio (2° de la E.G.B), curso al cual va dirigido el texto
seleccionado, las prdcticas son similares a las anteriores, y nuevamente no hay necesidad de tener que
evolucionar la técnica para resolverla. Por esto y debido a que muy rdpidamente resolvieron la tarea, se
decidié trabajar también con magnitudes, en primer lugar mds grandes y luego arbitrarias a los fines de
construir las bases para un método general de solucidn a situaciones que involucren al mdximo comun
divisor (M.C.D). Por lo tanto la nueva situacién problemdtica (un rectdngulo con medidas arbitrarias:
mide 2 de ancho y & de largo) pertenece al entorno conceptual que permitid en sus origenes (época grie-
ga) construir esta nocidn bdsica de la aritmética (M.C.D) como asi también la posibilidad de un algorit-
mo que lo determine. Aqui si se produce una evolucién necesaria de la técnica primitiva promovida
principalmente por la imposibilidad de trabajar en un contexto aritmético (por la existencia de letras en
lugar de niimeros). El tener que concentrarse en la figura geométrica provocd el establecimiento de las
bases del algoritmo de Euclides para obtener el M.C.D mediante el funcionamiento del método de sus-
traccién sucesiva o en términos de Euclides usando el método de la anthiphairesis. La evolucién de la
técnica primitiva hacia la construccién del algoritmo de Euclides se observa claramente a través de las
justificaciones realizadas por los alumnos. Textualmente se transcribe una de ellas: Me fijo cuantas veces
entra a en b. Si entra justo la distancia mayor va a ser a. Si no entra justo me fijo en el pedacito que sobra de b
cuantas veces entra a. Si entra justo la distancia mayor es b-a. Esta forma de trabajo seguro que va a terminar en
algiin momento porque la unidad que seria un metro entra en cualquier medida justa. Y si no llega hasta el
uno, el resultado seria la medida que entra justo.

En este caso se produce espontdneamente un cambio de campos que permitié desbloquear la situa-
cién. Vale destacar, que en ninguno de los libros de texto esta manera de hacer evolucionar la técnica
primaria aparece registrada. S6lo en uno de ellos se muestra el algoritmo de Euclides para calcular el
méximo entre 360 y 210 como otra técnica normalizada.

Con este grupo, nuevamente, a pesar de haber avanzado en las técnicas utilizadas, la unicidad del
resultado es validada a través del trabajo en cada situacién particular. Por lo que la tecnologfa mostrada
en el texto, de factorizar las magnitudes en cuestién utilizando ndmeros primos que permite la evolucién
de la técnica primitiva y asegurar asf la unicidad del resultado para la situacién planteada, nuevamente
resulté innecesaria.

CONCLUSIONES

Los libros de texto analizados tratan de imponer un tnico punto de vista, puntual, por lo que en
primer lugar, y en relacién al problema planteado, se puede sostener que los significados institucionales
plasmados en los manuales escolares analizados son incompatibles con una cierta concepcién de ense-
flanza y aprendizaje que tenga en cuenta las posibilidades cognitivas de los alumnos.

En segundo lugar esta investigacién aporta datos experimentales para ayudar a sostener que las
instituciones de ensefianza restringen fuertemente los elementos de significado de las nociones matemd-
ticas. Pues no sélo presentan significados limitados, lo cual es inevitable, sino que presentan situaciones
inadecuadas para describir elementos de significado relevantes de nociones neurales de la Divisibilidad
enZ.
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RESUMEN

Presentamos los primeros resultados de un estudio exploratorio sobre el desarrollo del conocimien-
to diddctico de futuros profesores de matemdticas con respecto a las nociones de estructura conceptual
y sistemas de representacién. Estos resultados se obtuvieron al codificar y analizar las grabaciones de
clase y las producciones de estudiantes del tltimo curso de Matemdticas en una asignatura de diddctica
de las matemdticas. Se encontrd que las producciones y las actuaciones de los alumnos pasan por dife-
rentes estados que permiten identificar tanto algunas dificultades, como momentos en los que surgen re-
organizaciones conceptuales.

ABSTRACT

We present the first results of an exploratory study on the didactical development of mathematics
pre-service teachers concerning the notions of conceptual structure and representation systems. These
results were obtained from the codification and analysis of class audio recordings and the productions of
last year Mathematics students in a methodology course. We found that the students’ productions and
actions go through different states from which it is possible to identify some of their difficulties and the
moments in which conceptual reorganizations take place.

FORMACION DE PROFESORES, CONOCIMIENTO DIDACTICO
Y ANALISIS DIDACTICO

En su revisién de la investigacién sobre conocimiento del profesor y formacién de profesores de
matemdticas, Cooney (1994) promueve la formacién de profesores como un campo de indagacidn siste-
mdtica que se estd basando en la importancia de la cognicidn, el contexto y el paradigma constructivista
y hace dos preguntas con respecto al conocimiento del profesor de matemdticas y a su formacion: “;Qué
tipos de conocimientos necesitan los profesores para ser eficientes? ;Qué tipos de experiencias deben
vivir los profesores para construir ese conocimiento?” (p. 608). Simon (1995), con el propésito de “con-

'Agradezco a Consuelo Cafiadas y Antonio Codina por sus comentarios a una versién previa de este documento.
g y p!
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tribuir al didlogo acerca de cémo serfa la ensefianza si se construyera sobre una visién constructivista del
desarrollo del conocimiento” (p. 115) propone el modelo del ciclo de ensefianza de las matemdticas
como una posible respuesta a estas preguntas.

Como investigadores en formacién de profesores, nos interesamos por tener un constructo que
aborde las cuestiones anteriores, de tal forma que fuese posible configurar y justificar el disefio curricular
del programa de formacién a nuestro cargo. Este es una asignatura para estudiantes de matemdricas de
ultimo afo que quieren llegar a ser profesores de matemdticas de secundaria. Nos centramos en el pro-
p6sito de la asignatura de formar estos futuros profesores en un aspecto particular de su futura prictica
docente: la planificacidon de unidades diddcticas. Por lo tanto, esta parte de la asignatura se centra en el
disefio curricular. El desarrollo curricular y la gestion de clase se trabajan en otra asignatura de pricticas
que estd parcialmente relacionada con la nuestra. Trabajamos entonces dentro de una visién local del
disefio curricular en la que hay un disefio global que enmarca el problema y el foco de interés es en un
topico matemdtico especifico (que permite mayor profundidad en el andlisis).

Se pretende que, al terminar la asignatura, los futuros profesores tengan un conocimiento y unas
capacidades que les permitan realizar estas actividades de planificacién de manera eficiente (con respecto
al aprendizaje de los estudiantes). Por lo tanto, es necesario determinar qué conocimiento deben tener
los profesores para que esto sea posible. Y para ello, es necesario postular una descripcién de lo que
consideramos que debe ser el proceso de planificacién de una unidad diddctica. Vemos esta planificacion
como la secuenciacidn de actividades de aprendizaje (incluyendo la evaluacién) por medio de las cuales
los alumnos construyen su conocimiento matemdtico. El ciclo de ensefianza de las matemdticas de
Simon nos dio ideas para postular el andlisis diddctico* como nuestra propuesta de la manera como el
profesor debe llegar a producir la planificacién. En ella distinguimos la relacidn entre el disefio global y
el disefio local; las actividades que son necesarias para realizar el disefio local; y el papel que juega el
conocimiento diddctico en el proceso.

En el andlisis diddctico registramos cuatro de actividades que el profesor debe realizar para el dise-
flo, puesta en prdctica y evaluacion de actividades de ensefanza. El andlisis cognitivo, como la considera-
cién y especificacién de las dificultades que los alumnos pueden enfrentar y los errores que los alumnos
pueden cometer al realizar las tareas que componen las actividades de instruccién. El andlisis de contenido,
como la descripcidn estructurada del tdpico en el que se basa la actividad de instruccién desde la pers-
pectiva de su estructura conceptual, sus sistemas de representacién, su andlisis fenomenoldgico y sus
posibilidades de modelizacién. El andlisis de instruccién, como la descripcidn de las actividades que se
propondrdn a los alumnos teniendo en cuenta la variedad de tipos de tareas que surgen del andlisis de
contenido, las necesidades de los alumnos (con motivo del andlisis cognitivo), y los materiales y recursos
disponibles. El andlisis de actuacion, como la descripcion del estado cognitivo de los alumnos con motivo
de las actividades, informacion que alimenta un nuevo ciclo del andlisis diddctico. Desde esta perspec-
tiva, el disefio y puesta en préctica de actividades de ensefianza es un proceso sistémico, dindmico y ci-
clico.

% Utilizamos el término “andlisis diddctico” de manera genérica, aunque existe una tradicién alemana que ya lo ha
utilizado con el significado que pretendemos darle aqui (Klafki, 1958/2000, comentado en Van Driel et al., 2001)
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Determinacion de:
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Figura 1. Disefio de actividades, andlisis diddctico y conocimiento diddctico

La gréfica de la Figura 1 ubica los cuatro andlisis que se acaban de describir y los relaciona con el
disefio curricular global, el disefio, puesta en prictica y evaluacion de las actividades de aprendizaje, y el
conocimiento diddctico del profesor. Recordemos que nuestro interés se centra en el disefio curricular
local que considera una estructura matemdtica especifica. A partir del disefio curricular global y de su
conocimiento del estado cognitivo de los estudiantes, el profesor determina unos objetivos y un conte-
nido. Con esta informacién y su conocimiento diddctico, y realizando los andlisis cognitivo, de contenido
y de instruccidn, el profesor produce el disefio de una o mds actividades de aprendizaje que lleva a la
préctica. El andlisis de la actuacién de los estudiantes cuando ellos abordan las tareas que componen las
actividades de aprendizaje produce informacién que, por un lado, le permite al profesor reformular su
petcepcion del estado cognitivo de sus estudiantes y, por el otro, puede llevarlo a adaptar algunos aspec-
tos de su conocimiento diddctico.

La postulacién del andlisis diddctico como la descripcién de la manera “ideal” de realizar actividades
de disefio curricular a nivel local nos permite determinar algunos de los conocimientos que pueden ser
necesarios para realizarlo. Podemos organizar estos conocimientos en tres categorias: a) sobre la nocién
de curriculo; b) sobre nociones de la didéctica de la matemdtica que consideramos relevantes en el pro-
blema; c) sobre la utilizacién de a) y b) en una estructura matemdtica particular para efectos de realizar
el andlisis diddctico. En el plan de formacién en el que trabajamos se pretende que los futuros profesores
construyan un conocimiento sobre a) y b) y desarrollen capacidades para realizar ¢). El conocimiento
diddctico es la integracion de a), b) y ¢). El conocimiento diddctico es un constructo psicoldgico que
tiene un conocimiento disciplinar de referencia (en este caso, la diddctica de la matemdtica); que tiene
una utilidad prdctica (el disefio, puesta en prictica y evaluacién de unidades diddcticas); y cuya puesta
en juego se enmarca dentro de una estructura analitica (el andlisis diddctico). Las nociones de la diddc-
tica de la matemdtica a las que se refiere este conocimiento en nuestro caso han sido denominadas orga-
nizadores del curriculo por Rico et al. (1997) quienes las consideran como “aquellos conocimientos que
adoptamos como componentes fundamentales para articular el disefio, desarrollo y evaluacién de unida-
des diddcticas” (p. 45). En Gémez (2001) hemos presentado con algun detalle la descripcién de las
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nociones que hacen parte del andlisis de contenido: estructura conceptual, sistemas de representacion,
andlisis fenomenoldgico y modelizacién.

SIGNIFICADOS, CARACTERIZACIONES, DIFICULTADES, REOR-
GANIZACIONES Y FACTORES

Vemos el desarrollo del conocimiento diddctico como la construccién por parte del futuro profesor
de significados cada vez mds técnicos a partir de significados parciales e intuitivos con los que €l llega al
plan de formacién. Los futuros profesores construyen significados personales cuya reorganizacion cons-
tituye el conjunto de procesos sociales del grupo de futuros profesores que a su vez condicionan la cons-
truccién de significados individuales. Para cada concepto (o relacién), los significados (individuales o
sociales) evolucionan en el tiempo de significados parciales a significados mds técnicos. Suponemos que
es posible hacer un seguimiento de estos estados de conocimiento a partir de las actuaciones de los in-
dividuos y los grupos. Para ello introducimos la categoria caracterizaciones con la que pretendemos regis-
trar la expresién, en las producciones y las actuaciones de los futuros profesores, de los significados par-
ciales que ellos van construyendo en la medida en que utilizan los conceptos para realizar tareas que se
les asigna en el plan de formacién. Mientras que las caracterizaciones surgen de los datos, el registro de
las dificultades y las reorganizaciones se origina en las caracterizaciones. Con dificultades nos referimos a
dificultades de los futuros profesores al hacer la transicién de significados intuitivos y parciales a signifi-
cados mds técnicos y completos. Las dificultades se identifican, por lo tanto, con significados (que se
registran como caracterizaciones) que permanecen en el tiempo a pesar de estimulos que pretenden
hacerlos evolucionar (principalmente esfuerzos de la instruccién). Por lo tanto, las dificultades se iden-
tifican en un juego en el que interviene, por un lado, la comparacién de dos producciones sucesivas de
un grupo de alumnos (y sus correspondientes caracterizaciones) con la que es posible determinar las
caracterizaciones que permanecen estables y, por el otro, aquellos aspectos de la instruccién que han
tenido lugar en el periodo entre las dos producciones y que han pretendido hacer evolucionar esas carac-
terizaciones. Con reorganizaciones nos referimos a transiciones de un significado parcial a otro. Por lo
tanto, las reorganizaciones surgen de la comparacién de las caracterizaciones de dos producciones suce-
sivas de un grupo.

Denominamos factores a aquellos aspectos del programa de formacién y de los participantes que
pueden afectar (y ayudar a explicar) el proceso de construccién de significados. Caracterizamos este
proceso en base a las caracterizaciones de las producciones de los grupos y a las dificultades y reorgani-
zaciones que se deducen de ellas cuando se comparan en el tiempo. Tanto la evolucién de las caracteri-
zaciones (dificultades y reorganizaciones), como las caracterizaciones mismas pueden ser producto de
diferentes factores. Los organizamos, de acuerdo a las dimensiones del curriculo, en cuatro categorias:

Los aspectos de instruccidn, como expresion del disefio curricular del programa y de su puesta en
préctica. El propdsito de la instruccién es precisamente el de lograr que los futuros profesores constru-
yan significados cada vez mds técnicos. Aqui incluimos aspectos como la exposicién en clase por parte de
los formadores y la reaccién y comentarios de los formadores a las actuaciones y producciones de los
futuros profesores.

Los aspectos sociales, en los que se incluyen la interaccién entre futuros profesores y formadores en
clase, junto con el trabajo en grupo de los futuros profesores. En este factor se expresa explicitamente la
manera como los significados sociales se construyen a partir del trabajo colaborativo en base a los signi-
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ficados individuales y la manera como estos significados individuales cambian con motivo de y se adap-
tan a los significados sociales.

Los aspectos cognitivos de los futuros profesores. Los futuros profesores llegan a la asignatura con una
clerta experiencia docente, con unos conocimientos (esencialmente matemdticos) y con unas creencias
sobre la naturaleza de las matemdticas, su ensefianza y aprendizaje (entre otros). Todo este bagaje inte-
lectual sirve de base cognitiva para la construccidn de los significados individuales.

Los aspectos conceptuales relacionados con cada una de las nociones cuyo significado técnico se busca
construir. Estas son nociones complejas y la manera como los futuros profesores construyen sus signifi-
cados depende de la estructura conceptual de cada una de estas nociones.

PROBLEMA DE INVESTIGACION Y METODOLOGIA

Nuestro problema de investigacién se centra en la exploracién y caracterizacién de algunos aspec-
tos del desarrollo del conocimiento diddctico de los futuros profesores dentro de un esquema especifico
de formacién inicial. La pregunta que abordamos para el estudio que reportamos aqui es la siguiente:

;Cudles son las cuestiones (caracterizaciones, dificultades, reorganizaciones) significativas que
emergen en el desarrollo del conocimiento diddctico de los futuros profesores con respecto a las nociones
de estructura conceptual y sistemas de representacién?

El estudio se realizé en el marco de la asignatura Diddctica de la Matemdtica en el Bachillerato de la
Universidad de Granada que cursan estudiantes de tltimo curso de la licenciatura de matemdticas. Par-
ticiparon dos profesores, uno como investigador y el otro como observador. Los alumnos se organizaron
en ocho grupos (de tres a cinco alumnos por grupo) que escogieron diversos topicos de las matemdticas
de Secundaria.

El tratamiento de cada uno de los conceptos del andlisis de contenido buscé seguir un esquema
general comun, en el que los grupos produjeron nuevas versiones de la estructura conceptual de su topico
y mejoraron la descripcién del mismo en la medida que avanzaban en el desarrollo de su conocimiento
did4ctico. Cada grupo presentaba su nueva versién en clase y los compaiieros y profesores criticaban y
hacfan aportes a la misma. Se usaron dos fuentes de informacién: las grabaciones de audio de las clases
y las producciones de los diferentes grupos.

Estas dos fuentes de informacién nos permitieron identificar episodios de las grabaciones y aspectos
particulares de las producciones que caracterizan el desarrollo del conocimiento diddctico de los futuros
profesores en base a las caracterizaciones y factores mencionados anteriormente. La construccién y con-
solidacién de los factores factores por un lado, como de las caracterizaciones por el otro, se realizé en un
proceso iterativo y ciclico de codificacién, andlisis y reformulacién de las dimensiones en cuestion. La
Figura 2 presenta un ejemplo de una estructura conceptual propuesta por el grupo Iniciacion a la proba-

bilidad.
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Probabilidad

Representacion | Algebra de sucesos

grafica
I Leyes de Morgan

Concepto

Definiciones

[ |
* Suceso
Dibujos Numérico *Espacio muestral
I * Probabilidad
Dibujos simples P: A
(urnas, monedas,...) n, (1O
Grafica funcion de probabilidad 2 P(aj=1

Caso concreto: Dado
Prob. salir 7=0
Prob. salirdel 1 al 6 =1

Figura 2. Estructura conceptual del grupo Iniciacién a la Probabilidad
ALGUNOS RESULTADOS

Los resultados que se presentan aqui son producto del andlisis en curso que se hizo de la transcrip-
cién y codificacion de las grabaciones de audio de las clases y de las producciones que los alumnos rea-
lizaron para ser presentadas en clase. Estos andlisis nos permitieron identificar una serie de caracteriza-
ciones, dificultades y reorganizaciones de acuerdo con lo descrito mds arriba. Presentamos a continuacion
una descripcidn esquemdtica de algunas caracterizaciones con respecto a los conceptos de estructura
conceptual y sistemas de representacion:

A.- La estructura conceptual se presenta como un listado de temas sin organizacién.

B.- La estructura conceptual se organiza en base a los organizadores del curriculo.

C.- La estructura conceptual se organiza en base a la historia.

D.- Aparece una estructura conceptual mds compleja, pero no se encuentra organizada en base a
sistemas de representacién.

E.- Los sistemas de representacién aparecen como algo complementario a la descripcién “concep-
tual” de la estructura matemdtica.

F.- Se crea una conciencia de que “todo estd relacionado”.

G.- Los sistemas de representacién organizan la estructura conceptual.

H.- Hay algunas conexiones globales, pero no hay conexiones puntuales.

I.- Aparecen algunas conexiones puntuales externas.’?

*Una conexién es puntual externa si conecta dos elementos de sistemas de representacién diferentes (traducciones entre
sistemas de representacién en el sentido de Kaput (1992)). Es interna si conecta dos elementos del mismo sistema de
representacién (en algunos casos esto implica una transformacién sintdctica en términos de Kaput).
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J.- No se hacen explicitos los procedimientos de transformacidn sintdctica y, por lo tanto, no apa-
recen conexiones puntuales internas.

K.- La estructura conceptual queda completamente organizada por sistemas de representacin.

L.- Se propone una jerarquia en los sistemas de representacién.

M.- Aparecen conexiones puntuales internas.

Podemos describir la estructura conceptual de la Figura 2 con las caracterizaciones D, E, H e I. Es
evidente que esta estructura conceptual tiene mds caracteristicas que se pueden considerar relevantes
desde el punto de vista de los significados de estructura conceptual y sistemas de representacion puestos
en juego por el grupo. Aqui la clasificamos de acuerdo a la lista parcial de caracterizaciones propuesta
arriba.

Es posible organizar esta lista de caracterizaciones en niveles como lo muestra la tabla 1.

Tabla 1. Niveles de caracterizaciones

Nivel | Caracterizaciones

1 A

2 B C

3 D E

4 F

6 G

7 |H]I[J] K
8 M

La determinacion de estos niveles es, por ahora, arbitraria, dado que no se presenta aqui el andlisis
correspondiente a la dimensidn factores. Sin embargo, al tener en cuenta los momentos en que aparecen
algunas de estas caracterizaciones y al analizar los esfuerzos de la instruccién por hacerlas avanzar, po-
demos determinar algunas de las dificultades de los alumnos con respecto a los conceptos de estructura
conceptual y sistemas de representacién. De la misma manera, podemos identificar momentos en que se
dan reorganizaciones en estas producciones. Por ejemplo, los alumnos no tienen, al comienzo del ejer-
cicio, criterios que les permitan organizar estructuradamente la descripcién de la estructura matemdtica;
ellos utilizan conceptos previos de la asignatura para darle una estructura a la descripcién (paso de A a
B o C). La instruccién insiste en que se organice la estructura conceptual en base a sistemas de represen-
tacién, pero esto no se logra ficilmente y constituye una dificultad para los alumnos. Esto se aprecia en
las producciones y actuaciones de los alumnos que se ubican en el nivel 3. No obstante, el trabajo con
los sistemas de representacién genera, en diferentes momentos para diferentes grupos, la conciencia de
que “todo estd relacionado”, produciéndose una reorganizacién (paso al nivel 4) como se aprecia en el
episodio 24%

Ramén: Tanto en la funcién de segundo grado, como en el tema de las conicas, hay muchos pro-
blemas que tti planteas que se pueden resolver tanto grafica, como analiticamente. Es decir, yo grafica-
mente puedo hallar la solucién y analiticamente también y coinciden [...]. Es decir, yo soy capaz de
grdficamente dibujar una pardbola y saber donde estdn los cortes con el ¢je y también hacerlo con la
férmula [...].

“Hemos reducido la transcripcién por razones de espacio.
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[...]

Jorge: Todo estd relacionado.

Formador: Que dos cosas estén relacionadas, no implica necesariamente que son el mismo concep-
to.

Jorge: Pero es que todas parten del mismo concepto.

Formador: ;Qué quieres decir con que parten de un mismo concepto?

Jorge: Tomamos la funcién de segundo grado, y ya sabes la representacién gréfica, y [no se entien-
de] la representacién analitica. Luego todas parten de la funcién de segundo grado.

Soffa: Yo lo que quiero decir es que siempre la grdfica es una manera de representar un concepto que
tl tienes escrito en expresién matemdtica formal. Es una manera de representar las cosas [...]. Se refie-
ren al mismo concepto, pero con distintas maneras de destacarlo.

DISCUSION

Hemos tratado de mostrar que es posible caracterizar el desarrollo del conocimiento diddctico de
los futuros profesores de matemdticas. Las producciones y actuaciones de estos alumnos (y, por consi-
guiente, los significados parciales que ellos van construyendo) pasan por diferentes estados que permiten
identificar tanto algunas de sus dificultades, como los momentos en los que surgen reorganizaciones
conceptuales. Es evidente que estos estados, dificultades y reorganizaciones dependen, tanto de las ca-
racteristicas de los alumnos como del disefio y puesta en prictica del plan de formacién en el que parti-
cipan. Hemos propuesto los primeros esbozos de algunos modelos descriptivos del desarrollo del cono-
cimiento diddctico de estos futuros profesores para el caso de una asignatura basada en el modelo de los
organizadores del curriculo.

La experiencia que, como formadores e investigadores, hemos tenido al hacer esta primera explo-
racién nos deja ya algunas ensefianzas que parecen evidentes, pero que pueden ser importantes para la
mejora y evolucién del programa de formacién en cuestién. Las nociones de la diddctica de la matem4-
tica son nociones complejas. Su comprension y puesta en prictica por parte de futuros profesores que
tienen una experiencia diddctica reducida es un proceso lento que pasa por diversas fases en las que se
pueden encontrar obstdculos dificiles de superar. Los alumnos no superan estos obstdculos si lo tinico
que se les ofrece es la definicién de estas nociones y algunos ejemplos de las mismas. Ellos tienen que
vivir experiencias en las que pongan en préctica sus significados parciales y puedan comparar sus produc-
ciones con las de sus compafieros y recibir criticas a sus trabajos.

Sin embargo, una visién de la formacién inicial de profesores de matemdticas en base a las ideas
constructivistas se enfrenta con dificultades atin mayores que aquellas a las que se enfrentan los profeso-
res de matemdticas en sus clases. En el caso de la formacién inicial de profesores resulta mucho mds
dificil disefiar situaciones de ensefianza en las que los alumnos pongan en juego sus significados parciales
de tal forma que se generen perturbaciones. Esto es producto al menos de los siguientes factores. Prime-
ro, al tener muy poca experiencia docente, los futuros profesores no perciben la utilidad de las nociones
en cuestion para efectos de su futura prictica docente. Segundo, la mayoria de las nociones son producto
de una clasificacién analitica de fendmenos matemdticos y diddcticos, clasificacién ésta que en algunos
casos puede parecer arbitraria y en otros producir diferentes significados para la misma nocién (como es
el caso de la nocién de sistema de representacién). Tercero, la diddctica de la matemdtica, como campo
conceptual y préctico, no tiene una estructura formal coherente y sélida que permita ficilmente la gene-
racién de contradicciones cuando sus nociones se ponen en prictica dentro de situaciones particulares.

Al no ser posible disefiar con facilidad situaciones de ensefianza que generan perturbaciones, el
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desarrollo del conocimiento diddctico de los futuros profesores se hace mds dificil de lo que aparenta en
un principio. Para poder mejorar los programas de formacién inicial se hace necesario mejorar nuestra
comprensién del desarrollo del conocimiento diddctico del futuro profesor.
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RESUMEN

En este trabajo presentamos diferentes enfoques para el estudio de las relaciones de inscripcion y de
dualidad en el mundo de los poliedros regulares, delimitados y experimentados con estudiantes de
Magisterio, describimos los andlisis del contenido realizados que nos llevan a un nuevo enfoque posible
y mostramos cémo el estudio de relaciones de inscripcién puede surgir, en el contexto de la actividad de
clase, también con diferentes enfoques: “Construir o generar formas”, “Formas rigidas y formas que se
deforman”, “Recopilar caracteristicas de los poliedros regulares. Buisqueda de relaciones”.

ABSTRACT

Different approaches to the study of the relations of inscription and duality in the world of regular
polyhedra, that we have delimited and experimented with pupils of a teacher training school, are
presented. We report the content analysis which lead us towards a new feasible approach and we show
how the study of relations of inscription can arise in the context of classroom activity also from different

» « » «

approaches: “T'o build or generate shapes”, “Rigid and non-rigid shapes”, “Compiling characteristics of
regular polyhedra. Looking for relations”.

PRESENTACION

Lo que describimos aqui es parte de un trabajo mds amplio en el que construimos modelos de en-
seflanza de algunas relaciones de inscripcién y dualidad en el mundo de los poliedros regulares, que ex-
perimentamos con estudiantes de Magisterio.

En ese trabajo comenzamos con andlisis tedricos del contenido de los conceptos implicados y con
andlisis de la bibliografia. Asi, delimitamos usos y contextos que dotan a las relaciones de pares de
poliedros regulares de sus significados, y conseguimos informacion sobre lo que aprenden los estudiantes
sobre ello. Caracterizamos de este modo los componentes de competencia formal, cognitivo y de ense-
flanza de un modelo tedrico local (Filloy y cols., 1999) inicial. La fase de experimentacién nos permitié
disefiar nuevas secuencias de actividades teniendo en cuenta los resultados obtenidos al poner a prueba
secuencias de actividades con estudiantes de Magisterio, al analizar las actuaciones de los estudiantes y
al evaluar el efecto del modelo de ensefianza por medio del estudio de casos.
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Aqui, centrdndonos en el modelo de ensefianza elaborado hasta ahora, vamos a presentar diferentes
enfoques que hemos delimitado para el estudio de las relaciones de inscripcién y de dualidad en el mun-
do de los poliedros regulares. Damos cuenta de los andlisis del contenido realizados que nos llevan a un
posible enfoque para abordar el estudio y mostramos cémo el estudio de relaciones de inscripcién puede
surgir en el contexto de la actividad de clase, también con diferentes enfoques: en el contexto de los
puzzles, cuando consideramos las estructuras estables y no estables, y a partir de una tarea de investiga-
cién en la que se pide a los estudiantes que recopilen en una tabla las caracteristicas numéricas de los
poliedros regulares convexos, asi como el tipo de poligono de sus caras y el orden de sus vértices, y des-
pués se les cuestiona sobre las relaciones numéricas que observan en la tabla. Esta dltimo enfoque nos
lleva a introducir el concepto de dualidad en el mundo de los poliedros regulares.

Para cada uno de estos enfoques indicamos las caracteristicas de los modelos de pares de poliedros
regulares que se subrayan, que dotan a estos modelos de significados que provienen del uso que se hace
de relaciones entre poliedros en los contextos en que se utilizan y que pasan a formar parte de los obje-
tos mentales construidos para las relaciones de pares de poliedros regulares. Sefialamos también el tipo
de problemas que podemos abordar con cada uno.

ANTECEDENTES. UN MARCO DE REFERENCIA

Hay poca investigacién en Diddctica de la Geometria sobre las relaciones de inscripcién y dualidad
de los poliedros regulares, aunque se ha mostrado ya la riqueza matemdtica que conlleva su estudio
(Guillén, 1991, 1997; Mold, 1973), se ha planteado el problema como taller (Alsina y otros, 1997) y se
ha centrado la atencién en la determinacién de las relaciones numéricas que hay entre las aristas de los
poliedros implicados (Hopley, 1994).

Freudenthal (1973) ha destacado la conveniencia de trabajar los milagros del encaje en el estudio
de la geometria, no sélo como preparacién para el estudio de la geometria sistemdtica, sino también
cuando este nivel se ha alcanzado (p. 414). El estudio de las relaciones de inscripcién y dualidad en el
mundo de los poliedros regulares muestra este milagro del encaje: después de las actividades propuestas
podria parecer que en Geometria todo encaja. Ademds, ese estudio permite tener diferentes representa-
ciones fisicas, que podemos utilizar en la ensefianza como soporte para el proceso de matematizacion,
proceso que entendemos en el sentido de “la actividad de organizacién y estructuracién en la que el
conocimiento y las habilidades se evocan para descubrir regularidades, conexiones, estructuras [...] adn
desconocidas” (Treffers, 1987, p. 247). Treffers (1987) ha sefialado también que el proceso de
matematizacién se mueve en dos direcciones, que €l llamé “horizontal” —del “mundo real” a los obje-
tos matemdticos— y “vertical” —en el interior de las matemdticas. Entender que el proceso de
matematizacién estd compuesto por esos dos movimientos es una consecuencia de la concepcién de la
naturaleza de las matemdticas que uno de nosotros (Puig, 1997) ha descrito como derivada de una lec-
tura de Freudenthal (1983), segtin la cual los objetos matemdticos son medios de organizacién de obje-
tos de nuestra experiencia (o “fenémenos”), que, objetivados por los sistemas matemdticos de signos en
que se producen, se convierten en objetos de nuestra experiencia, que son organizados a su vez por
nuevos medios de organizacidn, es decir, nuevos objetos matemdticos, y as reiteradamente.

Asi, situados en un mundo de fenémenos, los modelos de pares de poliedros inscritos uno en otro
pueden surgir en un contexto de generar formas por diferentes procedimientos y al centrar la atencién en
las estructuras que son rigidas o que se deforman. Luego, en otro nivel de matematizacidn, serdn las
caracteristicas numéricas de los poliedros las que constituirdn los fenémenos que requerirdn una organi-
zacién: surgird de nuevo el estudio de relaciones de inscripcién entre los pares de poliedros. También
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podemos abordar el estudio desde las matemdticas: delimitamos los pares de poliedros regulares que
tienen relacién de inscripcién utilizando los conocimientos sobre las simetrias de los poliedros.

En primer lugar pues centramos la atencién en los enfoques que conducen a tratar los conocimien-
tos que se requieren para finalmente poder recomar el problema y organizar esos conocimientos desde
una nueva perspectiva. Primero iremos de los fenémenos a las matemdticas al estudiar la descripcién de
los modelos a nivel local y en términos de simetrias que comparten, y luego iremos de las matemdticas
a los fenémenos: ahora éstos se usardn como campo de aplicaciones.

METODOLOGIA Y CONTEXTO PARA LA EXPERIMENTACION

El estudio tiene como primer antecedente el proyecto de investigacién descrito en Puig y Guillén
(1983), en el que se plantea un modelo de ensefanza de la geometria cuyas caracteristicas fundamentales
para lo que nos ocupa aqui es la organizacion local frente a, por un lado, la ausencia de toda organiza-
cién y, por otro, la organizacién global o axiomdtica, y el comienzo por las tres dimensiones para ir desde
ellas a menos dimensiones. De esas dos caracteristicas deriva el interés por el mundo de los poliedros,
que no sdlo es un mundo de tres dimensiones en el que los objetos de dos y una estdn presentes de forma
perspicua, sino que admite con flexibilidad organizaciones locales. En Guillén (1991) se delimitan
poliedros que tienen relacién de inscripcion de manera que mantienen las simetrfas. En Guillén (1997)
también se trata ese problema inmerso en uno mds general —el estudio de la geometria de los sélidos—
y se proponen actividades, organizadas siguiendo el modelo de razonamiento de van Hiele, para el estu-
dio de algunas inscripciones de pares de poliedros regulares.

Desde 1998 a 2000 hemos perfilado el marco en el que encajar las secuencias de actividades pro-
puestas en los diferentes enfoques, que dotan de sus significados a los objetos mentales que los estudian-
tes construyen para las relaciones de pares de poliedros regulares, dando a su vez cuenta de cémo vamos
avanzando en la progresiva matematizacion, y, utilizando la idea de Modelos Tedricos locales como marco
tedrico y metodoldgico para la observacién experimental, hemos puesto a prueba las diferentes secuen-
cias de ensefianza elaboradas, analizado diferentes actuaciones de estudiantes y evaluado el efecto de la
estrategia de ensefianza.

LOS ESTUDIANTES. EL DESARROLLO DE LAS CLASES

El estudio se desarroll$ con estudiantes de Magisterio de la asignatura optativa de 4 créditos Geo-
metria del espacio, del plan de estudios de la Diplomatura de Maestro de la Universitat de Valéncia, de
los que una de nosotros era profesora. Esos grupos nunca han sido numerosos (entre 9 y 30), lo que
permitia que los alumnos pudieran estar organizados en grupos. Al comenzar las clases, para situar el
trabajo, presentdbamos un resumen acentuando lo que ya se habia trabajado en clases anteriores que
tenfa relacién con los problemas que se iban a tratar. En el desarrollo de la clase: i) el profesor resolvia
algunos problemas y lo hacifa como si fuera ¢l el resolutor; ii) los alumnos respondian a cuestiones que
planteaba el profesor y resolvian algunos problemas con la ayuda de sugerencias que les aportaba el pro-
fesor; iii) las respuestas y las soluciones se discutian en comiin; iv) se hacfa una sintesis y un debate de
reflexién.

Los estudiantes disponfan de modelos de poliedros para que pudieran utilizarlos. También dis-
tribufamos ldminas con dibujos de los modelos estudiados para facilitar que en casa los estudiantes pu-
dieran recordar, comprender, registrar y comunicar lo tratado en clase.

185



INFORMES DE INVESTIGACION

La recogida y andlisis de datos

Para averiguar la mayor cantidad posible de informacién sobre lo que aprenden los estudiantes sobre
relaciones de inscripcién y dualidad en el mundo de los poliedros realizamos un andlisis de: i) las res-
puestas que dieron por escrito diferentes estudiantes (de los que participaron en la experimentacién) a
determinadas actividades que se plantearon para que se resolvieran en casa antes de tratarlas en clase, ii)
las observaciones de clase y las discusiones, iii) las sesiones de trabajo, iv) las respuestas que dieron los
estudiantes de la experiencia a cuestiones que se plantearon después de experimentar una unidad de
ensefianza y, v) las entrevistas individuales realizadas a algunos estudiantes.

Para cada actividad propuesta, utilizamos las respuestas de varios alumnos con cardcter
exploratorio. En hojas disefiadas para ello, anotamos lo mds caracteristico de sus respuestas, que contras-
tamos con las de otros estudiantes. Para los datos recopilados en cintas de video o cassette, hicimos
transcripciones literales (para algunas entrevistas) o resimenes (para las sesiones de clase) que contenfan
lo que se consideraba mds destacable de cada sesidn, bien porque confirmaba lo observado con otros
estudiantes, bien porque podia introducirse como algo nuevo que tenia que ser objeto de experimenta-
cién.

DIFERENTES ENFOQUES PARA EL ESTUDIO DE LAS RELACIO-
NES DE INSCRIPCION EN EL MUNDO DE LOS POLIEDROS
REGULARES

Andlisis del contenido. Biisqueda de relaciones de inscripcidn entre los poliedros
regulares convexos

En este estudio nos preocupamos de la busqueda de relaciones de inscripcidn entre los poliedros
regulares convexos. De todas las posibles nos van a interesar aquellas en las que los poliedros estén co-
locados de manera que las simetrias comunes coincidan. Dado que los poliedros regulares pueden
clasificarse en funcidn de sus simetrias, con este criterio encontramos tres grandes grupos: el del
tetraedro, el del octaedro y cubo y el del dodecaedro e icosaedro, de manera que uno puede verse como
parte de otro, pues el grupo de simetrias del tetraedro es un subgrupo del grupo de simetrias del
octaedro. Podemos asi establecer de manera sistemdtica los pares de poliedros platénicos que pueden
introducirse uno en otro de manera que las simetrfas comunes coincidan (véase el capitulo 5 de Guillén,
1991).

Construir o generar formas

La construccién de modelos y armazones, modelar los sélidos con plastelina, juntar o transformar
unos sélidos para obtener otros (u otras formas tridimensionales) permiten precisar y comprender pro-
piedades de familias de sélidos y relaciones entre ellas o entre sus elementos. Dichas construcciones
constituirdn la base para la formacion de las primeras “ideas” de las familias que introducimos (Guillén,
1997).

Por otra parte, el intento de describir las formas obtenidas puede ser un incentivo para desarrollar
medios lingiifsticos y, ademds, puede ser la base para determinar algunas relaciones entre familias de
sélidos, entre determinados sélidos, o entre elementos del plano y del espacio: unos sélidos pueden verse
como agregados de otros, unos poligonos encajan perfectamente en un sélido, etc. Centréndonos en lo
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relativo a este estudio, generar sélidos juntando sdlidos y trabajar con determinados puzzles, permite
explorar relaciones entre el tetraedro y cubo, el cubo y el dodecaedro, etc. Asi se pueden enunciar rela-
ciones como: Un tetraedro y 4 pirdmides forman un cubo. Un cubo y 6 casquetes iguales forman un
dodecaedro, etc. Ademds, se puede continuar trabajando relaciones entre poliedros que se enuncien
verbalmente. Por ejemplo, una vez enunciado que “cuando al tetraedro se le anaden otras 4 pirdmides
a sus caras, se obtiene el cubo”, podemos centrar la atencién en las 4 pirdmides que se afiaden y describir
sus elementos en términos de los del tetraedro (modelo de partida) o del cubo (modelo obtenido).

Formas rigidas y formas que se deforman

Una vez que se ha llamado la atencién sobre algunas formas que se presentan en la naturaleza (por
¢jemplo, los andamiajes, algunas ctipulas, etc.), a partir de actividades en las que se convierten en rigidas
algunas estructuras de sélidos sencillos, se pueden introducir algunas relaciones entre sdlidos: el tetraedro
se puede inscribir en un cubo, el cubo se puede descomponer en tres (o seis) pirdmides iguales. Estas
observaciones conducen a conjeturar otras inscripciones entre poliedros regulares (p. e., el cubo podemos
inscribirlo en el dodecaedro) y a plantear nuevas cuestiones: ;Podremos inscribir el tetraedro en el
dodecaedro? ;Y el tetraedro en el octaedro?

Se retoman algunos resultados establecidos a partir de tareas de puzzles y truncamientos. Subrayare-
mos a partir de ellos los milagros del “encaje” en el estudio de los sélidos: c6mo estas actividades permi-
ten que se relacionen los sélidos entre ellos o con figuras planas (las que se obtienen como seccién) y que
se expresen estas relaciones de diferentes maneras y con mayor o menor precisién. Asf, un cubo puede
descomponerse en un tetraedro y 4 pirdmides; un tetraedro se puede inscribir en un cubo de manera que
sus aristas son diagonales de las caras del cubo, una por cada cara; los 4 vértices del tetraedro estdn en 4
vértices del cubo que no son opuestos entre ellos; son las caras del tetraedro las que se corresponden con
los 4 vértices del cubo opuestos a los seleccionados para los vértices. Extendiendo la situacion, también
se puede precisar como inscribir un cubo en un dodecaedro.

Caracteristicas de los poliedros regulares. Biisqueda de relaciones

La busqueda de relaciones entre los poliedros regulares la abordaremos también desde otro punto
de vista. Una vez determinadas las caracteristicas numéricas (ntimero de caras, vértices y aristas) de los
poliedros regulares y su disposicién en el espacio, asi como el orden de sus vértices y el nimero de lados
del poligono de las caras, y recopiladas en una tabla, podemos conjeturar, por ejemplo, que un cubo
(octaedro) se puede inscribir en un octaedro (cubo) con los vértices del cubo en el centro de las caras del
octaedro, 0 que un tetraedro (cubo) se puede inscribir en un cubo (dodecaedro) con las aristas del
tetraedro sobre diagonales de las caras del cubo (dodecaedro).

SOBRE LOS PROBLEMAS OBJETO DE ESTUDIO

En cada uno de los enfoques descritos en el apartado anterior como problemas objeto de estudio,
podemos plantearnos también describir modelos de pares de poliedros inscritos uno en otro, que repre-
sentan estas relaciones, y construir estos modelos después de haber hallado la relacién entre las longitudes
de las aristas de esos poliedros, aplicando teoremas, como el de Pitdgoras o el teorema del coseno (véase
el capitulo 5 de Guillén, 1991). También es interesante comparar la actividad que se desarrolla con los
diferentes enfoques y las dificultades que conllevan.
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Las descripciones de los modelos podemos hacerlas en diferentes niveles en los distintos contextos
en los que podemos plantear su estudio:

* En el contexto de construir o de generar formas: Aplicando relaciones entre determinados

poliedros.

e Al centrar la atencién en las formas rigidas y formas que se deforman: Fijdndonos en los
elementos de los poliedros regulares implicados.

Al buscar relaciones numéricas: Conjeturando nuevas inscripciones y describiendo los modelos
en términos de sus elementos utilizando nuestros recursos; esto es, aplicando resultados que
vamos obteniendo al describir un modelo en la descripcién de otro que se ha conjeturado.

Un problema interesante que surge en este tltimo enfoque es la introduccion de conceptos que
conllevan bastante dificultad: el concepto de dualidad en el mundo de los poliedros. Podremos mostrar
c6mo se van precisando las ideas que se introducen a partir de un mundo reducido y muy especifico de
ejemplos y los problemas que hay que abordar cuando el mundo de ejemplos se extiende.

La descripcién de los modelos puede hacerse también en términos de sus simetrias, esto es, deter-
minando las simetrfas comunes a los poliedros del modelo. Como problema previo se determinardn las
simetrfas de los poliedros regulares (véase el capitulo 3 de Guillén, 1991). Al tratar de describir diferen-
tes modelos, de nuevo podremos hacer referencia a conocimientos que ya se han trabajado y usarlos para
resolver otros problemas que se nos plantean.
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RESUMEN

En este trabajo presentamos parte de los resultados obtenidos en un estudio exploratorio sobre el
conocimiento de conceptos bdsicos en inferencia estadistica en estudiantes del nivel de secundaria. La
toma de datos se ha llevado a cabo en dos cursos, 3° de E.S.O. y C.O.U., con 49 estudiantes de distinta
edad y formacidn estadistica previa. Para ello los estudiantes han contestado un cuestionario escrito que
consta de dos partes y 12 preguntas sobre contenidos inferenciales bdsicos. Los enunciados se plantean
en tres contextos distintos, concreto, narrativo y numérico. Sobre las respuestas de los alumnos se han
llevado a cabo andlisis, fundamentalmente de tipo cualitativo. Por tratarse de un estudio exploratorio
nos preocupamos especialmente por determinar las cuestiones abiertas y formular interrogantes a resol-
ver por la investigacién experimental posterior mds que por sacar conclusiones apresuradas. No obstante,
hemos obtenido algunas conclusiones provisionales interesantes.

ABSTRACT

In this paper we in summary present part of our current results from an exploratory study
regarding Spanish secondary school students” knowledge about basic statistical inference concepts. The
data were taken from a total of 49 students from two different secondary school level, with different age
and previous statistical formation. The student were asked to complete a written questionnaire about
basic inferential concepts, which included tasks in three different contexts: concrete, narrative and
numerical context. We mainly used qualitative analysis of students’ answers. Since this is an exploratory
study we mainly intend to determine open questions and to formulate new research problems for further
research, instead of trying to reach hasty conclusions. In spite of this we have obtained some preliminary
interesting results.

INTRODUCCION

En este trabajo presentamos parte de los resultados obtenidos en un estudio exploratorio sobre el
conocimiento de conceptos bdsicos en inferencia estadistica en estudiantes del nivel de secundaria. Este
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estudio exploratorio forma parte del proyecto de investigacién “Dificultades tedricas, metodoldgicas y
curriculares de la estadistica inferencial en la ensefianza secundaria” que se desarrolla en la actualidad y
cuyos propdsitos son, en general, determinar dreas problemdticas, dificultades de los alumnos, entornos
de aprendizaje favorables o cuestiones metodoldgicas que puedan servir como base para mejorar la en-
sefianza de la inferencia estadistica en el nivel de secundaria. Algunos otros trabajos son Moreno y
Vallecillos (1998; 1999a; 1999b; 2000; en revisidn), Vallecillos (1996; 1999), Vallecillos y Moreno
(1997).

En nuestro estudio hay algunos presupuestos previos: a) los conceptos estudiados se seleccionan en
funcién de su inclusién en los curriculos de secundaria; b) la inferencia estadistica es una prdctica cultural
y ¢) la comprension correcta de los conceptos no se produce espontdneamente.

Los actuales curriculos de secundaria incluyen el estudio de situaciones de incertidumbre, el estudio
de muestras, la representatividad muestral, los procesos de muestreo y las conclusiones que se pueden
extraer del estudio de muestras de poblaciones determinadas. Un revisién critica de este tema puede
verse en Moreno (2000).

Las précticas culturales, entre ellas la inferencia estadistica, gufan la actividad y facilitan el acceso
al conocimiento matemdtico, indican cémo usar las herramientas. En este sentido, estudiaremos la di-
ferencia en la comprensién y uso de los conceptos seleccionados en diferentes contextos y entre estu-
diantes con y sin formacién estadistica.

En Moreno (2000) se recogen diversas investigaciones que afirman que los estudiantes poseen con-
cepciones erréneas sobre la influencia del tamafio de la muestra, sobre la aleatoriedad, sobre la variabi-
lidad y representatividad de una muestra, y sobre la importancia atribuida al tipo de muestreo. Estas
concepciones se encuentran muy arraigadas y son dificiles de cambiar.

Las razones anteriores justifican la necesidad de que la investigacién educativa se ocupe de analizar
el modo en que los alumnos realizan inferencias estadisticas recurriendo al estudio de la comprensién de
diversos conceptos implicados y al modo en que los alumnos se enfrentan al propio proceso de inferen-
cia. En nuestro trabajo distinguimos cuatro fases: a) andlisis del conocimiento previo de conceptos de
inferencia estadistica de los estudiantes; b) construccién de un cuestionario especifico para la toma de
datos; c) administracién del cuestionario a estudiantes de dos cursos de nivel de secundaria con diferen-
tes conocimientos estadisticos previos y d) andlisis de los resultados con un objetivo exploratorio, deter-
minacién de obstdculos, busqueda de dreas problemdticas, dificultades de los alumnos, etc.

En este trabajo, por razones de espacio, presentamos los resultados que se refieren a los conceptos
bdsicos de poblacién y muestra y a las concepciones sobre el proceso de inferencia de los datos muestrales
a la poblacién de referencia.

METODOLOGIA

Describimos, resumidamente, los objetivos, la muestra empleada asi como el cuestionario y su for-
ma de aplicacién.

Objetivos
Los objetivos generales principales de este estudio son: a) evaluar las ideas que poseen los estudian-
tes del nivel de secundaria sobre conceptos bésicos de inferencia estadistica; b) estudiar comparativa-

mente estas ideas en alumnos estadisticamente novatos con los que finalizan su formacién secundaria y
¢) analizar la influencia en la conceptualizacién de distintos contextos de presentacion de la pregunta.
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Estos objetivos se concretan en los siguientes mds especificos:

Verificar si identifican importantes conceptos inferenciales bdsicos como la poblacién y muestra
de estudio en diferentes contextos;

Estudiar las concepciones de los alumnos sobre algunas caracteristicas esenciales de las muestras
como la aleatoriedad y variabilidad;

Explorar las concepciones iniciales de los estudiantes sobre el proceso de muestreo y su validez;

Estudiar la influencia y el uso que hacen los estudiantes de sus conocimientos previos sobre
estadistica y probabilidad en los distintos contextos;

Estudiar si los alumnos reconocen algunos sesgos en el proceso de muestreo y

Estudiar la influencia que tiene en el proceso de inferencia el tamano de la muestra estudiada.

Sujetos de estudio

El estudio se ha llevado a cabo con un en total 49 alumnos de dos Institutos de Ensefianza Secun-
daria de Granada. 30 de ellos pertenecen a 3* curso de la E.S.O. y no han recibido formacién estadistica
previa, los otros 19 estudiantes pertenecen al curso de COU, son alumnos que terminan su formacién
secundaria este curso y pasardn a la Universidad el afio préximo. Han recibido alguna formacién previa
en estadistica descriptiva.

Cuestionario

Consta de doce preguntas referidas a los siguientes conceptos de inferencia estadistica bdsica: con-
ceptos de poblacién y de muestra; el proceso de inferencia de la muestra a la poblacidn; la influencia del
tamafio de la muestra en el proceso de inferencia; la influencia de distintos métodos de muestreo para
realizar la inferencia; el concepto de aleatoriedad y la presencia de sesgos en el muestreo. Los enuncia-
dos se presentan en tres contextos distintos: a) concreto; b) de narracién y ¢) numérico y estd dividido
en dos partes: la Parte I que contiene los enunciados en contexto concreto, requiere el empleo de ma-
terial manipulativo (bolas, botellas de muestreo y baraja de naipes) y la intervencién del investigador; la
Parte II contiene los enunciados en los contextos narrativo y numérico y no es necesaria la intervencién
del investigador.

Por razones de espacio en esta comunicacién presentamos los resultados que se refieren a los con-
ceptos de poblacidn y muestra y al propio proceso de inferencia. Los {tems a los que corresponden estos
resultados son los siguientes:

Ttem I.1: Conceptos de poblacién y muestra en contexto concreto
Tenemos un saco de 100 bolas de dos colores, rojo y verde. Queremos estudiar el niimero de
bolas de cada color. Para ello sacamos 25 bolas y observamos que 14 son rojas y 11 son verdes.
Indica:
El conjunto de objetos sobre el que se realiza el estudio:
La muestra que se observa:

Ttem I1.1: Conceptos de poblacién y muestra en contexto narrativo
Para conservar alimentos en casa la mayoria de las veces se utilizan tarros de mayonesa para
evitar comprar tarros especiales. La revista Conservas quiere saber que porcentaje de tarros de
mayonesa se rompen cuando se utilizan para conservas. La revista consiguid 10 tarros de ma-
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yonesa para conservar tomate. Solamente tres de ellos se rompieron.
Identifica:

El conjunto de objetos sobre el que se realiza el estudio:

La muestra que se observa:

Ttem I1.2: Conceptos de poblacién y muestra en contexto numérico
El Ayuntamiento se plantea quitar un parque para construir unos aparcamientos. Se desea co-
nocer la opinidn de los habitantes mayores de 18 afios y para ello se encuesta a 450 de ellos. El
70% no desea que se quite el parque.
Indica: La poblacion de la que se desea obtener informacidn:
La muestra que se observa:

Item 1.2: Proceso de inferencia en contexto concreto
Tu profesor acaba de ensefiarte una muestra formada por cinco cartas. Sabiendo que en el mazo
hay 30, scudntas crees que serdn rojas?. Indica la razon.

Ttem I1.3: Proceso de inferencia en contexto numérico
El Ayuntamiento de Granada ha iniciado una campaiia explicando que se debe hacer cuando
queremos deshacernos de muebles en mal estado. Quiere saber si las instrucciones han resultado
claras y comprensibles. La poblacion de Granada es 300.000 personas asi que decide pregun-
tar a 2000 adultos de Granada sobre lo que piensan. Han preguntado a personas de barrios
grandes y de barrios pequerios, algunos hombres y algunas mujeres, algunos jévenes y otros
mds mayores, y a algunos que viven en casas y algunos que viven en pisos. Estdn seguros de que
tienen un variado grupo de personas. El resultado de la encuesta es que el 73% de estos adultos
creen que las instrucciones del Ayuntamiento son claras y el 27% piensan que no lo son.
sQué puedes decirle al Ayuntamiento sobre el porcentaje de adultos en toda Granada que pien-
sa que las instrucciones son claras?
a. El 50% porque probablemente la mitad de las personas pensaron que las instrucciones eran
claras y la mitad de ellos pensé que no lo eran.
b. EL 73% porque los adultos a los que se les preguntd dan una idea general de lo que ocurri-
ria si se preguntase a toda la poblacion.
¢. No puedo decir nada porque el resultaclo de la encuesta podria haber sido cualquier otro.
d. No puedo decir nada porque no pueden preguntar a todos los adultos de la cindad.

e. Seria el porque

Procedimiento de aplicacion

Los estudiantes de cada grupo completaron el cuestionario al mismo tiempo siguiendo las indica-
ciones del investigador. El grupo de COU contestd el cuestionario en una sesién de 60 minutos, mien-
tras el grupo de 3° de ESO necesitd una sesién para la Parte I del cuestionario y una segunda sesion para
la Parte II.

En el item 1.2 el investigador interviene modo que se describe a continuacién: extrae al comienzo
de la sesién 22 cartas de un mazo de 52y, sin mirarlas, son apartadas del resto. Se explica entonces a los
alumnos que nos proponemos conocer la proporcidn de cartas de rojas y negras que contiene el mazo de
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30 cartas que nos quedan y para ello se realiza una extraccién de cinco cartas, se ensefia la muestra a los
alumnos que apuntan su composicion y se les pide que contesten a continuacion el item 2.

Durante la sesién, los alumnos trabajaron el cuestionario de forma individual. Se evit$ introducir
en el cuestionario términos técnicos (poblacién, muestreo, etc.) pero si los alumnos tenfan alguna duda
se resolvia de forma individual evitando que la explicacién orientara la respuesta. Si adn asi, el estudiante
continuaba sin comprender la cuestion, se le pedia que la dejase sin contestar.

ANALISIS DE LOS RESULTADOS

Por razones de espacio recogemos aqui los resultados que se refieren sélo a los conceptos de pobla-
cién y muestra y al propio proceso de muestreo.

Conceptos de poblacidn y muestra

Enla Tabla 1 tenemos resumidos los datos acerca de la identificacién de la poblacién y la muestra.

Identifican la poblacién de estudio en el contexto concreto el 57.1% de todos los estudiantes,
mientras que sélo lo hacen el 49% en los contextos narrativo y el numérico.

Identifican la muestra el 30.6% de los estudiantes en el contexto concreto, el 22.4% en el contexto
narrativo y el 20.4% en el numérico.

No identifican la poblacién ni la muestra en el contexto concreto el 42.9%, el 48.9% en el narrativo
y el 49% en el contexto numérico.

En estos primeros resultados globales se observa un mayor porcentaje de alumnos que identifican
la poblacién o la muestra o no identifican ninguna de ellas en el contexto concreto que en el narrativo
y el numérico. Parece deducirse de ellos claramente una ordenacién de los contextos, concreto, narra-
tivo, numérico, de mayor a menor facilidad para los alumnos en cuanto a la identificacién de los concep-
tos analizados se refiere.

En el estudio por cursos, el 53.3% de los alumnos de ESO identifican la poblacién frente al 63.2%
de los de COU en el contexto concreto; el 50% de los alumnos de ESO lo hacen frente al 47.4 % de los
de COU en el contexto narrativo y en el contexto numérico los resultados obtenidos son el 33.3% en el
grupo de ESO y el 73.6% de los alumnos de COU.

Los resultados para el grupo de ESO (53.3%, 50.0%, 33.3%) mantienen el orden inicial para los
contextos (concreto, narrativo, numérico) de mayor a menor facilidad. Para el grupo de COU (63.2%,
47.4%, 73.6%), sin embargo se deduce que ha resultado para ellos mds familiar y mds ficil el contexto
numérico para la identificacién de la poblacién estudiada. Comparativamente, los porcentajes de alum-
nos que identifican la poblacién, son mas altos para los alumnos de COU en los contextos concreto y
numérico, con una diferencia especialmente notable para el caso numérico. En el narrativo son ligera-
mente mds altos los porcentajes del grupo de ESO (50%, 47.4%).

Tabla 1: Identificacién de poblacién y muestra

Frecuencia ESO | COU
% Grupo 1d. Poblacion 1d. Muestra. NP /NM 1d. Poblacion Id. Muestra | NP /NM
Concreto 14 7 14 12 8 7
53.3 233 46.7 63.2 42.1 36.8
Narrativo 15 5 15 ? 6 ?
50.0 16.7 50.0 474 31.6 473
Numérico 10 3 20 14 8 4
333 10.0 66.6 73.6 42.1 21.1
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Si analizamos la identificacién de la muestra por cursos observamos los datos siguientes: en el con-
texto concreto lo hacen el 23.3% de los alumnos de ESO frente al 42.1% de los de COU; en el narrativo
el 16.7% de alumnos de ESO frente al 31.6% en COU; en el contexto numérico lo hacen el 10% en
ESOy el 42.1% en COU.

Los resultados para el grupo de ESO (23.3%, 16.7%, 10%) mantienen el orden citado (concreto,
narrativo, numérico) para los contextos de mayor a menor facilidad. En COU los resultados (42.1%,
31.6%, 42.1%) sin embargo indican pocas diferencias entre los contextos. Comparativamente, los resul-
tados obtenidos por el grupo de ESO son considerablemente mds bajos que los de COU. También las
diferencias, con respecto al caso de la identificacién de la poblacidn, son considerablemente mds grandes
que las anteriores. Estos datos son un indicador inicial de una posible mayor dificultad para la identifi-
cacién de la muestra que la de la poblacién en todos los contextos y por cursos.

No identifican la poblacién ni la muestra, por cursos, el 46.7% de los alumnos de ESO frente al
36.8% de los de COU en el contexto concreto; el 50% en ESO frente al 47.3% en COU en el narrativo
y el 66.6% en ESO frente al 21.1% en COU.

Comparando nuevamente por contextos, los resultados para ESO son (46.7%, 50%, 66.6%) y para
COU (36.8%, 47.3%, 21.1%) observamos que las diferencias son ciertamente notables, excepto para el
contexto narrativo. La diferenciacién mayor se produce en el contexto numérico, en donde se observa
una diferencia entre los porcentajes del 45%.

En resumen: muchos estudiantes de ambos niveles de ensefianza no identifican los conceptos bdsi-
cos de poblacién y muestra si bien hay diferencias importantes en los porcentajes de éxito en los items
correspondientes en funcién del contexto. El concreto es el que ofrece mayor porcentaje de respuestas
correctas. El grupo de COU ofrece mejores resultados globales que el de ESO y en el contexto numé-
rico. Las dos terceras partes de los alumnos de ESO no identifican ni la poblacién ni la muestra mien-
tras que en COU no lo hacen la quinta parte.

Proceso de inferencia de la muestra a la poblacion

Para categorizar las respuestas de los alumnos se utilizé inicialmente la clasificacién en tres grandes
grupos seguin los criterios de descripcion de la poblacién empleados en ellas descrita en Moreno (2000).
Estos fueron:

C1) Concepcidn inferencial: El proceso de inferencia estd sujeto al azar y no permite determinar con
precisién las caracteristicas de una poblacion a partir de las de una de sus muestras.

C2) Concepcion de identidad: El proceso de inferencia permite describir la poblacién con caracteris-
ticas idénticas a las de una de sus muestras.

C3) Concepcidn previa: La poblacidn tiene unas caracteristicas descritas por ideas previas y no por
las observadas en la muestra extraida.

En el contexto narrativo hemos encontrado hasta un 20.4% del total de respuestas que expresan la
idea de que la encuesta no permite saber nada si no se estudia toda la poblacién. Hemos afadido, pues,
una nueva categoria en la clasificacién anterior que hemos llamado concepcion determinista:

C4) Concepcidn determinista: Solo el estudio de la poblacién completa permite determinar sus carac-
terfsticas propias.

En la Tabla 2 estdn resumidos los resultados obtenidos segin los contextos y por grupos de estu-
diantes. Como puede verse en ella, en los dos contextos y en los dos grupos la mayoria de los alumnos
manifiestan la concepcion de identidad, C2, en el proceso de inferencia. Se manifiesta independiente del
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contexto y en porcentajes altos, en general, y especialmente en COU. En este curso el porcentaje de
alumnos que manifiestan esta concepcidn es especialmente alto en el contexto concreto.

El ndmero de respuestas en blanco es mayor en el contexto concreto, 18.4%, que en el contexto
narrativo, 10.2%.

Por cursos, los porcentajes de aparicién de C2 en ambos contextos estdn en torno al 60% en ESO
y entre el 60 y el 87% en COU.

La concepcién C4 aparece en el 23.1% de las respuestas de los alumnos de ESO y en un 22.2% de
las de COU.

En resumen: muchos alumnos manifiestan la concepcion de identidad en sus respuestas acerca del
proceso de inferencia que es una manifestacion explicita de la heuristica de la representatividad descrita
por Kahneman y cols. (1982) en otro contexto.

Tabla 2: Concepciones sobre el proceso de inferencia

Frecuencia ESO COU
% Grupo Cl C2 C3 C4 Cl C2 C3 C4
Concreto 15 10 13 2
60.0 40.0 86.7 13.3
Narrativo > 15 6 3 1 4
19.2 57.7 23.1 16.3 61.1 22.2
CONCLUSIONES

En este estudio hemos llevado a cabo una exploracién organizada de los conocimientos que poseen
dos grupos de estudiantes de nivel de secundaria sobre unos conceptos inferenciales bdsicos para el
aprendizaje formal de la inferencia estadistica en este nivel de ensefianza.

Hemos encontrado importantes errores que afectan a los conceptos de poblacién y muestra en
todos los contextos en los que se han presentado las preguntas correspondientes. Estos resultados son
llamativos porque podria suponerse que, al tratarse de conceptos subyacentes en muchas actividades de
la vida diaria en diversas formas, los estudiantes tienen muchos ejemplos y situaciones que les sirven de
base para construir estos conceptos.

El estudio de una muestra no proporciona una buena estimacion de las caracteristica de la poblacién
estudiada, en opinién de muchos alumnos. Tampoco parecen apreciar claramente las ventajas de la
aleatoriedad frente a otros tipos de muestreo.

Todos estos resultados han sido obtenidos de un estudio exploratorio sobre una muestra intencional
de estudiantes y no pueden ser generalizados en absoluto. Sin embargo, dibujan un panorama de concepcio-
nes e ideas previas de los estudiantes de secundaria que es necesario tener en cuenta por las implicaciones de
todo tipo que de ellas se derivan. En nuestro caso nos han servido de momento para generar una serie de
hipétesis de investigacién sobre las que es necesario trabajar mucho todavia con el fin de disefiar una meto-
dologfa de trabajo para la ensefianza basada en teorfas generadas por la observacién sistemdtica y organizada
de la ensefianza y el aprendizaje de la estadistica inferencial en este nivel de ensefianza.
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RESUMEN

En esta comunicacién analizamos los procesos de resolucion de problemas combinatorios simples
por parte de alumnos con alta preparacién matemdtica. Nuestro andlisis muestra la complejidad de la
actividad matemdtica, incluso elemental, que implica objetos de diferente naturaleza (ostensivos, exten-
sivos, actuativos, intensivos y validativos) puestos en relacidn en una cadena de procesos semidticos.

ABSTRACT

In this paper we analyse the processes of solving simple combinatorial problems by students with
advanced mathematical training. Our analysis show the complexity of even elemental mathematical
activity, implying different types of objects (ostensive, extensive, actuative, intensive and validative),
which should be related in a chain of semiotic processes.

Segun Inhelder y Piaget (1955), el razonamiento combinatorio se desarrolla en el periodo de las
operaciones formales. Sin embargo, Fischbein y Grossman (1997) analizaron los esquemas subyacentes
en las estimaciones intuitivas de los adultos del valor de las operaciones combinatorias, observando que
se sustituye el conjunto requerido de operaciones por operaciones binarias. Marchand (1994) indica que
muchos adultos no llegan a alcanzar un razonamiento combinatorio completo. Navarro-Pelayo (1994)
analizd el razonamiento de alumnos de secundaria con y sin instruccién, mostrando una dificultad gene-
ralizada en la resolucién de los problemas (Navarro-Pelayo, Batanero y Godino, 1996; Batanero, Godino
y Navarro-Pelayo, 1997 a, b).

En este trabajo analizamos la resolucién de problemas combinatorios por alumnos con alta prepa-
racién matemdtica, para aportar una explicacién semidtica de los errores cometidos.
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EL ESTUDIO

El cuestionario contiene 11 problemas simples (items 1, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 11, 12 y 13) tomados
de Navarro-Pelayo (1994), que se dividen, segtin la clasificacién de Dubois (1984) en tres esquemas:
Seleccién (items 1, 6, 11 y 13), que enfatiza la idea de muestreo, colocacién (ftems 3, 8, 9 y 12), relacio-
nado con la idea de aplicacion y particién de un conjunto en subconjuntos (items 4, 5 y 10). Ademds de
estos problemas, en los que tenemos en cuenta las diferentes operaciones combinatorias, tipo de ele-
mentos y tamafio de las soluciones, hemos incluido dos problemas combinatorios compuestos (proble-
mas 2y 7), tomados de Gascdn (1988).

La muestra estuvo compuesta por 120 alumnos de la Licenciatura de Matemdticas, Universidad de
Granada; 29 de 4° curso, especialidad Metodologfa, 78 de 5° curso de la misma especialidad y 13 de 5°
curso, especialidad de Estadistica. En la Tabla 1 presentamos los porcentajes de soluciones correctas,
compardndolos con los obtenidos por Navarro-Pelayo (1994). Los resultados en algunos problemas son
similares a los de los alumnos de secundaria con instruccién. El nimero medio de respuestas correctas
fue 5.5.

Para explicar esta dificultad, se llevd a cabo un estudio cualitativo con cuatro alumnos. Prevefamos
dos tipos de razonamiento: a) El del estudiante que recuerda las definiciones de las operaciones
combinatorias y sabe aplicarlas a los problemas propuestos; b) El del alumno que ha olvidado estas de-
finiciones o no sabe aplicarlas y recurre a otras estrategias. Para cada uno de estos tipos seleccionamos
un estudiante con buenos resultados y otro con dificultades en la resolucién de problemas.

Tabla 1. Porcentaje de soluciones correctas en cada problema del cuestionario

Grupo de alumnos

Secundaria sin Secundaria Licenciatura de
Problema instruccion (n=352) con instruccién (n=368) Matemaéticas (n=120)

1 16.3 27.6 50.0
2 48.6
3 26.9 26.7 70.7
4 0.3 6.0 9.3

5 323 39.2 60.1
6 22.6 46.0 60.5
7 8.7

8 3.8 41.8 459
9 13.1 7.4 33.6
10 31.0 37.2 64.5
11 12.5 59.1 41.9
12 10.6 29.5 35.1
13 9.5 59.7 53.8

ANALISIS SEMIOTICO DEL PROCESO DE RESOLUCION DE UN
PROBLEMA

Para analizar los procesos de resolucién de los problemas a partir de los textos producidos por los
estudiantes, complementados con entrevistas, aplicamos el modelo de Godino (Godino, 1998; Godino
y Batanero, 1999) que considera los siguientes tipos de objetos en la actividad matemdtica:
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Extensivas: situaciones-problemas, aplicaciones;

Ostensivas: términos, simbolos, graficos;

Actuativas: técnicas, estrategias, algoritmos, operaciones;
Intensivas: ideas matemdticas, conceptos, propiedades;
Validativas: demostraciones, comprobaciones, justificaciones.

El protocolo de resolucién de cada alumno y cada problema fue dividido en unidades de an4lisis
para identificar las entidades descritas. En lo que sigue ejemplificamos el andlisis realizado con el proble-
ma 4.

Problema 4: Un nifio tiene cuatro coches de colores diferentes (Azul, Blanco, Verde y Rojo) y
decide repartirselos a sus hermanos Fernando, Luis y Teresa. ;De cudntas formas diferentes puede repar-
tir los coches a sus hermanos? Ejemplo: Podria dar los cuatro coches a su hermano Luis.

Identificamos el esquema de particion (dividir el conjunto de coches en varios subconjuntos, para
darlos a uno, dos o tres de los hermanos). Para encontrar la operacién combinatoria que resuelve el
problema, hay que traducir el enunciado al esquema de seleccién. Repartir los coches a los chicos equivale
a seleccionar cudl hermano se quedard con cada coche. Se puede seleccionar una persona mds de una vez
(para recibir mds de un coche) y el orden es importante (indica el color del coche a recibir). La solucién
es VR, .. A continuacién analizamos el proceso de resolucién del problema para cada estudiante.

Caso 1. Adbolfo

Fue el tnico estudiante de la muestra que resolvié correctamente los 13 problemas, y nunca usé las
férmulas. No estudié combinatoria en bachillerato, aunque s en la licenciatura. No recordaba las férmu-
las combinatorias. Al analizar el proceso (correcto; Figura 1), observamos que interpreta el problema
segtin el esquema de particidn.

Adolfo necesita objetos ostensivos para representar los datos (el numeral 4, letras para los objetos),
acciones (las palabras “da” y “repartir”, el simbolo +), y los resultados (disposiciones tabulares para los
posibles repartos). Aplica algoritmos (enumeracidn sistemdtica) y estrategias (fijar variables); son los
elementos actuativos. Por ejemplo, en el caso 2, fija el nimero de coches que recibe cada una de las dos
personas, que puede ser 3y 1,2y 2 6 1y 3. Resuelve el conjunto relacionado de subproblemas median-
te recursion (para producir la permutacién de los objetos a repartir). En cada subproblema aplica la
enumeracidn sistemadtica.

Durante la resolucién Adolfo plantea nuevos problemas (elementos extensivos) relacionados con el
dado, aunque de menor complejidad. En los pasos U1, U2 y U6 descompone el problema en
subproblemas: repartir los 4 coches dando todos al mismo hermano (caso 1), a dos de los hermanos (caso
2) y a los tres hermanos (caso 3).

Aplica propiedades e ideas matemdticas (elementos intensivos), como la regla de la suma (U9). Por
ultimo realiza argumentaciones (Validativas) para justificar los pasos que sigue. En U2 generaliza la igual-
dad del ntimero de formas de repartir los coches entre dos hermanos. También usa la generalizacién en
U4, U5 y U8. Resaltamos la complejidad de la solucién de Adolfo, comparada con aplicar directamente
la férmula.
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Figura 1. Solucién de Adolfo

Ul Caso 1: a) Le da los 4 coches a Fernando, b) Le da los 4 coches a Luis; c) Le da los 4
coches a Teresa.
U2 Caso 2: Da los 4 coches a 2 de sus hermanos. Veamos que posibilidades hay:
A) a) Fernando y Luis b) Fernando y Luis c) Fernando y Luis
3ec)(lc) 2c)(2c) (lc)Bc)

ABV R AB VR andlogo a a)
ABR V AV BR
ARV B AR VB
BRV A BV AR
BR AV
BR AB

Hay 4 formas Hay 6 formas"
U3 Luego hay 14 formas diferentes de repartir entre Fernando y Luis.
U4 B)Andlogamente hay 14 formas diferentes entre Fernando y Teresa.
US C)Andlogamente hay 14 formas diferentes entre Luis y Teresa.
U6 Caso 3: Todos los hermanos tienen algun coche.
A) Fernando 2, Luis 1, Teresa 1

AB V R
BV A R
AB R V
BV R A4
AV B R
BR AV
AV R B
BR V A4
AR B ¥V
BR A B
AR V B
RV B A4

U7 Luego el caso A) tiene 12 posibilidades

U8 Andlogamente, el caso B) Luis 2, Fernando 1, Teresa 1 tiene 12 posibilidades
Andlogamente, el caso C) Teresa 2, Fernando 1, Luis 1 tiene 12 posibilidade.

U9 Sumando todas las opciones tengo:
Caso 1 + caso 2 + caso 3 =3 + (14+14+14) + (12+12+12) = 81 formas diferentes

Durante la resolucién Adolfo plantea nuevos problemas (elementos extensivos) relacionados con el
dado, aunque de menor complejidad. En los pasos U1, U2 y U6 descompone el problema en
subproblemas: repartir los 4 coches dando todos al mismo hermano (caso 1), a dos de los hermanos (caso
2) y a los tres hermanos (caso 3).

Aplica propiedades e ideas matemdticas (elementos intensivos), como la regla de la suma (U9). Por
ultimo realiza argumentaciones (Validativas) para justificar los pasos que sigue. En U2 generaliza la igual-
dad del ntimero de formas de repartir los coches entre dos hermanos. También usa la generalizacién en
U4, U5 y U8. Resaltamos la complejidad de la solucién de Adolfo, comparada con aplicar directamente
la férmula.

Caso 2. Luisa

Estudié combinatoria en Bachillerato, y en la licenciatura. Recuerda las férmulas combinatorias,
aunque le costd reconstruir algunas, ya que aprendid las operaciones combinatorias con el esquema de
seleccién. Resuelve 12 problemas correctamente, aplicando directamente las operaciones combinatorias
traduciendo el enunciado al esquema de seleccién. El dnico problema que resuelve incorrectamente es
el 4, donde no supo traducir convenientemente para identificar la operacién combinatoria. En la Figura
2 transcribimos su solucidn.
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Figura 2. Solucién de Luisa

Ul A4, B V,R

U2  Hay que tener en cuenta que los coches son distinguibles

U3 Casos: Que le de a uno solo los 4 coches: 4 posibilidades

U4  Quele de a uno 3 coches: 4.C g

U5  Queledeauno 2 coches y aotro otros 2: Ci . 4.3

U6  Que le de a uno 2 coches y a cada uno de los otros 2 un coche: C 42. 4.C 32

U7  Que le de uno a cada uno: Py

U8  Se suman todas las posibilidades

U9 FLT:400,310,301,211,220,202,130,121
112,103040,004,031,022,013

U1: Luisa interpreta los datos e introduce una notacién simbdlica para los elementos a repartir
(ostensivo).

U2: Reconoce que los objetos a repartir son distinguibles (intensivo)

U3-U7: Descompone el problema en subproblemas. Resuelve un problema auxiliar (extensivo):
enumerar las particiones del nimero cuatro, usando la enumeracién sistemdtica (actuativo). No traduce
el enunciado del problema, sino usa el esquema de particién.

U3: Confunde el ndmero de hermanos (3) y considera 4 nifios en el reparto. Seguiremos la resolu-
cién del problema, admitiendo como correcto que hay cuatro nifios.

U4: Hay que seleccionar el nifio al que se dard el coche (4 casos segtn la interpretacién dada) y los
coches que se dardn C 7. Aplica la idea de combinacién (eleccién de 3 objetos entre 4 dados, sin que el
orden sea relevante), dando un valor adecuado a los pardmetros. Identifica y aplica correctamente la re-
gla del producto (intensivo).

US5: Aplica la regla del producto y la idea de combinacién C? (elegir 2 coches entre cuatro); usa la
recursion; para elegir el primer nifio hay 4 casos y para el segundo sélo quedan 3. Aplica la propiedad
C 7 =C " (intensivos).

U6: Razonamiento similar, aunque ahora produce un error; para elegir los dos coches que dard a
uno de los hermanos usa correctamente la idea de combinacién C 7 es correcto el nimero de posibili-
dades de elegir al nifio (4 casos); pero para elegir a los otros dos nifios a los que dard los coches restantes,
confunde la operacién combinatoria que debe ser variaciones, ya que los coches son distinguibles. La
alumna usa la notacién de las combinaciones (ostensivo).

U7: Idea de permutacidn (intensivo) y su notacién (ostensivo) que estarfan correctamente aplica-
das si hay 4 nifios en el reparto.

U8: Aplica la regla de la suma (intensivo).

U9: La alumna trata de comprobar su solucién (validativo), y calcular el nimero total de casos, que
no aparece en los pasos anteriores. Usa una disposicién tabular (ostensivo), y enumera las descomposi-
ciones del nimero 4 en sumandos para analizar el nimero de coches a repartir (actuativo). La enume-
racion no es sistemdtica, ni consistente con la interpretacién de que hay cuatro nifios, y que los coches
son distinguibles. Solo tiene en cuenta el nimero de coches que recibe cada chico.

Caso 3. Pedro
Hizo una prueba deficiente (sélo resuelve correctamente 5 problemas). Estudié combinatoria en
bachillerato y en la licenciatura. Tiene inseguridad en las definiciones de las operaciones combinatorias

y no recuerda las férmulas. Resuelve los problemas enumerando. Reproducimos su solucion en la Figura
3.
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Figura 3. Solucién de Pedro.

Ul 400-040- 004
301-130- 013-310-03-103
220-022-202
121-211-112

Pedro introduce una notacién para el ndmero de coches a repartir, pero no tiene en cuenta quien
los recibe. Usa el esquema de particién, puesto que usa grupos de tres digitos para representar el niimero
de coches que recibe cada hermano. Descompone correctamente el ndmero 4 en tres sumandos, pero
considera indistinguibles tanto los objetos como los conjuntos de la particion.

Caso 4. Juan

Recuerda las definiciones de las operaciones combinatorias y trata de resolver todos los problemas
con ellas, aunque sélo resuelve cuatro correctamente (Figura 4).

Figura 4. Solucién de Juan
Ul A, B, V,R Fer., Luis, Ter.
U2  Cuenta el orden y la naturaleza de los elementos (el orden va a ser necesario para
tener en cuenta cual coche se lleva cada hermano, es decir, es distinto que le toque a
U3 un hermano el coche verde que el azul) y, por tanto:
V43 =4!/(4-3)! = 4! /1! = 24 maneras posibles.

U1: Introduce una doble notacidn para designar los datos del problema (ostensivos).

U2: Intenta resolver el problema aplicando el esquema de seleccién, que estudid en las definicion
de las operaciones combinatorias. Trata de traducir el problema (extensivo). Traduce la condicién de ser
coches distintos por tener en cuenta el orden (intensivo).

U3: Reconocimiento incorrecto de la operacién combinatoria (intensivo), ya que no identifica la
repeticién. Identificacién incorrecta de los pardmetros, ya que al traducir al esquema de seleccién los
pardmetros se intercambian entre si (intensivo). Férmula mal desarrollada.

CONCLUSIONES

Nuestro andlisis identifica los elementos puestos en juego correcta o incorrectamente por los alum-
nos al resolver el problema, y muestran la complejidad de este problema, aparentemente sencillo, y la
diversidad de estilos de resolucion de los alumnos. S6lo Juan aplica directamente la definicién de ope-
raciones combinatorias que estudié mediante el esquema de seleccién, mediante una regla nemotécnica
(importa-no importa el orden; hay o no repeticién). Regla que es improductiva en los problemas que se
presentan en un esquema diferente (particién o colocacidn) si el alumno es incapaz de traducir el pro-
blema al modelo de seleccion.

Si no identifica la operacién combinatoria directamente; el alumno divide el problema en otros
relacionados con el dado, planteando la particién del ndmero cuatro en sumandos (Adolfo, Luisa y
Pedro). Sélo Adolfo plantea correctamente todos los subproblemas requeridos. Fallos relacionados con
la persona que recibe los objetos (Pedro) y los objetos a repartir (Luisa y Pedro), llevan a una solucién
incorrecta.

Los alumnos realizan diferentes tipos de acciones. Una primera es traducir el enunciado al modelo
de seleccién que sélo realiza Juan de forma incorrecta. El resto de los alumnos recurre a la enumeracién,
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que en Luisa no es sistemdtica. Adolfo y Luisa fijan con éxito valores de las variables para enunciar pro-
blemas mds sencillo. Mientras Adolfo resuelve correctamente la serie de problemas generados
recursivamente Luisa trata de resolver los pasos intermedios con férmulas, pero comete errores. Juan
identifica y desarrolla incorrectamente la operacién combinatoria.

Para representan los conceptos y datos con los que trabajan, usan simbolizacién algebraica o numé-
rica, disposiciones tabulares, expresion de la férmulas combinatorias, y sus pardmetros, expresién de las
reglas de la suma producto y cociente y de las operaciones aritméticas. También en este caso hay errores.

Los alumnos usan ideas y propiedades combinatorias que varfan con la solucién. Sélo Juan usa ele-
mentos del esquema de seleccién (incorrectamente), mientras los otros usan elementos del esquema de
particién. Sélo Adolfo identifica correctamente las condiciones del esquema dadas en el enunciado.
Adolfo y Luisa ligan correctamente soluciones parciales con la regla de la suma y Luisa usa una propie-
dad de los nimeros combinatorios. Finalmente los alumnos usan elementos validativos como la genera-
lizacién correcta (Adolfo), la enumeracién (Luisa) y justificacién de las condiciones del esquema (Juan)
en estos dos ultimos casos incorrectamente.

En nuestro modelo tedrico concebimos la evaluacién de la comprensién como el estudio de la
correspondencia entre los significados personales e institucionales, en este caso la correspondencia entre
el significado de los conceptos combinatorios para estos alumnos y el que recibieron durante sus estu-
dios, donde las operaciones combinatorias fueron definidas en el esquema de seleccién y la principal
actividad prdctica fue la resolucién de problemas directamente mediante la identificacién de la opera-
cién combinatoria

El andlisis de los protocolos, muestra que la resolucién de los problemas requiere una diversidad de
objetos que hemos explicitado. Aunque aqui presentamos el andlisis de un solo problema, este proceso
fue repetido con los 12 restantes, manifestando la variedad de elementos usados por los alumnos, que
para cada uno de ellos constituye el significado personal de los conceptos combinatorios. En cada paso del
proceso de resolucidn estos objetos se ponen en correspondencia. En la unidad U1 del protocolo de
Pedro, observamos como asocia (pone en correspondencia) los coches a repartir y los nifios con una
notacién “A, B, V, R, Fer., Luis, Ter.”. Es decir, establece una funcién semidtica entre objetos ostensivos
(expresiones) y objetos extensivos imaginados (contenido de la funcién semiética).

Siguiendo a Godino y Batanero (1997), puede ser ttil considerar un razonamiento matemdtico
como una secuencia de funciones semidticas (o cadena de conocimientos puestos en relacién) en el pro-
ceso de resolucion de un problema por parte de un sujeto. Esto permite interpretar el conocimiento y la
comprensién de un objeto, por parte de una persona, en términos de las funciones semidticas que pueden
establecerse.

Agradecimientos: Este trabajo ha sido desarrollado en el marco del Proyecto BSO2000-1507. MEC.
Madrid
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APRENDIZAJE DE LA GEOMETRIA (AG)

Coordinadora: Maria Lluisa Fiol. Universidad Auténoma de Barcelona.

En el V Simposio de la SEIEM celebrado en Almerfa del 18 al 21 de Septiembre del 2001 el grupo
de Investigacién en el Aprendizaje de la Geometria tuvimos dos sesiones de trabajo de hora y media de
duracién. La primera el miércoles dia 19 de las 18:00 a las 19:30 y la segunda el viernes dia 21 de 9:00
a10:30.

En la sesién del dia 19 se empezd por dar la bienvenida a los presentes, hacer un breve resumen del
trabajo realizado desde el IV SEIEM celebrado en Huelva y se presentd la propuesta para la distribucién
del trabajo. Distribucién que habia sido consensuada a través del correo electrénico y que quedé de la
siguiente forma:

El primer dfa presentacién de los trabajos de investigacién de los profesores: Isabel Escudero, Luis
Manuel Casas y Josep Callis y el segundo presentacién de la pdgina web disefiada y administrada por el
profesor Ricardo Barroso de la Universidad de Sevilla sobre planteo y resolucién de problemas de tridn-
gulos con utilizacién del Cabri-géometre. Como inicialmente prevefamos que tendriamos tiempo se
organiza el resto del tiempo disponible en hablar del tema del disefio de la pdgina web del grupo, asi
como del tipo de investigacion que cada uno de los componentes del grupo estd llevando a cabo en estos
momentos.

Puesto que Isabel Escudero del Departamento de Didéctica de las Matemdticas de la Universidad
de Sevilla, componente del grupo, realiza su tesis doctoral sobre el conocimiento profesional del profesor
y la relacién con la préictica se estudia a través del tema de la semejanza fue invitada a presentar su tra-
bajo en esta simposio. Al no poder asistir Isabel Escudero, M2 Victoria Sdnchez (US) que dirige el tra-
bajo presentd el informe. Informe titulado:

“La relacidn entre el conocimiento profesional del profesor de matemdticas de ensefianza secundaria y su
prdctica: La semejanza como objeto de ensefianza laprendizaje”.

El proyecto de investigacién en el que se enmarca su investigacion tiene por objetivo profundizar en
la relacion existente entre el conocimiento profesional y la préctica del profesor de Matemdticas. Entien-
den el conocimiento profesional como una construccién personal, en la que se integran diferentes domi-
nios de conocimiento, y que se ha generado en la accidn profesional, mientras que consideran la practica
en un sentido amplio, que abarca todos los aspectos que intervienen en el desarrollo de la labor profe-
sional del profesor.

Para el andlisis del concepto de semejanza su marco conceptual utiliza los siguientes elementos:
i) En la aproximacién al concepto se consideran tres momentos que nos dan una visién distinta de
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la semejanza: a) como relacidn intrafigural, b) como transformacién geométrica vista como iitil, ¢) como
transformacion geométrica vista como un objeto matemdtico. (Lemonidis, 1990, 1991)

ii) Los modos de representacién y su uso, entendidos como posibilidades semidticas de presentar el
contenido. Se han considerado: lenguaje natural, figurativo, numéricolsimbélico, situacién y material concreto.

iii) Dentro del modo figurativo consideramos el tipo de aprehensién y el papel y estatus de la repre-
sentacién figurativa en la resolucién de la tarea (Mesquita, 1989; Duval, 1998).

Grabaciones en video de lecciones, entrevistas semiestructuradas y observaciones en el aula han
sido las fuentes de datos utilizadas en el estudio. Los resultados estdn aportando informacién que estd
permitiendo identificar conexiones entre aspectos especificos del conocimiento profesional y la toma de
decisiones que incide en la prictica.

A continuacién Luis Manuel Casas Garcia presentd su informe titulado:

“El Angulo. Estudio de un concepto geométrico mediante Redes Asociativas Pathfinder”. Resumen de su
trabajo de investigacidon de doctorado que le dirige Ricardo Luengo Gonzélez de la Universidad de
Extremadura.

En este trabajo presentan un estudio exploratorio sobre la evolucién del concepto de Angulo en la
estructura cognitiva de los alumnos.

En el estudio, se analizan las dificultades que encierra este concepto, que el alumno va adquiriendo/
construyendo tras sucesivas aproximaciones. Estas concepciones incluyen concepciones parciales, inte-
gradas tras un largo proceso.

Parten de la creencia que el conocimiento de las relaciones entre estas concepciones parciales y su
forma de integracion puede ser tratado metodolégicamente como un problema de Representacién del
Conocimiento.

Para ello utilizan una técnica empleada en este campo: las Redes Asociativas Pathfinder. Estas redes
permiten obtener una representacion gréfica de las relaciones entre conceptos en la estructura cognitiva
para cualquier drea de conocimiento. Permiten ademds estudiar otras caracteristicas tales como la simi-
laridad de redes o la coherencia con que estdn construidas.

Utilizando esta técnica, han obtenido las redes correspondientes a 51 alumnos, desde 3° de Primaria
hasta 1° de Secundaria Obligatoria, y mediante el uso del Indice de Complejidad de Redes, creado al
efecto para este estudio, han examinado la forma en que varfa su estructura cognitiva conforme avanza
la escolaridad.

Contrariamente a lo que se pudiera esperar, se ha podido observar que las redes evolucionan hacia
una menor complejidad gréfica, mientras que los alumnos van estructurando los conceptos parciales en
torno a unos pocos conceptos clave que hemos denominado «conceptos nucleares» y que esta técnica
permite identificar.

El método empleado, es de gran interés pues permite, con relativa facilidad y economia de esfuerzo,
obtener datos que pueden ser analizados tanto cualitativa como cuantitativamente, y que proporcionan
indicaciones muy utiles acerca de cudles son los aspectos mds importantes en que debe incidir la Diddc-
tica de la Geometria en cuanto a la adquisicién e interiorizacién del concepto de Angulo por parte del
alumno.

Se plantearon muchas preguntas, se puso en evidencia el interés de los asistentes y como en otras
ocasiones el tiempo disponible result$ escaso.

Dado que ya se habia consumido los 90 min. de esta sesién inicial tuvo que ser reestructurado el
trabajo a realizar en la segunda sesion.
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En primer lugar el dia 21, Ricardo Barroso Campos (US) presenta su informe titulado:
Antecedentes, evolucion y desarrollo de una pdgina web sobre resolucion de problemas de tridngulos con
Cabri- géométre”.

Ricardo Barroso empezé agradeciendo a Antonio Ariza Garcfa, José Marfa Gavildn Izquierdo y
Angel Sdnchez Sotelo, de la Universidad de Sevilla, su apoyo y colaboracién.

Pas6 a detallar a continuacion los factores que fueron puntos de origen del trabajo:

a) el interés por la Geometria, b) la incorporacién de programas de geometria dindmica como
Cabri-géometre y ¢) las posibilidades de comunicacién y divulgacién de las herramientas de Internet.

La pdgina pretende ser un foro de discusién sobre problemas de geometria. Estos problemas son
elegidos y editados en la red para que sean resueltos - mejor si lo son de diversas maneras- con la utili-
zacién especifica del Cabri- géometre.

La pdgina estd abierta no sélo a la resolucién de los problemas sino también a la aportacién de
enunciados con indicacién de las bibliografias utilizadas, comentarios, propuestas de mejoras, etc. de
todos los navegantes en la red que quieran participar.

La evolucién de las herramientas de Internet ha permitido incorporar posibles recursos no contem-
plados en un principio como son los “apletts” de Java, o documentos en formato PDF.

Hay que resefiar que esta pdgina web estd cumpliendo una funcién positiva de interrelacién entre
diversos colectivos entre los que se encuentra nuestro grupo.

Josep Callis de la Universidad de Gerona realiza su tesis doctoral sobre estimacién de longitudes.
Al no poder asistir al V Simposio presenté su informe M2 Luisa Fiol de la Universidad Auténoma de
Barcelona que dirige su trabajo.

“Estimacion de longitudes: Procedimientos, Recursos y Estrategias’.

El planteamiento de la investigacion se centra en detectar las estructuras implicitas en la estimacién
longitudinal diferenciando los contextos rectilineos de los curvilineos y prestando especial atencién a
estos tltimos.

Para ello la metodologfa se ha abordado en tres fases distintas: En primer lugar se empezé por la que
llamaron muestra orientativa compuesta por 40 alumnos de primaria a los que se pasé una primera ver-
sién de la prueba. Los resultados obtenidos permitieron detectar factores genéricos de la capacidad es-
timativa, entre ellos destacan la gran dificultad en la estimacién de curvas frente a los segmentos
rectilineos. En base a estos primeros resultados se disefi¢ una prueba, prueba estructurada en cuatro
partes, en donde es necesario efectuar la estimacién de objetos materiales de formas distintas: segmentos
rectilineos, onduladas, circunferencias y espirales.

La segunda fase consistié en una investigacién cuantitativa y cualitativa sobre una muestra base
de 182 sujetos integrada por grupo de 109 alumnos de Magisterio , 37 alumnos de primaria y 37 edu-
cadores populares de la comunidad de Segundo Montes de la Republica de El Salvador.

Se buscd delimitar un marco de referencia de las tendencias que se hacen presentes y son utilizadas
por cada una de las muestras. Se han estudiado : a) los procedimientos y estrategias que se utilizan en la
estimacién de longitudes rectilineas y curvilineas, b) los procedimientos y estrategias que se utilizan en
cada uno de las preguntas de la prueba, c)la incidencia en el uso de estos procedimientos y estrategias
en cada una de las variables etnogréficas consideradas y ¢) la correlacién que se produce entre las varia-
bles y la eficacia estimativa.

Entre los descriptores se analizan pardmetros especificos que permitan captar las diferencias que se
presentan en la estimacion de las medidas longitudinales segin diversos factores que pueden incidir en
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ellas. Asi la capacidad estimativa, la tipologfa, la consistencia y la coherencia o correccién diferencial.
La tercera fase de la investigacién se ha centrado en la profundizacién de dichas estructuras a
través de un estudio de casos.
Finalmente y a partir de los perfiles y niveles que se estdn detectando se quiere plantear una pro-
puesta diddctica.

Después de un corto periodo de tiempo dedicado a ruegos y preguntas se justificé la ampliacién en
algunos apartados de la pdgina web del grupo: http://www.uv.es/~didmat/angel/Index.html y se explicé
que M2 José Gonzdlez Lépez de la Universidad de Cantabria estd realizando una recoleccién de los tra-
bajos que sobre el tema de la demostracidn, sobre nuevas tecnologfas y otros nos hemos enviado a tra-
vés del correo eléctrénico. Acordamos que una vez completados estos textos serdn editados en la web
del grupo.

Se incorporaron al grupo de Investigacién en el Aprendizaje de la Geometria:

Luis Ma. Casas Garcfa mjimeneza06@enfermundi.com

Laura Delgado Martin  laura@gugu.usal.es

Isabel Romero Albaladejo  imromero@ual.es

Antonio Frias Zorrilla afrias@ual.es
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DIDACTICA DEL ANALISIS (DA)

Coordinador: Matias Camacho Machin. Universidad de La Laguna.

La estructura de las dos sesiones de trabajo celebradas en el Simposio fue similar. Se desarrollé en
cada una de ellas, un taller de investigacién y un informe de investigacién. Se presentan en lo que sigue
los restimenes de lo realizado por parte de los miembros del grupo.

Dia 19 de septiembre:

Un problema de optimizacion a través de diversos libros histdricos y de texto. (Taller)

M2 Teresa Gonzélez Astudillo; Modesto Sierra Vdzquez. Universidad de Salamanca

Resumen: La transposicién diddctica desde el saber matemdtico hasta el saber escolar, muestra cémo
un objeto matemdtico se convierte en objeto de ensefianza. En particular, el estudio de los programas
escolares y de los libros de texto, nos da cuenta de esa transformacién, mostrdindonos las corrientes
diddcticas dominantes, las contradicciones entre las propuestas oficiales y la implementacién en los li-
bros, incluso la influencia de los nuevos métodos de impresién en la propia estructura del texto. Por ello,
parece interesante, estudiar la contribucién que los libros de texto han tenido en la historia de la educa-
cién matemdtica.

En este trabajo que estamos realizando, hemos analizado libros de texto relativos al cdlculo diferen-
cial desde el primero que fue escrito con este fin: Analyse des infiniment petits (Guillaume Frangois, mar-
qués de I'Hopital), asi como libros de texto de secundaria, utilizados en Espafa desde que en el afio 1934
se introdujeron los conceptos del cdlculo diferencial en los programas escolares, estudiando los cambios
que se han producido a lo largo de casi 70 afios en relacion con un concepto clave para la ensefianza del
Andlisis Matemdtico como es el relativo a los puntos criticos. El uso de diversas ediciones de algunos de
los libros utilizados, su comparacién con otros libros del mismo periodo y su relacién con los programas
oficiales del momento, nos proporcionardn los datos esenciales para concretar cudl ha sido la evolucién
de dicho concepto.

A partir de una exposicién inicial que partia de los objetivos de la investigacién, se ha planteado un
taller en el que hemos analizado el enunciado del mismo problema incluido en tres libros de texto co-
rrespondientes a diferentes periodos de la ensefianza del cdlculo diferencial:

I'Hopital, G. (1696) Analyse des infiniment petits pour lintelligence des lignes courbes. Paris: De
I'imprimerie royales, p. 44

Lacroix, S. (1867) Traité élémentaire de calculo différentiel et de calcul integral. Paris: Gauthiers-
Villars, p. 121.

Guzmén, M.; Colera, J. y Salvador, A. (1988) Matemdticas. Bachillerato 3. Madrid: Anaya, p. 269.

A partir de dicho problema, se han establecido las caracteristicas sintdcticas, semdnticas y pragmd-
ticas que diferencian su presentacion en cada uno de los libros citados.
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Reflexiones metodoldgicas en una investigacion sobre concepciones y creencias de los profesores universitarios
de matemdticas (Informe de Investigacion)

Mar Moreno Departament de Matematica (Universitat de Lleida)

Resumen: La presente investigacién es un estudio de las concepciones y creencias del profesor de
matemdticas universitario con relacién a la ensefianza de las ecuaciones diferenciales en el primer ciclo
de estudios cientifico-experimentales. El interés de ésta crece cuando se tienen en cuenta los retos que
debe afrontar la universidad ante el cambio social, y el aumento del descontento y desmotivacion tanto
del profesor como de la poblacién estudiantil (Moreno, 2001).

Aunque en el estudio nos proponemos objetivos metodoldgicos y diddcticos, aqui destacaremos
exclusivamente los metodoldgicos. Bdsicamente queremos contribuir al desarrollo de una metodologia
de investigacién para el andlisis de entrevistas en investigaciones sobre concepciones y creencias; asi
como establecer criterios de categorizacién y andlisis vdlidos para otros estudios similares.

Se trata de un estudio cualitativo, en él participaron seis profesores de matemdticas de universidad,
especialistas en matemdtica aplicada. Para la recogida de datos se utilizé un cuestionario formado por
cuatro problemas sobre ecuaciones diferenciales y sus aplicaciones en quimica y biologfa, y una entrevis-
ta grabada. Ademds, contamos con otros instrumentos de recogida de informacién como eran: progra-
mas oficiales, hojas de ¢jercicios y problemas propuestos, bibliografia recomendada, apuntes preparados
por los profesores, etc. En ningin momento pretendimos que el profesor adoptara la postura del
resolutor sino que reflexionara sobre aspectos propios de la materia, de su ensefianza y de su aprendizaje.

El andlisis de los datos consté de ocho fases en cada una de las cuales se elaboraron tablas, esque-
mas, listas de descriptores, etc. A partir de todos los datos disponibles hemos realizado un doble andlisis,
uno de cardcter global que proporciona una visién general de las concepciones y creencias de los profe-
sores y, otro particular y especifico de cada profesor que los caracteriza. El primer andlisis se realizé a
partir de los datos obtenidos de la entrevista y manipulados en fases sucesivas, y expresados en tablas de
doble entrada para facilitar el acceso a la informacion. El andlisis particular se realizé a partir de una lista
de descriptores, procedente de las reducciones de datos realizados a lo largo de todo el proceso de and-
lisis de datos.

El método de andlisis utilizado nos ha dado la oportunidad de manejar simultdneamente mucha
informacién, al tiempo que hemos podido disponer en todo momento de los datos especificos de ense-
flanza, aprendizaje y modelizacién de las ecuaciones diferenciales sin desligarlos de cada uno de los pro-
fesores, lo que ha posibilitado el doble andlisis realizado. Desde nuestro punto de vista, tanto el instru-
mento de investigacién como la metodologia de andlisis son una contribucién para las investigacones
cualitativas en las que se manejan gran cantidad de datos y en las que resulta imprescindible no perder
matices que diferencian respuestas aparentemente similares. La lista de descriptores generales puede ser
un instrumento util como gufa para analizar concepciones y creencias en otras situaciones semejantes.

Dia 21 de Septiembre de 2001:

Dificultades en la instrumentacion diddctica de acuerdo con la teoria APOS. (Informe de Investigacion)
José Luis Ramirez; Carmen Azcdrate, Universidad Auténoma de Barcelona

Resumen: De acuerdo a la teorfa APOS, una vez que se ha propuesto una descomposicién genética

para un concepto, se debe disefiar una instrumentacién diddctica, por medio de la cual se propone que
los estudiantes logren construir las estructuras mentales identificadas.
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Sin embargo, dada la afirmacién, de los creadores de dicha teorfa, de que “el ciclo ACE no es una
consecuencia de la teorfa” (el ciclo ACE es la forma pedagdgica mediante la cual llevan a cabo la instru-
mentacién diddctica), surgen dificultades para disefiar la instrumentacion diddctica, las cuales nos abrigan
a platearnos las siguientes preguntas:

1.- ;Se puede pensar en realizar una instrumentacién diddctica cuyo objetivo sea el propiciar la
construccién de las estructuras mentales asociadas a un concepto matemdtico determinado, aplicando
el ciclo ACE?

2.- ;Cémo se disenan las actividades, discusiones y ejercicios que propicien el desarrollo de las
estructuras mentales que se proponen?

3.-:Se han realizado experiencias para propiciar la construccién de las estructuras mentales sin
hacer uso de un lenguaje de programacion?

4.- ;Qué se hace cuando un grupo de estudiantes no puede responder a las preguntas planteadas en
las actividades y las discusiones? (solo responden a un reducido niimero de actividades)

5.- ¢Cudl es el efecto de la interaccidn en el trabajo en grupo? ;Cémo se observa?

Andlisis semidtico de un manual en torno al concepto de limite. (Taller)

Angel Contreras, Universidad de Jaén; Vicen Font, Universidad de Barcelona; Lorenzo Luque,
LE.S. “Pablo de Olavide”; Lourdes Ordéfiez, L.E.S. “Fuente de la Pefia” (Jaén).

Resumen: En el taller se presentd, en el marco de la teorfa semidtica-antropolégica (Godino y
Batanero, 1998; Font, 2000a; Godino, 2001; Contreras, 2001'), un an4lisis semidtico (Godino, 2001;
Luque y Contreras, 2001; y Ordéiiez y Contreras, 2001) de un manual sobre el objeto matemdtico li-
mite, en el que: las entidades primarias (Godino, 2001), las funciones semidticas (Eco, 2000; Font,
2000a; y Godino y Batanero, 1998), los sistemas semidticos de representacién (Duval, 1995, 1996 y
2000) y las traducciones entre esos diferentes sistemas (Font, 2000b y 2001), constituyeron los pilares
tebricos sobre los que se desarrollaron las distintas secuencias del trabajo. Por otra parte, el andlisis
semidtico que se realiza es de cardcter pragmdtico. Es decir, estamos interesados por los signos en cuan-
to al uso de los mismos por parte de los sujetos. Como sefiala Puig (1997, p. 68): “
der interesa mds desde el punto de vista diddctico no es el estudio de los signos y sus tipos, sino el estu-

...lo que a mi enten-

dio de los procesos de significacion y produccién de sentido”.

La hipétesis subyacente a este trabajo establece que por medio de un andlisis semidtico, basado en
las funciones semidticas, es posible dar explicacién a diversos fenémenos diddcticos implicados en la
ensefanza-aprendizaje de los conceptos del Andlisis Matemdtico. Se sostiene que un estudio de tal na-
turaleza permite clarificar y profundizar en la hipdtesis realizada por Confrey (1995) y Duval (2000)
sobre el aprendizaje matemdtico: Aprender Matemdticas consiste en el desarrollo de coordinaciones progresivas
entre multifuncionales sistemas semidticos de representacion, puesto que al hacer explicitas las funciones
semidticas implicitas en el texto permite aflorar aquellos elementos del manual (entidades intensivas,
extensivas, elementos ostensivos y no ostensivos, ademds de diversos registros semidticos) que facilitan
al investigador la labor del andlisis a priori y permite el disefio posterior de situaciones de ensefianza
pertinentes con el aprendizaje del concepto que se trata.

Una vez realizada la exposicidn, que estuvo constituida por una parte tedrica -en la que se plan-
tearon las herramientas tedricas- y una parte préctica -en la que se realizé un andlisis semidtico de una
de las partes del manual analizado-, se entregé a los miembros asistentes un material, consistente en un
nuevo texto sobre el limite, del que habia que efectuar un andlisis semidtico. Por dltimo, se mantuvo un
debate sobre las respuestas obtenidas, fruto del cual surgieron interesantes aportaciones.

! Las referencias bibliograficas pueden ser solicitadas al autor del Taller.
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DIDACTICA DE LA ESTADISTICA, PROBABILIDAD Y
COMBINATORIA

Coordinador del grupo: Antonio Estepa Castro. Universidad de Jaen.

Las sesiones de trabajo tuvieron lugar el dia 19 de 17:30-19:00 y el dia 21 de 9:0 a 10:30 horas

Sesién 1. Dia 19, 17:30 a 19:00 horas
La sesién se desarroll$ con las siguientes intervenciones:

1. Presentacién de los asistentes. Cada uno de los asistentes, se presenté con el fin de que las per-
sonas que asistfan por primera vez, conocieran mejor al resto del grupo

A continuacién los asistentes intervinieron con los temas que se expresan a continuacion

2. “Correspondencias entre estrategias de aprendizaje y rendimiento académico” Hugo Alejandro
Alvarado

3. Informe de investigacion: “E/ lenguaje de la probabilidad en los libros de texto”. Expone: Juan Jests
Ortiz. Coautor: Luis Serrano

Después de cada intervencion los autores respondieron a las preguntas formuladas.
Sesién 2. Dia 21, de 9:00 a 10:30 horas

Intervenciones:

1. Informe de investigacion: “Significado de las medidas de posicion central para los estudiantes de secun-
daria” Belen Cobo Merino

2. Presentacion del proyecto “Caracterizacion del significado de la correlacion, regresion y dispersion
estadlisticas para los alumnos de la educacion secundaria obligatoria y bachillerato” Antonio Estepa

3. Presentacion del proyecto: “Estadistica y probabilidad para maestros” Juan D. Godino

4. Informe sobre eventos pasados y futuros. Carmen Batanero

Después de cada intervencion se abre un turno de preguntas y respuestas.
Al final de la sesidn, el coordinador del grupo, Antonio Estepa, expresa que lleva cuatro o cinco

afios de coordinador y que es bueno que haya renovacién en los cargos. Pregunta que si alguno de los
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presentes quiere hacerse cargo de la coordinacién. Se propone a Angustias Vallecillos Jiménez que es
elegida por asentimiento.

Cesar Saenz y Angustias Vallecillos proponen que conste en el informe la felicitacién y el agradeci-
miento al coordinador saliente, Antonio Estepa, por la labor realizada, se aprueba por asentimiento.

Se finaliza la sesién y las reuniones de este grupo en el Simposio a las 10: 40 horas

ADENDA: Antonio Estepa ha realizado el informe anterior sobre el desarrollo de las actividades
realizadas por el Grupo de Trabajo de Estadistica, Probabilidad y Combinatoria en el V Simposio de la
SEIEM de Almeria y con €l se despide de la coordinacién del Grupo. De nuevo le reiteramos nuestro
agradecimiento por su labor de coordinacién durante los afios pasados, a la vez que le recordamos que
seguimos contando con su colaboracién en los trabajos futuros del Grupo. Por mi parte, agradezco la
confianza depositada en mi persona y asumo con gusto el encargo de seguir adelante con la labor de
coordinacién de nuestro Grupo de Trabajo, con el convencimiento de contar con la colaboracién y el
estimulo de todos los miembros actuales (y simpatizantes) del Grupo.

Angustias Vallecillos Jiménez
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PENSAMIENTO NUMERICO Y ALGEBRAICO.

Coordinador: José Maria Gairin. Universidad de Zaragoza

1. Informe de Alfonso Ortiz, coordinador del grupo PNA.

- En la primera parte se presenté un balance de la V reunién cientifica del grupo de Pensamiento
Numérico y Algebraico, celebrada en Palencia los dias 26 y 28 de abril de 2001).

En primer lugar se hace manifestacién expresa del agradecimiento del grupo a Marfa Ortiz y
Tomds Ortega por su bien hacer en la magnifica organizacién del evento y por la atencién dedicada a
todos los asistentes.

A cada uno de los coordinadores de las universidades se les entregd un dossier con el texto de las
comunicaciones presentadas en la reunién. En estas comunicaciones se recogen trabajos iniciales sobre
tesis doctorales y trabajos de investigacién correspondientes a distintos programas de doctorado.

En esta reunion también se celebrd una interesante mesa redonda sobre las lineas de investiga-
cién en Pensamiento Numérico y Algebraico, en la que intervinieron Bernardo Gémez (Universidad de
Valencia), Tomds Ortega (Universidad de Valladolid), y Alfonso Ortiz (Universidad de Mdlaga).

Finalmente, se marcaron pautas para continuar con la elaboracién y actualizacion de la agenda
de investigacién del grupo PNA.

- En la segunda parte, presentd una vision global, aunque incompleta, del trabajo realizado en los
ultimos tres afios en los que ha sido coordinador del grupo (1998-2001), entregando un dossier con
algunas aportaciones de distintos componentes del grupo sobre lineas y métodos de investigacién.

Mostré su agradecimiento a todos los componentes del grupo por su colaboracién e interés en
las propuestas que se han realizado.

También hizo una valoracién critica del grupo y apunté hacia las deficiencias, insistiendo en que
se debe mejorar el contenido y desarrollo de nuestras reuniones en el seno de los simposium de la
SEIEM.

Propuso que se llevara a la asamblea general como propuesta que los trabajos cientificos presen-
tados en los grupos pasaran a considerarse para ser incluidos en las actas, en la manera que se considerase
oportuno.

Por ultimo, solicité el relevo como coordinador.

2. Presentacidn del trabajo de Pedro Gomez: “Base de datos de documentos en Internet como medio para
potenciar un grupo de investigacién”.

Resumen: El avance de grupos de investigacién que se encuentran separados geogrdficamente depen-
de de la intensidad y la calidad de su interaccién académica. Aunque esta interaccién se logra parcialmen-
te en reuniones y congresos y a través de contactos puntuales entre pares, la eficiencia del trabajo acadé-
mico de los miembros del grupo también depende del conocimiento que cada uno de ellos tiene de las
producciones de los demds.

El trabajo de investigacion de los miembros debe construirse, en primera instancia, con base en
los marcos conceptuales, los esquemas metodoldgicos y los resultados obtenidos por otros miembros del
grupo. No obstante, no es raro encontrar producciones de miembros de grupos de investigacién que no
aprovechan la produccién académica de los otros miembros.

Por estas razones, en la reunion del Grupo de Investigacién sobre Pensamiento Numérico y
Algebraico celebrado en Huelva en Septiembre de 2000, se me encomendd la creacién y puesta a punto
de una base de datos de documentos de miembros del grupo que pudiera estar disponible en Internet.
Una primera version de esta base de datos comenz6 a estar disponible en la red a finales de 2000. En la
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reunién del grupo en Almerfa en el 2001 se presenté el proyecto realizado.

La direccién (URL) de la base de datos PNA es: http://cumbia.ath.cx/pna.htm. En esta pdgina
inicial, el usuario puede entrar a la pdgina de busqueda bdsica o descargar las instrucciones para la inclu-
sion en la base de datos. En la pdgina de busqueda bdsica, el usuario puede hacer bisquedas en la base
de datos con base en campos como autores, fecha, la referencia bibliogréfica completa del documento,
términos clave o el nimero PNA. Este tiltimo es un nimero de identificacién dnico e inmodificable de
cada documento y constituye la manera mds expedita de identificarlo. La bisqueda por autor presenta
la lista de autores de documentos existentes en la base de datos y permite encontrar todos los documentos
de ese autor presionando el enlace correspondiente. La pdgina de busqueda por términos clave funciona
de manera similar. Finalmente, existe una pdgina de busqueda avanzada que permite hacer bisquedas
complejas e incluye todos los campos de la base de datos.

Cuando el usuario hace una busqueda y si ésta tiene éxito (hay documentos en la base de datos
que satisfacen las condiciones de la bisqueda) aparece la pdgina de los resultados correspondientes. Los
documentos se encuentran en formato PDF y, como se indica en esta pdgina, es necesario tener el pro-
grama Adobe Acrobat Reader para leer ¢ imprimir los documentos que se descargan. No es posible
modificar ni copiar partes de texto de los documentos aun si se tiene el programa comercial Adobe
Acrobat. También se pide que no se utilice la referencia de la red para aquellos documentos que estén
publicados y cuya referencia bibliografica aparece en los resultados. Cada documento aparece en la lista
de resultados con su referencia bibliogréfica, su resumen, el tamafio del fichero y su identificacién PNA.
Para descargar el fichero de un documento basta presionar el enlace que aparece al comienzo de su des-
cripcién (autores y fecha).

3. Comunicacidn de M* Mercedes Palarea, Josefa Herndndez, Aurelia Noda y Martin M. Socas (Univer-
sidad de La Laguna): “Prueba inicial de conocimientos matemdticos bdsicos para los alumnos de la diplomatura
de Magisterio”

Resumen: En esta comunicacion presentamos una propuesta de Prueba inicial de conocimientos
matemdticos bdsicos para los alumnos de la Diplomatura de Magisterio, fruto de un trabajo de investi-
gacién acerca de las habilidades matemdticas bdsicas y de las creencias y actitudes hacia las Matemdticas
de los alumnos que comienzan sus estudios de la Diplomatura de Maestro en sus diferentes especialida-
des.

La investigacidn se centrd en analizar el bagaje matemdtico de dichos alumnos a través de prue-
bas en forma escrita. El objetivo fundamental de este estudio es contribuir en la bisqueda de respuestas
que permitan orientar de manera adecuada la formacién matemdtica de nuestros alumnos, que son los
futuros profesores de Primaria.

Los objetivos concretos que nos planteamos son: Analizar las habilidades matemdticas bdsicas
que tienen los alumnos al comenzar los estudios de la Diplomatura y determinar el aumento o disminu-
cién de estas habilidades después de cursar una asignatura de Matemdticas, y estudiar y clasificar los
errores que cometen con relacién a dichas habilidades. Resultados preliminares han sido expuestos en el
V Seminario de Investigacién en Pensamiento Numérico y Algebraico (Palencia, 2001), y en la Cuarta
Reunién Interuniversitaria sobre Formacion del Profesorado e Investigacién en Educacién Matemdtica
(La Laguna, 2001)

La Prueba se disefi6 con tareas que requieren conocimientos bdsicos de Matemdticas. Las cues-
tiones estaban disefiadas no sélo para que se pudiesen estimar los conocimientos y destrezas sino sus
habilidades para aplicar procedimientos y resolver problemas. Después de dos estudios piloto, donde se
fueron mejorando los {temes hemos construido una Prueba, que es la que aqui se presenta. Consta de 30

222



INVESTIGACION EN EDUCACION MATEMATICA

preguntas, pertenecientes a los bloques: Numeros y operaciones (10), Medida (6), Geometria (5), And-
lisis de datos, estadistica y probabilidad (4) y Algebra (5).

4. Asuntos domésticos

* Mostrar el agradecimiento del grupo al profesor Alfonso Ortiz por la labor desarrollada como
coordinador durante los dos tltimos afios.

* Nombrar a José Marfa Gairin (Universidad de Zaragoza) como nuevo coordinador del grupo.

Direccién electrnica jgairin@posta.unizar.es

* Mantener la estructura de las reuniones celebradas entre los congresos de la SEIEM, las que se
celebran en torno al mes de Marzo. En cuanto a las fechas de celebracién, se confirma la del afio 2.003
en la Universidad de La Laguna. Para la reunién del afio 2002 se sugiere la Universidad de Santiago de
Compostela, pero su confirmacién queda a expensas de “pequefios flecos”, que trataremos de resolver
en el plazo mds breve posible.

* En las sesiones de trabajo del grupo que se celebran en el préximo congteso de la SEIEM, se acuer-
da encargar a componentes del grupo la presentacién de trabajos institucionales de investigacién: la
estructura de los trabajos, las lineas de investigacién que se perfilan, y el modo en que se gestiona la
investigacion.

* Se recuerda la existencia de la base de datos gestionada por Pedro Gémez, asi como la necesidad
de que tal base sea enriquecida con las aportaciones de todos los miembros del grupo. La direccién es:
http://cumbia.ath.cx/pna.htm

En cuanto a la informacidn regular de los miembros del grupo fuera de las reuniones habituales,
Bernardo Gémez estd realizando gestiones para arbitrar medios y recursos que garanticen su buen
funcionamiento.
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CONOCIMIENTO Y DESARROLLO PROFESIONAL DEL PROFESOR
(CDPP)

Coordinador: José Carrillo. Universidad de Huelva.

El trabajo del grupo se dividi6 en dos sesiones: en la primera se presentd y discutié una comunica-
cién, y la segunda se dedicé a informacién y cuestiones organizativas.

Primera sesion

Tras recordar y repartir el orden del dfa, acordado con antelacién al simposio, los compafieros Isa-
bel Romero y Antonio Frfas, de la Universidad de Almerfa, expusieron la comunicacién Una estrategia de
Formacién de Profesores de Secundaria, de la que se ofrece al final un resumen. La cuestién que articula el
proceso de investigacién al que alude esta comunicacién es “;Cémo se manifiesta la evolucién del cono-
cimiento profesional de los futuros profesores sobre evaluacién en matemdticas cuando se emplea una
estrategia de formacién orientada a tal evolucién?”. Exposicién y discusién giraron fundamentalmente
en torno al marco tedrico, las caracteristicas de las tareas de evaluacién y el referente tedrico para ana-
lizar dichas tareas; asf mismo, se sugirié analizar el proceso de ensefianza y aprendizaje, para mejorar la
descripcién de la evolucién de las concepciones de los futuros profesores sobre la evaluacidn.

Segunda sesion

Luis C. Contreras (Universidad de Huelva) informé del estado de la monografia Aportaciones a la
Formacién Inicial de Maestros en el Area de Matemdticas: una mirada a la prdctica docente, que edita con
Lorenzo Blanco (Universidad de Extremadura). Entregada la primera version de todos los capitulos, e
incluso alguna definitiva, los editores estiman que durante el curso 2001/02 estard el libro publicado. Lo
siguiente es un avance del indice de trabajo: Introduccién (Luis C. Contreras y Lorenzo Blanco); Cues-
tiones afectivas en la ensefianza de las matemdticas: una perspectiva para el profesor (Inés M2 Gémez
Chacén); Una propuesta de formacién de maestros desde la educacién matemdtica: adoptando una
perspectiva situada (Mercedes Garcfa y Victoria Sdnchez); Un modelo formativo de maestros de prima-
ria, en el drea de matemdticas, en el dmbito de la geometria (Lorenzo Blanco y Luis C. Contreras);
Ejemplificacién de una propuesta formativa: el uso de situaciones de primaria en la formacién inicial
(Nuria Climent y José Carrillo); Una estrategia de formacion de maestros en matemdticas, basada en los
4mbitos de investigacién profesional (A.LP.) (José M? Cardefioso y Pilar Azcdrate).

A continuacidn, se pasé a la eleccién de coordinador del grupo, recayendo tal responsabilidad en
Pablo Flores (Universidad de Granada). Victoria Sdnchez (Universidad de Sevilla) propuso que constara
el agradecimiento a la labor desempefada por José Carrillo como coordinador saliente.

Finalmente, se confirmé la idea de posibilitar y fomentar la discusién de trabajos de investigaciéon
en las sesiones de los simposios, quedando pendiente la decision sobre los criterios de su aceptacién e
inclusién.

No se concerté ningin encuentro antes del VI SEIEM, aunque se dejé abierta la posibilidad de
reunirnos en funcién de la actividad que genere el grupo.
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UNA ESTRATEGIA DE FORMACION DE PROFESORES DE SE-
CUNDARIA

Bosch Saldafia, M2 Asuncidn; Frfas Zorrilla, Antonio; Gil Cuadra, Francisco; Moreno Carretero,
Mz Francisca; Romero Albaladejo, Isabel

Resumen:

La formacidn inicial de profesores de secundaria nos demanda formar profesores que deberdn ejercer
su profesién en un marco educativo que tiene unas coordenadas distintas a las que tenia aquel en que
vivieron su experiencia como estudiantes; todavia podemos afirmar mds, el actual sistema educativo
dibuja un papel, para cada uno de los variados elementos que en él intervienen, diferente al que estdn
familiarizados por su experiencia. De este modo, resulta complicado disefiar actuaciones en la formacién
inicial de profesores que les ayuden a poner en tela de juicio sus posicionamientos sobre el significado del
proceso de ensefiar y aprender matemdticas, con las variables en ¢l implicadas (Gémez, 2001).

La construccién de un conocimiento profesional mds elaborado es un proceso mediante el cual las
ideas de los estudiantes evolucionan hacia nuevas formas de concebir la ensefanza/aprendizaje de las
matemdticas. Nuestro propdsito es disefiar, en palabras de Llinares (1994), entornos de aprendizaje que
consideremos adecuados para facilitar dicho proceso de construccién. Para ello hemos adoptado una
estrategia de formacién inicial de profesores de matemdticas de secundaria, que consta de las siguientes
fases:

planteamiento de un problema profesional (fase de contextualizacion),

demandarles un posicionamiento frente a dicho problema (fase de posicionamiento),

confrontar las distintas posiciones (surgidas en el grupo-clase) entre si (fase de confrontacion grupal

0 interna),
confrontar las posiciones con planteamientos tedricos y curriculares (fase de confrontacion tedrica
0 externa),

reconsideracién de las posturas iniciales (fase de reconsideracion de posturas).

El primer paso de nuestro trabajo ha consistido en la identificacién de una cuestién significativa
para el proceso de formacién de los estudiantes para profesor, y el planteamiento de un problema
profesional relativo a dicha cuestidn. En particular, nos planteamos incidir en el tema de la evaluacién
y formular en este terreno la concrecién de nuestra estrategia de formacién, que se llevd a cabo en los
siguientes pasos:

Plantear a los estudiantes de la asignatura Prdcticas de Ensefianza, optativa de la licenciatura de
Matemdticas, un problema profesional relacionado con la evaluacién. Se les formulé en términos de la
siguiente tarea:

Se inicia el curso e interesa conocer la comprension de los alumnos de 1° de Bachillerato (en el
curso anterior terminaron 4° de ESO- Opcién B) sobre los tépicos Nimeros y Area. Contesta, por fa-
vor, a las siguientes cuestiones:

1. Plantea dos actividades (una para cada topico) que propondrias a los alumnos para valorar una
comprensién minima del tépico.

2. Plantea dos actividades (una para cada tépico) que propondrias a los alumnos para valorar una
comprensién profunda del tépico

Pedirles que aportaran “su solucién” para esa situacién conflictiva.

Confrontar la solucién con la de los compaiieros.

Confrontar la solucién con un Referente Tedrico. (Frias, A. y otros, 2001)

Aportar ejemplos de un Banco de Tareas de Evaluacidn, el cual estd en proceso de elaboracién.
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Dicho banco de tareas tiene como fin ilustrar los constructos tedricos presentados en el referente tedri-

co, ampliar el punto de vista de los estudiantes en cuanto a las caracteristicas del conocimiento matemd-

tico que pueden ser evaluadas mediante tareas, e inspirarlos para poder disefiarse tareas de este tipo.
Pedirles que propusieran ejemplos de nuevas soluciones para el problema inicial.

Nuestro proceso de investigacién se articula en torno a la siguiente cuestion:

Como se manifiesta la evolucion del conocimiento profesional de los fituros profesores sobre evaluacion
en matemdticas cuando se emplea una estrategia de formacion orientada a tal evolucion?”

Para ello pretendemos:

a) Detectar concepciones y creencias iniciales de los estudiantes para profesor sobre la evaluacién.

b) Caracterizar la evolucién de las concepciones y creencias que se produce a partir de la estrategia
de formacién, asi como las dificultades que puedan surgir en el proceso.

¢) Describir los factores que puedan haber influido en la evolucidn, si se produce, que tengan las
concepciones y creencias de los futuros profesores sobre evaluacion con motivo de nuestra intervencién
didéctica.

Como avance del andlisis de datos, hemos realizado un estudio de cuatro casos entre los estudiantes
de la asignatura.

Lo que puede deducirse en cuanto a concepciones iniciales sobre evaluacidn es que nuestros estu-
diantes consideran que para evaluar la comprensién de sus alumnos han de tener en cuenta si éstos do-
minan hechos, conceptos y destrezas de cdlculo principalmente; los elementos actitudinales raramente
son valorados a través de las tareas que proponen; dichas tareas se plantean siguiendo pardmetros propios
de un esquema tradicional de ensefianza-aprendizaje: procesos mecdnicos, respuestas cortas y escasa o
nula conexidn con la realidad. En cuanto a las creencias iniciales sobre evaluacion, se aprecia una con-
cepcidn general en la que se reconocen las limitaciones del examen como tnico método para valorar, y
en algunos casos se observan capacidades procedimentales y actitudinales para ser consideradas en la
evaluacién, aunque casi nunca se dice cémo hacerlo. Después de la estrategia de formacion, todos los
estudiantes avanzan hacia la propuesta de tareas que incorporan elementos actitudinales, tienen mds
conexién con la realidad y son mds abiertas. En la componente de conocimiento no se produce un avance
significativo.

Por lo que respecta a los factores que parecen influir en el desarrollo did4ctico de los futuros pro-
fesores, hemos detectado tres: la actitud hacia nuevos planteamientos en Diddctica de la Matemdtica, la
formacién diddctica previa de los futuros profesores, y por dltimo, la estrategia de formacién empleada.
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DIDACTICA DE LAS MATEMATICAS COMO DISCIPLINA CIENTIFICA
(DMDC)?

Coordinador: Josep Gascén. Universidad Auténoma de Barcelona.

En la primera de las sesiones, que tuvo lugar el jueves dia 20 de septiembre, se presentaron dos
comunicaciones cuyo contenido resumiré brevemente a continuacién.

(1) Légica y tratamiento de datos en la ESO.

Ponentes: Irene Pitarch y Pilar Orts (Universitat “Jaume I” de Castelld)

La comunicacién presenta un trabajo de investigacién en curso. El marco general de esta investiga-
cién en Did4ctica de las Matemdticas, es la Teorfa de Situaciones (Brousseau G., 1986).

El trabajo es continuacidn de las investigaciones realizadas por Pilar Orus (desde su tesis, 1992)
sobre légica y andlisis de datos en la ensefianza primaria (Francia), aplicado a la ESO y con el tratamien-
to simultdneo de la 18gica y de los datos, esta vez, a partir de la introduccidn del andlisis estadistico, en
esta etapa educativa.

Los interrogantes que se plantean son: si serd factible una experimentacién similar a la utilizada en
primaria, y qué aportaciones e interés diddctico se pueden obtener con la nueva perspectiva de la intro-
duccién de contenidos estadisticos en el nivel educativo de la ensefianza secundaria obligatoria.

Asimismo, se presenta la experimentacion realizada en dos centros y en los cuatro niveles educativos
de la ESO durante el curso académico 2000/01 en la provincia de Castellén.

Los resultados de la experimentacion aportan datos que confirman los ya obtenidos en primaria por
Pilar Oris y, al mismo tiempo, amplian la posible utilizacién del andlisis de datos como instrumento
diddctico en la ensefianza secundaria obligatoria.

(2) Las prdcticas docentes del profesor de matemdticas.
Ponentes: Josep Gascén (U. A. de Barcelona) y Marianna Bosch (U. Ramon Llull)

En esta presentacidn se subrayan dos ideas principales. La primera surge de la constatacién de
que las prdcticas del profesor, como toda actividad humana institucionalizada, tiene dos caras: la técni-
co-prdctica propiamente dicha (“praxis”) y la tedrica. Esta tltima se materializa en un discurso (“logos”)
que justifica, interpreta, reorienta y hasta modifica dicha préctica (docente, en este caso). Al unir estas
dos caras tenemos una “praxeo-logia” diddctica que, postulamos, es la unidad minima de andlisis. Dicha
praxeologia es: “empirica’, esto es, vive en una institucién concreta en un momento histérico concreto;
“espontdneda’, porque sus componentes —tareas y técnicas diddcticas y discurso justificador— no estdn
organizados de antemano; y “del profesor”, puesto que depende de un sujeto concreto de la institucién
que es el protagonista principal de dicha praxeologfa. Pero un andlisis mds detallado pone de manifiesto

% Todas las comunicaciones presentadas en estas sesiones de trabajo hacian referencia a sendos textos cuya versién provisional
puede recuperarse en http://www.ugr.es/local/jgodino/siidm.htm
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que dichos componentes praxeoldgicos no los crea el profesor de la nada. Lo que puede hacer un profe-
sor particular en una situacién de ensefianza concreta proviene de una amalgama de préstamos
institucionales que son fragmentos de una organizacién didictica institucional. Este serd, por tanto, nuestro
objeto primario de estudio.

La segunda de las ideas gira en torno al “problema del profeésor”, (esto es, el problema de reconstruir
una organizacion matemdtica para que pueda ser estudiada en una institucion escolar), y a las diferentes
formas de tratarlo en diddctica de las matemdticas. Se describen dos maneras de tratar dicho problema
que concuerdan bastante bien con las dos formas de integrar lo “pedagégico” y lo “matemdtico” el
andlisis de las concepciones de los profesores, que supone una ampliacién de lo “cognitivo”; y el andlisis de
las organizaciones matemdtico-diddcticas que supone una ampliacién de lo “matemdtico”.

En la segunda sesién de trabajo, que tuvo lugar el viernes dia 21 de septiembre, se presentaron
otras dos comunicaciones y, ademds, dos Proyectos relacionados con la formacién del profesorado de
matemdticas.

(3) El andlisis semidtico como técnica para determinar significados.

Ponentes: Juan D. Godino (U. de Granada) y Mario Arrieche (U. Pedagégica Experimental Liber-
tador de Venezuela).

El trabajo objeto de esta presentacidn se sittia dentro del modelo tedrico que se designa por
“semidtico-antropoldgico” para la Diddctica de la Matemdtica (Godino, 2001) y se propone como una
aplicacién que a la vez desarrolla la técnica del “andlisis semidtico”.

Por una parte, y a un nivel que podemos calificar de “microscépico”, el andlisis semidtico permite
identificar significados puestos en juego en una actividad matemdtica puntual como, por ejemplo, el uso
de términos y expresiones. A un nivel mds general permite describir la estructura semidtica de una orga-
nizacién matemdtica compleja, como puede ser la “teorfa de conjuntos” implementada en un proceso de
estudio particular. En ambos niveles, el andlisis semiético permite identificar discordancias o
disparidades entre los significados atribuidos a las expresiones por los sujetos (personas o instituciones)
en interaccion diddctica. Surge asf la nocién de conflicto semidtico que puede utilizarse para explicar, al
menos parcialmente, las dificultades potenciales de los alumnos en el proceso de estudio, asi como para
identificar las limitaciones de las competencias y comprensiones matemiticas efectivamente puestas en juego.

La informacién que se obtiene a partir del andlisis semidtico es necesaria si se desea abordar con
criterios rigurosos el disefio e implementacién del proceso de estudio de una organizacién matemdtica
determinada lo que requerird, en particular, determinar los recursos materiales y de tiempo que se pre-
cisan.

(4) El grifico cartesiano de funciones como “medio” material: el paso de la representacion grdfica a la
analttica, con especial interés en el problema de las escalas.
Ponentes: Eduardo Lacasta (U. Publica de Navarra) y Miguel Rodriguez (U. de Piura de Pert).
La teoria de las situaciones diddcticas postula que el aprendizaje se obtiene por enfrentamiento a un
“medio”. La estructuracién del medio diddctico precisa de un nivel objetivo. El gréfico cartesiano de
funciones (en adelante, GCF) cumple en ocasiones la funcién de “medio” material en este nivel. El uso
correcto del GCF implica la capacidad de transito entre los distintos “medios” materiales a que da lugar
éste. Las escalas juegan entonces un papel central. Mds atn, ;qué dificultades pueden ser asociadas a las
elecciones de escala en el trdnsito de las representaciones gréficas a las representaciones analiticas de una
funcién? ;Qué errores del uso del GCF por parte de los estudiantes se pueden asociar a los estudiantes?
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Se proponen algunos elementos para empezar a elaborar respuestas tentativas a estas y otras

cuestiones. Entre dichos elementos destacamos las siguientes conclusiones:

(a) Las escalas se convierten en una variable diddctica porque afectan a la jerarquia de las estrategias
de resolucién y el profesor las puede manipular (fijar o cambiar).

(b) La ostensidn ideogramdtica estd en la génesis de la ilusién de la evidencia de comunicacion de la idea
(funcién) representada.

(c) Dos gréficos geométricamente equivalentes pueden generar dos ideogramas distintos y, por lo
tanto, dos funciones distintas.

(d) El aprendizaje del “medio” material GCF debe fundarse sobre un modelo relativo. Para ello se
tendrdn que proponer situaciones diversas donde el respeto de la escala esté en la base del contrato di-
ddctico.

Presentacion del Proyecto: “ Elaboracion de recursos multimedia para facilitar la biisqueda de elementos de
formacién a los profesores de Matemdticas y DM

Proyecto financiado por la UJI (USE 2001)

Realizaciéon: Grupo Didenmat. Coordinacién: Pilar Oris (U. “Jaume I” de Castellon)

Presentacién de un CD que permite acceder a diversos recursos de busqueda de informacién especi-
fica en Diddctica de las Matemdticas. Estd organizado en tres grandes bloques: “Referencias bibliogrfi-
cas”, “Grupos y asociaciones” y “Enlaces interesantes”. Cada uno permite acceder a una serie de panta-
llas donde se pueden realizar diversas bisquedas.

Las “consultas bibliogrdficas” a las Universidades (UAB, UCM, U]JI) permiten la conexién directa.
“Tesis” permite acceder al resumen de cada una de ellas. “Materiales” s6lo presenta documentos acce-
sibles por internet. “Grupos y asociaciones” es descriptiva, pero la informacién que aparece es accesible
desde “Enlaces” o “Materiales”.

Presentacion del Proyecto “ Edumat-Maestros”

Coordinacién: Juan Dfaz Godino (U. de Granada)

Este proyecto se propone como objetivo la elaboracién de un Manual de Matemdticas y su Didéc-
tica para Maestros, dirigido a los estudiantes de magisterio, junto con un texto que incluird informacio-
nes complementarias para el formador de profesores. El manual contempla tanto la formacién matem4-
tica de los estudiantes como la formacién en diddctica de las matemdticas. Los documentos serdn ofre-
cidos de manera abierta a través de Internet y en su experimentacién, revisién y mejora podrdn partici-
par los formadores de maestros que lo deseen en todo el 4mbito iberoamericano. Con dicho fin se abrird
un foro de discusién especifico.

Mis informacién sobre el proyecto y una primera versién de varios temas desarrollados se ofrecen
en la siguiente direccién webs:

http://www.ugr.es/jgodino/edumat-maestros/
Para finalizar este informe queremos invitar a todos los miembros de la SEIEM a las XVIII Jorna-

das del SI-IDM que serdn organizadas por el grupo DMDC y se celebrardn en Castellén los dias 19, 20
y 21 de abril del afio 2002°.

3 El primer anuncio de dichas Jornadas serd publicado préximamente en la pdgina web del Seminario

http://www.ugr.es/local/jgodino/siidm.htm
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