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"Enlaciencialo esencia eslaactitud critica. Primero creamos las teorias
y despues |as criticamos. Como ante nuestras teorias solemos adoptar una
actitud muy humanay tendemos a defenderlas, en vez de criticarlas, siendo
COMO son nuestras, se produce entre los cientificos una suerte de rivalidad
entre amistosay hostil. S yo no adopto una actitud critica ante mis teorias,
habra cientos de personas que se mostraran criticas ante ellas en grado

superlativo. Y por fuerza habremos de felicitarnos de su actitud.” (K.
Popper)
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PRESENTACION

Es un valor compartido por la Sociedades Cientificas la necesidad de
celebrar periodicamente encuentros entre sus miembros con laintencion de
presentar y discutir los resultados de sus investigaciones. Desde €
momento de su fundacion, en marzo de 1996, la Sociedad Espafiola de
Investigacion en Educacion Matematica (SEIEM) sintié y ha dado cauce a
esa necesidad.

El Primer Smposio de la SEIEM se ha celebrado en la Escuela
Universitaria de Magisterio de Zamora (Universidad de Salamanca)
durante los dias 12 y 13 de Septiembre de 1997 con la asistencia de
sesenta participantes pertenecientes a veinticinco Universidades y a varios
Institutos de Educacion Secundaria. Desde e primer momento el Simposio
conto con el apoyo de la Universidad de Salamanca que o incluyo dentro
de la programacion de sus Cursos Extraordinarios, de la Junta de Castillay
Leon que concedio una subvencion econdémica para € mismo, de la
Diputacion provincial de Zamoray de su Ayuntamiento.

La Junta Directiva de la SEIEM, en su calidad de Comité Cientifico del
Simposio, decidio que éste se centrase en tres grandes temas de discusion
con elaboracion de las correspondientes ponencias, seguidas de unaréplica
y un debate. También considerd necesario que los distintos grupos de
trabajo creados en e seno de la SEIEM, discutiesen distintas aportaciones
de sus miembros. Asi, e Simposio se articul6 en torno a tres Seminarios de
Investigacion y a Sesiones de los grupos de trabgjo que quedan reflejados
en e programa. En cada uno de los Seminarios, a continuacion de la
ponenciay laréplica, tuvo lugar un debate vigoroso entre |os participantes.
El Smposio fue inaugurado por e Vicerrector de Investigacion de la
Universidad de Salamanca. Los participantes fueron recibidos en €
Ayuntamiento y Diputacion de Zamoray realizaron una visita cultural ala
ciudad disfrutando de sus iglesias romanicas.

Se han cumplido ampliamente los objetivos de este Simposio que eran, en
lineas generales, € inicio de un debate en profundidad sobre algunos temas
de investigacion, la consolidacion de los grupos de investigacion y €
cumplimiento de las previsones estatutarias y funcionamiento de la
SEIEM.

Modesto SierraVazquez
Coordinador del Primer Simposio de la
SEIEM



PRIMER SIMPOSIO DE LA SOCIEDAD ESPANOLA DE INVESTIGACION
EN EDUCACION MATEMATICA (SEIEM).

ESCUELA UNIVERSITARIA DE MAGISTERIO DE ZAMORA,
UNIVERSIDAD DE SALAMANCA: 12 Y 13 DE SEPTIEMBRE 1997
PROGRAMA

dia 11, Jueves
20:00 h.-21:00 h.: Recepcion de participantes y entrega de documentacion
en laEscuela Universitaria.

dia 12, Viernes
8:30 h. - 9:00 h.: Recepcion de participantes y entrega de documentacion
en laEscuela Universitaria.

9:00 h.- 9:30 h.: Inauguracion del Simposio.

9:30 h.- 11:30h.: Seminario l.

Tema de debate:
Profesor de Matematicas y contextos de investigacion ¢Como abordar
la investigacion sobre e conocimiento didactico del contenido en los
profesores de matematicas? Opcionesy lineas.

Ponentes.
Dr. Salvador Llinares. Universidad de Sevilla
Dra. M2 Victoria Sanchez. Universidad de Sevilla

Réplica:
Dr. Lorenzo Blanco. Universidad de Extremadura
Dra. Pilar Azcarate. Universidad de Céadiz

M oderador:
Dr. Modesto Sierra. Universidad de Salamanca

11:30 h.- 12:00h.: Descanso.

12:00h.- 14:00h.: Seminario Il.
Tema de debate:
¢COmMo estructurar las tareas que aparecen en un campo conceptual ?
Discusion de un caso: clasificacion de problemas aditivos.
Ponentes.
Dr. Martin M. Socas. Universidad de La Laguna
Dr. Enrique Castro. Universidad de Granada.
Dr. Jose L. Gonzalez. Universidad de Mdaga
Réplica:
Dr. Luis Puig. Universidad de Vaencia
M oderador:
Dr. Lorenzo Blanco. Universidad de Extremadura



14:00 h.: Vino de honor Escuela Universitaria de Magisterio Zamora

16:00h.-19:00h.: Sesiones en paralelo de los grupos de trabajo:
- Didacticadel Andisis Matematico (DAM).
Coordinadora: Dra. C. Azcarate
- Aprendizaje de la Geometria (AG).
Coordinador: Dr. M. Arrieta.
- Didactica de la Estadistica, Probabilidad y Combinatoria (DEPC).
Coordinador: Dr. A. Estepa
- Pensamiento numerico y algebraico (PNA).
Coordinador: Dr. B. GOmez
- Conocimiento y Desarrollo Profesional del Profesor (CDPP).
Coordinador: Dr. S. Llinares.
- Educacion Infantil (EI).
Coordinadora: Dra. C. Corrd
- Historia de la Educacion Matematica (HEM).
Coordinador: J. M. Nunez

20:00h.: Recepcion ofrecida por la Diputacion y Ayuntamiento de Zamora
y Vidita cultural alaciudad.

Dia 13, Sabado
9:00h.- 10:30h.: Conclusiones de los grupos de trabajo
M oderadora:

Dr. M2 Victoria Sanchez. Universidad de Sevilla

10:30h.- 11:00n. Descanso

11:00h.-13:00h.: Seminario I11
Tema de debate:
Metodologia de Investigacion en Educacion Matematica: Estrategias
del andlisis estadistico para tratamiento de cuestiones de didactica.
Ponente:
Dr. Eduardo Lacasta. Universidad Publica de Navarra.
M oderador:
Dr. Luis Rico. Universidad de Granada

13:00h.: Asamblea de |la SEIEM
14:00h. Clausura
14:30h. Comida ofrecida por la SEIEM



SESION INAUGURAL

Durante los dias 12 y 13 de septiembre de 1997 va a tener lugar en la
Escuela Universitaria de Zamora e Primer Simposio de la Sociedad
Espaiiola de Investigacion en Educacion Matemética, en cuyo transcurso
se van a celebrar tres Seminarios de Investigacion, una sesion de trabgjo
de los Grupos de Investigacion y la Primera Asamblea ordinaria de la
Sociedad. En esta sesion inaugural tenemos € honor de contar con la
presencia del Vicerrector de Investigacion de la Universidad de Salamanca
y del Director de la Escuela de Magisterio de Zamora, a quiénes
agradecemos el apoyo prestado por ambas instituciones para la celebracion
de este encuentro. Este primer smposio tiene lugar transcurrido un afio y
seis meses desde la constitucion de la Sociedad y concluidos los tramites
de su legalizacion.

En este Smposio se produce la culminacion de un proceso: la puesta en
funcionamiento de un espacio naciona para € debate sobre investigacion
en enseflanza y aprendizaje de las mateméticas. Con este encuentro la
comunidad espafiola de investigadores en educacion matemética asume
con plenitud la creacion, critica y comunicacion del conocimiento
cientifico en Didéactica de la Matematica, y € procedimiento asumido
consiste en la reflexion publica, discusion y andlisis de los trabajos y
aportaciones de sus miembros.

Para la estabilidad de la comunidad de investigadores en Educacion
Matematica ha sido determinante que, previamente, se haya consolidado
una fuerte comunidad de investigadores en las diferentes disciplinas
matematicas. El hecho de que se investigue en Matematicas en la
Universidad espafiola da sentido a los problemas de su ensefianza y
aprendizge, debido a las dificultades de comunicacion y transmision que
se plantean. También es relevante la consolidacion de diferentes
comunidades de investigadores en las diversas disciplinas que
denominamos Ciencias de la Educacion, ya que proporcionan marcos de
referencia tedricos y metodologicos adecuados y sirven de critica y
contraste alas investigaciones realizadas en Educacion Matemética.

Igualmente tiene un efecto determinante para esta investigacion la
congtitucion de las Sociedades de Educadores o Profesores de
Mateméticas. Estas sociedades han realizado una actividad vigorosa con
aportaciones a disefio y desarrollo del curriculo de las mateméticas
escolares as como alaformacion inicial y permanente del profesorado. La
contribucion de las Sociedades de Profesores a desarrollo de la Educacion



Matemética y, en especial, a lareflexion sobre las conexiones entre teoria
y practica ha sido destacable en Espaiia; gran parte del trabajo inicialmente
realizado en investigacion se ha planteado y discutido en los encuentros y
jornadas organizados por las Sociedades y se ha difundido mediante las
actasy revistas editadas por €llas.

Los investigadores en educacion matemética forman parte, por derecho
propio, de la comunidad de educadores matematicos, pero tienen su campo
profesional especifico a que deben atender con prioridad. La coordinacion
sistemética entre estos dos colectivos permitira alcanzar unas sefias de
identidad bien fundadas y consolidar ambas comunidades.

Todos los educadores mateméticos espafioles comparten la misma
findidad: mgorar la calidad de la ensefianza y aprendizaje de las
Matematicas en Espafa y, cada uno, debe asumir este objetivo en €
ambito de sus competencias profesionales. Los investigadores tienen un
campo profesional bien delimitado que no pueden eudir. Por razones
éticas, civicas y profesionales han de llevar a cabo e inaplazable
desarrollo de la investigacion espafiola en Educacion Matemética; el exito
o fracaso en esta tarea dard en e futuro la dimension auténtica de su
contribucion a la Educacion Matematica en Espafia.

Estos son los motivos principales que nos han traido a Zamora para la
comunicacion, la criticay la reflexion compartida sobre nuestro campo de
investigacion durante dos dias. Hemos elegido tres ambitos de indagacion
para esta tarea, que se concretan en tres cuestiones. ¢coOmo abordar la
Investigacion sobre conocimiento didactico del contenido en los profesores
de mateméticas?, ¢cOMo estructurar las tareas que se presentan en un
campo conceptual? y ¢como emplear las estrategias de andlisis estadistico
en e tratamiento de las cuestiones didacticas? A estas cuestiones seguiran
otras en proximos encuentros.
Durante estos dos dias continuaremos un debate ya iniciado; o haremos
con la perspectiva de formar parte de una colectividad en proceso d
crecimiento y con participacion de todas las voces. El resultado sera una
tarea que proseguira durante los proximos meses, que contribuira al logro
de nuestros objetivos y a avance de la investigacion sobre educacion
matematica en nuestro pais. Es asi como se consolidan los grupos
cientificos.
El protagonismo es vuestro; os animo a rentabilizar vuestros trabgos,
compartir vuestros conocimientos y mejorar € estado del arte en nuestra
disciplina
LuisRico
Presidente de la SEIEM



PRIMER SEMINARIO
TEMA DE DEBATE:

PROFESOR DE MATEMATICASY CONTEXTO DE
INVESTIGACION. ;.COMO ABORDAR LA INVESTIGACION SOBRE
EL CONOCIMIENTO DIDACTICO DEL CONTENIDO EN LOS
PROFESORES DE MATEMATICAS? CONTEXTOSY LINEAS.

DESARROLLO DEL PRIMER SEMINARIO

INTERVENCIONES:

PONENCIA: APRENDER A ENSENAR, MODOS DE
REPRESENTACION Y NUMERO RACIONAL.

DR. S. LLINARESY DRA V. SANCHEZ, UNIVERSIDAD DE
SEVILLA

PRIMERA REPLICA: SOBRE EL CONOCIMIENTO DIDACTICO DEL
CONTENIDO. DILEMASY ALTERNATIVAS.
DRA. P. AZCARATE, UNIVERSIDAD DE CADIZ.

SEGUNDA REPLICA: TIPOS DE TAREAS PARA DESARROLLAR EL

CONOCIMIENTO DIDACTICO DEL CONTENIDO
DR. L. BLANCO, UNIVERSIDAD DE EXTREMADURA.
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Desarrollo del Primer Seminario

El primer Seminario verso sobre € tépico "Profesores de Matematicas y
Contextos de Investigacion”, fue presentado por S. Llinaresy V. Sanchez,
de la Universidad de Sevilla, durante 45 m. La réplica la dieron P.
Azcarate, de la Universidad de Cadiz, y L. Blanco, de la Universidad de
Extremadura, durante 30 m. Moderala sesion € profesor M. Sierra.

La presentacion estuvo centrada sobre e proceso de formacion del
profesor de mateméticas, su conocimiento profesional y la investigacion.
Se argumento sobre:

* |as implicaciones de caracter practico y curricular del objeto de estudio
puesto a debate;

* la necesaria revison del constructo Pedagogical Content Knowledge
(Shulman).

Se presentd seguidamente una propuesta de agenda de investigacion
centrada sobre tres subproblemas:

1.- Caracterizar e Conocimiento de Contenido Pedagogico y los factores
gue influyen en su generacion y desarrollo.

2.- Senalar aguellos aspectos que influyen en e proceso de Razonamiento
Pedagdgico.

3.- Caracterizar los procesos de socializacion.

A continuacion se gemplifica e primer subproblema mediante una
investigacion llevada a cabo por |os ponentes, relativa a conocimiento que
tienen los estudiantes para profesor de Primaria en relacion al uso de
diferentes sistemas de representacion sobre € concepto de fraccion; se
proporcionan diversos g emplos de trabajos.

La profesora Azcérate destaca la necesidad de delimitar las fuentes del
Conocimiento de Contenido Pedagogico y en como integrarlas teniendo en
cuenta su diversidad; valora que € peso dado a conocimiento matematico
en los gemplos propuestos es excesivo y considera que las mateméticas
son solo una de las fuentes del conocimiento profesional del profesor de
Primaria. Defiende la necesidad de investigaciones mas estratégicas y un
mayor apoyo en la cognicion situada.

El profesor Blanco denuncia los diferentes significados que, en ocasiones,
se da a las mismas expresiones lo cual conduce a confusion. Subraya la
consideracion de tres mundos. € formado por las Matematicas y otras
disciplinas, € de los estudiantes para profesor de Primaria y € de los
contextos de trabgo y estudio que surgen en la Escudla y en la
Universidad; destaca las desconexiones y discrepancias entre estos
mundos. Plantea dos cuestiones principales:

11



* ¢en gué consiste aprender a ensefiar matematicas?

* ¢cud es la naturaleza del conocimiento de los estudiantes para profesor
de Primaria?

El profesor Llinares interviene brevemente para destacar la necesidad de
pasar a propuestas concretas y adherirse a la necesidad de delimitar las
fuentes del Conocimiento de Contenido Pedagdgico. Destaca que cada
programa de investigacion tiene su propia logica y establece las
prioridades de la suya. La profesora Sanchez reafirma laimportancia de las
matematicas en las investigaciones gque se han presentado y subraya que
dichas investigaciones si estan situadas.

Durante € debate se producen 8 intervenciones de los asistentes, quienes
interrogan sobre las cuestiones y estudios presentados, se enfatiza la
necesidad de unificar términos y precisar € significado de los conceptos;
se reclama mayor peso de las mateméticas en los estudios sobre

conocimiento del profesor y se destaca la calidad de las intervenciones en
la presentacion.

12



APRENDER A ENSENAR, MODOS DE REPRESENTACION Y
NUMERO RACIONAL

Salvador LLinares, Victoria Sanchez
Universidad de Sevilla

Resumen

Dentro de las investigaciones desarrolladas en e contexto de aprender a
ensefiar, este proyecto ha tenido por objetivo analizar las caracteristicas
de la comprension de los contenidos mateméticos escolares, en particular
fracciones y numero racional, en estudiantes para profesores de Primaria.
La teoria de Hiebert (1988) se utilizO como esgquema anadlitico para
interpretar los datos. En particular, agui se presentan las dificultades que
se plantean en relacion a la conexion de los referentes concretos con los
procesos de obtencion de fracciones equivalentes, y se discute |0 que esto
implica en e proceso recursivo de la comprension matematica (Pirie y
Kieren, 1989, 1991). Por ultimo, se indican algunas implicaciones tanto en
relacion a la formacion de profesores como en relacion a la forma de
abordar futuras investigaciones.

I ntroduccion

Cuando un proyecto de investigacion se considera como objeto de
discusion y debate cambian algunos aspectos. El centro de atencion pasa
de lo que podriamos considerar e proceso (discusion sobre el disefio,
puesta en préactica y resultados) a considerarlo de una forma global, como
algo que ocupa un lugar en € espacio y tiempo, y que puede ser
considerado como un todo, que se integra a su vez en un proceso de
desarrollo posterior. El adoptar esta perspectiva nos permite, por un lado,
establecer una comparacion entre las cuestiones de investigacion
planteadas y las respuestas obtenidas, dando lugar a nuevas cuestiones de
investigacion y nuevas formas de abordarlas. Por otro, permite realizar una
serie de inferencias que tienen indudable repercusion en nuestra practica.
Creemos que este tipo de discusiones debe ser precisamente € objetivo de
debate en reuniones de investigacion.

Antecedentes

En la década de los 80 se puso en marcha un nuevo intento de reformaen
relacion a la ensefianza de |os matematicas escolares, tratando caracterizar
una nueva cultura escolar (Crockford, 1983, NCTM, 1989), que definia
nuevos papeles y responsabilidades para los profesores (Llinares, 1991a).
En este contexto, Shulman (1986) destacO la importancia de un
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conocimiento especifico para la ensefianza, comenzando a mencionar €
término “ pedagogical content knowledge’, entendido como

“A second kind of content knowledge is a pedagogical knowledge, which
goes beyond knowledge of subject matter per se to the dimension of
subject matter for teaching” (Shulman, 1986,p.9).

El propio autor matizaba que dentro de esta categoria incluia, entre otras,
las formas de representar y formular la materia que la hagan comprensible
aotros. En un trabajo posterior (Wilson et a., 1987), seinsistio en laidea
de que & conocimiento de contenido pedagogico era algo mas que un
conjunto de simples representaciones de la materia, siendo lo que le
caracterizaba e  “razonamiento  pedagogico” del  profesor.
(Independientemente de las matizaciones y puntualizaciones que se hayan
hecho con posterioridad al trabajo de Shulman y sus colaboradores, nadie
puede dudar la trascendencia que ha tenido en las investigaciones
posteriores).

Para nosotros, todo eso implicaba considerar una doble relacion. Por un
lado, podiamos pensar que la forma en la que un profesor, o estudiante
para profesor, comprende una nocion mateméatica determina en parte €
tipo de tareas que selecciona y las representaciones que utiliza en la
ensefianza. Pero también existe larelacion inversa, es decir, profundizar en
una determinada representacion vinculada a una nocién matemética en
particular puede ampliar su comprension de las ideas y procedimientos
matematicos, existiendo asi una relacion mutua entre e conocimiento
matematico y el contenido de los modos de representacion por parte del
profesor. Centrandonos en un contexto de aprender a ensefiar, € andlisis
de esta relacion en estudiantes para profesor en los programas de
formacion pensabamos que nos podia permitir ampliar nuestra
comprension de sus procesos de aprender a ensefiar M atematicas.

Siguiendo a Brown et al. (1989), en la caracterizacion de dicho proceso
considerdbamos e conocimiento “situado”, entendiendo que esta
vinculado al tipo de tareas y la actividad que se realiza con €elas. Esto
implicaba para nosotros que € conocimiento y comprension del contenido
matematico escolar de los estudiantes para profesor podia depender del
tipo de tareas y actividad que desarrollaron en la escuela en su época de
aprendices. En este sentido, su conocimiento estaria situado en una cultura
determinada, en la que en muchas ocasiones se ha puesto demasiado
enfasis en la formalizacion, siendo el objetivo prioritario la destreza en €
mangjo de simbolos y reglas. Esto podria llevar a una comprension de las
nociones matematicas escolares no del todo coincidente con la nueva
cultura escolar que se pretende implementar.

14



Todo esto nos condujo a principios de los noventa ainiciar un proyecto de
investigacion, en & que pretendiamos caracterizar la naturaleza de la
comprension de los estudiantes para profesores de Primaria de las
nociones matematicas del curriculum escolar. Considerando nuestro
trabgo como formadores de profesores, tratabamos con ello de generar
implicaciones sobre e contenido y metodologia en la formacion inicia de
profesores de Matematicas de Primaria.

El proyecto

Concretando €l objetivo del proyecto de investigacion, intentabamos
estudiar algunos aspectos del proceso de aprender a ensefiar mateméticas
en estudiantes para profesores de Primaria (EPs). En particular, analizar las
caracteristicas de la forma de comprender los contenidos mateméticos de
la Ensefianza Primaria que dichos estudiantes traian al programa de
formacion y como esas caracteristicas influyen en lo que se aprende
(contenido del proceso de aprender a ensefiar Matematicas). Esto dio lugar
a diferentes subproblemas:

1. Intentar caracterizar € conocimiento de contenido pedagégico y los
factores que influyen en su generacion y desarrollo
2. Aspectos que influyen en €l proceso de razonamiento pedagdgico

En particular, agui nos vamos a ocupar del primero de ellos, que
contextualizamos en & dominio de las fracciones y nimeros racionales.
Centrando nuestro atencion en e andlisis del conocimiento que sobre ellos
poseen los estudiantes para profesores de Primaria, en relacion a uso de
diferentes sistemas de representacion, nos plantedbamos las siguientes
preguntas:

¢(Cudles son las caracteristicas de la conexiéon de los simbolos
matematicos para las fracciones y los referentes graficos o concretos?

¢Qué influencia gerce e sistema de representacion utilizado en la
realizacion de diferentes tareas con fracciones?

Conocimiento de los EPs de la correspondencia entre |as acciones sobre
referentes y |os pasos en los procedimientos a nivel de simbolos, es decir:
¢Cud es el origen del significado de los procesos de equivalenciay orden
con las fracciones?.

Los participantes en e estudio fueron estudiantes para profesores de
Primaria matriculados en diferentes especialidades de la Diplomatura de
Magisterio, que se prestaron voluntariamente a  colaborar.

15



Metodol 6gicamente, los datos procedian de cuestionarios, entrevistas
semiestructuradas y andlisis en profundidad de casos.

Se utilizo lateoria de Hiebert (1988) sobre el desarrollo de la comprension
del significado de los simbolos y procedimientos mateméticos como
esquema analitico para interpretar los datos. En su teoria, Hiebert propone
una sucesidn se procesos cognitivos que se acumulan para producir
competencia con los simbolos mateméticos escritos. De los cinco procesos
descritos, €l segundo y € tercero, desarrollo de procedimientos de
manipulacion del simbolo y la eaboracion de procedimientos para los
simbol os respectivamente, centraron nuestra atencion.

En diferentes publicaciones hemos ido discutiendo |os resultados a los que
iban conduciendo nuestras investigaciones (Llinares, 1991b; Llinares y
Sanchez 1991a,b, 1992a, 1993, 1996; Sanchez y Llinares 1992a, 1992b;
Llinares, Sanchez y Garcia, 1994). Aqui presentamos algunos datos de la
investigacion desarrollada en relacion a las caracteristicas de la
comprension de | os estudiantes para profesores.

Dificultades entre la conexion de los referentes concretos con |os procesos
de obtencion de fracciones equivalentes a nivel de simbolos.

Uno de los aspectos gque se pusieron de manifiesto en nuestra investigacion
fueron las dificultades que tenian los estudiantes para profesores en
relacion a los modos de representacion y los simbolos a nivel de
procedimientos. Algunas veces conocian procedimientos simbdlicos para
encontrar una fraccion equivalente a una dada, pero € tipo de relacion
multiplicativa entre los numeradores introducia modificaciones en €l
proceso de modelacion, poniéndose de manifiesto la dificultad de
“regresar” aun nivel concreto.

Lo gue se va a mostrar es que ellos se apoyan en la relacion entre la
fraccion como simbolo y la fraccion como cantidad (primer nivel de
Hiebert) pero tiene muchas dificultades en establecer larelacion entre:

el paso a nivel de simbolos (multiplicar numerador y denominador en
una fraccion por un nimero gue puede ser natural o fraccionario) para
obtener fracciones equivalentes,

y la manipulacion de concretos (afadir o quitar en modo grafico
divisiones en la unidad).

Asi, cuando en una de las entrevistas se planteaba latarea:
TAREA 1. “Encontrar unafraccion equivalente a 5/3”
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describiendo e proceso apoyandose en algun referente, uno de los
estudiantes para profesores seguia la siguiente secuencia:

® utiliza e dibujo de un rectangulo, representando correctamente la
fraccion 5/3 aplicando €l nocién parte-todo

® a continuacion, recuerda un “aspecto “ de la regla para buscar
fracciones equivalentes en e contexto de los simbolos. “multiplicar
numerador y denominador por € mismo numero’. Aplica esta regla
(mango de simbolos) y encuentra una fraccion equivalente (10/6)

® representa esta Ultima fraccion, utilizando la nocidon parte-todo,
mediante un rectangulo

® “determina’ la equivalencia con la fraccion mirando los dibujos y
diciendo que son [o mismo.

Podriamos decir que existe una traslacion desde € dibujo (concreto) a los
simbolos, pero solamente en la fraccion como cantidad (primer nivel de
Hiebert). En los simbolos se aplica la regla, se vuelve a sistema de
representacion primero, es decir, los dibujos de rectangulos, y se muestra
la equivalencia, pero no € proceso, fijandose en € “tamafnio” de la parte
marcada en los dibujos. Parece ser que hay dificultades en utilizar la
representacion rectangulo para describir € proceso, por o que necesita
tradadarse al dominio de los simbolos 'y procedimientos numéricos.

Cuando latarea gque se le plantea es:
TAREA 2: “Encontrar una fraccion equivalente a 9/12 con numerador 6”

utiliza e dibujo de un rectangulo para representar la fraccion nueve
doceavos. Al pintar las rayitas (de tres en tres) se da cuenta que es lo
mMismo que tres cuartos:

F.9.9.... voy a rectangulo ... voy apintar qué son nueve doceavos ... divido
la unidad en doce partes (sefiala once rayitas en cada uno de los lados
mayores del rectangulo) ... tres, seis, nueve (marca cada tres separaciones
con una raya vertical y en la segparacion novena una raya mas fuerte) ...
esto seria... tres cuartos.

El estudiante para profesor realiza un proceso a nivel concreto que le lleva
a una forma distinta de representar la cantidad a ese nivel y dicha cantidad
la asocia a una fraccion a nivel de simbolos. A partir de la fraccion _ ya
puede volver a aplicar € procedimiento algoritmico (multiplicar por €
mismo nimero, en este caso 2, & numerador y e denominador) y vuelve a
seguir |os pasos anteriores:

representar lafraccion obtenida mediante rectangulos
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establecer laigualdad con la primera fraccion “por € tamaiio del dibujo”

F.10.2. ... he pintado & rectangulo, lo he dividido en doce partes, y
entonces me ha dado cuenta de que nueve doceavos es |0 mismo que tres
cuartos ... bien, para convertir e numerador en seis he multiplicado € tres
por dosy el cuatro por dos ...

F.10.4. ... he dicho sais octavos, entonces pinto e dibujo y 1o divido en
ocho partes ... significa gue me daigual que nueve doceavos.

Cuando latarea planteada es:
TAREA 3. 9/12=15/?

intenta representar mediante un rectangulo la fraccion 9/12, pero no es
capaz de terminarlo, encontrando dificultades en generdizar las
explicaciones:

F11.2... estoy pensando a ver como... |os quince son ... quince partes de ...
s e numerador es quince, pero e denominador ...

F.11.4: ... no se como hacerlo

S consideramos las dos Ultimas tareas planteadas, la estructura que
presentan es similar, siendo la Unica diferencia existente entre ellas €
operador, 2/3 (menor que uno) en & caso de la Tarea 2, y 5/3 (mayor) en
el caso de la Tarea 3. Con la informacion que se tiene pensamos que la
dificultad proviene del hecho de ser el operador mayor gue uno. Tampoco
se tiene informacion de por qué en este caso no hareducido lafraccion a .
Para este estudiante para profesor se recordaban procedimientos a nivel
simbadlico que permitian resolver un item, pero se mostraba explicitamente
la dificultad en modelar con referentes esos procedimientos.
Discusion
En general, desde e punto de vista de la conexion y desarrollo de procesos
identificados por Hiebert, y en & contexto de aprender a ensefiar, en
relacion a conocimiento de los estudiantes para profesores de Primaria de
la correspondencia referentes y |os pasos en |os procedimientos a nivel de
simbol os podemos sefiaar que:

en relacion a la influencia de los simbolos en la comprension de los
racionales, € significado asociado a los simbolos matematicos por los
estudiantes para profesores procede en muchas ocasiones del propio nivel
de formalizacion matemética, y esta vinculado parcialmente a aspecto
simbdlico y € mango sintéctico. Esto se puso de manifiesto en las tareas
en las que intervenia la idea de unidad y tuvo como consecuencia la
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dificultad en modelar concreta 'y gréficamente procesos para |os nimeros
racionales.

con respecto a la flexibilidad del conocimiento del profesor (entendida
como la habilidad que éste debe tener para cambiar e significado asociado
alos conceptos matematicos en relacion alas caracteristicas de la tarea y/o
el sistema de representacion empleado), dependiendo de |as caracteristicas
de las tareas se puede utilizar cualquiera de los significados asociados,
generandose dificultades cuando no son compatibles el significado dado a
lafraccion, las caracteristicas de larepresentacion y latarea arealizar.

la dificultad de representar en & nivel de los concretos los pasos
desarrollados a nivel de simbolos conduce a lo que Hiebert (1988)
denomina unatrasacion en lafuente del significado (de los referentes alos
simbolos). Cuando no existe esa identificacion esta traslacion imposibilita
un pensamiento recurrente (regresar a nivel de los concretos desde €l nivel
de los simbol 0s).
Pirie y Kieren (Pirie y Kieren 1989, 1991; Kieren y Pirie, 1992) han
caracterizado la comprension matematica mediante un proceso recursivo, a
traves de niveles anillados. Una caracteristica clave de la teoria recursiva
de la comprenson matematica (recursive theory of mathematical
understanding en la verson origina) es que e desarrollo de la
comprension no tiene una calidad lineal o secuencial:
“... Una persona que esta funcionando en un nivel exterior de comprension
cuando es desafiada (challenged) puede apelar o retornar (“fold back”) a
una comprension interior, mas intuitiva o especificamente local ... Este
retorno tiene en cuenta aqui la construccion y elaboracion de nivel interior
de comprenson para apoyar y conducir a nuevo nivel exterior de
comprension ... El proceso de comprension en cualquier nivel siempre
tiene en cuenta y se sostiene en retornar para avanzar” (Pirie y Kieren,
1991, p.172).

En e contexto de aprender a ensefiar, es necesario analizar y potenciar, la
naturaleza de aspecto “folding back” en la comprension matematica de los
EPS. Si como consecuencia del aprendizaje que estos han realizado de las
nociones matematicas no han desarrollado plenamente el caracter recursivo
del proceso de comprension, por haber accedido directamente a nivel de
simbolos, entonces pueden mantenerse en un nivel de mangjo algoritmico
de los procedimientos matematicos, imposibilitandoles el analisis del papel
gue desempefian distintos modos de representacion (sistemas de simbolos)
en el aprendizaje de dichas nociones y procedimientos.

El que, como hemos indicado anteriormente, el significado asociado a los
simbolos mateméticos por los EPs proceda muchas veces del propio nivel
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de formalizacion matematica puede originar que, algunas veces, no se haya
generado € proceso recurrente de comprension, y los conceptos
matematicos del curriculum de Primaria pierdan su posible significado
concreto. Desde la perspectiva de la teoria de recursion de la comprension
matematica propuesta por Pirie y Kieren esto implicaria que, para muchos
estudiantes para profesores, no existe vinculacion entre e nivel de
formalizacion y los niveles interiores. Los estudiantes para profesor de
Primaria tienen dificultades para modela concretamente y graficamente las
ideas y procesos de las matematicas escolares

Por otro lado, en relacion a la flexibilidad € conocimiento del profesor,
éste deberia ser capaz de utilizar diferentes significados asociados a las
nociones matematicas junto con € uso de diferentes sistemas de
representacion instruccionales. Una de las caracteristicas del proceso
“folding back” que caracteriza el proceso de comprension matematicaes la
posibilidad de cambiar de sistema de representacion (en particular,
regresar a niveles interiores) durante el proceso de resolucion de la tarea.
La flexibilidad del conocimiento del profesor esta vinculada d
conocimiento de diferentes formas de representacion, a los diferentes
significados asociados a los conceptos y, principamente, a las relaciones
entre ellos como un medio de favorecer los procedimientos de resolucion
de los problemas. El proceso de “folding back” es e que permite realizar
la integracion de los significados que conlleva una ampliacion de la
comprension.

I mplicaciones

En relacion a la formacion de profesores, € tener en cuenta que €
conocimiento que los EPs traen a programa de formacion esta, en muchas
ocasiones, situado en una cultura escolar que se pretende superar, nos ha
llevado a considerar e proceso de aprender a ensefiar como un
aprehendizaje cognitivo (Linares, 1993, 1994a). Esto nos ha conducido a
tratar de integrar en los cursos de formacion inicial las caracteristicas de
dicho aprendizaje (desarrollo de destrezas reflexivas, potenciar la
interaccion social, la idea de actividad articulando € proceso) (Brown et
al, 1989). Todo esto tiene implicaciones en relacion a contenido,
metodologiay estructura del programa de formacion.

El andlisis de la comprenson matematica de los estudiantes para
profesores de Primaria nos ha permitido identificar caracteristicas de dicha
comprension. En este sentido, la formacion inicial de los profesores de
Primaria deberia incidir en:
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la influencia de los simbolos sobre |la comprension de las nociones
matematicas en los estudiantes para profesores,
el origen del significado de lasreglas,
laflexibilidad del conocimiento del |os estudiantes para profesores.

Otra implicacion que se deriva es que los EPs necesitan conocer €l papel
gue desempeiian los distintos modos de representacion gque se pueden
utilizar con los racionales, en el proceso de aprendizaje de estas ideas por
los nifios, para valorar adecuadamente la informacion que se les
proporciona, y seleccionar laidoneidad de una representacion frente a otra.
Todo esto no ha conducido a disefio y produccion de materiales
curriculares para los programas de formacion, en particular videos, casos 'y
tareas.

La incorporacion de estos materiales en nuestra actuacion se puede hacer
con itinerarios muy diferentes. Por gemplo, se plantea a los EPs que
realicen en grupos tareas similares a las utilizadas en las entrevistas. La
verbalizacion posterior y la comparacion y contraste de diferentes
procedimientos en discusiones de clase entera permite potenciar la
conexion con sus ideas previas sobre € aprendizaje, €l rol de los sistemas
de representacion, cuestiones curriculares, etc. Todo esto facilita explicitar
procesos de “folding back” que amplian su comprension de |os conceptos
matematicos y los recursos didactico. La posterior visuaizacion de
entrevistas clinicas grabadas en video de nifios resolviendo la misma tarea
(Llinares y Sanchez, 1992b) permiten vincular sus propias reflexiones
sobre como se produce la forma sobre como se produce € aprendizaje de
los nifios de las mismas nociones matematicas.

Desde la perspectiva de nuestra labor investigadora, las implicaciones de
este proyecto tenemos que considerarlas en una doble vertiente. En
relacion a nuevas preguntas que surgieron, apreciamos la necesidad de
profundizar en las caracteristicas del conocimiento profesional del profesor
de Mateméticas, 10 que amplidé nuestra linea de investigacion. En una
segunda vertiente, nos condujo a unareflexion en relacion ala metodologia
de investigacion y a una busgueda de instrumentos de investigacion
adecuados a los problemas especificos que nos planteamos dentro del
campo de la Educacion Matemética. De este modo, € proyecto de
investigacion aqui presentado se ha integrado tanto en nuestro trayectoria
como investigadores (Sanchez, 1996) como en nuestro programa de
formacion (Llinares 1994b,1995) permitiéndonos dar un paso adelante en
nuestro desarrollo profesional.
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SOBRE EL CONOCIMIENTO DIDACTICO DEL CONTENIDO.
DILEMASY ALTERNATIVAS.

Pilar Azcarate Goded
Universidad de Cadiz

* Susdiferentesinterpretaciones

La investigacion presentada por Llinares y Sanchez, estd enmarcada en €l
ambito de la formacion de profesores y, como se indica en diferentes
momentos, su objetivo Ultimo es una mejor comprension de la ensefianza
desarrollada y del papel desempefiado por los programas de formacion de
los profesores de mateméticas.

Desde la perspectiva de la problemética de la ensefianza de las
matematicas, se focalizan en conocer y comprender e conocimiento de los
futuros  profesores sobre diferentes representaciones instruccionales
vinculadas a un topico concreto, la fraccion, y € modo en que son
empleadas dichas representaciones en las diferentes tareas. Aspecto gque
reconocen como parte fundamental del conocimiento didactico del
contenido.

Mas concretamente intentan detectar las posibles relaciones entre la
comprension de los numeros racionales y su conocimiento de diferentes
sistemas de representacion para el concepto de fraccion y las tareas
desarrolladas con €ellos (Llinares y Sanchez, 1996). Entre sus resultados,
destacan la poca incidencia que las formas de representacion han tenido
en las respuestas de los sujetos, en contrastaste con la influencia del tipo
de tarea propuesto y la magnitud de la fraccion considerada. Puede ser
gue estemos tratando cosas diferentes pues, éstos dos ultimos elementos,
estan directamente relacionados con la comprension del significado de la
fraccion y no de su tratamiento didactico. Es decir, estamos en cierta
medida ante un problema conceptual y no didactico.

Todos estamos de acuerdo en gque € profesor necesita de una adecuada
comprension de la materia que ha de ensefiar pero, uno de los primeros
dilemas a los que nos enfrentamos es caracterizar dicha comprension desde
la perspectiva de su actividad practica: |a ensefianza.

Estas lineas van dirigidas a exponer una reflexion persona sobre los
posibles dilemas que conlleva € uso del término conocimiento didactico
del contenido y su significado, en e contexto de las investigaciones que
intentan describir y caracterizar e conocimiento de los profesores de
mateméaticas.

25



*Desde la década de los 80, numerosos autores han realizado diferentes
propuestas de articulacion de las dimensiones del conocimiento
profesional, otorgando a conocimiento relacionado con la materia a
ensefar distintas posiciones e interrelaciones. Han surgido numerosas
aternativas, en las que desde una perspectiva mas o menos analitica se
pueden observar diferentes elementos que deben o pueden configurar €
conocimiento profesional de un profesor de matematicas.

*SHULMAN *GROSSMAN *BROMME

Diferentes componentes: | Categorias diferenciadas: Areas de conocimiento:
* Conocimiento del * Conocimiento pedagégico|* Sobre las matematicas
contenido general como disciplina
* Conocimiento didactico | * Conocimiento del contexto|* Sobre las mateméticas
del contenido: escolar escolares

* delamateriaensefiable | * Conocimiento dd |* Sobre la filosofia de las

* pedagbgico genera contenido matematicas escolares

* delos objetivos de * Conocimiento didactico del |* Sobre 1o  didéactico

ensefianza contenido. especifico de la matemética
* Conocimiento curricular * Sobre o didactico genera
*FENNEMAN Y LOEF *BLANCO *PROYECTO IRES
Integracion de: Tipos de conocimiento: Como integrador:
* Creencias * Dey sobre las matematicas |* Conocimiento profesiona-
* Conocimiento matemético | * Sobre la ensefianza /| lizado de las mateméticas
* Conocimiento pedagdgico | aprendizaje de las|* Conocimiento de carécter
*  Contexto especifico de| matematicas psi copedagdgico
conocimiento * Didactico del contenido * Conocimiento curricular:
* Conocimiento de los|* C. Estética sobre e curriculum, apren-
aprendices * C. Dindmica dizae y ensefianza de las
matematicas
* Conocimiento empirico

Gran parte de las investigaciones desarrolladas en los Ultimos afios, sobre
el conocimiento profesional dentro de un campo especifico, han tenido
como referente la propuesta de Shulman (1986;1989). Segun este autor, €
conocimiento didactico del contenido del profesor, segun la traduccion, es
el aspecto de su conocimiento profesional relacionado con la comprension
de la materia desde la perspectiva de la ensefianza de la materia. Es €
conocimiento de las formas de representar y reformular € contenido para
hacerlo mas comprensivo a sus alumnosy es, por tanto, €l que fundamenta
las acciones del profesor. Desde esta perspectiva se han ido presentado
diferentes dternativas en las sucesivas investigaciones, como podemos
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observar en el cuadro adjunto.

Al considerar como parte fundamental del saber del profesor d
conocimiento didactico del contenido, parece que, en definitiva, este
conocimiento se reduce a tratar de hallar la representacion mas adecuada
del conocimiento matematico que se quiere ensefiar, elegir  método mas
oportuno y adaptarlo a nivel de los nifios. Descripcion que puede
representar mas bien una simplificacion, que una capacidad de
transformacion de un conocimiento académico en un conocimiento escolar.
Esta caracterizacion puede conllevar estrategias simplificadoras de
investigacion a reducir el conocimiento profesional a conocimiento de las
leyes internas de la propia materiay sus representaciones, hecho que en el
nivel de secundaria seria discutible y en € de primaria, problemético. De
hecho, en muchas de las investigaciones desarrolladas desde campo
especificos, como en €l caso de las mateméticas, se puede detectar una
fuerte referente propio de la materia, es decir e ge organizador de los
diferentes elementos es la propia materia. De hecho sus reflexiones son de
mas caracter conceptual que didactico, siendo estas Ultimas inducidas
Indirectamente en muchos casos.

En este sentido, la definicion inicial y los matices posteriores dados, a
llamado conocimiento didéactico del contenido, reflga una vison muy
parcial y smplificadora del saber y capacidades que un profesor pone en
juego ante un proceso de enseflanza /aprendizaje del conocimiento
matematico. Mantiene la epistemologia de las matematicas como referente
fundamental del propio conocimiento profesional, sin llegar dotarle de una
caracterizacion  epistemologica propia como un  conocimiento
fundamentalmente practico y, por tanto, distante en su estructuracion y
elaboracion, de un conocimiento forma como son las matematicas.

Por otro lado, los resultados de gran parte de estas propias investigaciones
nos han permitido ir reconociendo €l conocimiento profesional como un
saber mucho méas complgo que aquel ligado exclusvamente a unos
contenidos concretos. El problema no esta en la capacidad de transformar
un conocimiento ya dado en otro mas accesible, ssno en eaborar un
conocimiento  diferente de las disciplinas, un conocimiento
profesionalizado de las matematicas que les capacite para una intervencion
didactica fundamentada. Para el que las matematicas no son su Unica
fuente, existen otros como son e pensamiento de los nifios, |os referentes
culturales, las practicas sociaes relacionadas con dicho conocimiento etc.

El conocimiento escolar matemético es ago méas que una mera
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simplificacion del conocimiento matemético formal, con fines y objetivos
distintos y que, por tanto, necesita de otras formas diferentes de aprender;
formas vinculadas mas a contexto y a problemas de su entorno, que a
problemas matematicos con principio y fin en las propias matematicas.
Ello implica que € profesor debe entender y conocer su objeto de
ensefianza de forma diferente a de una adaptacion del conocimiento
formal a contexto, de hecho necesita de un conocimiento de indole
didactico matemético cuya estructura y naturaleza dista mucho del propio
conocimiento forma matematico. ES un conocimiento dirigido a la
practica, la enseflanza de las matematicas y una de sus fuentes
fundamentales es la Didactica de la Matemética como cuerpo de
conocimiento integrador en s mismo de muchas fuentes de conocimientos.

En definitiva, pensamos que € conocimiento profesionalizado de las
matematicas es un saber complgo integrado por algo mas que un adecuado
conocimiento de la materia, como es & conocimiento del aprendizaje de
los nifios sus ideas y su evolucion, la propia fenomenologia del
conocimiento en su entorno sociocultural, a su vez aderezado con una serie
de conocimiento gque le permiten mangjar € aula y los elementos que en
ella pone en juego. El llamado conocimiento didactico del contenido es
solo una parte, muy mediatizada por la propia matematica, de lo que un
profesor de mateméaticas debe conocer y dominar para presentar y generar
conocimiento matematico Util a sus aumnos

* Componentes versus fuentes del conocimiento profesional. Una
alternativa integrador a.

Como ya hemos indicado, en cierta forma todos somos herederos de la
tradicion de estudios epistemologicos comenzada por Shulman y cuyo
objetivo ha sido analizar y caracterizar las componentes del conocimiento
de los profesores.

Sin embargo, hay ya muchas voces que consideran a conocimiento del
profesor como un todo integrado gue no puede ser compartimentado y en
el que no se pueden diferenciar diferentes componentes gue se configuran
por separado y luego se yuxtaponen. Desde una caracterizacion del
conocimiento profesional como contextual, interactivo, especulativo,
situado, de caracter practico y personal y adaptable a contexto
determinados, es dificil imaginarselo como algo parcelado. Diferenciar
analiticamente sus posibles componente ha tenido su fruto y su sentido en
el pasado, hoy mas bien debemos tender a hablar de diferentes fuentes de
informacion més que de elementos diferenciados. Informaciones que, en &l
proceso de desarrollo profesional, van conformando los diferentes
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dominios del conocimiento profesional del profesor en torno a cualquier
area especifica.

El andlisis de lainformacion aportada por las investigaciones realizadas, en
las que la mayoria de los miembros del SEIEM nos hemos implicado desde
diferentes opticas e interpretaciones, nos ofrece un amplio esquema de las
informaciones necesarias en la progresiva elaboracion de un conocimiento
profesiona significativo. No cabe la menor duda que las investigaciones
desarrolladas en este campo y centradas en |os profesores de mateméaticas,
nos ha permitido configurar una estructura marco de las fuentes
fundamentales del conocimiento profesional. Fuentes que deben aportar
informacion desde los aspectos mas generales del proceso de
ensefianzalaprendizaje y del contexto socio-cultural, hasta lo maéas
directamente implicados con la materia a ensefiar. Informaciones sobre los
diferentes topicos de las matematicas escolares, su significado, sus
relaciones y representaciones, sobre las ideas de los aumnos en torno a
ellos, sus dificultades y su posible evolucion, las practicas y problemas del
entorno relacionados con €llos, su campo de aplicacion en la vida
cotidiana.

Son fuentes de diferente naturaleza que conforman e saber ético e
ideoldgico, e saber metadisciplinar de rango filosofico y epistemol 6gico,
el saber disciplinar, el saber socio politico relacionado con los saberes
disciplinares y la funcion de la escuela y un saber didéactico-disciplinar.
Todas son fuentes del conocimiento préactico profesional que resulta del
contraste, integracion y reconstruccion del significado de las diferentes
informaciones procedentes de dichas fuentes. Y, todas elas, van
aportando la informacion necesaria para afrontar adecuadamente la
formacion matemética de los nifios de los diferentes niveles y en los
variados contextos en que puede desarrollar la labor un profesor de
primaria o de secundaria. Configurando, de esta forma, un saber integrado
cuyo ge de articulacion es precisamente su razon de ser: la préactica
educativa.

Esta realidad puede incidir en la necesidad de desviar € problema de
investigacion méas hacia como los profesores pueden transformar una
comprension conceptua de las matematicas como objeto de estudio en si
misma, en una comprension de las matematicas como objeto de ensefianza.
Desde nuestro punto de vista, s nos referimos al conocimiento especifico
gue los futuros profesores necesitan para ensefiar los contenidos
matematicos a los aumnos, e componente denominado conocimiento
didactico del contenido, orientador de su practica, se transformaria en un
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conocimiento practico y profesionalizado del contenido matemético y de
su enseflianza (Azcarate, 1996; Porlan y col., 1996).

La elaboracion de un conocimiento “practico” necesita de la interaccion e
integracion gradual y parcia de aspectos cientificos, ideologicos vy
cotidianos, pero € conocimiento practico profesonal no es ninguna de
estas tres cosas, pero s sus fuentes fundamentales El saber profesional no
€S un conocimiento académico ni un conocimiento empirico, €s un
conocimiento practico. Epistemol 6gicamente diferente, mediador entre las
teorias formalizadas y la accion profesional. No se organiza con una logica
disciplinar ni como una mera acumulacion de experiencias, se organiza en
torno alos problemas relevantes de su finalidad préctica, |a ensefianza.

Ello nos lleva a otro dilema fundamental del proceso de desarrollo
profesional y sobre @ que se ha investigado muy poco: su evolucion.
Como eaboran su conocimiento profesional los profesores y futuros
profesores, vinculado a que contextos, a que situaciones, a través de que
procedimientos, estrategias o claves. S queremos que los profesores vean
en las matematicas escolares un objeto de enseflanza y no un campo de
conocimiento ya elaborado del que solo han de conocer como ensefiarlo de
la forma més simple posible, es necesario hacerles llegar a descubrir los
problemas inmersos en €& conocimiento, sus significados, sus
representaciones, sus préacticas, en relacion directa con la actividad de
ensefar.

* Dimensiones / Dinamica del conocimiento profesional. Un ge
organizador alternativo

S las informaciones anteriores nos ido han permitiendo conformar las
diferentes dimensiones del conocimiento profesional y sus fuentes
fundamentales de informacion, € punto clave se encuentra ahora en su
aspecto dinamico. Es decir, cuales son las claves de elaboracion de dicho
conocimiento sin perder la perspectiva integradora y cuales son las
estrategias y Situaciones que le permitan ir evolucionando desde su
conocimiento compartimentado y de diferentes origenes hacia un
conocimiento integrado cuyo sentido de integracion esta definido por su
finalidad: la ensefianza de las mateméticas.

Esta idea nos lleva a otra quizas mas complega, la necesidad de dar de
nuevo un salto cualitativo en las investigaciones que desarrollemos en €
futuro sobre el profesor de mateméticas y su desarrollo profesional.

No parece oportuno considerar que € nucleo de dicho proceso sea la
discusion sobre la comprension conceptual de los toépicos escolares, al
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menos no en si misma sino dentro de proceso relacionados con la
resolucion de problemas curriculares que den sentido a esa discusion,
como busgueda de respuestas hacia su futura labor profesiona. En la
misma linea que defendemos gue los nifios deben encontrar un sentido a
conocimiento matematico inmerso en la resolucion de problemas
interesantes para ello. Desde las perspectivas actuales de la cognicion de
los sujetos se indica como las ideas matematicas no tienen entidad propia
fuera del contexto en que se utilizany adquieren significado en las mentes
de los alumnos a ser aplicadas en diferentes situaciones y actividades. Lo
mismo podria decirse de las ideas profesionales

S admitimos que € conocimiento elaborado por un profesor es un
conocimiento generado en un contexto concreto y a través de unas
determinadas actividades y que, por tanto, €l conocimiento es producto de
la propia actividad, tiene mas sentido que las estrategias formativas estén
relacionadas con la actividad que han de desarrollar como profesionales.

Puede pensarse que un instrumento idoneo seria poner a los futuros
profesores y profesores ante entornos de aprendizaje matematico idoneos
gue puedan generar nuevas ideas sobre la propia matemética. Sin embargo,
esperar que €llos lo transfieran directamente a su futura accion educativa
es muy arriesgado. Yaque, en e fondo el objeto del proceso sempre seria
la mayor comprension de las matematicas no problemas relacionados con
su futura labor docente. Sin renunciar ala necesidad de que los profesores
y futuros profesores accedan a nuevas formas de conocer matematicas, es
necesario hacer notar que lo aprendido en un contexto no es facilmente
transferido a otro y un mayor dominio conceptual no tiene por que implicar
un mayor dominio del proceso de ensefianza. En todo caso méas elementos
con gue jugar pero, con poca movilidad entre ellos pues no han
reflexionado sobre los problemas que implica integrar eso en un proceso
dirigido por elos, sino como resolverlo en un proceso en el que ellos eran
dirigidos

Evidentemente es necesario aprender mateméaticas desde una perspectiva
diferentes a la habitual, desde la perspectiva de la ensefianza ¢que cosas
debemos conocer para poder tratar las mateméticas adecuadamente en un
aula? Reflexionar sobre € curriculo escolar permite a su vez cuestionar
aguello gue se cree saber y dominar, al intentar plantearlo y organizarlo de
cara a un proceso de aprendizae se acrecientan los problemas de
comprension y de conocimiento sobre ese contenido. Eso es lo que
reconocemos como aprender matematicas desde una perspectiva
profesional, integrada con todas las informaciones procedentes de la
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probleméatica didactica, de las dificultades de aprendizaje, de las materiales
y recursos gue puedo usar, de las situaciones y problemas cotidianas
relacionadas con €llo, de su campo de aplicaciones, etc.

Laidiosincrasia de dicho conocimiento es su necesidad de ser integrado en
relacion con problemas reales del proceso de ensefianza y aprendizaje; es
decir, se integra en funcion de su objetivo: dar respuestas a problemas
educativos. Esto implica que & llamado conocimiento didactico del
contenido, si o queremos entender como e conocimiento que un profesor
debe tener para ser capaz de trabgjar unos determinados contenidos en su
aula, no puede ser reducido a las simples representaciones o elementos que
puede usar en e aula como meros intermediarias entre el conocimiento
tedrico formal y € que & nifio debe aprender; tenemos que sustituirlo por
algo méas complgo que implique necesariamente su vertiente estructural y
su vertiente dindmica, es decir las formas en que dicho conocimiento es
elaborado.

S durante estos afos los estudios sobre e conocimiento didéctico del
contenido, han cumplido su papel y nos han permitido cubrir una etapa
significativa en la caracterizacion del conocimiento profesional para que un
profesor sea capaz de afrontar adecuadamente los procesos de E/A de las
matematicas, puede ser  momento de dar un paso mas sobre la posible
simplificacion que supone reducir todo el saber didéactico-matemaético d
simple conocimiento de formas de hacer méas comprensible las
matematicas a los aumnos y adentrarnos en otros elementos e
informaciones necesarias para un adecuado conocimiento profesiona para
ensefiar matematicas.

Mantener el término y su significado, redefinido numerosas veces, puede
ser més perjudicia y confuso que lo contrario. Posiblemente sea €
momento de abandonar un término que nacio con un significado y en un
contexto, sobre €l que nos esforzamos en matizar y dar nuevos contenidos
sin terminar nunca de independizarlo de su significado inicial. Quizas sea
necesario acufiar un nuevo término con un nuevo significado mas acorde
con la imagen actual del conocimiento profesional de un profesor de
mateméaticas.
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TIPOS DE TAREAS PARA DESARROLLAR EL
CONOCIMIENTO DIDACTICO DEL CONTENIDO

Lorenzo J. Blanco
Universidad de Extremadura

Resumen

Aceptando que e Conocimiento Didactico del Contenido debe ser el
conocimiento base en laformacion del profesorado, y que € conocimiento
generado depende, entre otras cosas, del tipo de tarea propuesto, hemos
establecido tres niveles de tareas que ayudarian a generar diferentes
componentes del Conocimiento que los profesores necesitarian para
aprender a ensefiar matematicas.

El Conocimiento Didactico del Contenido referencia en la Formacion
de Profesores.

El trabajo presentado por los profesores Llinares y Sanchez constituye una
aportacion interesante que nos permite avanzar en la comprension del
proceso de aprender a enseflar mateméaticas en estudiantes para Profesores
de Primaria (EPPs). En su presentacion formulan dos subproblemas al
intentar caracterizar, por una parte, “el Conocimiento Didéactico del
Contenido (CDC) y los factores que influyen en su generacion y
desarrollo”, y por otra los “aspectos que influyen en e proceso de
Razonamiento Pedagdgico”. La contextualizacion de lainvestigacion en un
topico concreto del curriculum escolar parece oportuna, y los resultados
Interesantes ya que les ha permitido, como ellos mismos sefialan “ el disefio
y produccién de materiales curriculares para los programas de formacion,
en particular videos, casosy tareas’.

No obstante, & andlisis de su aportacion en relacion a investigaciones
precedentes, dentro del mismo paradigma, nos lleva a realizar una serie de
consideraciones sobre |as que parece oportuno reflexionar.

Las expresones “Pedagogical Content Knowledge” y “Pedagogica
Reasoning” nos remiten a Shulman (1986) quien considera que los
profesores desarrollan un conocimiento especifico sobre la forma de
ensefiar su materia, que es elaborado por los profesores de forma personal
en la practica de la ensefianza, y que constituye un cuerpo de
conocimientos que distingue a la ensefianza como profesion, y es una
forma de razonamiento y accion pedagogica por medio de la cua los
profesores transforman la materia en representaciones comprensibles a los
estudiantes.
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Con posterioridad a este trabgjo se han realizado nuevas aportaciones
desde diferentes perspectivas que han tratado de caracterizar el
conocimiento de los profesores (Marks, 1989; Livingstony Borko, 1989;
Cochran et al., 1991; Tamir, 1991; Brown y Borko, 1992; etc.) y cuyos
resultados tienen que tener consecuencias en los programas de formacion
de profesores. La necesidad de determinar cual debia ser e conocimiento
base en la formacion del profesorado, partiendo del significado de la
expreson Pedagogical Content Knowledge (PCK) (que traducimos por
Conocimiento Didéactico del Contenido) nos llevo a concluir que durante
su etapa de formacion inicial e profesor de Mateméticas tiene que
aprender una serie de conocimientos profesionales en dos aspectos
diferenciados, aunque estrechamente relacionados entre si, y que
denominamos componentes estética y dinamica (Blanco, Mellado y Ruiz,
1995; Blanco, 1996; Mellado, 1998). La componente estatica es una
condicion necesaria, pero no suficiente para que el profesor aprenda a
ensefiar, ya que e conocimiento tedrico, proposicional o estatico del
profesor puede no afectar a su conocimiento practico que es el que guia su
conducta docente en € aula.

Ademés, cuando acceden a los centros de formacion inicial han generado
un cuerpo de conocimientos y creencias sobre diferentes aspectos
relacionados con la ensefianza/aprendizaje de las matematicas (Llinares,
1992), sobre los que es necesario trabajar y reflexionar durante su etapa de
formacion inicia. Pero ello que es una condicion necesaria, es insuficiente
en e proceso de aprender a ensefiar Mateméticas ya que la conducta
docente del profesor puede no corresponderse con sus concepciones
previas.

En nuestra opinion, existe una componente profesional del conocimiento
de los profesores que denominamos dinamica, y que tiene un estatus
diferente que la componente estatica. La componente dinamica se generay
evoluciona a partir de los propios conocimientos, creencias y actitudes,
pero requiere de laimplicacion y reflexion personal y de la practica de la
ensefianza de |la materia especifica en contextos escolares concretos (en la
linea de lo expresado por Shulman para desarrollar el PCK). Este proceso
permite a profesor reconsiderar su conocimiento estético y sus
concepciones, modificandol os o reafirmandol os.

Es importante considerar que en el proceso de aprender a ensefiar €
profesor tiene un desarrollo persona y socia junto a desarrollo
profesiona (Bell & Gilbert, 1994), y sdlo en la medida en que se
contemplen los tres aspectos se conseguira una formacion equilibrada,
soliday duradera.
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Tipos detareasen laformacion de profesores.

Uno de los aspectos importantes sobre el que debe reflgarse los trabajos
citados es €l tipo de tareas que debemos desarrollar en laformacion de los
profesores, s queremos desarrollar e C.D.C. y la capacidad de
Razonamiento Pedagdgico, como parece deducirse del trabajo presentado.
Es aceptado que € tipo de tarea que desarrollemos influira en € tipo de
conocimiento que se genere (Llinares, 1994), entendiendo que estos
entornos de ensefianzal/aprendizajes deben contemplar “la posibilidad de
gue estos estudiantes generen destrezas metacognitivas, gque les permitan
analizar/pensar sobre su propio proceso de aprendizaje segin se esté
dando en esos momentos’ (Garciay otros, 1994, 15).

A este respecto, conviene recordar que las orientaciones profesionales nos
sugieren la creacion de ambientes para que los profesores en formacion
puedan explorar ideas matematicas, sugiriendo que deberan ser ensefiados
de forma parecida a como ellos habran de enseflar - explorando,
elaborando conjeturas, comunicandose, razonando y todo lo demas - .
Estos entornos de aprendizaje posibilitarian desarrollar y generar un nuevo
conocimiento matematico mas acorde con la nueva enculturacion
matematica, provocando un conflicto cognitivo con la cultura escolar
tecnologica en la que los EPPs fueron ensefiados.

Pero, ademéas, debemos disefar actividades especificas que permitan
analizar y cuestionar 1os conocimientos, creencias y actitudes de los EPPs
sobre matematicas escolares y sobre su ensefianza/aprendizaje. Estas,
deben originarse a partir de contextos especificos de ensefianzal/
aprendizaje de las Mateméticas que surgen del aula de primaria, y
mediante actividades que nos permitan compartir/discutir/negociar los
significados que los EPPs van generando derivado de su implicacion en las
mismas.

Como consecuencia de las actividades a redlizar los EPPs deberian
reinterpretar el conocimiento y experiencias previas relativos al
aprendizaje y la instruccion provocados por € nuevo conocimiento a que
se puede acceder, y generando nuevas concepciones/creencias/ actitudes
en relacion a proceso de ensefianza aprendizae de las matematicas
escolares.

Asi, las tareas propuestas, pero fundamentamente e andlisis de los
materiales producidos como consecuencia de la investigacion se
transforman en nuevos contenidos en la formacion de profesores que
permitiran avanzar en el proceso de aprender a ensefiar (Ver figura). Estas
tareas permitirian presentar e identificar: @) diferentes situaciones con las
gue se puede encontrar un profesor y que articulan € desarrollo de su tarea
docente, y b) componentes del conocimiento del profesor que pueden
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llegar a serle til para fundamentar las decisiones que le permitan mejorar
dichas situaciones (Llinares, 1991).

Pero, en nuestra actividad profesional deseamos, también, que los EPPs
tengan la oportunidad de analizar y mejorar su actuacion como profesores
en formacion. Esto es, pretendemos que las relaciones entre la situacion
planteada y las caracteristicas del conocimiento necesario para mangjarla
en e contexto del aula de primaria constituyan uno de los ges en las tareas
a desarrollar por los EPPs. Ello nos sefiadla que debemos establecer
vinculos entre la teoria y la préctica que ayuden a generar habitos de
reflexion sobre |a practica docente, encaminados a analizar la actuacion en
funcion del conocimiento tedrico (de Mateméticas y sobre teorias de
aprendizaje y enseflanza de las Matematicas), y fundamentar las
decisiones para la accion futura en las acciones presentes. Pero €llo
teniendo en cuenta la consideracion global del C.D.C., en referencia a sus
componentes estaticas y dinamica.

Para contextualizar este nuevo nivel tenemos que tener en cuenta la
naturaleza del conocimiento matemético escolar y la manera de entender
cOmo este conocimiento se genera en e aula, pero también la naturaleza
del C.D.C. y como este se genera 0 puede generarse, considerando a los
propios participantes en el programa de formacion y e contexto donde
estos desarrollan su accion (en €l Centro de Formacion de profesores o en
el aula de primaria). Y todo €llo, con e objetivo de que los programas de
formacion permitan capacitar a los futuros profesores para que puedan
llegar a caracterizar, en su practica futura, una nueva cultura matematica
escolar, diferente de la que proceden como aprendices. Lo que debe
llevarnos a definir nuevas practicas sociaes alternativas en las aulas de los
programas de formacion (Garciay otros, 1994).
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Actividades Generan y Conocimiento
Mateméticas desarrollan > Matematico
Actividades sobre Generany Conocimiento
Curriculo desarrollan >mateméti co
escolar y/o relacionadas escolar y sobre
con teoria sobre aprendizaje
ensefianza y ensefianzade las
y aprendizaje delas Mateméticas
Mateméticas
Taress didacticas Generan y Conocimiento
contextualizadas desarrollan ® Didactico del
y personalizadas Contenido

Diferentes niveles de tareas en la formacién de los profesores

Entendemos que las actividades del segundo nivel son actividades
necesarias, pero no son suficientes para que los estudiantes para
profesores adquieran & Conocimiento Didactico del Contenido y la
capacidad de razonamiento pedagogico necesarias para € eficaz
desenvolvimiento en las aulas de la ensefianza primaria. Estas actividades
no garantizan de forma automatica la transferencia sobre e conocimiento
de Didactica de la Matematica a |la préactica en la clase de primaria, si |os
profesores no han adquirido, ademas, esquemas practicos de accion en €
aula (Méellado, 1998).

Consecuentemente, debemos plantear actividades donde los EPPs
exploren ideas sobre ensefianza y aprendizaje de las matematicas a partir
de la practica escolar, generando, asi mismo, destrezas metacognitivas que
les permitan desarrollar y fundamentar su propio C.D.C. en € é&rea de
Matematicas. A este respecto, recordamos gue “la construccion del
conocimiento didactico del contenido resulta de multiples oportunidades
para ensefiar, para observar y para reflexionar sobre la propia ensefianza y
la de otros en areas especificas de contenido” (Cochran y otros, 1991, p.
17)

Finalmente, creemos que es unicamente en €l tercer nivel donde podemos
utilizar la expreson “Aprender a Ensefiar Matematicas’ en toda su
dimension, cuyo significado debe implicar €l andisis de las concepcionesy
creencias sobre Matemética y sobre su ensefianzal aprendizaje; de las
propuestas curriculares y teorias sobre ensefianza/aprendizaje de las
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Matematicas que nos sefialan nuevos objetivos, contenidos, metodologiay
criterios de evaluacion; y, principamente, adquirir y desarrollar la
capacidad de poder trasdadar al aula toda esa nueva cultura matematica
gue queremos comunicar desde una perspectiva de renovacion y conseguir
esgquemas cognitivos que les permita analizar contextos concretos de
enseflanza y realizar y gestionar propuestas coherentes de intervencion en
el aula

A este respecto, es importante saber en qué nivel situamos las diferentes
tareas que desarrollamos en la formacion de profesores puesto que en cada
nivel generamos un tipo de conocimiento diferente.
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DESARROLLO DEL SEGUNDO SEMINARIO

El segundo Seminario tratd sobre € tema "¢COmo estructurar las tareas
gue aparecen en un campo conceptual ? Discusion de un caso: Clasificacion
de problemas aditivos." Este seminario fue presentado por e profesor E.
Castro, quien también intervino como ponente junto con los profesores M.
Socas y J. L. Gonzalez. La presentacion se estructurd en tres trabgos y
tuvo una duracion aproximada de 65 m. La presentacion vino acompariada
por un cuadernillo de 52 péaginas en e que estaban publicadas las
ponencias, o cual facilitd su seguimiento. Hace la réplica & profesor L.
Puig durante 35 m. Moderala sesion e profesor L. Blanco.

Después de hacer la presentacion general del seminario y destacar €
desarrollo de los estudios sobre la estructura aditiva, la resolucion de
problemas aritméticos y los criterios de clasificacion para estos problemas,
el profesor Castro pasa a presentar |os problemas aditivos de 2 etapas 'y a
sefidar e interés de su estudio. Revisa los criterios de clasificacion de los
problemas de 1 etapa y hace una discusion de cudes de estos criterios
pueden resultar mas adecuados para los problemas de 2 etapas. Presenta €l
esquema parte-parte-todo de Nesher para analizar la estructura de estos
problemas. Elegidas las variables pertinentes, y estableciendo ciertas
limitaciones para una de €llas, caracteriza 64 tipos distintos de problemas
aditivos de 2 etapas; finaliza explicando e estudio experimental realizado
sobre esta familia de problemas.

El trabgjo que presenta e profesor Socas propone revisar la clasificacion
de problemas aditivos de 1 etapa que surge de los trabajos de Vergnaud y
trata de superar las limitaciones de los estudios de ese autor. Andliza la
necesidad de considerar los estados relativos y trabaja sobre un modelo de
competencias que generaliza estudios previos. Considera tres componentes
gue organizan € modelo de competencias, y que son las componentes
epistemologica, fenomenoldgica y cognitiva. De este modo conjuga los
estados y |as variaciones con las posibles relaciones parte-todo, llegando a
una extension del campo de los problemas aditivos que consta de 108
categorias. Concluye con una discusion sobre la existencia de las
categorias de problemas aditivos surgidas y las compara con |las categorias
establecidas por Vergnaud.

El profesor Gonzadlez centra € origen de la clasificacion que presenta en
una investigacion sobre los nimeros enteros, de la que ha surgido una
nueva estructura numeérica: la de los nuUmeros relativos, situada entre los
naturales y los enteros. Surgen asi tres tipos de medidas,; también ocurre
gue las leyes de composicion en cada estructura son leyes diferentes. De
acuerdo con los 3 campos conceptual es considerados es posible una nueva
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clasificacion de los problemas aditivos de 1 y 2 etapas, de los cuaes
discute algunos gemplos y elimina casos vacios. Después de hacer una
presentacion esquematizada del marco tedrico con € gue trabaja, presenta
los principales factores considerados en su clasificacion, los 6 tipos de
situaciones relativas simples asi como los 18 tipos de situaciones relativas
compuestas inferidas. Destaca la necesidad de seguir trabagjando y €
carécter incompleto de las clasificaciones conocidas.

El profesor Puig comienza sefialando la ausencia de investigacion empirica
en los estudios propuestos y la dificultad técnica de los trabajos
presentados. Ante la pregunta planteada por e profesor Gonzélez sobre la
conveniencia de ampliar las clasificaciones conocidas considera que no
son convenientes ni deseables tales ampliaciones. Por contra, se muestra
partidario de estudiar en detalle la utilidad de las categorias semanticas
conocidas y sacarles partido. Hace una critica del esquema parte-parte-
todo utilizado por Nesher y sefidla sus limitaciones. Indica como entiende
desde su propio esquema € reto de la prolijidad. Propone un gercicio de
andlisis y explica la estructura smple de los problemas de 2 etapas segun
el proceso de su resolucion; concluye que sélo hay un tipo de problemas
de 2 etapas. Utiliza su esquema para ssimplificar la propuesta del profesor
Socas, valorando de nuevo las ideas de Vergnaud.

A continuacion interviene e profesor Socas quien expresa la peticion de
gue los ponentes conozcan la réplica con antelacion. Reconoce la
necesidad de contraste empirico pero reinvindicala necesidad y utilidad de
los estudios formales realizados, y la conveniencia de incorporar nuevas
referencias. Admite las insuficiencias del esquema parte-parte-todo de
Nesher y comparte la necesidad de distinguir esquemas; también comparte
el deseo de profundizar en este tipo de estudios. Sefala la necesidad de
reciprocidad en la lectura critica dentro de la comunidad. El profesor
Castro se interroga sobre la finalidad de categorizar familias de problemas,
respondiendo que el avance de la investigacion es su Ultima finalidad y
denuncia que la critica realizada por € profesor Puig puede dificultar o
bloguear la investigacion. Tras precisar alguna de las ideas de su trabao
reclama la utilidad de los trabgos presentados. El profesor Gonzadlez
también interviene en este sentido.

El profesor Puig sefida que uno de los objetivos de su intervencion era
provocar € debate; recuerda que una de las finalidades del encuentro es la
de constituir un lengugje comun entre los investigadores de un mismo
campo. Destaca la necesidad de andizar el dominio de investigacion que
se considere y de explicar los resultados de los analisis en base al
significado de las variables contempladas.

43



INTRODUCCION AL SEGUNDO SEMINARIO
Enrique Castro

Un campo campo conceptual es una nocién-marco que conecta
conocimientos especificos y destrezas con la resolucion de problemas. La
nocion se atribuye a Gerard Vergnaud, para quién un campo conceptual
es un espacio de problemas o de situaciones-problema en los que €l
tratamiento implica conceptos y procedimientos de varios tipos en
estrecha conexion (Vergnaud, 1981, p.217).

La adquisicion y desarrollo de los conceptos y procedimientos que forman
parte de un campo conceptual se produce durante un periodo de tiempo
muy amplio. En é momento de su aparicion, la nocion de campo
conceptual la presenta Vergnaud como fundamental en € aspecto didactico
porque permite estudiar de una manera mas integrada el desarrollo
simultaneo y coordinado de clases de problemas, procedimientos que los
permiten tratar y sistemas simbélicos que los permiten representar
(Vergnaud 1981, p. 220). A nivel elemental distingue entre dos grandes
campos conceptuales: € de las estructuras aditivas y € de las estructuras
multiplicativas.

El campo conceptual de las estructuras aditivas es basico en la ensefianza
de la matemética escolar, y comprende un conjunto de problemas que
comportan operaciones aritmeticas y nociones de tipo aditivo tales como
adicion, sustraccion, diferencia, intervalo y traslacion.

Debido a que & campo conceptual de las estructuras aditivas es una nocion
muy amplia y se desarrolla durante un amplio periodo de tiempo es
imprescindible dar criterios orientadores que permitan al profesor y a los
disefiadores de curriculos seleccionar y ordenar las tareas durante €l
periodo escolar para un mejor aprovechamiento por parte de los escolares.
Nos vamos a referir sOlo a una parte de este campo conceptua: la
relacionada con |os problemas aritméticos que se resuelven con una suma
o unaresta. A estos problemas los llamamos de estructura aditiva.

Es importante sefialar que las tareas que vamos a considerar en este
trabgjo se cifien Unica y exclusvamente a Problemas Aritméticos
Enunciados Verbamente que son problemas de contenido aritmético y
gue se expresan 0 enuncian en un contexto de informacion verbal.

Los problemas que se pueden plantear y resolver dentro de un campo
conceptual, como es el caso de la estructuras aditivas, se pueden clasificar
de muchas maneras, entre otras cosas debido a que:
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* unos problemas son maés féciles de leer que otros

* algunos involucran situaciones mas familiares que otros

* seguin incluyan o no palabras clave

* segun €l tipo de relacion descrita en € problema
Por tanto, la organizacion de un campo de problemas lleva consigo la
adopcion de unos factores que actian como elementos clasificadores. La
decision de qué factores van a entrar y cuales se van a quedar fuera es una
pieza basica en cualquier enfoque tedrico.
Dentro de nuestra comunidad de investigadores se han realizado intentos
para clarificar e campo conceptual de las estructuras aditivas. En este
Seminario se van a exponer tres trabagos sobre el temay, a continuacion,
sevaarealizar su valoracion critica.
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CLASIFICACION DE PAEV ADITIVOSDE UNA ETAPA
CON CANTIDADESDISCRETASRELATIVAS

Socas, M .M ., Hernandez, J. y Noda, A.
Universidad de La Laguna

Introduccion

L os estudios sobre resolucion de problemas matematicos, y en particular la
resolucion de problemas arirméticos, han desarrollado, en estos ultimos
treinta anos, diferentes lineas de investigacion centradas en e estudio
global o parcial de las tareas de resolucion de problemas, analizando las
influencias que determinadas variables, linglisticas, estructurales o
semanticas, gercen sobre las dificultades en la resolucion de los
problemas.

En la actualidad la literatura disponible para los problemas aritméticos
elementales verbales (PAEV) que se resuelven con una suma o unaresta es
abundante e informan acertadamente sobre las diferentes variables que
intervienen en la resolucion de un PAEV aditivo, especialmente cuando
son formulados con cantidades discretas absol utas.

No sucede lo mismo cuando los PAEV son formulados con cantidades
discretasrelativas.

Si consideramos |os problemas siguientes:

-Juan tiene 6 boliches y juega una partida con Luis y pierde 8 boliches.
¢ Cuantos boliches debe Juan a Luis?.

-En €l recreo, Juan gand 6 canicas y Pedro gandé 5 mas que Juan.
¢Cuantos canicas gano Pedro,.

y los analizamos desde los enfoques tedricos basicos. categorias
semanticas (Carpenter y Moser, 1983) o campo conceptual aditivo
(Vergnaud, 1982), no pertenecerian a ninguna categoria semantica, salvo
gue aceptaramos en € segundo la comparacion entre variaciones, y
tampoco estaria identificado en las categorias establecidas por Vergnaud
para el campo conceptual aditivo de las magnitudes relativas, a tratarse en
el primer caso de un problema de laforma STR y en € segundo ddl tipo
TRT (relacion entre transformaciones), categorias no identificadas por
Vergnaud.

En estos modelos mas representativos gque regulan € campo conceptual
aditivo de las magnitudes discretas, encontramos que las categorias
semanticas se limitan a situaciones donde las magnitudes son discretas
absolutas y las categorias de Vergnaud dgjan fuera diferentes problemas
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gue tienen interés en e contexto escolar 0 sitlan en la misma categoria
problemas que aparentan tener estructuras diferentes.

Plantearse la organizacion del campo conceptual aditivo de las magnitudes
relativas y tratar de caracterizarlo para determinar un marco instrumenta y
explicativo que dé respuestas homogéneas a las diferentes situaciones
parece adecuado.

A partir del estudio de los aspectos epistemol dgicos, fenomenol gicos y
cognitivos que configuran € campo conceptua aditivo de las magnitudes
discretas se analizan los elementos y relaciones que se dan en €l campo y
se propone un modelo de competencias. El modelo de competencias es un
modelo forma caracterizado por los elementos epistemologicos,
fenomenol dgicos y cognitivos asociados a campo conceptual, que aborda
tanto las magnitudes escalares discretas absolutas como las relativas y
considera a grupo aditivo y ordenado de los nimeros enteros como un
buen modelo para los fendbmenos que se dan en € campo conceptua
aditivo de las magnitudes discretas relativas bajo € cual se pueden dar
explicaciones homogéneas a las diferentes situaciones y problemas que se
dan en €l estudio.

Este estudio presenta una organizacion exhaustiva y aporta una nueva
clasificacion de las situaciones y problemas, basada en las cantidades,
medidas y numeros enteros, del dominio de aplicacion del campo
conceptual aditivo de las magnitudes discretas.

Problemas aritméticos aditivos. Finalidad del estudio.

Los problemas aritméticos elementales verbales (PAEV) vy, en particular,
los problemas aditivos, congtituyen, hoy en dia, un dominio de
Investigacion con entidad propia como se pone de manifiesto en multiples
publicaciones (Fuson, 1992). Una primera revision en nuestro pais la
encontramos en Puig y Cerdan (1988). Posteriormente, Castro, Rico y Gil
(1992) han realizado una revision actualizada de los diferentes enfoques y
corrientes de investigacion, distinguiendo tres enfoques principales para
los problemas aritméticos aditivos de enunciado verbal, centrados en el
estudio de: las variables linguistica, las variables estructurales y las
categorias semanticas.

Entre estos enfoques tedricos basicos que organizan este dominio de
Investigacion cabe destacar e enfoque de las categorias semanticas de los
enunciados de los problemas que se sustenta fundamentalmente en las
teorias cognitivas del procesamiento de la informacion y su estudio se
centra en € analisis globa del significado del texto mediante e que se
enuncia e problema (Heller y Greeno, 1978; Carpenter y Moser, 1983;
Nesher 1982), y & enfoque desde las relaciones aditivas que se dan en los
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problemas verbales aritméticos con magnitudes discretas relativas,
mediante €l uso de medidas, transformaciones y relaciones estéticas, en el
marco de la teoria de los campos conceptuales (Vergnaud y Duran, 1976;
Vergnaud, 1982).

En € estudio de los problemas aritméticos aditivos de una sola operacion
existen varias categorias de problemas. Iniciamente, Heller y Greeno
(1978) establecieron tres categorias semanticas. cambio, combinacion y
comparacion. Posteriormente, Carpenter y Moser (1983) afiaden la
categoria de iguaacion, llegandose a enumerar 20 situaciones diferentes.
Fuson (1992) aumenta € nuimero de problemas aditivos estructuralmente
diferentes a 22. En su construccion ha tenido en cuenta, las cuatro
categorias semantica: combinacion, cambio, comparacion e igualacion; la
relacion entre las cantidades que intervienen, distinguiendo las relaciones
de aumento y disminucion para las tres Ultimas categorias y las relaciones
estatica y dinamica para la categoria de combinacion; y la posicion de la
incognita, diferenciado tres posibilidades para la incognita en las tres
Ultimas categorias y s0lo dos poshilidades para la categoria de
combinacion.

Nesher (1982) aborda el estudio de los problemas aritméticos desde tres
componentes principales: la estructura logica, la componente sintacticay la
componente semantica, donde cada una de ellas implica variables
operacionales diferentes. La estructura logica incluye las operaciones
aritméticas implicadas asi como las informaciones irrelevantes. La
componente semantica incluye la variable contextual (aspectos estaticos,
dinamicos y de comparacion) y la variable léxsico (paabras claves y
formas verbales). Y la componenete sintactica que incluye elementos de la
estructura superficial del problema como la longitud (nimero de palabras),
nuimero de sentencias, orden de las sentencias y posicion de la incognita.
Los resultados obtenidos con relacion a las categorias semanticas son
similares alos anteriores.

Los trabgjos de Vergnaud y Duran (1976) y Vergnaud (1982) situan la
resolucion de problemas aritméticos verbales con ndmeros naturales y
enteros dentro de lo que se denomina campo conceptua aditivo.
Establecen las diferentes relaciones estéticas y obtienen ciertas evidencias
empiricas sobre las respuestas de los estudiantes, las dificultades que
tienen y los errores que cometen.

Vergnaud y Duran (1976) pretenden aportar “un marco tedrico
suficientemente riguroso para que € estudio de la resolucion de problemas
aritméticos salga del empirismo que lo suele caracterizar” (pag. 128).
Entre otros aspectos, Vergnaud (1982, pp. 43-45) plantea la existencia de
seis grandes categorias de relaciones numéricas aditivas. |. Composicion
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de medidas, II. Transformacion de una medida en otra medida (STS), 111I.
Relacion estatica entre dos medidas (SRS), 1V. Composicion de dos
transformaciones (TTT), V. Transformacion de una relacion estatica
(estado relativo) en otra relacion estética (estado relativo) (RTR), y VI.
Composicion de dos relaciones estaticas (estados relativos) (RRR) y
realizan diferentes estudios experimentales, fundamentalmente sobre
problemas de la Categoria Il y 1V, obteniendo resultados dispares que son
dificilmente justificables desde €l marco tedrico que se propone, por
gemplo, han encontrado diferencias de varios afnos en la resolucion de
problemas aparentemente similares desde € punto de vista tedrico. Estos
resultados les llevan a concluir que: “La aritmética elemental aditiva no
forma un bloque homogéneo, sno que se compone de relaciones
heterogéneas que son tratadas de distinta forma por |os nifios e incluso por
los adultos’ (Vergnaud y Duran, 1976, pp. 124-125).

Lafinalidad del estudio es ampliar € marco tedrico existente y mostrar que
el grupo aditivo y ordenado de los nimeros enteros es un buen modelo que
caracteriza el campo conceptual de las magnitudes discretas, y que las
categorias de cambio, combinacion y comparacion son pertinentes para la
clasificacion de los problemas.

Nociones basicas.

Precisamos ahora algunas nociones basicas que utilizaremos en la
propuesta de organizacion del campo conceptual aditivo de las magnitudes
discretas, como campo conceptual, modelos de competencias, conceptos
numeéricosy de mediday € esquema partes-todo.

Campo conceptual y modelos de competencias

Vergnaud (1993) indica que un campo conceptual esta formado por dos
conjuntos basicos. Un conjunto de situaciones 'y €l conjunto de conceptos
gue permiten analizar esas situaciones como tareas mateméticas.

La organizacion de los campos conceptuales tienen como finalidad
explicitar los significados completos que aparecen durante |os procesos de
enseflanza-aprendizaje, por tanto, estos deben ser un marco global gue
combine tanto las exploraciones formales como funcionales. Hay, pues,
dos componentes esenciales. la componente formal, que procede de todas
las evidencias acumuladas tanto de la I6gica de la disciplina como de las
tendencias de los sujetos en un campo conceptual, y la componente
funcional que procede del entorno de ensefianza en el que se esta llevando
acabo € proceso de aprendizaje.

Para su analisis parece necesario considerar estas dos componentes como
modelo de competencias (MC) y modelo de egecucion (ME),
respectivamente.
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El modelo de competencias se referiria a aspecto forma del campo
conceptual tanto en su aspecto epistemoldgico como en sus aspectos
cognitivos, es decir, simularia los procesos cognitivos implicados en la
€jecucion competente de un usuario ideal del campo conceptual analizado.

Ahorabien, un problema importante para la educacion matematica es saber
como gjecuta el usuario real |as acciones propias de ese campo conceptual,
donde las creencias extramateméticas, concernientes al egecutor y a la
situacion donde tiene lugar la actividad, juegan un papel fundamental en la
determinacion de como se realiza, se identificay se comprende € campo
conceptual tratado.

Es necesario distinguir con claridad entre la funcién y las propiedades del
modelo de competencias (MC) y del modelo de gecucion (ME), ambos
relacionan signos y significados, pero ME se sirve de informaciones que
estan més ala de la asociacion signos-significados y de las estructuras
cognitivas que subyacen, determinadas por € modelo de competencias, y
opera bao los condicionamientos de la memoria, del tiempo, de la
organizacion de estrategias perceptivas, condicionados por e contexto y
por creencias extramateméaticas, etc, que no son asuntos del MC.

En este sentido, debemos sefalar |os planteamientos de Filloy (1990) que
propone concentrarse en modelos tedricos locales adecuados a fendbmenos
especificos, pero capaces de tomar en consideracion todos los elementos:
gramética, |6gica matematica, modelos de ensefianza, modelos cognitivos
y pragmatica, organizados en torno a tres componentes. modelos de
ensefianza, modelo de los procesos cognitivos implicados y modelos de
competencias formal, que arrojan luz sobre las interrelaciones y las
oposiciones que ocurren durante la evolucion de todos los procesos
pertinentes relacionados con cada una de las tres componentes.

L os conceptos numéricosy de medida

El desarrollo del conjunto de situaciones y de los conceptos que permiten
analizar esas situaciones como tareas mateméaticas en € campo conceptual
aditivo de las magnitudes discretas, segun las teorias de Piaget (1978), se
encuentra ubicado en € periodo de las operaciones concretas (7-11 afos).
El punto de partida lo constituye la idea de que cualidad y cantidad son
inseparables, y ello tanto desde € punto de vista genético como desde €l
punto de vista del andlisis |6gico o axiomatico.

Piaget caracteriza a las operaciones elementales de reunién y separacion
compatibles con la cuantificacion intensva y con las estructuras
cognoscitivas llamadas agrupamientos. El agrupamiento es una estructura
hibrida entre la de grupo y reticulo y es la estructura psicologica que
formaiza las organizaciones del pensamiento natural. Hay nueve
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agrupamientos diferentes que describen la organizacion de |as operaciones
|6gicas (es decir, las operaciones que se ocupan de las clases y las
relaciones l0gicas): un agrupamiento menor y ocho mayores. Estos
agrupamientos se adecuan también ala organizacion de lo que Piaget llama
operaciones infral0gicas, que define como acciones cognoscitivas
vinculadas con las relaciones de posicion y distancia 'y de parte-todo, que
atafien a objetivos y configuraciones espacio-temporales concretos
(Flavell, 1981, pag. 189). Asi, a cada agrupamiento |6gico le corresponde
uno infraldgico. Las operaciones |dgicas tienen como sintesis el nimero y
las operaciones infral 0gicas la medicion.

A modo de resumen sefiaar que € grupo aditivo de los nUmeros enteros
€es, pues, € producto de una fuson operatoria entre los agrupamientos
cualitativos de las clases y las relaciones asimétricas, pero por abstraccion
de las cualidades diferenciables sobre las que se hacen estos
agrupamientos. Las clases, las colecciones asmétricas y los numeros
forman un sistema operatorio coherente, a la vez Unico por sus
mecanismos y diferenciado por las tres posibilidades de coordinacion de
las semejanzas, las diferencias 0 ambas a mismo tiempo.

Y desde € punto de vista del aprendizaje matemético podemos interpretar
gue debe darse una cierta simultaneidad en la construccion individual de
los conceptos numeéricos y métricos y ello viene avalado tanto por €
Isomorfismo existente entre sus estructuras como por la equivaencia del
proceso de construccion seguido.

El esquema partes-todo

La nocion de esquema es de gran importancia en la psicologia cognitiva
actual, se considera como un elemento fundamenta dentro de la estructura
cognitiva. Sus origenes, sin embargo, son lganos. Retomamos en este
trabgo la idea inicia de Piaget, referenciada en Flavell (1981), y que
caracteriza al esquema como una estructura cognoscitiva que se refiere a
una clase semgante de secuencias de accion, las que forzosamente son
totalidades fuertes, integradas y cuyos elementos de comportamiento estan
intimamente interrelacionados. En resumen, € esquema es e contenido de
la conducta organizada y manifiesta que lo designa, pero con importantes
connotaciones estructurales que no son intrinsecas a mismo contenido
concreto. Aunque las palabras esquema y concepto no  son
intercambiables, Piaget, reconocié que habia cierta semeanza entre ellas.
Resnick (1983, pp. 114-115) presenta la siguiente figura como el esquema
parte-todo que ha sido utilizado en diferentes investigaciones sobre €
desarrollo del conocimiento del nimero natural (Briars y Larkin, 1981;
Resnick, Greeno y Rowland, 1980; Riley, Greeno y Heller, 1983) y en la

51



resolucion de problemas aritméticos verbales (Riley, Greeno y Héler,
1983; Carpenter y Moser, 1982; Nesher, 1982; Vergnaud, 1982).

SN

Méaximo Necesitadg Parte-Todo Maximo Excedido

Figural

El esquema especifica que una cantidad (el todo) puede ser dividida (en
partes), mientras que la combinacion de partes, que no excedan ni falten en
el todo. Por implicacion las partes pueden ser incluidas en € todo. El
esquema parte-todo proporciona una interpretacion del nimero que es
similar aladefinicion del concepto operacional del nUmero dada por
Piaget (1941), y proporciona una herramienta Util en laresolucion de
problemas aritméticos verbales con nimeros naturales.

Después de estas breves consideraciones se nos plantea e problema de
caracterizar mediante una representacion grafica estas organizacionesy
reglas de accion que se dan en los procesos numeéricos y de medidaen €
campo conceptual aditivo de las magnitudes discretas relativas.

De forma grafica representaremos | as rel aciones entre las partes y e todo
con €l diagrama siguiente:

PateA| q@—p | Pate

“ I AW Necesitada

| Todo -
av Parte
PateB | @ ®» | Excedida

Figura 2: Diagrama aditivo del esquema partes-todo

El esquema se organiza en tres grupos (I, I1, I11), donde el | representa
todas las operaciones aditivas posibles de union entre las partes y de
separacion del todo, y los grupos 11 y 111, las relaciones asimétricas, es
decir, las relaciones entre la parte y el todo expresado por sus diferencias
ordenadas. Hemos mantenido en el esquema la diferencia entre parte1
necesitaday parte2 excedida, no solo por mantener la simetria del mismo,

sino por entender como Resnick que la parte necesitada implica un proceso
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gue va de la parte menor alamayor (el todo) y esta asociada alos
procedimientos mas primitivos de contar progresivamente 'y la parte
excedida que va de la parte mayor (Todo) ala parte menor y esta asociada
a procedimiento de contar regresivamente.

Es claro que este diagrama aditivo del esquema partes-todo, que tiene
bastante parecido a presentado por Resnick, parece referirse de manera
claraa campo conceptual aditivo de las magnitudes discretas absol utas,
sin embargo nuestra idea es utilizarlo tanto con cantidades orientadas
presentes (NUMeros positivos) como con cantidades orientadas ausentes
(nimeros negativos) y que en la mayoria de |os casos la diferencia entre
negativo y positivo difiere respecto alas expectativas del sujeto:
descubrimiento de una ausencia 0 una orientacion en ese sentido en lugar
de lapresencia u orientacion en el otro sentido. Es necesario dotar a este
diagrama de una interpretacion explicita de todas | as relaciones aditivas
gue se dan en € supuesto de que las partes y e todo puedan ser
consideradas no solo como cantidades orientadas presentes (positivas) sino
también orientadas ausentes. Estas relaciones quedan claramente
determinadas por larelacion de Chasles (1793-1880), uno de los creadores
de la geometria moderna, relacion que formulamos en una dimension
como:

“ Relacion de Chagles para tres puntos:

Todo triplete de puntos A, By C en una recta, cualquiera que sea su
posicion respectiva, verificalarelacion

AC = AB + BC.

Es una relacion entre las medidas algebraicas de |os bipuntos { AB}, {BC}
y {AC}, por tanto, una propiedad de estos bipuntos, independiente del
origen elegido en la recta. En efecto, este origen no figura en la relacion;
se trata, pues, de una propiedad intrinseca de los puntos A, By C. Esta
relacion se puede generalizar cuando se consideran n puntos.” Caratini,
R. (1970).

Podemos considerar las siguientes situaciones:

A B
A__B o < @)
B A C (3 8¢ A @
c A 5 C B A @
Figura3

Estas seis situaciones desarrollan todas las posibles uniones entre las
partes y la posible separacion del todo, tanto s las cantidades estan
orientadas presentes (positivas) como orientadas ausentes (negativas).
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El campo conceptual aditivo de las magnitudes discr etas
El propdsito es la construccion de un modelo de competencias para el
campo conceptual aditivo de las magnitudes discretas, es decir, la
elaboracion de un modelo tedrico que organice este campo conceptual. En
definitiva, pretendemos englobar bajo una misma estructura (modelo de
competencias) diferentes conceptos y relaciones, a veces no clasificados
gue regulan & funcionamiento del campo conceptua aditivo, tomando en
consideracion e conjunto de los niUmeros enteros.
Este model o de competencias esta constituido por:

- Elementos epistemoldgicos y fenomenologicos asociados al campo
conceptual aditivo de los nimeros naturales y enteros.

- Elementos cognitivos asociados a dicho campo.

Los aspectos epistemologicos tratan de la organizacion logico-formal de
los nimeros naturales y enteros, es decir, de los conceptos, relaciones y
procedimientos que le caracterizan, y |os aspectos fenomenol 6gicos tratan
del conjunto de situaciones y problemas que pueden ser anaizados
mediante la organizacion |6gico-formal de los nimeros naturales y enteros.
En los aspectos cognitivos consideramos tanto las funciones cognitivas
especificas del campo conceptual como los aspectos estructurales de las
actividades de aprendizaje, y éstos quedan caracterizados por, el proceso
de construccion de los conceptos numéricos y de medida donde las clases,
relaciones asmétricas y los nuUmeros enteros constituyen un sistema
operatorio aditivo coherente, isomorfo a de las medidas enteras discretas,
y por e esgquema aditivo partes-todo, tanto para las cantidades positivas
como para las cantidades negativas y que esta determinado por €l diagrama
aditivoy larelacion de Chadles.
El modelo de competencias debe responder a las exigencias del campo
conceptual aditivo y debe permitir entre otras cosas.

* |Integrar los elementos y relaciones que se dan en e campo conceptual
de las magnitudes discretas enteras.

* Elaborar una nueva y exhaustiva clasificacion de las situaciones y
problemas considerados en € campo conceptual.

* Integrar y explicar de forma plausible resultados de otras
Investigaciones.

* Facilitar larelacion con e modelo de gecucion (M.E.).
Nos vamos a referir a las tres primeras en |o que sigue. Tomaremos como
organizadores del campo conceptual aditivo a las magnitudes discretas, a
las relaciones més sdSignificativas que se dan en los elementos
epistemologicos, fenomenologicos y cognitivos asociados a campo
conceptua de los nimeros naturalesy enteros.
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Procediendo de esta manera obtenemos una primera clasificacion del
campo conceptual aditivo en dos grandes categorias determinadas por €
diagrama aditivo del esguema partes-todo: Las operaciones aditivas
(Grupo 1) y las relaciones asimétricas (Grupos 11 y 111):

L as oper aciones aditivas

Las operaciones aditivas estan representadas por e grupo | del diagrama
aditivo del esguema partes-todo y tiene como elementos organizadores ala
forma candnica de la operacion aditiva a+b=c, que corresponderia al
aspecto epistemolégico; a los significados de los fendbmenos asociados a
los nimeros y a las magnitudes, que especificaremos a continuacion y a
todas las relaciones posibles entre estos nimeros o magnitudes expresados
por larelacion de Chasles dentro del diagrama aditivo del esquema partes-
todo. Con relacion a la forma canénica a + b = ¢, esto nos va a originar
siempre 3 casos posibles dependiendo de la posicion del dato desconocido.
Con relacion alos fendmenos asociados utilizaremos la expresion NUmero
= Magnitud, que debe ser interpretada como nimero entero equivalente a
magnitud discreta relativa, que contiene como casos particulares a los
numeros naturales y a las magnitudes discretas absolutas, porque dada una
magnitud discreta relativa podemos garantizar por su misma definicion que
existe siempre un isomorfismo de ella con e Z-médulo de los nimeros
enteros y este isomorfismo respeta la ordenacion total y arquimediana de la
magnitud. Por ello vamos a considerar |os nimeros enteros, 0 mejor las
cantidades discretas relativas. De esta manera en lo que sigue nos
referiremos tanto a cantidades como a medidas y, por tanto, a nimeros,
aungue los gemplos seran referenciados con cantidades ya que son la
mayor parte de las actividades y ggemplos con significado concreto que se
utilizan en la enseflanza. Estas cantidades pueden ser numeéricas o de
magnitud y son las que aparecen con un doble sentido o significado, como
estado (tengo 6 canicas, debo 6 canicas, etc), 0 como variacion (gané 6
canicas, perdi 6 canicas, etc.).

De esta manera s consideramos la expresion candnica de la estructura
aditivaa+ b = cy larepresentamos por:
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Estado
Donde i E
Variacion @

Figura4

obtenemos todas las relaciones aditivas posibles de los fendmenos
asociados:

LI+ =0Lla (1 +O = e

O +O :O(s L1 +[] = C>(4

- O O +O = Ue

O + [ O + ] = |:|(8
Figura5

Es necesario observar que estas ocho relaciones aditivas se pueden reducir
aseis en funcion de las equivalencias entre (2y (8, y entre (5y (7. (Figura
5). La relacion aditiva (1, corresponde a la categoria semantica de
combinacion, y las restantes ala categoria de cambio.

S hacemos intervenir las relaciones posibles organizadas por € diagrama
aditivo del esguema partestodo mediante la relacion de Chades,
obtenemos todas las operaciones aditivas |6gicamente posibles del campo
conceptual de las magnitudes discretas que son en tota 144, y S
aceptamos por razones de equivalencia la reduccion de los casos posibles,
como ya hemos indicado: la de nimero=magnitud a seis, nos quedan en
total 108.

e

Forma canonica NUmero = Magnitud  Relacion Partes-Todo

atb=c Estado, Variacion, Relacion de Chades
Mixta
3 8 6 144
3 6* 6 108
Tablal

Muchas son las preguntas que nos podemos hacer frente a conjunto de
operaciones aditivas |6gicamente posibles del campo conceptual de las
magnitudes discretas. Algunas se pueden concretar en: ¢Se pueden
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describir fendbmenos en los que intervienen cantidades en todas las
relaciones posibles?, ¢Se pueden establecer todas las relaciones dadas por
Chasles entre las partes y € todo con cantidades orientadas ausentes o
presentes, respectivamente? ¢Se pueden y deben hacer particiones mas
finas dentro de este conjunto de operaciones aditivas |ogicamente
posibles?

Veamos algunos gemplos con relacion a la primera pregunta. Los
fendbmenos descritos en (1, (2 y (3 corresponden a los fendmenos
habituales recogidos en la literatura sobre este tema, a continuacion
presentamos posibles gemplosde (4, (5 (6. (Fig. 5)

(4. Rafael tiene 7 canicas en su maletay 5 en su mesa de noche. ¢Cuantas
canicas puede pagar Rafael ?

(5. Rafadl tiene 7 canicas en su maleta y su tia le regala 5. ¢Cuantas
canicas puede pagar Rafael ?

(6. Latiade Rafael leregala5 canicasy é gana 7. (Cuantas canicas tiene
Rafael ?

Con relacion a la segunda pregunta se pueden construir gjemplos haciendo
intervenir cantidades orientadas presentes (positivas) y cantidades
orientadas ausentes (negativas), en los seis casos posibles. (Fig. 3)

Con relacion a la tercera pregunta sobre clasificaciones mas finas éstas se
pueden hacer atendiendo tanto a los aspectos epistemoldgicos, por
gemplo, considerando la operacion como una operacion binaria,
generalmente asociada a la teoria de los cardinales, 0 como una operacion
unitaria, generalmente asociada a la teoria de operadores; 0 atendiendo a
aspectos fenomenologicos, cantidades como estado, variacion o
situaciones mixtas; y, por ultimo, atendiendo a esquema partes-todo con la
presencia de cantidades orientadas presentes (positivas) u orientadas
ausentes (negativas), pero todo ello debe estar relacionado con € trabajo
empirico. No obstante, considerando el trabajo realizado en e campo
conceptual aditivo de las magnitudes discretas absolutas, |a categorizacion
de las mismas desde una perspectiva global en categorias semanticas como
combinacion y cambio parecen adecuadas. De esta manera podemos
organizar las 108 operaciones aditivas |0gicamente posibles en:

Forma NUmero = Relacién Partes
canodnica Magnitud Todo
Combinacion 3 1 6 18
Cambio 3 5 6 90
Tabla?2

Parece razonable incluir (4, (5 y (6 (Fig. 5 dentro de la categoria
semantica Cambio, (2 y (3 estaban ya incluidas por estudios anteriores.
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L asrelaciones asimétricas

Las relaciones asimétricas estan representadas por los grupos Il y 111 del
diagrama aditivo del esquema partes-todo (Fig. 2) y tienen como elementos
organizadores: la forma canodnica de la operacion aditiva que ahoratomala
expresion a-b=c, que nos va a originar 3 casos posibles dependiendo de la
posicion del dato desconocido.

- Las relaciones sustractivas posibles de los fendmenos asociados ahora se
reducen a (1 y (3 (Fig. 5), es decir, a situaciones de comparacion entre
estados o entre variaciones.

- Las relaciones posibles organizadas por €l diagrama aditivo del esqguema
partes-todo mediante |a relacion de Chasles ahora se reducen a (2), (3), (4)
y (5) (Fig. 3), yaquela (1) y la(6) quedan descartadas porgue no facilitan
relaciones de comparacion entre | as partes.

S hacemos intervenir todas las relaciones posibles obtenemos que las
relaciones asimétricas (grupo 1, parte necesitada) 16gicamente posibles del
campo conceptual de las magnitudes discretas son 24.

Formacan6nica NuUmero=Magnitud  Relacion partes-

todo
a-b=c -Estado, Variacion -Chades
3 2 4 24

Tabla3
Anadogamente si hacemos intervenir todas las relaciones posibles para las
relaciones assmétricas del grupo |11 (parte excedida) obtenemos igualmente
24,

Forma NUmero=Magnitud Relacion partes-
canonica todo
a-b=c -Estado, Variacion -Chades
3 2 4 24
Tabla4

Las operaciones aditivas y las relaciones asmétricas y las otras
categorias

Corresponde ahora analizar este modelo de competencias para € campo
conceptual aditivo de las magnitudes discretas con otras organizaciones de
Intenciones parecidas, en particular con las que hemos comentado agqui: las
categorias semanticas y las categorias de Vergnaud. Por problemas de
extension solo vamos a establecer la relacion con algunas categorias S
bien es facil comprobar su validez paralas otras.
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Por glemplo, para la categoria Cambio las 6 situaciones diferentes
estaran identificadas como sigue:

Formacanodnica: Numero=Magnitud Relacion partes-todo Total
atb=c -Mixta (Relacion de Chades)
3 1 2 6
Tabla5
Donde las cantidades representan una situacion mixta determinada por la
relacion (2 (Fig. 5) y la relacion partes-todo viene determinada por las
relaciones (1) (“afadir a’) y (2) (“quitar de”) de Chadles (Fig. 3).
Al analizar las seis categorias de Vergnaud (1982) dentro del modelo de
competencias nos encontramos con la necesidad de reorganizar estas
categorias a encontrar categorias aditivas que no corresponden a este nivel
estructural y problemas formulados en una categoria que corresponderian a
otra, entre otras cosas.
Las categorias I, Il, IV y V corresponden dentro del diagrama aditivo del
esquema partes-todo a las operaciones aditivas (Grupo |), y dentro de éste
a las operaciones aditivas de combinacion, la categoria I, y a las
operaciones aditivas de cambio, las categorias I, IV y V. Lacategorial de
Vergnaud, coincide con la categoria de combinar de Carpenter y Moser
(1983), y en ella solo se admite que €l nimero actle como estado y con
valores positivos.
Las categorias Il, IV y V estarian dentro de las operaciones aditivas de
cambio. La categoria Il coincide con la categoria de Cambio de Carpenter
y Moser (1983).
En la categoria IV: Dos transformaciones se componen en una tercera,
considera 18 dSituaciones diferentes de problemas, identificadas como
sigue:
Formacandnica: Numero= Magnitud: Relacion partes-todo Total
at+b=c *Variacion (Relacion de Chades)
3 1 6 18
Tabla6
Donde las cantidades representan la situacion de variacion determinada
por larelacion (3 (Fig. 5) y larelacion partes-todo viene determinada por
las seis relaciones posibles de Chasles.

Pensamos que este modelo resuelve los problemas que se le plantean a
Vergnaud. Con relacion a la medida, a Stuarse en € marco de las
magnitudes absolutas (escalares) se encuentra con elementos que son
medidas y con elementos que no son medidas y necesita operar con €llos;
de igua manera a comparar medidas se encuentra con medidas en forma
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de estado, como tener 6 canicas y con relaciones estaticas, a veces
denominadas estados rel ativos, como deber 6 canicas, esto genera una gran
cantidad de dificultades en la organizacion del campo conceptual aditivo
de las magnitudes discretas, por ello parece mas razonable situarnos en un
marco mas genera: el de las magnitudes discretas relativas donde todos |os
elementos seran cantidades o medidas.

La transformacion de tiempo que utiliza Vergnaud interviene en algunas
categorias como la Il 0 no interviene como en la | y la Ill. Parece
razonable pensar que la nocion de transformacion lleva implicita la nocion
de tiempo y que ésta estara asociada a las magnitudes discretas enteras en
funcion de que represente un estado (tiempo presente) o una variacion
(tiempo pasado o futuro).

Con relacion alas relaciones estéticas las mantienen en su estado inicial en
la categoria |11, pero cuando intenta que una transformacion actie sobre
ella (categoria V) o bien operar con ellas (categoria V1), se encuentra con
un doble problema: o la reduce a un estado relativo (Pedro debe 6 canicas)
gue corresponderia a problemas de otras categorias o formula problemas
de un nivel diferente, lo que crea una gran heterogeneidad en la
organizacion del campo conceptual considerado.

Consideraciones finales

A lo largo de este trabajo hemos hecho una propuesta de organizacion del
campo conceptual de las magnitudes discretas desde e enfoque de la
resolucion de problemas, situandonos en e subperiodo piagetiano de las
operaciones concretas, donde intervienen los agrupamientos légicos e
infral6gicos, € grupo aritmético Z y lamedicion.

Esta propuesta de organizacion constituye un modelo de competencias
para e campo conceptual aditivo que integra los elementos y relaciones
gue se dan en este campo, permite una nueva clasificacion de las diferentes
situaciones y problemas del mismo, integra y explica resultados de otras
investigaciones y facilitalarelacion con un posible model o de gecucion.

El modelo de competencias presenta de manera unificada las categorias
semanticas del campo conceptual aditivo discreto, no solo desde una
perspectiva l6gico-formal, que se da en las otras categorizaciones, Sino
también desde la perspectiva de las leyes de composicion, de los
fendmenos asociados y de | as estructuras cognitivas implicadas.

En definitiva, hemos considerado bajo una Unica estructura (modelo de
competencias) diferentes conceptos y relaciones, a veces no clasificados
gue regulan e funcionamiento del campo conceptual aditivo de las
magnitudes discretas.
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Hemos caracterizado un modelo de competencias para € campo
conceptual aditivo de las magnitudes discretas relativas, pero seria absurdo
considerar este modelo de competencias como un modelo valido para la
gecucion. Sin embargo, un modelo de gecucion tiene que incorporar un
modelo de competencias como una parte esencial. Los modelos de
gjecucion se pueden construir de maneras diferentes, pero compatibles con
premisas fijas sobre la competencia en la cual se basan.
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Problemas aritméticos compuestos de dos r elaciones

Enrique Castro, Encarnacion Castro, Luis Rico,
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En las investigaciones que estamos realizando en el campo aditivo utilizamos
un conjunto de factores diferenciadores de los problemas de estructura aditiva, que
presentamos a continuacion.

Influencia del tipo de nimero

Uno de los factores importantes que diferencia los problemas aritméticos es €
tipo de nimero con & que se expresan las cantidades (natural, entero, decimal) y €
tipo de magnitudes asociadas (discretas y continuas). En los primeros afios de
escolaridad, los nimeros empleados son casi exclusvamente nimeros naturaes y
magnitudes discretas. Por ello, nos referimos sélo a problemas con nimeros naturales y
magnitudes discretas.

Problemas simples y compuestos

Otra gran diferenciacion que hacemos es entre problemas simples y
compuestos. Atendiendo a numero de relaciones que aparecen explicita o
implicitamente en la informacién que se proporciona en € enunciado se puede hablar
de problemas simples y compuestos. La informacion suministrada en un problema
simple contiene solo una relacion entre dos datos numeéricos en funcién de la cua €
resolutor tiene que operar para obtener un resultado. Cuando interviene més de una
relacion en e enunciado de un problemalo Ilamamos compuesto.

Para resolver un problema simple se necesita una sola operacion aritmética
(adicién, substraccién, multiplicacion o divisén) mientras que para resolver un
problema compuesto es necesario emplear a menos dos operaciones distintas o una
misma operacion varias veces.

A los problema que requieren de sumas o restas para obtener la solucion se les
[lama en genera problemas de adicion o de substraccién.  Puesto que la adicién y
substraccion son operaciones inversas y la substraccion puede concebirse como un
caso especiad de adicion, a los problemas de adicion y substraccion suele
denominérseles con e nombre genérico de problemas de estructura aditiva.

63



Problemas de estructura aditiva smples

Los problemas aritméticos aditivos simples, que se suelen denominar también
como problemas de una etapa 0 problemas de un paso, han sido analizados con
bastante profundidad desde finales de los afios setenta (Castro, 1992, 1994). De estos
andlisis han surgido una serie de criterios para clasificar los problemas aritméticos
simples de estructura aditiva:

a) designar a los problemas con € nombre de las operaciones es confuso,
puesto que un problema de restar se puede resolver con una suma.

b) Los problemas simples de estructura aditiva responden a varios tipos de
estructuras seménticas.

¢) En todo problema hay un esquema subyacente o relacion entre los datos.

d) En un problema simple hay tres cantidades relacionadas. dos datos y una
incognita. Laincognita puede ser una de las tres cantidades rel acionadas.

€) Hay problemas catalogados como de aumento y otros son catalogados de
disminucion.

Con respecto a estos puntos sefialar que en alguno de ellos no hay un acuerdo unanime
en aspectos parciaes. Por gemplo, la categoria semantica de igualacion es admitida
por unos investigadores y rechazada por otros. Otro gemplo: en la categoria de
combinacion lo més usua es considerar dos tipos de problemas: desconocer €l todo o
desconocer una parte. Estos dos tipos de problemas pueden pensarse que
corresponden a tipo de cantidad desconocida en la relacidn que existe entre los datos.
Pero la diferenciacion entre estos dos tipos de problemas de combinacion también
puede redlizarse en términos de que en un problema se produce un aumento (hallar €l
todo) y en € otro una disminucion (hallar una parte).

Nuestro trabajo de investigacién sobre problemas aritméticos se sitlia dentro de
este marco, siendo uno de los objetivos principales determinar variables estructurales
de los problemas aritméticos y qué influencia pueden gercer sobre la dificultad en la
resolucion de los mismos. Para € caso particular de los problemas aritméticos aditivos
nos centramos en € andlisis de los problemas aritméticos aditivos compuestos de dos
etapas o de dos pasos.

Problemas aritméticos compuestos de dos pasos

Hemos dicho que en un problema aritmético compuesto hay més de una
relacién entre los datos. Lo que ocasiona que para resolverlo se requiere mas de una
operacion. Si e problema contiene dos relaciones se necesitan solo dos operaciones 'y
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decimos que se trata de un problema de dos relaciones, dos pasos o0 dos etapas. Por
gemplo:

Problema. En un autocar habia 19 pasajeros. En la primera parada

bajan 8 pasajeros y suben 5. ¢Cuantos pasajeros hay ahora en el

autocar?

Este es un problema compuesto de dos etapas en € que hay dos acciones sucesivas
implicadas.

Redlizando las combinaciones de los cuatro operaciones basicas (adicion,
substraccién, multiplicacion y division) de dos en dos, obtenemos las diecisés pargjas
de operaciones:

(+, ), (+, 0L (+,x), (+, ), (LI4), (GO (B)x), (L)),

O ), 06 DL 06 %), (%0, Go4) G OL X))
gue pueden emplearse en la resolucién de un problema compuesto de dos etapas. No
hay muchos trabajos previos de investigacion que analicen tedricamente |os problemas
compuestos de varias etapas. Uno de los primeros es € trabgjo de Durell (1928), que
considera la resolucion de problemas como una de las tres partes de que consta el
estudio de la aritmética. Para el estudio de la resolucién de problemas aritméticos en la
escuela, este autor considera deseable confeccionar una peguefia lista de los tipos de
problemas mas bésicos. El plan podria entonces consistir en descubrir o idear los
métodos mejores de dominar estos tipos primarios basicos, dgjando los casos
especiales para ser tratados de manera subordinada.

Como una ayuda para hacer esta lista de tipos fundamentales de problemas
aritméticos considera importante distinguir entre "el nimero de diferentes tipos de
procesos de calculo y € nimero de pasos (u operaciones) requeridos para resolver un
problema dado”. Asi, si los calculos necesarios para resolver un problema aritmético
consisten sdlo en adiciones y multiplicaciones entonces es un problema de dos-
procesos. Pero s la solucion consta de dos multiplicaciones y una adicion entonces es
un problema de tres pasos (0 un tres-operacion). Lo siguiente es un gemplo de los
tipos descritos.

Ej. Una mujer fue a la tienda a comprar 8 kilos de aziicar a 60 ptas el kiloy 2
kilos de café a 3500 ptas € kilo. Halla el coste total de su compra.

De acuerdo con lo dicho este problema es de dos-procesos y de tres-pasos.
Durell emplea un simbolismo ligado a los procesos implicados en su solucion
gue para este tipo de problemaes (+, X).
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Tomando las combinaciones de los cuatro procesos basicos (adicion,
substraccion, multiplicacion y divisién) de uno en uno, de dos en dos, de tres en tresy
de cuatro en cuatro, obtiene asi |os siguientes quince tipos fundamentales de problemas
expresados simbdlicamente:

|. Cuatro tipos de un-proceso: (+), (O, (x), (:).

I1. Seistipos de dos-procesos: (+, 0}, (+, X), (+,:) , (GI1X), (GJ3), (X, 3).

[11. Cuatro tipos de tres-procesos: (+, [IX), (+, L1:), (+, X, :) (GIX, 2).

V. Un tipo de cuatro-procesos: (+, L[IX, :)

Segun Durrdll, en la ensefianza de resolucién de problemas en aritmética, lo primero
gue hay que hacer es asegurarse que los alumnos dominan estos tipos elementales (0
tantos de ellos como correspondan a un grado determinado) tan a fondo como sea
posible, si bien estamos de acuerdo en que el alumno puede ignorar completamente que
este sistema de tipos esta siendo empleado.

Durrell lo que hace es clasificar |os procesos con los que se pueden resolver los
problemas y aplica este criterio a los problemas. Puesto que un problema se puede
resolver con més de una combinacion de procesos € criterio adoptado por Durrell no
establ ece categorias de problemas diferenciados.

El interés por el estudio de los problemas aritméticos de dos pasos (0 etapas)
ha renacido recientemente (Shallin, 1985; Nesher, 1991; Nesher y Herskovitz, 1994).
Los trabajos se centran en e estudio de los esquemas subyacentes a |os problemas de
dos etapas. Estos autores consideran que los esquemas de |os problemas de dos etapas
SON esquemas compuestos por dos esquemas simples: e aditivo y e multiplicativo.
Parten del hecho de que la definicién de problema compuesto no se basa en las cuatro
operaciones aritméticas sino en las esquemas simples constituidos por una relacién
entre tres cantidades. En el esquema adiitivo las tres componentes son € todo y sus dos
partes, mientras que en e esquema multiplicativo las componentes son € producto y
sus dos factores. Los autores se basan en €l trabajo previo de Shallin y Bee (1985) para
afirmar que solo hay tres esquemas bésicos de problemas de dos etapas:

Esguema (A) (Jerarquico) - El todo de un esguema es una parte del otro
esquema.

Esquema (B) (Compartir el todo) - Los dos esguemas comparten un todo.

Esquema (C) (Compartir una parte) - Los dos esquemas comparten una parte.
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Ilustracion 1. Esquemas bésicos de problemas de dos etapas (Nesher y Hershkovitz, 1994)

Una de las cuestiones que investigan es la influencia que tienen sobre € indice
de dificultad de los problemas de dos etapas | os tres esquemas y las ocho posibles com-
binaciones de dos operaciones que se obtienen eligiendo una operacion de estructura
aditiva+/ - y otra de estructura multiplicativax / : a saber:

(%), (¢, ), (+, ), ¢, ), (@ x), (¢, 00,2, ¢, 0

Para una muestra de escolares de 3°, 4°, 5°y 6° de Israel obtienen que ambas
variables tienen efecto significativo sobre € indice de dificultad de estos problemas.

Con respecto a los esquemas hallan que el esquema "jerarquico” es e mas facil,
le sigue en dificultad e esquema "compartir € todo" y, por Ultimo, € esquema
"compartir una parte”.

Categorias de problemas de estructur a aditiva de dos etapas

Problemas aritméticos aditivos de dos etapas son los problemas cuyas
soluciones implican sblamente sumas y restas y, en todos los casos, es necesario
realizar dos de estas operaciones -distintas o repetidas- para obtener la solucion; €
estudio de los problemas aritméticos aditivos de dos etapas constituye e objeto actual
de nuestra investigacion.

Uno de los enfoques de investigacion mas productivos en los estudios sobre
problemas aritméticos de estructura aditiva de una etapa es € enfoque estructural
basado en las categorias semanticas de los problemas (Castro y otros, 1992). Las
cuatro categorias semanticas determinadas para estos problemas constituyen uno de los
cimientos de nuestra categorizacion tedrica; criterio que se complementa con otras dos
variables: la direccién de la relacion (aumento-disminucién) presente en € problema, y
el tipo de enlace que se produce entre las dos relaciones simples para formar larelacién
compuesta. Ello no significa que se agoten los factores en los descritos, sino que de
momento nos restringimos al estudio de estos. Puesto que en |os problemas aritméticos
smples la posicion de la incognita es un factor influyente en la diferenciacion de
problemas, podemos pensar que también 1o es en los de dos etapas. Esto es una mera
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hiptesis que habrd que contrastar, pero de momento nosotros no la hemos
contrastado.

Los tres criterios diferenciadores que hemos empleado con  problemas
aritméticos aditivos de dos etapas son:

a) Estructura semantica de la primera 'y sequnda relacion

b) Relaciones de Aumento/Disminucion

¢)_Forma del enlace entre las dos relaciones

a) Estructura semantica de la primera y segunda relacién.- Nuestro punto de partida es
gue en un problema de dos etapas hay dos relaciones simples con un nodo en comun.
Partimos del supuesto tedrico de que, en cada etapa, estd presente una de estas
estructuras semanticas y que, por tanto, a tratarse de problemas de dos etapas hemos
de tener en cuenta la categoria semantica que se utiliza en cada una de éllas. Dicho de
otra manera, en € enunciado de los problemas aritméticos de dos etapas, cada etapa
del problema corresponde a una relacion entre tres datos, uno de los cuaes es
compartido y esta latente en € problema. Cada una de estas relaciones por separado las
encontramos en los problemas aritméticos verbales de una etapa. En consonancia con
esto, en un problema verbal de dos etapas la estructura seméntica se encuentra tanto en
la primera relacion como en la segunda. Utilizamos, por tanto, las categorias
semanticas en la primera relacion del problema y las categorias seméanticas en la
segunda relacion. Las categorias semanticas empleadas son las denominadas:

* cambio, se refiere a los problemas en los que se produce algin evento o

transformacion que cambia € valor de una cantidad inicid; la codificamos como

Ca

* combinacion, problemas basados en la relacion existente entre un conjunto

total y una particién del mismo en dos subconjuntos; la codificamos como Co.

* comparacién, problemas que implican una relacién comparativa entre dos

cantidades; la designamos abreviadamente como Cp.

* igualacion, problemas en los que se plantea una accion para lograr que una

cantidad seaigual a otra; abreviadamente lo designamos como Ig.

S atendemos a las posibilidades que ofrecen estas cuatro estructuras en los
problemas de dos etapas, encontramos las 16 opciones que estan recogidas en la Tabla
1.

Tabla 1. Combinaciones semanticas posibles en problemas de dos etapas

Ca Co Cp lg
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Ca (Ca, Ca) (Ca, Co) (Ca, Cp) (Ca, 19)
Co (Co, Ca) (Co, Ca) (Co, Cp) (Co, 19)
Cp (Cp, Ca) (Cp, Co) (Cp. Cp) (Cp. 19)
g (lg. Ca) (Ig, Co) (19, Cp) (lg.19)

b) Relaciones de Aumento/Disminucion.-

Las operaciones de sumar y restar nUmeros naturales producen efectos
contrapuestos. La operacion de sumar un nimero a otro producen un aumento del dato
inicial, mientras que al restar un nimero de otro e resultado es una disminucion. Estas
ideas se encuentran en las relaciones que se utilizan para plantear problemas en €
marco de la estructura aditiva 'y se han utilizado para clasificar los problemas de una
etapa.

Nuestra opinion a respecto es que en todo problema aritmético simple hay
subyacente una relacion entre tres cantidades. dos cantidades explicitas que son los
datos, a partir de las que se obtiene una tercera cantidad. Cuando enunciamos un
problema verbal, la relacion entre la pargja de datos puede ser de aumento (A) o
disminucién (D). Esta distincion da lugar a la segunda variable que tomamos en
consideracion y que hace referencia a la direccién de cada una de las relaciones smples
incluidas en el problema. Si € problema aditivo es de dos etapas, en cada una de las
etapas hay incluida una relacion de aumento o disminucion, por lo que se presentan
cuatro posibilidades parala variable relaciones, recogidas en la Tabla 2.

Tabla 2. Combinaciones seguin relaciones de aumento o disminucion en problemas de
dos etapas

0, Primerareacion
P Aumento (A) Disminucion (D)
Segunda | Aumento (A) | Aumento-Aumento (A,A) | Aumento-Disminucion (A,D)
relacion | Disminucion Disminucién-Aumento Disminucién-Disminucion
(D) (D,A) (D,D)

c) Forma del enlace entre |las dos relaciones- Un tercer factor importante en la
clasificacion de los problemas aritméticos simples es € que se refiere a la cantidad
desconocida entre las tres posibles que intervienen en la relacion global subyacente en
el problema. Para cada relacion de aumento o de disminucion hay la posibilidad de
elegir dos cuaesquiera de las tres cantidades como datos y la otra como la cantidad a
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determinar. Desde nuestra perspectiva esta variable queda mediatizada en la
categorizacion de los problemas compuestos por la variable que se refiere a como es €
enlace entre las relaciones que conforman el problema compuesto. En un problema
smple hay una sola relacion establecida entre las tres cantidades, pero en un problema
compuesto hay al menos dos relaciones, y lo importante es como estén conectadas
entre i las relaciones.

En un problema de dos etapas |as dos relaciones comparten una cantidad, si es
de otro modo, consideramos que no es un problema de dos etapas. Se pueden enunciar
problemas aritméticos con dos relaciones y dos preguntas sin que lo consideremos un
problema de dos etapas.

Por gjemplo:

Juan tiene 25 cuadros y vende 18. Pedro tiene 15 sellos de deportes y 30 de
navidad.

a) ¢Cuantos cuadros le quedan a Juan?

b) ¢Cuantos sellos tiene Pedro?

En este problema hay que realizar dos operaciones pero en realidad son dos problemas
simples separados. No lo consideramos como problema de dos etapas.

Para que estemos ante un problema de dos etapas es necesario que compartan
una cantidad que sirve de enlace entre las dos relaciones. Esta cantidad es desconocida
en larelacion primeray hay que determinarla en un primer paso para poder operar con
ella como dato en la segunda relacion. Una primera restriccion es que la cantidad que
sirve de enlace, es una cantidad desconocida, pero no puede ser la cantidad final que se
pide halar en e problema, porque bastard con una de las dos relaciones para
determinarla, por lo que € problema dearia de ser de dos etapas. Esto limita las
posibilidades de las cantidades que pueden ser desconocidas en € esquema o los
esquemas compuestos.

Nuestro planteamiento con respecto a este enlace entre las dos relaciones para
el caso concreto de los problemas aditivos de dos etapas, ha sido considerar como
basicos los problemas en los que la cantidad desconocida en la primera relacion entra
como elemento en la segunda relacion. Dicho de otra manera, consideramos problemas
en cuyo enunciado aparecen en primer lugar dos datos con los que hay que operar para
obtener una cantidad, este primer resultado hay que operarlo a su vez con € tercer
dato del enunciado para acanzar la solucion. Esqueméticamente:

* datos ordenados del problema: a, b, ¢

* orden de relaciones para alcanzar la solucion:

(01 Primera relacién) all;b----- >C
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(O, Segunda relacion) cl,d------ > solucion
Con este esquema restrictivo los cuatro problemas resultantes de la combinacion de las

dos relaciones y la posbilidad de que cada una de ellas sean de aumento o de
disminucion son :
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Tipo 1

19)
2°)

aAb=c
cAd="?

Tipo 1. Dos relaciones de aumento. El todo de la
primera relacion inicial es una parte de la segunda
relacion.

Ejemplo. Mariatiene 12 sellos de Franciay 7 de
Espafia. Compra 16 sellos de Grecia ¢Cuéntos sellos
tiene en total ?

a=12 sellos de Francia, b=7 sellos de Espafia
d=16 sellos de Grecia

[0, : tener y tener (indica acumulacion)

[, : Tener y comprar (indica aumento)

Tipo 2

19)
20)

d

aDb=c
cDd="?

Tipo 2. Dos relaciones de disminucion. Una parte de la
primerarelacion es e todo de la segunda relacion.

Ejemplo. Juan tiene 35 cromos. Pierde 7 jugando en €

b | recreo de la mafiana. Por |a tarde regala a un amigo 12

cromos. ¢Cuantos cromos le quedan a Juan?

a=35 cromos, b=7 cromos de animales,
d=12 cromos de aviones.

[, : Tener y Perder (disminucion)

Tipo 3

19)
20)

b

aAb=c
cDd="?

O, : Tener y regalar (disminucion)

Tipo 3. Primera relacion de aumento y la segunda de
disminucién. Comparten € todo las dos relaciones.

Ejemplo. José tiene 18 holas rojas y 7 bolas negras. Des-
pués de jugar una partida pierde 11 bolas.
¢Cudntas bolas le quedan?

a=18 bolasrojas, b=7 bolas negras
d=11 bolas

[y : Tener y tener (aumento)

O, : Tener y perder (disminucién)
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Ti Tipo 4. La primerarelacion es de disminucion y
ipo 4
la segunda de aumento. Comparten una parte
a ? |as dos relaciones.
D A
b C d Ejemplo. José tiene 25 bolas rojas y negras, 7
19 aDb=c son negras. Le regalan 4 bolas rojas
2) cAd=7? ¢Cuéntas bolas rojas tiene José?

a=25 bolasrojasy negras,
b= 7 bolas negras,
d=4 bolas rojas

(0;: Cantidades complementarias respecto al total, desconocida una parte
(disminucién)
[, : Tener yrecibir (aumento)

En definitiva, para el estudio de los problemas aritméticos de estructura aditiva
de dos etapas hemos delimitado tres caracteristicas clave: a) la estructura semantica,
con diecisais posibilidades; b) las relaciones de aumento-disminucion, con cuatro
posibilidades, y c) la estructura ordenada de las relaciones, con la "cantidad
desconocida”" sempred final.

Es obvio que pueden surgir algunas variantes mas de problemas de dos etapas
cambiando la posicion de la incognita. Por gemplo, a partir del esquema jerérquico y
de la combinacion (A,D) se puede tener un tipo 5 s la cantidad desconocida es una
parte en la segunda relacion en vez del todo.

Tipo 5 Ejemplo. José tiene 18 bolas rojas y 7 bolas negras. Jugar
d una partida y pierde parte de las bolas. Le quedan 12
D bolas ¢Cuéntas bolas ha perdido en la partida?
a=18 bolasrojas, b=7 bolas negras
c ? d=12 bolas
A [y : Tener y tener (aumento)
[, : Tener y perder (disminucién)
a b
19 aAb=c
2 dDc=7? Del esqguema compartir una parte, correspondiente
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ala combinacién (D,D), surge un tipo 6 cuando la cantidad desconocida es una parte
de la segunda relacion.

Tipo 6 Tipo 6. La primera relacion es de disminucion
y la segunda de aumento. Comparten una
a d parte las dos relaciones.
D D Ejemplo. José tiene 25 bolas, unas son rojas y
b c ? otras negras. De ellas 18 son rojas y € resto
1 aDb=c o .
) dDc=? negras. También tienen bolas verdes. Tiene 30

bolas entre las negras y las verdes. ¢Cuéntas
bolas verdes tiene?

a=18 bolasrojas, b=7 bolas negras

d=11 bolas

[y : Tener y tener (aumento)

0, : Tener y perder (disminucién)

En nuestro trabajo esta Ultima variante la hemos mantenido como una variable
controlada fijando su valor alos cuatro esquemas dados inicia mente.
En las investigaciones que hemos realizado con nifios de 4° 5° y 6° de Educacion
Primaria hemos obtenido entre otros hallazgos importantes que las distintas combina-
ciones de las relaciones de aumento o disminucion afectan a la dificultad del problema.
Las cuatro clases de problemas que surgen segiin que la relacion sea de aumento o de
disminucién, colocados en orden de dificultad creciente quedan asi:

(AA), (AD), (DA)y (D,D)
siendo este Ultimo, € (D,D) & de mayor dificultad.

Lo anterior nos hace concluir
gue, en un problema de estructura aditiva
compuesto de dos relaciones, la relacion
de disminucién en € primer paso es mas
dificil que las relaciones de aumento en
primer paso. También hemos constatado
qgue la influencia de la relacién de
aumento o disminucion en segunda posi-

llustracion 1. Porcentsjes de aciertos delas cién, tiene un peso menor sobre la
combinaciones de aumento-disminucion dificultad del problema que la que tiene

en la primera posicién. De hecho, no
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hemos obtenido unas diferencias significativas segiin la relacion en la segunda posicion.
Lo que si ocurre es que la relacion de disminucion en la segunda posicién refuerza la
dificultad que provoca la relacion de disminucion en la primera posicion. Esto ocurre
en la muestra total y en cada uno de los cursos por separado, con la Unica salvedad de
que los indices de dificultad se mueven en un intervalo menor.

Como Ultima reflexion decir que los esquemas anteriores son validos para
problemas compuestos de dos relaciones de estructura multiplicativa 'y para problemas
mixtos en los que intervenga una relacion de tipo aditivo y otra de tipo multiplicativo.
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CLASIFICACION DE PROBLEMASADITIVOSPOR SUS
ESTRUCTURASNUMERICA Y SEMANTICA GLOBAL
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CC.EE. Universidad de Malaga

Resimen

En los problemas del campo conceptual aditivo, ademas de los nimeros
naturales y enteros, aparece un tercer tipo de nociones numeéricas que
configuran e campo conceptual de los niumeros naturales relativos. La
consideracion conjunta de la estructura numeérica, haciendo intervenir los
tres tipos de nimeros y las operaciones aditivas correspondientes, y de la
estructura semantica global, con las tres categorias ya conocidas de
cambio, combinacion y comparacion, permite establecer una clasificacion
gue es compatible con la estructura |6gica de las tareas y que abre nuevas
perspectivas en la investigacion sobre resolucion de problemas aditivos de
enunciado verbal.

En este trabgjo, ademas de discutir la complgidad de la categorizacion de
tareas en un campo conceptual y exponer algunas reflexiones sobre los
criterios generales méas adecuados para €llo, se exponen las clasificaciones
de problemas aditivos que se deducen de la consideracion de las dos
estructuras mencionadas dentro del marco general propuesto.

[ ntroduccion

Estamos convencidos de que indagar en las tareas matematicas es indagar
en e conocimiento y en e pensamiento humanos. Hablar de tareas en €
ambito de la Educacion Matematica es hablar de resolutores, de personas
gue tienen que interpretar, comprender y realizar dichas tareas. Por otra
parte, a pensar en las tareas de un campo conceptual Nos encontramos con
numerosas variables, unas especificas, propias del contenido y del hecho
educativo en matematicas, y otras generales, que dependen de factores que
tienen que ver con contextos no mateméaticos y no educativos que afectan a
la tarea 0 a resolutor o a entorno sociocultural en € que este se
desenvuelve y en e que aguéllas se plantean y desarrollan. En dltimo
término, se podria decir que hablar de tareas de un campo conceptual o
parcela concreta del pensamiento matematico es hablar de posibles mani-
festaciones del razonamiento y del conocimiento humanos, tanto a nivel
individual como colectivo (conciencia compartida y existencia
supraindividual o cultural (Popper, 1979; Davis & Hersh, 1988), de sus
multiples conexiones con otros conocimientos y de los niveles o grados
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gue pueden presentar; algo, evidentemente, muy complgo. Hablar, en
consecuencia, de categorizar las tareas de un campo conceptual es hablar
de categorias de pensamiento y de criterios para clasificar las diferentes
formas bagjo las que se puede presentar un conocimiento, una destreza o
una competencia matematica especifica. Asimismo, podemos decir que
hacer referencia a las caracteristicas de las tareas de un campo conceptual
es hacer referencia a las caracteristicas del pensamiento matemético, tanto
individual como colectivo, asi como a la multiplicidad de formas y matices
gue puede adoptar alo largo de su evolucion.

L as consideraciones anteriores, matizables en numerosos aspectos, son un
indicador de la complgiidad y |la relevancia del tema para la investigacion
en Educacion Matematica. La relevancia se justifica en base a los argu-
mentos esbozados en €l parrafo anterior y que se condensan en la primera
frase del mismo, es decir, indagar en las tareas es indagar en el conoci-
miento y en & pensamiento humanos, en su estructura, su funcionamiento y
sus interpretaciones de la realidad. Resulta evidente, por tanto, la nece-
sidad de indagar en esta direccion, a pesar de las dificultades, para que se
produzca un salto cualitativo apreciable en la relevancia y validez de las
investigaciones y en la aplicacion préctica de los resultados. La compleji-
dad, favorecida entre otros aspectos por la interdependencia entre tareas 'y
entre campos conceptuales diversos, se pone de manifiesto ante las nume-
rosas cuestiones que estan aln pendientes de una respuesta clara, si es que
la tienen, como por gemplo: ¢Es posible obtener una categorizacion ex-
haustiva y minuciosa de las tareas de un campo conceptual?; ¢merece la
pena dedicar esfuerzos a obtener categorizaciones de tal tipo?, ¢coOmo
pueden afectar dichas clasificaciones a las investigaciones en Educacion
Matematica?, ¢l conocimiento completo de las tareas de un campo con-
ceptual, mejorara los resultados de la investigacion y de la préactica do-
cente?; ¢cuaes son los criterios de categorizacion mas adecuados?; ¢se
pueden trasladar los criterios de un campo a otro?. Desgraciadamente,
gueda aln mucho camino por recorrer hasta encontrar unos criterios so-
lidos y efectivos para la seleccion de tareas, de manera que esta no se haga
de forma arbitraria 0 sin la perspectiva suficiente, o hasta conseguir ren-
tabilizar € tiempo invertido en realizar una categorizacion minuciosa.

Con objeto de exponer brevemente nuestro punto de vista sobre algunas de
las cuestiones planteadas en los parrafos anteriores y con el fin de poner de
manifiesto la necesidad de complementar y fundamentar algunas
Investigaciones en unos principios generales y desde una perspectiva un
poco mas amplia, hemos elegido un camino que va de lo general alo par-
ticular. Para ello comenzaremos por unos planteamientos generales gque
conducen a una reflexion sobre los criterios mas adecuados parainiciar un
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proceso gque nos pueda llevar a establecer una categorizacion efectiva y
mang able de |as tareas de un campo conceptual. De esta reflexion se sigue
una propuesta tedrica 0 marco de referencia, que no pretende ser exhaus-
tivo ni acabado, y su aplicacion a caso particular del campo conceptual
aditivo. Se concluye la exposicion con algunas observaciones, a la luz de
las consideraciones anteriores, sobre las clasificaciones de problemas adi-
tivos de enunciado verbal. La propuesta que se realiza, centrada en las di-
ferentes estructuras que pueden intervenir y en los distintos enfoques bajo
los que se puede observar una tarea, estd basada en las nociones de
andlisis didactico y campo conceptual, en algunas consideraciones sobre
los fundamentos de la Educacion Matemética (Gonzalez,1995) y en los
trabajos de investigacion en los que venimos colaborando en las Universi-
dades de Granaday Médaga.

Por dltimo, hemos de sefialar que los planteamientos generales menciona
dos seran particularizados, en la medida de lo posible, a caso del campo
conceptual aditivo, con la intencion de resaltar también la gran diversidad
de los tipos de tareas de dicho campo, de las que los problemas de enunci-
ado verbal constituyen tan solo una peguefia parte. Iguamente, dedicare-
mMOos una especia atencion a caso de la estructura numeérica de los prob-
lemas aditivos y ala clasificacion que se obtiene a introducir la nocion de
numero natura relativo (Gonzalez, pp. 195-232) como concepto numerico
gue interviene, junto a los de nimero natural y nimero entero, en €
aprendizgje y desarrollo de las nociones propias del campo conceptual
aditivo en sus niveles mas elemental es.

Las nociones de andlisis didactico vy de estructura didactica de un cono-
cimiento matematico
Consideramos gue € conocimiento mateméatico (Gonzalez, 1995, pp. 160-
162):

- es € resultado de la actividad intelectua del ser humano;

- las diferentes corrientes y posiciones epistemol 0gicas relevantes sobre
el conocimiento matematico no son méas que enfoques parciales, a veces
extremos, que atienden exclusiva o prioritariamente a alguno de los
aspectos mencionados en el apartado anterior. Todas, sin excepcion, tratan
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de describir una parte de la verdadera naturaleza y modo de existencia del
conocimiento matematico;

- la creacion/descubrimiento del conocimiento matematico se encuentra
condicionada por lo que hay de comun a todos los individuos y culturas
gue la han hecho y la hacen posible: las caracteristicas comunes de la
mente humana (fisicas y fisiologicas, entre otras), las caracteristicas
comunes del medio en € que se desenvuelven los sujetos (fisicas y socia
les, entre otras) y las caracteristicas comunes de lainteraccion entre ambos
(que proceden, entre otros aspectos, de las necesidades propias de la
adaptacion del sujeto a medio).

Como consecuencia de las consideraciones anteriores se sigue:

1.- La intervencion de los tres factores, mente, medio e interaccion entre
ambos, se produce en todas y cada una de las interpretaciones sobre la
naturaleza, modo de existencia y formas de produccion del conocimiento
mateméati co;

2.- El andlisis sobre la naturalezay el modo de existencia del conocimiento
matemético, para ser completo desde € punto de vista didactico, debe
tener en cuenta, en relacion con dicho conocimiento:

- las caracteristicas de la mente humana: instrumentos y estructuras
conceptuales; funciones cognitivas, formas de representacion del conoci-
miento, entre otras;

- las caracteristicas del medio: fendmenos, cuestiones y problemas que
constituyen el campo de actuacion; caracteristicas de los factores lingliis-
ticos y socioculturales que afectan a la expresion y comunicacion del
conocimiento, entre otras,

- las caracteristicas de la interaccion: necesidades individuales, socio-

culturales y cientificas, formas de utilizacion del conocimiento ya
existente, entre otras.
Por otra parte, en la investigacion en Educacion Matematica se pueden
identificar y separar, a efectos tedricos, una serie de parcelas diferenciadas
gue en la préctica educativa interactian y operan conjuntamente. De entre
ellas, podemos destacar en una primera aproximacion:

- la que atiende a los aspectos psicolégicos de la Educacion Ma-
tematica, especialmente a los apr endizaj es en matematicas;

- la que se ocupa de |os aspectos pedagogicos 'y curriculares generales
de laensefianza de la matematica;

- la que se ocupa de | os procesos de ensefianza-apr endizaj e propios del
hecho educativo real, en los que interactian diversos factores de los dos
apartados anteriores,

Pero, con ser importante, la integracion de diversos aspectos psicol 6gicos
y pedagdgicos como una simple adicion de datos obtenidos desde un enfo-
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gue multidisciplinar, no es suficiente. Por e contrario, se constata la ne-
cesidad de una elaboracion complga en la que se han de relacionar entre si
las informaciones procedentes de las parcelas mencionadas haciendo
intervenir otros elementos basicos, como es € caso evidente de la
Matematica, su Epistemologia y su Historia o de la Fenomenologia del
conocimiento matematico.

Por otra parte, los andisis epistemol dgicos de la Matemética en e campo
educativo deben tener una orientacion marcadamente didactica. El interés
primordial no debe estar en desmenuzar el conocimiento matemético hasta
sus Ultimas consecuencias, Sih mas, sSino en obtener informacion dtil y re-
levante para megjorar la enseflanza y e aprendizaje de la matematica. Para
ello, los estudios epistemol 6gicos se deben hacer pensando en e alumno,
en su pensamiento, en sus necesidades y capacidades, en € aula, en las
actividades usuales, en los métodos y técnicas que se utilizan cotidiana
mente, etc.. Y es conjugando la informacion obtenida bajo este enfoque
peculiar y especifico, con los planteamientos actuales sobre la naturaleza y
existencia de los objetos y teorias mateméticas asi como sobre otros
factores que afectan a hecho educativo real, como se encuentra la conex-
iI0n entre las digtintas partes bgjo una referencia Unica € pensamiento
matematico individual y colectivo, su evoluciédn, sus relaciones con otros
tipos de pensamiento y su educacion, no solo con miras a la simple
transmision del conocimiento matematico sino, 10 que es mas importante,
para que sea posible € perfeccionamiento del conocimiento existente y
sobre todo, la creacion de nuevos conocimientos.

Desde este punto de vista la Psicologia de la Educacion Matematica, al
centrar la atencion en los procesos de construccion de los conocimientos
matematicos por parte del sujeto individual, cobra todo su sentido como
parte intimamente relacionada con el conocimiento matemético y con las
determinaciones curriculares que conforman |os procesos educativos.

Por otra parte, la Educacion Matematica en su vertiente pedagogica, pre-
senta una estrecha dependencia de |os factores anteriores, afadiendo otras
consideraciones sociales, politicas, culturales y econdémicas, que vienen a
mejorar y completar |os disefios y desarrollos curriculares. No hay més que
recordar, por gemplo, que todos los elementos curriculares deben
depender basicamente de consideraciones psicologicas acerca del indivi-
duo gue se pretende educar y epistemol 6gicas acerca de |os conocimientos
gue van a constituir e contenido de dicha educacion (Gimeno y Pérez,
1983).

Desde € punto de vista de la investigacion nos encontramos, por tanto,
ante la necesdad de la integracion de los aspectos mencionados
(Epistemologia, Fenomenologia, Cognicion y Ensefianza y Curriculum)
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en un todo coherente y especifico de la Didactica de la Matematica
dentro de una concepcion sistémica especifica. La necesidad mencionada
puede venir, en nuestra opinion, por varias vias. bien por causa de las
caracteristicas especiales de los conocimientos implicados, por la
existencia de un cierto estancamiento en las investigaciones o por ambos
motivos combinados; también puede producirse por la situacion avanzada
de los conocimientos en cuanto a cantidad y calidad de los resultados
obtenidos, como ocurre con los casos suficientemente conocidos de las
funciones (Harel y Dubinsky, 1992) y de los nimeros racionales
(Carpenter, Fennemay Romberg, 1993).

Pero la necesidad de integracion no parte, unicamente, del desarrollo de
los procesos de investigacion; la propia naturaleza complega de los feno-
menos en estudio demanda, igualmente, una metodologia integradora que
resalte especialmente las multiples relaciones que indudablemente existen
en la Educacion Matematica. Las relaciones entre campos diversos, en €
marco de una intencionalidad didéactica, e influidos por las caracteristicas
socioculturales del entorno, no solo aporta matices especificos en términos
de nuevas interpretaciones a la informacion aislada de cada uno de dichos
campos, que sigue teniendo validez, sino que permite establecer, ademas,
una estructura propia como conjunto de datos organizados; una estructura
gue se convierte en un nuevo objeto basico de estudio mediante una
metodologia metaanalitica y relacional que denominamos “andlisis di-
déctico”. Esta metodologia, que delimitamos en los parrafos que siguen,
puede congtituir e instrumento que cohesione los diversos factores y dar
respuestas especificas a determinadas necesidades de la investigacion en
este campo. Veamos en que consiste.

En &l tipo de estudios denominado investigacion secundaria o de sintesis

Recientemente, debido a la necesidad que se detecta en numerosas investi-
gaciones cualitativas de sintetizar e integrar un numero grande de estudios,
ha surgido una modalidad de sintesis denominada revision de bibliografia
multivocal o, abreviadamente, revision multivocal (Ogawa y Maen,
1991). Se trata de un procedimiento de sintesis cualitativa “ ..dirigido a
indagar un fenOmeno complgo de interés en el que no se pueden ma-
nipular los eventos y del que se tienen mlltiples fuentes de datos
eminentemente cualitativos, confiando en obtener un retrato detallado del
fendmeno que se estudia” . (Fernandez Cano, 1995, p. 175).

Larevison multivocal de un tépico se basa en los siguientes criterios, que
son similares a los que se proponen para €l estudio de casos (op. citada, p.

IPara una confrontacién de ambas metodologias, ver Fernandez Cano, A. (1995, pags. 165 y sgtes.).
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176):

1).- Unaclara definicion del topico propuesto aindagar atraves de:
- consultar multiples fuentes;
- mantener cadenas de evidencia entre los registros de las fuentes
consultadas y las inferencias extraidas;
- incorporar formalmente las reacciones de los informantes a la
definicion conceptual establecida.

2).- Vdorar la fuerza relativa e individual de cada dato utilizando alguno
de los siguientes criterios:
- posicion y certitud de la fuente (validez externa);
- claridad, detalle, consistencia y factibilidad del contenido (validez
interna);
- capacidad para corroborar la informacion contenida en cada docu-
mento con informacion adquirida de otras fuentes.

3).- Nosotros afadiremos los siguientes criterios procedentes del meta-
andlisis

- revisar e mayor nimero posible de estudios;

- localizar los estudios a través de busquedas objetivas y replicables;

- no excluir inicialmente estudios en base a su calidad;

- diferenciar y clasificar cada estudio de acuerdo con € grado de inci-

dencia de sus resultados sobre el problema de investigacion.
Se configura asi un método general, que podemos denominar meta-ana-
lisis cualitativo en torno a tépico en estudio. La finalidad del meta
andlisis cualitativo, como la de cualquier meta-andisis, es:* la formula-
cion de teorias que expliquen los fendmenos observados en diferentes in-
vestigaciones’ (Bisquerra, 1989, pp. 247 - 252); la diferencia en este caso
radica en que se trata de una metodologia interpretativa. En consecuencia:

Como consecuencia del proceso integrador descrito se establecen priori-
dades de investigacion, se formulan teorias, se realizan estudios empiricos

83



y comprobaciones experimentales, en su caso, y se deducen consecuencias
para futuros estudios tedricos y empiricos. El analisis didactico procesa,
andiza y sintetiza informacion procedente de diferentes campos interre-
lacionados entre si por su objeto de estudio. La técnica utilizada tiene en
cuenta la complegidad del campo asi como la pluralidad de aproximaciones
gue se encuentran en la literatura cientifica a uso y en los resultados de
Investigacion contrastados por la comunidad.

El enfoque sistémico gque proponemos trasciende los objetos y métodos de
los estudio especificos de cada una de las areas, consideradas independien-
temente, de tal manera que la informacion procedente de las cuatro areas
basi cas queda matizada, y no sdlo completada, por un conocimiento nuevo,
cuya naturaleza y caracteristicas hacen referencia a un objeto de estudio
gue creemos gue es especifico de la Didactica de la Matemética y gque
podemos denominar “estructura didactica de un conocimiento mate-
matico”. El esquema siguiente ilustra esta idea que se explica con detalle
mas adel ante.
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proyeccion de la
formacion relevante en
el marco de la
int§ncionalidad educativa
en matematicas

3

winjna11INg
A ezueuasu

Fenomenologia

L L 1 [ 1 ] 4-
campo de relaciones did4cticas

con la epistemologia como Cognicion
elemento basico comin

a : relaciones entre la Epistemologia y la Fenomenologia

b : relaciones entre la Epistemologia y la Cognicién

¢ : relaciones entre la Epistemologia y la Ensefianza y el curriculum
ab, ac y bc : relaciones entre tres componentes

abc : relaciones entre las cuatro componentes

las flechas indican el flujo de menor a mayor informacién sobre la
estructura did4ctica de un conocimiento matematico

Se trata de un sistema de informacion organizada constituido por:

- un conjunto de datos procedentes de cuatro fuentes basicas de infor-
macion cientifica “primaria’ sobre e conocimiento matematico en
cuestion, obtenidos mediante la aplicacion de los métodos propios de las
areas correspondientes. Epistemologia, Fenomenologia, Cognicion y Ense-
Aanzay Curriculum.

- una red de relaciones entre los conocimientos anteriores bgo la
presencia permanente, como elemento comuln, de consideraciones
epistemol 6gicas sobre & conocimiento matematico en el marco de una
intencionalidad didactica y en un medio sociocultural determinado; €
nucleo de esta red de relaciones lo constituye el campo de interrelacion de
las cuatro fuentes béasicas,

- un conjunto de conocimientos de car acter didactico obtenidos sobre
los diferentes campos de la red de relaciones, mediante |a aplicacion del
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Andlisis Didactico como procedimiento metodol 6gico integrador.

L a nocién de campo conceptual v su relacion con € andlisis didactico

La nocién de campo conceptual se refiere, originamente (Vergnaud, 1993,
pp. 97 y sgts.; antecedentes en: 1982, 1983 y 1988), a un conjunto de
problemas y situaciones para cuyo tratamiento resulta necesario utilizar
un_conjunto de conceptos, procedimientos y representaciones de dife-
rentes tipos estrechamente interconectados. Se trata de una nocion que
surge por € interés de extender los estudios generales de Piaget sobre la
psicogénesis de los conocimientos al problema de la adquisicion y € desa-
rrollo de conocimientos y destrezas especificas, en particular de conoci-
mientos y destrezas mateméticas. Segun € autor, esta nocion resulta nece-
saria por los siguientes motivos:

- es dificil estudiar separadamente la adquisicion de conceptos in-
terconectados, dependientes entre si desde & punto de vista matematico y
gue aparecen simultaneamente en |os problemas mas elemental es;

- desde € punto de vista del desarrollo y de la evolucion de los co-
nocimientos en un largo periodo de tiempo, es conveniente establecer
dominios amplios de conocimientos relacionados entre si, que cubran una
amplia variedad de situaciones y que admitan diferentes niveles de andli-
Sis;

- en € dominio de una misma clase de problemas se mezclan pro-
cedimientos, concepciones y representaciones simbolicas diferentes que
hacen posible la existencia de distintos niveles o grados de dominio sobre
subclases de problemas y que permiten estudiar la evolucion de los cono-
cimientos.

Posteriormente, la nocion original de campo conceptual se amplia con una
tercera componente en el modelo presentado por Castro (1994) y que se
detalla en Rico y Castro (1995, pp. 167). Dicho modelo, establecido para
estructurar la linea de investigacion denominada Pensamiento Numeérico,
contempla tres elementos fundamental es:
a).- Unos instrumentos conceptuales. sistemas simbolicos estructurados;
b).- unos modos de uso de los sistemas simbdlicos: funciones cognitivas;
C).- un campo de actuacion: fendmenos, cuestionesy problemas.
Las relaciones de los dos planteamientos, entre si y con las consideracio-
nes realizadas en el apartado anterior, son evidentes:
1.- La linea Pensamiento Numérico amplia las consideraciones de Verg-
naud. Hablar de Pensamiento Numérico es hablar, por tanto, de un campo
conceptual numeérico (en & sentido ampliado) con la consideracion anadida

aplicacion, a través de unos modos de uso y unas funciones cognitivas, de
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un conjunto de conceptos, relaciones y sistemas simbadlicos a un conjunto
de situaciones, fendbmenos, cuestiones y problemas que admiten ser ana-
lizados mediante conceptos y procedimientos que forman parte de una
estructura numerica.

2.- El andlisis didactico contempla, igualmente, las cuatro componentes
anteriores, matizando sus conexiones y resaltando la integracion de los
conocimientos en un todo coherente.

Algunos criterios para categorizar |as tareas de un campo conceptual: En-
foques, factoresy estructuras

El andlisis y la categorizacion de las tareas gque tienen que ver con un
campo conceptual, constituye un aspecto de vital importancia para disefiar
y desarrollar investigaciones que aborden directamente los problemas co-
tidianos y aporten soluciones inmediatamente aplicables a la practica
educativa.

Por otra parte, clarificar estas cuestiones basicas es una tarea con fre-
cuencia necesaria y prioritaria a cualquier otra consideracion. Los prob-
lemas de la préctica se sitian en un entramado complego en € que se
pueden distinguir varios factores relacionados entre si que afectan a hecho
educativo y que requieren de un examen detallado del que a veces se
deducen consecuencias que pueden modificar profundamente e contenido
y la orientacion de una investigacion. Desde este punto de vista, las tareas
matematicas en e dambito educativo también participan de ese entramado
complgo, se encuentran afectadas por los mismos factores y deben ser
consideradas como elementos integrados en la concepcion sistémica esbo-
zada en |os apartados anteriores.

En consecuencia, para estructurar las tareas de un campo conceptual pro-
ponemos |los siguientes criterios y categorias:

- cinco factores y un ndamero por determinar (al menos cinco) de es-
tructuras asociadas a dichos factores;

- cuatro enfogues diferentes bajo los que se puede observar unatarea.
Recordemos brevemente y en primer lugar cudles son los principales
factores.

- las caracteristicas epistemologicas y fenomenologicas de
conocimiento matemético, es decir, el conocimiento en si mismo, sus
propiedades, naturaleza y modo de existencia (una especie de realidad
mediata), y € conocimiento contextualizado en una serie de fenOmenos y
situaciones (campo de actuacion y redlidad inmediata constituida por
fendmenos, cuestiones, problemas y Situaciones) que le dan significado y
gue forman parte del medio en € que se desenvuelve el sujeto.

- la cognicion, las caracteristicas cognitivas del sujeto individua que
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hacen referencia a aprendizaje y a desarrollo cognitivo. Se trata de
aguéllas caracteristicas funcionales y estructurales de la cognicion humana
gue permiten al sujeto, entre otros aspectos, interpretar y dar sentido a las
realidades, utilizar y construir instrumentos y comportamientos, organizar,
manipular y responder a las situaciones y fenomenos del entorno o, desde
un punto de vista mas general, adquirir, construir, representar y estructurar
el conocimiento para su utilizacion en diversos ambitos.

- las condiciones ingtitucionales en las que entran en juego los tres
factores anteriores; nos referimos, en concreto, al medio escolar y a todo
aguéllo que conforma el entorno educativo formal, es decir, € Curriculum
y todo lo que determina |los momentos preactivos e interactivos de la Edu-
cacion Matematica, 0 sea, la Ensefianza.

- los cuatro factores mencionados se encuentran dentro de un marco mas
general que condiciona todas las actuaciones humanas; nos referimos a
contexto sociocultural y a medio social en € que se encuentrainmersa la
Institucion educativa.

De los cinco factores, a cud mas importante en Educacion Matemética,
tendremos en cuenta, especiamente, los cuatro primeros, sin perder de
vista la indudable influencia que & entorno sociocultural tiene sobre agu-
nos aspectos de los fendmenos, problemas y situaciones, sobre el aprendi-
zgje y e desarrollo cognitivo y sobre las determinaciones curriculares y el
hecho educativo en € aula.

enfogues

Una tarea 0 situacion didactica en matematicas no es solo un contenido
concreto, con tales o cuales caracteristicas y expresado de tal o cual man-
era, y unas preguntas a las que el aumno debe responder. Por € contrario,
a estas y otras caracteristicas intrinsecas de la propia tarea, observada
aisladamente, se deben afiadir otras consideraciones que atienden al
resolutor, al contexto educativo formal en € gque se propone y desarrollala
tarea y a marco sociocultural en € que se encuentran inmersos los tres
elementos anteriores, es decir, la propia tarea, €l resolutor y la institucion
educativa.

Cada tarea de un campo conceptual numeérico se puede observar, al menos,
desde cuatro puntos de vista, estrechamente relacionados y encadenados
entre si en un esguema que contempla el aumento gradual y concéntrico de
la perspectiva. Estos enfoques son los siguientes:

a).- Tarea aislada. Caracteristicas de los conocimientos y relaciones gue
intervienen;

b).- Tarea-resolutor. Caracteristicas de la tarea en relacion con las com-
petencias y funciones cognitivas asociadas a la misma y que tendria que
poner en juego un posible resolutor o resolutores humanos para aprender
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los conocimientos y relaciones que intervienen y realizar con exito latarea;
C).- Tarea-resolutor-contexto educativo. Caracteristicas de |la tarea en re-
lacién con su Situacion en la planificacion y € desarrollo del curriculum
gue busca educar € pensamiento matematico de un alumno-resolutor, con
unas caracteristicas cognitivas concretas, a través de los conocimientos y
relaciones que intervienen en lamisma;

contexto sociocultural

- ~
~ Tarea-resolutor- \\

/ contexto educativo AN
/ g N \
7 Tarea-resolutor N\ \
/ / / \ \
| / [ Tarea \ \ |
| | \  aislada / ' l
Voo \ y, I
\ \ N _~ / /
\ N 7 /
\ T~ /
N /
g i

d).- Tarearesolutor-contexto educativo-contexto sociocultural. Caracte-
risticas de la tarea que tienen que ver con las claves del entorno sociocul-
tura que puedan afectar a los enfoques anteriores. Se trata del enfogque
mas general y, por tanto, mas comple o de todos.

En cada enfoque se puede observar la dependencia de los anteriores. Los
factores relevantes en cada uno de ellos son los siguientes:

a).- (tarea aidada) epistemol 6gico y fenomenol ogico;

b).- (tarea - resolutor) epistemol dgico, fenomenol bgico y cognitivo;

C).- (tarea - resolutor - contexto educativo) epistemoldgico, fenomenol 6-
gico, cognitivo y curricular;

d).- (tarea - resolutor - contexto educativo - contexto sociocultural) los
cinco factores.

estructuras

Cada factor se identificay se diferencia de los demés por una serie de es-
tructuras especificas asociadas (cinco a menos, una por cada factor), cuya
particularizacion a cada caso define las caracteristicas fundamentales de la
tarea. Podemos hablar, en consecuencia, de estructura(s) matematica(s) y
epistemol dgica(s), fenomenologica(s), de competencias cognitivas, curri-
cular(es) y sociocultural(es) de una tarea. Estas estructuras asociadas su-
ponen ya un primer escalon de concreccion hacia el establecimiento de un
sistema de categorias basado en los cinco factores y en los cuatro enfoques
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tratados. A modo de g emplo, veamos a continuacion la aplicacion parcial
de estos esquemas al caso del campo conceptua aditivo.

Tareas del campo conceptual aditivo
Factores y estructuras
Siendo conscientes de la necesidad de continuar en esta direccion y de la
existencia de numerosas lagunas, unas por razones obviasy otras debidas a
las limitaciones del trabajo, se exponen a continuacion algunas de las
estructuras que pueden incidir en la categorizacion de las tareas del campo
conceptua aditivo:
- Epistemologiac - Estructura numérica (tipo de nUmeros)
Matematicas - Estructura aritmética (operaciones)
- Estructura | 6gica (proposiciones, relaciones, razo
namiento, etc.)
- Fenomenologia: - Estructuras fenomenologicas (por determinar)
(relacionadas con la fenomenol ogia matemética, de
aplicacion concreta, contexto, etc.)
- Cognicion: - Estructura semantica
Representacion - Estructura sintactica
- Estructuras de competencias cognitivas
(estrategias, estilos, esquemas, comprension, tra
duccion..) (por determinar)
- Curriculum; - Estructura metodologica (gercicio, problema,
Ensefianza juego, manipulacion, investigacion, etc.)
- Estructuras curricular es (por determinar)
(relacionadas con los niveles, contenidos, evaluacion)
Ladiversidad de tareas en el campo conceptual aditivo
Veamos agunos giemplos en los que interviene la nocidon de suma de dos
numeros naturales de una cifra (2 + 3 = 5) y/o las relaciones asociadas con
ella Se han fijado, por tanto, las categorias correspondientes a las
estructuras numeérica (nimeros naturales) y aritmética (suma). El resto de
estructuras y algunas de sus posibles categorias se pueden examinar y de-
limitar, a menos de forma genera, en lamayoriade lastareas.

1).- Completalas siguientes igualdades:
5=2+3=4+ = +1=3+ =5+

2).- Un ascensor esta en el segundo piso y se dirige a quinto. ¢Cuantos
pisos tiene que subir?.

3).- Después de un trabgjo practico de Estadistica Descriptiva e emental
realizado por los propios alumnos en la clase y a proposito de la lectura e
interpretacion de los datos: ¢Cuantos alumnos de la clase prefieren leer en
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sus horas libres?.

Pr eferencias en actividades de ocio

frecuencias absolutas
N
1

O-

leer jugar al ir al leer ver la
libros fatbol cine tebeos television

4).- Sobre un trayecto realizado y medido en el patio del Colegio a pro-
posito de un juego: ¢Cuantos metros tiene que andar Pedro parair desde A
hasta B?.

A 2m

3m

B

5).- En una actividad manipulativa con los bloques multibase: Efectia la
suma de las dos cantidades siguientes y escribe la operacion en tu cua
derno:
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6).- En 3 decenasy 24 unidades, ¢cuantas unidades hay?.

7).- Dibuja mediante flechasy completa5-2=?y2+3="?
I | | | | | | |

[ I I I I I I I
0 1 2 3 4 5 6 7

8).- En una actividad realizada en clase con la balanza: ¢Qué ocurre sl se
coloca un peso de 5 kg en un platillo y uno de 3 kg en € otro?.;Qué habria
gue hacer para que en los dos platillos haya e mismo peso?. Prueba con
diferentes pesas.

lQ o\ |

S/

= >

9).- Completar 2+3=3+__; 2+(2+_)=_=2+_)+1

10).- ¢Cual serala salida de estas maquinas?.
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-3 + 2

11).- Completa:

12).- A propoésito de una actividad practica con monedas. De estos articu-
los (varios con precios entre 300 y 700 pesetas) ¢Cuales puedes comprar S
tienes 3 monedas de 100 pesetas y una moneda de 200 pesetas?.
13).- 3 metrosy 200 centimetros, ¢cuantos metros son?.
14).- En una actividad de repartir objetos en grupo: Reparte 5 canicas entre
tl y tu compariero de todas las formas posibles anotando |os resultados en
el cuaderno:

5< 5< 5< 5< ...
15).- Seaf(t) lafuncion cuya gréficaesladelafigura
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Sealafuncion definidaen R™:
F(x) = Of(t)dt
CalculaF(3).

16).- En una actividad individua con regletas de Cuisenaire: Encuentra la
regleta que corresponde y escribe la suma con nimeros:

r + v =

17).- Razonamiento individual (no observable) de un aumno jugando a
parchis (en clase): tengo lafichaen el nUmero 2y me sale un tres. . cuento
3ostoal ..
18).- Redlizalas siguientessumas. 2+ 3 = 2

+ 3
19).- Inventa un problema que se resuelva haciendo 2 + 3=5.
20).- Esta mafiana Juan tenia 3 canicas. Su madre le regalé 2 canicas més
a mediodia. ¢Cuantas canicas tiene Juan?.
21).- Trabgjando con la calculadora: ¢Qué saldra en la pantalla cuando
teclees. 2 + 3 = 2. Escribe primero lo que crees que saldray compruébalo
luego en tu calculadora.
22).- Actividad de investigacion: En la trama cuadrada dibuja seis figuras
distintas que tengan de &rea 5 y que estén formadas por dos tridngulos de
areas 2y 3. ¢Puede haber mas?.
23).- Razonamiento individual a propésito de un partido de baloncesto en
el patio del colegio: . . hasta ahora he encestado una canasta de 2 puntosy
acabo de hacer untriple. . en total he hecho . .
24).- Completa: 2, ,8,11,14

9,7,5, ,

A lavista de esta pequeiia muestra de tareas, ¢habria que anadir algun en-
foque, factor o estructura al esquema propuesto?;, ¢es posible delimitar
todas las tareas mediante las coordenadas propuestas?; ¢son mutuamente
excluyentes las categorias que se pueden deducir del esquema?; etc.

Algunas consideraciones sobre |os estudios y clasificaciones de 1os prob-
|lemas aditivos de enunciado verbal

Los problemas aditivos de enunciado verba constituyen, como parece
evidente, una parte de las tareas del campo conceptual aditivo. Segun €
modelo que estamos mangando |os problemas corresponden a una de las
categorias de una de las estructuras curriculares, en particular la gue hemos
denominado “metodologica’, s bien con una cierta relacion con las es-
tructuras de competencias cognitivas. En lo que sigue, centraremos la ex-
posicion en este dominio particular comenzando por las cuestiones mas
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relevantes sobre dos enfoques tedricos basicos. las consideraciones de
Vergnaud sobre estados y transformaciones y campos conceptuales, y los
trabajos relacionados con las teorias cognitivas del procesamiento de lain-
formacion y con la estructura semantica de los enunciados de los
problemast. A parir de estas consideraciones, entre otras, hemos realizado
una investigacion que pone de manifiesto la necesidad de considerar un
tercer tipo de nociones numéricas en € campo aditivo, junto a las de
nimero natural y nimero entero, a que hemos denominado “numero
natural relativo” (Gonzdlez, 1995). La introduccion de estos numeros
conduce, como veremos posteriormente, a una nueva distribucion del
campo aditivo y a una nueva clasificacion |6gico-semantica de los prob-
lemas aditivos de enunciado verbal; clasificacion que, segin nuestro mo-
delo, esta basada en las estructuras numeérica y semantica de los proble-
mas.

Los trabgjos de Vergnaud y Durand (1976)2 y de Vergnaud (19813 y
19824), continuados posteriormente por Conne (1985), encuadran una
parte del aprendizaje y € desarrollo cognitivo numeérico en € ambito de la
resolucion de problemas de aritmética elemental y dentro de lo que se
conoce como ‘campo conceptual aditivo’. A través de los conceptos de
relacion y transformacion y teniendo en cuenta la dualidad * estado-trans-
formacion’, se analizan los tipos de problemas aditivos y se obtienen evi-
dencias empiricas sobre la diversidad y la amplitud de respuestas de los
estudiantes, sobre las dificultades que tienen y errores que cometen.
Aunqgue los estudios no son exhaustivos y resultan incompletos, pretenden
aportar “un marco tedrico suficientemente riguroso para que € estudio
de la resolucion de problemas aritméticos salga del empirismo que o
suele caracterizar” (Vergnaud y Durand, pp.128). Las cuatro ideas basi-
cas que utilizan los autores son: la inadecuacion de la nocion de ley de
composicion interna para caracterizar las relaciones numéricas que apare-
cen en este tipo de tareas; la necesidad de considerar un campo mas am-
plio para el estudio de las relaciones aditivas; |a existencia de dos tipos di-
ferentes de representaciones numéricas bajo la denominacion de “estados y
operadores’; la distincion entre “calculo numeérico” y “calculo relacional”
como tipos diferentes que responden a caracteristicas también diferentes; y
la existencia de cinco grandes categorias de relaciones numeéricas aditivas:
composicion de dos medidas, transformacion de una medida en otra,

1Extraido de Gonzélez, J. L., 1995, pégs. 119-128.

23ructures additives et complexité psychogénétique. Revue Francaise de Pedagogie, n° 36, pp. 28-43.
Hay traduccion al castellano en Coll, C. (1983). En las referencias que siguen utilizaremos la version
castellana de este trabgjo.

3L enfant, la mathématique et laréalité. Peter Lang. Parfs.

4En Carpenter, T. P.; Moser, J. M. y Romberg, T. (eds.) (obra citada).
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composicion de transformaciones de medidas, transformacion de un estado
relativo y composicion de dos estados relativos.

A partir de las consideraciones anteriores, los autores realizan diversos
estudios experimentales sobre problemas de transformacion simple y de
composicion de transformaciones que proporcionan resultados dispares y
dificilmente justificables desde el marco tedrico que se proponet. Dichos
resultados, de los que |6gicamente se concluye que “ la aritmética elemen-
tal aditiva no forma un blogue homogéneo, sino que se compone de rela-
ciones heterogéneas gue son tratadas de distinta forma por los nifios (..) e
incluso por los adultos’ (Vergnaud y Durand, pp. 124-125), ponen de
manifiesto la complejidad de las relaciones que intervienen y degjan abierta
la posibilidad de que la categorizacion establecida no sea la mas idonea 'y
gue la division entre estados y transformaciones deba ser revisada desde
diferentes puntos de vista y, en particular, desde e enfogque
epistemol dgico.

Buena muestra de la necesidad de un replanteamiento tedrico de los estu-
dios consultados son los siguientes hechos y consideraciones:

- Con respecto a los modelos de representacion, Conne menciona
explicitamente la distorsion que se produce en el orden entre dos pérdidas?
con respecto a orden en e conjunto de los nimeros enteros tomado como
modelo para las transformaciones (op. citada, pag. 284).

- La consideracion de las transformaciones en un sentido como positivas y
en e sentido contrario como negativas no obedece a un criterio uniforme,
lo que deja abierta la posibilidad a multiples confusiones y resultados dis-
pares. Nuestra posicion es que dicha asignacion es arbitraria (subir-bajar,
entrar-salir, etc.), a diferencia de lo que ocurre en los casos de aplicacion
especifica de los nimeros enteros (temperaturas, saldos bancarios, etc.), en
los que tal asignacion esta perfectamente delimitada como consecuencia de
la estructura de orden total.

- La propia distincion entre estados y transformaciones o entre nimero
como estado y numero como operador, parece gque se refiere a dos mani-
festaciones o papeles diferentes del mismo concepto. Nuestra posicion es
gue existen diferencias méas profundas de caracter epistemoldgico entre
dichas acepciones que aconsgian la conveniencia de un analisis mas fino,
en el que se bargje la hipétesis de la existencia de dos conceptos diferentes
gue den lugar a estructuras numeéricas también diferentes.

- La distincion que se establece entre calculo numeérico y calculo relacio-

1Se han encontrado diferencias de varios afios en la resolucién de problemas aparentemente similares
desde el punto de vista teorico.

2En un juego, una pérdida de 7 es una pérdida “mayor” que una pérdida de 5, lo que supone una
inversién con respecto al orden de los nimeros enteros.
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nal, sometidos a reglas distintas segun los casos, pone de manifiesto la
posibilidad de que se estén mezclando conceptos numéricos de diferente
naturaleza, en vista de que “ sobre la misma operacion aritmética se pro-

- La necesidad de utilizar tres signos de adicion para representar calculos
numeéricos de diferente naturaleza (Verganud, 1981, p. 134), plantea serios
problemas de legitimidad en la aplicacion del conocimiento matematico
formal y, por tanto, de compatibilidad entre |os conoci mientos matemati cos
elementales y la aplicacion de los mismos en contextos diversos. Se
producen desgjustes importantes entre las definiciones de las operaciones
aritméticas usuales como leyes de composicion interna y las aplicaciones
concretas, que funcionan en realidad como leyes de composicion externa.
Asi lo ponen de manifiesto cuando afirman: “ El estudio de los problemas
de aritmética elemental pone en evidencia otras muchas dificultades que
manifiestan la insuficiencia, si no inadecuacion, de la nocion de ley
interna para caracterizar ciertas relaciones numéricas.” (Vergnaud y
Durand, p. 106).

De todo €llo, resulta dudoso que € grupo aditivo y ordenado de los nu-
meros enteros (o en terminologia francesa, de los nimeros “relativos’) sea,
por un lado, un buen modelo para abarcar toda la aritmética de
“transformaciones’ y, a la vez, un modelo Unico bao e que se puedan
tratar de manera uniforme todas las Situaciones-problema que se conside-
ran en los estudios.

Por otra parte, Bell (1980) expone los resultados de una investigacion
realizada para poner de manifiesto como influyen diferentes dominios de
aplicacion de la composicion aditiva de numeros sobre la resolucion de
problemas aditivos. De sus planteamientos y conclusiones, destacamos |os
siguientes:

- En las primeras etapas, la interpretacion de las operaciones de adicion y
sustraccion no incluye la verdadera composicion aditiva. Los nifios no ven
las operaciones como leyes de composicion binarias, Sino que distinguen
un elemento del otro, € cua actia como operador aditivo sobre € primero
(utilizando la estrategia conocida como “count on”) (pp. 114 y 120).

- Aungue € trabajo con nimeros dirigidos proporciona experiencias sobre
el modo de combinacion de tales nimeros, se observa sorprendentemente

en nuestra hipétesis de que un dominio sobre los nimeros naturales
relativos no supone la redizacion correcta de tareas equivalentes con
nUmeros enteros.

Bell sugiere que €l estudio de estos problemas puede necesitar de un sim-
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bolismo particular diferente de las notaciones mateméticas standards (p.
141).

En relacion con la estructura semantica de los problemas aditivos ele-
mentales de enunciado verba se encuentran numerosos trabajos, algunos
de cuyos planteamientos basicos son |os siguientes:

a).- Se estudian problemas aritméticos de una sola operacion, denominados
“problemas de una etapa’; se consideran diferentes componentes de
analisis con sus variables correspondientes, entre los que destacan: la es-
tructura légica de los problemas, la componente semantica y la compo-
nente sintactica (Nesher, 1982, p. 28).

b).- Existen varias categorias de problemas “de una etapa” (Puig y Cerdan,
1988) que varian segun los autores y que se deducen del analisis global del
significado del texto. Inicidlmente, Heller y Greeno (1978), establecieron
tres categorias semanticas. Cambio, Combinacion y Comparacion.
Posteriormente, dicha clasificacion fué ampliada paraincluir los problemas
de Igualacion (Carpenter y Moser, 1983).

C).- Las estrategias de los nifios para resolver los diferentes problemas de
adicion y sustraccion, estan fuertemente influenciadas por la estructura del
problema, concluson que es compartida por las investigaciones de
Vergnaud y Bell (obras citadas).

d).- En cuanto a la dificultad de resolucién medida en porcentajes de éxi-
tos, se han encontrado los siguientes resultados generales. la adicion es
mas fécil que la sustraccion; el orden de dificultad en general es. cambio,
combinacion y comparacion, aunque los dos primeros se invierten en €
caso de la sustraccion.

Algunas de las conjeturas que hemos formulado como consecuencia del
analisis de estas investigaciones son las siguientes:

1).- Las categorias de Cambio, Combinacion y Comparacion, son perti-
nentes y suficientes para la clasificacion de los problemas por su estructura
semantica. Tanto la estructura de las relaciones que intervienen, en forma
de leyes de composicidn externa o interna segun |os casos, como la estruc-
tura logica (Puig y Cerdan, 1988, p. 96) quedan igualmente justificadas
mediante las categorias mencionadas.

2).- Teniendo en cuenta € punto de vista anterior, completamos el calculo
relacional de Vergnaud haciendo intervenir un tercer modelo numerico (el
de los nimeros “ naturales relativos’) que permite enlazar dichos aspectos.
3).- En e marco anterior, la cuarta categoria introducida por Carpenter y
Moser (1983), denominada de Igualacion, resulta ser diferente a las otras
tres, por tener una estructura logica y semantica distinta y mas complga
gue la gue poseen las anteriores.

4).- Es necesario distinguir entre “problemas smples’ y “problemas
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compuestos’, gue no coincide en general con la division usual en proble-
mas de una etapa y de méas de una etapa. L as tres categorias del apartado 1
pertenecen a grupo de problemas simples, mientras que los problemas de
igualacion, pertenecerian a grupo de problemas compuestos. |gualmente,
algunos de los tipos de problemas establecidos por Vergnaud, como por
gemplo la composicion de transformaciones, pertenecen a esta segunda
clase, adiferencia del resto que son simples.

El campo conceptual de los nimeros naturales relativos y la clasificacion
de problemas aditivos basada en las estructuras numérica, aritmética y
semantica

Los desgjustes y limitaciones que se han citado en los parrafos anteriores
han servido de base, junto a otras consideraciones, para realizar una in-
vestigaciont que ha puesto de manifiesto:

I.- En e dominio de aplicacion concreta usual de la estructura aditiva y
ordinal de los nimeros naturales y los nimeros enteros, existe un sub-
dominio caracterizado por la intervencion de un tipo de medidas discretas
relacionadas con la comparacion de medidas naturales y a las que llama-
remos medidas naturales relativas, entre las que se puede establecer una
estructura de orden parcial y una ley de composicion interna aditiva es-
pecifica.

[1.- Existe un conjunto de numeros a los que llamaremos numeros natura-
les relativos que, con la adicion y e orden convenientes, es isomorfo al
conjunto de medidas naturales relativas.

[11.- El conjunto de los nimeros naturales relativos con la adicion y €l
orden definidos, presenta cinco diferencias estructurales basicas con res-
pecto a grupo aditivo y ordenado de los niUmeros enteros. Estas diferen-
cias son: 1) Orden total / orden parcial con inversion en la “region nega-
tiva’; 2) Sin primer elemento / con primer elemento; 3) Conexion / des-
conexion entre las regiones “positiva’ y “negativa’; 4) Cero unico / cero
doble; 5) Adicion entera/ anulacion-compensacion aditiva (adicion natural
relativa).

V.- Los nimeros naturales relativos abren una nueva via de extension
aditiva y ordinal de los nimeros naturales a los nimeros enteros, inte-
grandose junto a ellos en un modelo tedrico gque relaciona entre si a todos
los elementos del dominio, regulando las estructuras aritméticas aditivas
correspondientes.

V.- El modelo mencionado permite establecer una clasificacion 10gico-
semantica de los problemas y Situaciones del dominio, que amplian y

1Que ha servido de base para la lectura y defensa de la tesis doctoral "El campo conceptual de los
ndmeros naturales relativos' (Gonzédlez, J. L., 1995).
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precisan otras ya realizadas sobre los problemas aditivos de enunciado
verbal.

VI.- Individuos con estudios superiores a los de Ensefianza Obligatoriat,
dan un tratamiento semantico diferenciado a los nUmeros naturales relati-
vos y alos nimeros enteros cuando se presentan en situaciones elementa-
les de comparacion de medidas discretas, sobre la base de la primera de
sus diferencias ordinales.

Algunas de las consecuencias que nos interesan son las siguientes:

- el conjunto de conceptos, procedimientos y relaciones que constituyen
la estructura l6gico-formal de los nimeros naturales relativos.

- @ conjunto de actividades y funciones cognitivas que caracterizan los
modos de uso de los conceptos, procedimientos y relaciones propios del
sistema simbalico de |os nimeros natural es relativos.

- e campo de actuacion formado por € conjunto de cantidades y medi-
das naturales relativas que dan lugar a situaciones y problemas que
admiten ser analizados mediante la estructura de los nimeros naturales
relativos.

B).- Una nueva distribucion del campo aditivo a diferenciar las tres
nociones numéricas que intervienen.
Las diferentes partes que integran la nueva distribucion, son las siguientes
(ver esquema en la pagina siguiente):

A1.- Combinaciones naturales simples.

A2.- Comparacionesy transformaciones naturales simples.

A3.- Composiciones de dos 0 mas relaciones naturales simples.

B1.- Combinaciones naturales relativas simples.

B2.- Comparaciones y transformaciones natural es relativas smples.

B3.- Composiciones de dos 0 mas relaciones naturales relativas simples

y composiciones de al menos una relacion natural relativa ssimple con al

menos un elemento de A2 o de A3.

C1.- Combinaciones enteras ssimples.

C2.- Comparacionesy transformaciones enteras simples.

C3.- Composiciones de dos o0 mas relaciones enteras simples;

composiciones de a menos una relacion entera smple con a menos un

elemento de A2 o de A3; composiciones de al menos una relacion entera
simple con a menos un elemento de B2 o de B3.

1En el momento de realizacion de la tesis, la Ensefianza Obligatoria abarca hasta el curso 8° de
Educacion General Basica correspondiente ala edad de 14 afios.
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Dominios de aplicacién elemental del campo
numérico aditivo segun el proceso didactico usual

[® ©

Aritmética Aritmética natural Aritmética
Natural y/o Entera
(N, +,95) Aritmética entera (Z,+,9

desarrollo curricular

Dominios de aplicacion elemental del campo numérico
aditivo como conclusion del estudio tedrico

® &

SN AN
@ A \ A @ A
e & &

Aritmética natura
Aritmética natural relativa Aritmética enteral

(En linea gruesa: dominios en los que intervienen los nimeros naturales relativos)
(Las flechas indican un posible proceso a seguir en €l desarrollo curricular).

C).- Una nueva clasificacion de los problemas aditivos como con-
secuencia de la distribucion anterior.
* Se detectan los siguientes tipos de relaciones basicas:

combinacion natural por no intervenir cantidades/medidas relativas sino
Unicamente la adicion natural.

nacion entera por & mismo motivo del parrafo anterior (solo interviene la
adicion entera).

ticularidades motivadas por & doble cero, & paso de medidas de un signo
al otro, etc.

* Se obtienen 9 tipos de situaciones/problemas aditivos ssmples. Igual-
mente, de la composicion de los tipos simples entre si, se obtienen 34 tipos
de situaciones/problemas aditivos compuestos por dos situaciones simples.
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Situaciones relativas discretas simples con estructura aditiva

comparacion simple transformacion simple combinacion ssimple
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* S restringimos la clasificacion a las medidas naturales y naturales rela-
tivas se obtienen:

natural, dan un total de 6 tipos de situaciones/problemas aditivos simples,
gue contrasta con los cuatro tipos que se proponen en Carpenter y Moser
(1982, pp. 10y sgts)) y con la clasificacion que propone Vergnaud (1983,
p. 107). Ademés de la no consideracion de los nimeros y medidas
naturales relativas como elementos con entidad propia y caracteristicas
especificas diferenciadas de las que poseen los nimeros naturales, hemos

- la consideracion de los problemas de “igualacion” como un tipo
simple, que en nuestra clasificacion se sitlan entre los tipos que hemos
denominado compuestos,

- la consideracion bajo una misma estructura numerica (la natural) de
entes semantica y |6gicamente diferentes,

- la consideracion, como “composicion de transformaciones’, de los
problemas propios del tipo que hemos denominado combinacion natural
relativa,

- la consideracion, como tipo simple o, a menos, a mismo nivel que €
resto de las categorias, de los problemas de composicion de trans
formaciones,

- la atribuciéon de dos papeles o significados diferentes a las medidas
naturales relativas. estados relativos y transformaciones,
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- la separacion expresa entre calculo numérico y caculo relacional,
obligada por la complgidad de un campo alin sin organizar.

entero( ) natural relatival 9 natural ()
combin. |transfor.| compar.|combin.|transfor Jcompar.| combin| transfor| compar.
* O *
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L os esquemas sintetizan |as clasificaciones de problemas aditivos, ssimples
y compuestos por dos simples, que se deducen del estudiol. Estas clasifi-
caciones se basan en la estructura numérica (natural, natural relativa y
entera), la estructura aritmética (adicion natural, adicion enteray adicion
natural relativa) y la estructura semantica (combinacion, comparacion,
transformacion), habiéndose fijado, obviamente, la estructura
metodologica en |la categoria de problemas de enunciado verbal.

INos remitimos ala obra original para unainformacién méas detallada.
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CLASIFICARY SIGNIFICAR

Luis Puig
Universitat de Valéncia

1. No es fécil dar cumplida cuenta en esta réplica de todo lo que los tres textos en
torno a la clasificacion de problemas aditivos presentados para ser debatidos en este
seminario contienen o suscitan. Son textos largos y minuciosos no pergefiados para la
ocasion, sino que responden a trabgjos de investigacion ya culminados, que se
encuentran en gjecucion o que se enmarcan en programas de investigacion de largo
alcance. Simplemente por ello la réplica seria ardua en cualquier caso, pero en mi caso
se afade €l hecho de que, a diferencia de sus autores, yo no me he visto involucrado en
ninguna investigacién empirica sobre € asunto. Lo que si que he hecho ha sido dedicar
tiempo —Yy €l esfuerzo que Gonzéalez Mari pregunta al comienzo de su texto s merece
la pena— a su estudio.

La lectura de un texto se hace siempre a partir de lo que uno sabe —no podria ser de
otro modo—, con €llo es con lo que se le da sentido, ésa es nuestra lectura; pero lo que
uno sabe tiene e sentido que le confiere & uso que uno le da. Por ello me ha parecido
conveniente comenzar por esa diferencia entre lo que yo sé sobre clasificar problemas
aditivos y 1o que comparten |os textos presentados a este seminario.

2. Hay otra diferencia aln que quiero sefidar: Fernando Cerdan y yo estudiamos
sisteméticamente y en detalle como clasificar los problemas aritméticos hace ya mas de
diez afios. Al libro Problemas aritméticos escolares que escribimos entonces he vuelto
amenudo y lo he usado con fines diversos y en distintos contextos, pero aqui no creo
que tenga sentido exponerlo ni menos alin hacer su exégesis. |0 que si que me interesa
es e poso que ha degjado en mi tras lo que €l paso del tiempo ha ido relegando en €
olvido, porgque, a mi entender, permite pensar e asunto que nos ocupa de otra manera
que también merece la pena ser explorada. Esto es pues o que me parece pertinente
traer a colacion aqui:

e Los problemas aritméticos escolares, en particular los problemas aditivos,
desempefian un papel crucia para la congtitucion del campo seméantico de las
operaciones aritméticas. Una vez hemos establecido que las operaciones
aritméticas, vistas desde su uso civil, tienen significados distintos en su uso en
contextos distintos, los problemas son una de las tareas que proporcionan a los
alumnos la oportunidad de enfrentarse a tales significados de las operaciones.
Ademas, hay problemas que conllevan significados de las operaciones que no
forman parte de los significados primarios de éstas. es € caso, por gemplo, de los
problemas de comparacion; por lo que los problemas también amplian en este
nuevo sentido el campo semantico de las operaciones.

» La descripcion de los problemas puede hacerse tomando en consideracion gran
nimero de variables de distinta naturaleza. Sin embargo, para organizar €l conjunto
de las variables conviene adoptar como punto de vista central lo que permite
distinguir significados distintos o formas de significar distintas. Esto se desprende
de gran nimero de estudios empiricos y ademas es coherente con e pape de los
problemas en la constitucion del campo seméantico de las operaciones aritméticas,
gue acabo de sefidar.
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A este respecto, me parece importante subrayar que “el orden de las operaciones’
no es una variable semantical, ya se represente con expresiones del tipo

a+b=no a+o=c o+b=c
0 con esguemas como
O+O=[ DO+dOd=0

e La estructura de un problema aritmético de varias operaciones combinadas
(PAVOC), examinada desde el punto de vista del proceso de resolucién, no puede
describirse como acumulacién de las de varios problemas de una etapa, ya que en
su proceso de resolucién intervienen elementos que no estan presentes en € de los
de una etapa y que son de naturaleza diferente; en concreto, |a determinacion de las
incognitas auxiliares o cantidades intermedias y la elaboracion de una cadena de
operaciones gque conduce desde los datos alaincdgnita. Ademas, la clasificacion de
esas cadenas en tipos se enfrenta, por pocas operaciones que intervengan, a la
explosién combinatoria, s se distinguen los problemas de una etapa que se
engarzan en la cadena en funcién de su categoria semantica. El caso de los
problemas de dos etapas es singular porque sélo hay en ellos una incognita auxiliar
—Ilo que hace que solo haya una cadena—, pero esto no los salvaguarda de la
explosién combinatoria.

* Hay Situaciones en que las categorias semanticas que sirven para clasificar los
problemas de una etapa se extienden naturalmente, como consecuencia de la
adopcion de nuevos significados para las operaciones implicadas. Hacia los
PAVOC esto sucede cuando se itera una misma operaciéon con € mismo
significado. Paralo que persigue €l texto de Socas, Hernandez y Noda, esto sucede
cuando las operaciones adquieren nuevos significados a realizarse con nimeros
distintos de los naturales, como sefialaré més adelante.

* La nocién de campo conceptual tal como la usa Vergnaud es demasiado grande para
ser eficaz en @ estudio de los problemas con que los alumnos son enfrentados en la
escuela primaria. Lo que Vergnaud llama campo multiplicativo contiene partes que
se describen conceptua mente de la misma manera, pero que vistas desde lo que los
alumnos han de aprender en la escuela son mucho més diferentes entre si que lo son
las partes de los campos conceptuales aditivo y multiplicativo con que los alumnos
se enfrentan en ella. S un estudio pretende elaborar modelos tedricos locales, es
conveniente reinterpretar los productos de los andlisis de Vergnaud en € terreno
local en cuestion.

3. De las observaciones generales que acabo de exponer se desprende que mi
contestacion alas preguntas de Gonzdlez Mari “ ¢Es posible obtener una categorizacion

1 Esto no quiere decir que las expresiones en cuestion “carezcan de significado” o sean “puramente
sintécticas’. Lo que quiere decir es que para examinar desde €l punto de vista del significado estas
expresiones ya no debemos recurrir a las categorias semanticas, que lo describen en funcion del
significado de las cantidades en la historia que narra el enunciado del problema verbal (inicial, final,
de cambio, parte, todo, comparada, de referencia, etc.), ni alas variables semanticas que describen €
tipo de dependencia semantica que establece que las relaciones légicas entre las proposiciones del
enunciado tengan la estructura de un problema aditivo.
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exhaustivay minuciosa de |as tareas de un campo conceptua ?; ¢merece la pena dedicar
esfuerzos a obtener categorizaciones de tal tipo?’ tiene que ser, a menos S me atengo
a la letra de lo que é ha escrito, que no es posible, ni deseable. La explosién
combinatoria nos lo impide —pero no solo es un problema de tamafio, la ambicion de
catalogar e mundo siempre tropezara con posibilidades y singularidades impensadas o
no describibles sin sdlirse del sistema de catalogacion— vy, 1o que desde mi particular
punto de vista es mas importante, un programa de investigacion que tiene como idea
motriz la elaboracion de modelos tedricos locales no 1o desea, no solo por e carécter
local de los modelos, sino también por la naturaleza recursiva del proceso de su
elaboracion.

4. Dicho esto sobre la ambicion del proyecto de clasificar los problemas aditivos,
quiero ahora subrayar que no se trata de abandonar todo empefio anaitico —que
siempre conlleva clasifica—, sino por e contrario de subrayar que € andlisis de las
tareas es crucia tanto para la organizacion de la enseflanza —y de Freudenthal he
aprendido una forma de abordar ese andlisis— como para la organizacion de la
investigacion. Por ello voy a entretenerme ahora en presentar un esbozo de andlisis que
sirva de contraste mas que de réplica d andlisis presentado por Castro y otros del caso
singular de PAVOC que son los problemas aritméticos de dos operaciones combinadas
(PADOC).

Lo que presento puede verse como un gercicio de lectura: para entender el andisis de
Castro y otros, decidi esbozar como hubiera hecho yo e andlisis de los PADOC,
siguiendo la via abierta por € andlisis que Fernando Cerdan y yo hicimos de PAVOC y
problemas aritméticos elementales verbaes (PAEV), y usar lo que produjera para
interpretar €l andlisis de Castro y otros.

5. Sefidaré para empezar que e andisis de los PAEV que redizamos toma en
consideracion lo siguiente:

* La situacion subyacente.

* El significado de las cantidades involucradas.

* Latraduccién del texto a una expresion aritmética.

 La operacion que resuelve @ problema, si la solucion consiste en redizar una
operacion aritmética.

* Los limites que las categorias seménticas imponen a las estrategias afortunadas, en
funcion de |as representaciones correspondientes.

* El desprendimiento del significado de la situacion y la elaboracion de un texto més
abstracto. La resolucion a partir de los significados de esos textos mas
abstractos.

Con €lo los problemas escolares se ven también como mundos creados para €
desarrollo de la competencia aritmética, a partir de la elaboracién de significados para
las operaciones mediante su uso en los problemas.

Cuando entran en escena los PADOC, mi andlisis toma muy en serio, por tanto, la
importancia explicativa de |as categorias seménticas y lo integraen lo que mi andlisis de
los PAVOC mostré como nuevo y caracteristico de esta clase de problemas, a saber, la
elaboracion de la cadena de operaciones, para cuya descripcion usamos € diagrama
descrito en nuestro libro Problemas aritméticos escolares.

6. El esbozo que presento comienza pues con 1) la consideracion del diagrama de un
PADOC e incorpora progresivamente a é 2) las operaciones que resuelven los PAEV
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combinados y 3) las categorias semanticas de cada uno de elos. El empefio
subsiguiente sera averiguar S todas las combinaciones obtenidas pueden ser
efectivamente PADOC a los que se pueda dotar de sentido en algun contexto.

6.1. Desde € punto de vista del diagrama de andisis-sintesis, como un PADOC tiene
una incognita, tres datos y una incognita auxiliar, no hay més que un tipo de problema.
La estructuradel proceso de resolucion de un PADOC es Unica:

6.2. Esta Unica estructura puede ahora desglosarse en tipos en funcion de las
operaciones que resuelven cada uno de los dos PAEV involucrados. Si consideramos
solo los problemas aditivos y, por tanto, las operaciones de adicidon y substraccion,
obtenemos |os siguientes diagramas:

Q- ONV-GN-¢
TR TR

Si consideramos las cuatro operaciones elementales, el nimero de diagramas se hace ya
grande, o que hara aumentar extraordinariamente las clasificaciones subsiguientes, por
lo que sdlo voy a considerar estas dos operaciones.

6.3. Hagamos ahora entrar en juego las categorias semanticas. Lo mas simple es
comenzar considerando que los dos PAEV pertenecen a la categoria semantica
combinacion ya que ésta solo tiene dos subcategorias, que se corresponden con los

diagramas siguientes:

combinacion 1 combinacion 2
incognita: el todo incognita: una parte

7. Asi que, s los dos PAEV son de combinacién, no hay mas que afadir a las
posibilidades que hemos encontrado. Se trata ahora de dilucidar s las combinaciones
obtenidas pueden ser efectivamente PADOC a los que se pueda dotar de sentido en
algun contexto. Para ello hay que encontrar situaciones de combinacién que den lugar
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a problemas cuya solucién se pueda describir con esos diagramas. Para conseguirlo,
necesité recurrir a situaciones de tres tipos:
7.1. Un gemplo del primero es la siguiente situacion:

En un estanque hay 3 patos, 5 cisnes, 7 carpas, 8 aves, 15
animales.

En esta situacion, |as cantidades estan relacionadas asi:

patos (i u

) vy aves| .
cl sn%% yani males
carpas b

El diagrama correspondiente es:

animales

aves carpas

patos cisnes

A partir de ella pueden escribirse problemas tomando como incognita cualquiera de las
cuatro cantidades, que no se encuentran en €l diagrama en la posicion de la cantidad
intermedia (las aves) y dando como datos las tres restantes:

En un estanque hay 3 patos, 5 cisnes y 7 carpas. ¢Cuantos
animales?

animales

aves 7

En un estanque hay 3 patos, 5 cisnes y algunas carpas. Hay 15
animales. ¢Cuantas carpas?

carpas

15 aves
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En un estanque hay 3 patos, algunos cisnesy 7 carpas. Hay 15
animales. ¢Cuantos cisnes?

cisnes
aves 3

15 7

Si laincognita es los patos, € diagrama es igua que en € caso de que sea los cisnes, y,
s laincognita es las aves, € problema no es PADOC. Asi que esta situacion da origen
a tres tipos de problemas. Por la forma del diagrama podemos |lamarlos problemas de
“combinacion encadenada’ .

7.2. El segundo tipo de situacion consiste en un universo dividido dicotémicamente dos
veces. Un gemplo es:

15 guisantes. 8 verdesy 7 amarillos. 10 lisosy 5 rugosos.

A partir de ella pueden escribirse problemas tomando como incognita cualquiera de las
cinco cantidades. Ahora bien, si la incognita es € nimero de guisantes y tres de las
otras cuatro cantidades son datos, no es un PADOC. Las otras cuatro elecciones de
incégnita conducen a diagramas iguales desde € punto de vista del significado de las
cantidades y de las relaciones entre cantidades, que es € criterio de igualdad que estoy
utilizando, siempre que los guisantes no sea un dato, porque en ese caso no €s un
PADOC. Un gemplo es:

Hay guisantes. 8 verdes y 7 amarillos. 10 lisos. ¢Cuantos
rugosos?

guisantes 10

8 7

Ladoble division del universo me sugirié € nombre de “combinacion cruzada’.

7.3. La tercera situacion la daré sblo esbozada. Se trata de un universo dividido
dicotomicamente dos veces mediante dos propiedades cuya union cubre € universo.
Hay dos problemas posibles, seglin la incdgnita sea uno de los todos o una de las
partes. La incognita auxiliar ha de ser siempre la interseccion, para poder tener un
PADOC con sentido.

Estos diagramas de Carroll de la situacion, con indicacion de los dos problemas,
ilustran su diferencia con la situacion anterior:
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B noB B noB

A 1A D | A 1A | D
noA | D noA| D
D D

L os diagramas correspondientes son:

El nombre con e que me parecié oportuno bautizar esta situacién, sugerido por €l
sombreado del diagrama de Carroll, fue “combinacion sin exterior”.

La consideracion de la categoria seméantica de combinacion en las posibilidades
generadas por la consideracién de las operaciones que resuelven los PAEV
involucrados no introducen, por tanto, nuevos tipos, SiN0 que reaparecen los seis ya
obtenidos, sin que fate ni sobre ninguno. Lo que obtenemos ahora es una subdivision
en funcién de los tipos de situaciones subyacentes.

8. Partiendo de otras premisas, Nesher y Hershkovitz (1994) también obtuvieron seis
esquemas, que se corresponden con éstos como muestro a continuaci én (aprovechando
lafigura paraidentificar mis diagramas con siglas que usaré en lo que sigue):

“ combinaci6n encadenada’

equivalea
“jerérquico”
+
CE1
+ +
CE2
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n

CE3
“combinacion
- cruzada’
equivalea
“compartir el todo”
CC
“combinacion
sin exterior”
equivalea
- “compartir una parte”

CSE1

>

CSE2

Mis diagramas representan la solucién, por eso son todos iguales, salvo la combinatoria
de las operaciones; y esta combinatoria produce todos |os tipos y, en un cierto sentido,
garantiza que no hay més posibilidades tedricas. Los esguemas de Nesher y
Hershkovitz ponen de relieve las tres situaciones que yo he encontrado al querer dotar
de sentido a las posibilidades tedricas! una vez se introduce en € andlisis la
consideracion de las categorias semanticas.

1 En realidad Nesher y Hershkovitz no usan esos esquemas para describir |as mismas situaciones que
yo he encontrado, ya que las mias son situaciones aditivas en las que €l significado de las cantidades y
de las relaciones entre €ellas es siempre €l de las propias de la categoria semantica de combinacion.
Nesher y Hershkovitz usan sus esquemas para describir situaciones en los que hay unarelacion aditiva
de combinacién y una relacién multiplicativa. Aunque no me he entretenido en desbrozar este caso, no
me parece que pueda tratarse de la misma manera una relacion aditiva de combinacion —que se
caracteriza porque dos cantidades tienen €l mismo significado y, por tanto, solo dan origen a dos tipos
de problemas— y una relacion multiplicativa en que los factores tienen significados distintos,
multiplicador y multiplicando, y dan origen por tanto a tres tipos de problemas.
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9. Para continuar mi andlisis de los PADOC en la via trazada, basta con cambiar de
categoria semantica y reiterar la busqueda de situaciones en que se puedan dotar de
sentido a las posibilidades tedricas. Sin embargo, como mi intencién no es ser
exhaustivo sino desarrollar un instrumento para leer €l andlisis de Castro y otros, éste
esté hecho a partir de los esquemas de Nesher y Hershkovitz, y acabo de establecer una
correspondencia entre mis diagramas y esos esquemas, ya puedo realizar unalectura de
los tipos de Castro y otros con mis diagramas.

El resultado de esa lectura es esqueméticamente €l siguiente:

* El tipo 1 de Castro y otros es mi CEj, savo que los PAEV involucrados no son
ambos de la categoria semantica combinacién, sino que uno es de cambio y € otro
de combinacion.

* El tipo 2 es CE3, savo que es cambio y cambio.

* El tipo 3 es CC, savo que es combinacion y cambio.

* El tipo 4 es CSE3, salvo que es combinacion y cambio.

 El tipo 5 es CC, aunque esté calificado como “jerarquico” en la terminologia de
Nesher y Hershkovitz y, por tanto, tendria que ser CE en la mia. La diferencia con
el tipo 3 esla subcategoria ala que pertenece € problema de cambio.

* El tipo 6 es CSED.

Leido pues con mis diagramas, la tipologia de Castro y otros tiene dos tipos que son

iguales y no recoge uno de los tipos (CE2). Ademas, esta tipologia no incorpora de

manera sistematica las categorias semanticas en ella

10. Aunque ya he dicho que no voy a proseguir esa incorporacion sistemética si que
quiero esbozar las modificaciones que es preciso redizar en los diagramas anteriores
tan pronto como se va mas alé de la categoria seméntica de combinacion. En efecto,
cualquiera de las otras categorias semanticas de los problemas aditivos se diferencian
de la de combinacion en que las tres cantidades tienen significados diferentes!. Esto
obliga a incorporar € significado de las cantidades en @ diagrama de andisis para
poder dar cuenta de todas las subcategorias establecidas. En la ilustracion siguiente
muestro esto y afiado las otras tres poshbilidades que aparecen a combinar
sisteméticamente los significados de las cantidades, |a cantidad que es desconocida y
las operaciones que resuelven e problema. Esas tres posibilidades que aparecen en
columna a la derecha no pueden dotarse de sentido en ningun contexto mientras los
nimeros sean naturales y las operaciones tengan e significado de aumento o
disminucién correspondiente. Es posible dotarlas de sentido s se extiende e significado
correspondiente de las operaciones incorporando € que conlleva su extension a los
nUmeros negativos. (Las letras designan lo habitual. |I: cantidad inicial, C: cantidad de
cambio, F: cantidad finad, Cj: cada una de las seis subcategorias de la categoria

seméntica de cambio en e orden mas usual.)

1 Esto también ocurre en las categorias semanticas de los problemas multiplicativos, salvo en la de
producto de medidas, pero aqui me estoy restringiendo a los PADOC formados por dos relaciones
aditivas.
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C R A R
- - ¥

F 1 F 1 I F

© A A A

F C F C c F

S estas son las piezas con que se construyen los diagramas de los PADOC de dos
cambios, las posibilidades son numerosas y se trata de nuevo de buscar situaciones en
gue se pueda dotar de sentido a estas posibilidades tedricas.

A titulo de giemplo, presento e caso en que el PADOC esta formado por dos C1, que

tiene dos posibilidades, que acompafio de dos enunciados esquematicos:

Juan tiene 4.
Ledan 3.
Ledan 5.
¢Cuantos tiene?

Juan tiene 4.

Ledan 3.

Pepe tiene 6.

Juan le datodo lo que tiene.
¢Cuanto tiene Pepe?

A titulo de gemplo més compleo, presento € caso en que e PADOC esta formado
por un C1 y un Cg, que tiene cuatro posibilidades. Acompario las posibilidades de dos

enunciados esquematicos e invito a lector a buscar enunciados para las dos restantes.

Pepe tenia.
C1 Perdi6 3.
Lequedan 7.
Ce Si hubiera ganado 4,

¢ecuantos tendria?

115



Si Pepetuviera4d

Ce y ganara 3,
tendrialos mismos que
C1 S pierde 5.

¢Cuantos tiene?

Cq
Ce
) ,
FlC F
F | c,
| C

Todos estos tipos son “jerarquicos’, en la terminologia de Nesher y Hershkovitz o de
Castro y otros.

11. Los andlisis que he redlizado hasta aqui estdn hechos sobre la base de los primeros
significados asociados a las operaciones aditivas. Esto es razonable para empezar. Para
empezar tanto desde € punto de vista de no complicar de entrada € andlisis, pero
también porgque ésos son los significados con que los alumnos van atener que tratar en
los primeros afios de su escolaridad. Ahora bien, de la misma manera que avanzan los
alumnos, también lo han de hacer los andlisis no situdndose perpetuamente en lo que
Freudenthal llamaba “ el nivel més bajo”. Los significados de |as operaciones se amplian
y se modifican en dos direcciones distintas. una por ampliacion del campo semantico a
usarse en nuevas situaciones con nuevos tipos de nimeros (una direccion méas o0 menos
horizontal, como lo es la de la “matematizacién horizontal”), y otra por
desprendimiento de los significados de las situaciones concretas en que se usan, su
algoritmizacion y la congtitucion de nuevos significados puramente aritméticos (una
direccion vertical, como lo es la de la“ matematizacion vertical”). Esta Ultima direccion
se ve favorecida en e propio campo de los problemas por la mediacién de los
problemas de abaco, en los que las historias que se narran tratan sobre niUmerosy los
acontecimientos que se producen son operaciones aritméticas. No voy a intentar
siquiera esbozar las consecuencias que € avance en esta direccion tiene para los
andlisis de los PADOC que estamos tratando. Pero si que voy a usar € avance en la
primera direccién para apuntar unalectura del comienzo del texto de Socasy otros que
conduciriaaun andlisis de los problemas en que aparecen cantidades discretas relativas
M&s parsimoni0so.
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12. La lectura consiste ssimplemente en nombrar las cantidades que aparecen en los
giemplos que ellos traen a colacion y en mostrar que pueden clasificarse con arreglo a
las categorias usuales, con sdlo tomar en consideracién que las operaciones y las
cantidades tienen los nuevos significados involucrados por los nuevos tipos de
nUmeros.

El problema

Juan tiene 6 boliches y juega una partida con Luis y pierde 8
boliches. ¢Cuantos boliches debe Juan a Luis?

tiene

una cantidad inicia: los boliches de Juan,

una cantidad de cambio: los boliches que pierde Juan,

una cantidad final: los boliches que Juan debe.

El cambio es de disminucién y laincognita es la cantidad final, asi que se trata de C2.

O bien, se corresponde con € diagrama que en lailustracion anterior estajunto aC2 y
gue antes hemos dicho que carecia de sentido, salvo teniendo en cuenta los nuevos
significados que ahora estamos considerando.

El problema

En el recreo Juan gano 6 canicas 'y Pedro gan0 5 més que Juan.
¢Cuantas canicas gano Pedro?

tiene

una cantidad de referencia: las canicas que gand Juan,

una cantidad comparada: |as canicas que gano Pedro,

una cantidad de diferencia: las canicas que Pedro gand mas que Juan.

La comparacion es del tipo “més que” y laincdgnita es la cantidad comparada, asi que
nada impide clasificar este problema en esa subcategoria de la categoria de comparar.
Digo simplemente que nada lo impide, otra cosa es argumentar qué se gana 'y qué se
pierde usando de forma nuevala vieja clasificacion o elaborando una nueva.

13. El find dd parrafo anterior ya indica que mi réplica no acaba con conclusiones
concretas sobre las clasificaciones expuestas en los tres textos presentados al
seminario. Durante el tiempo que le he dedicado a la lectura de esos textos y la
preparacion de mis notas para la réplica, a embarcarme yo también en laminuciade un
andlisis pormenorizado y cuidadoso en los detalles para poder ver qué sentido puedo
darle aandlisis de ese egtilo, no he dejado de tener presente un libro que lei por primera
vez hace ya veinte afios y a que he vuelto recientemente de la mano de mi hija
quinceafiera. Se trata del libro de Robert Pirsig, Zeny € arte del mantenimiento de la
motocicleta, que lleva como subtitulo “Unaindagacion en los valores’. No estéa lgjos €
trabajo de desmenuzamiento de los problemas aritméticos escolares, en los andisis que
he estado realizando o examinando, del arte del mantenimiento de la motocicleta, que
exige € conocimiento minucioso de cada una de sus piezas, hasta € tornillo mas
menudo, y de las herramientas para montarlas y desmontarlas, cuidarlas, afinarlas y
tener cada una a punto para que la motocicleta funcione con suavidad. Para Pirsig, €
arte del mantenimiento de la motocicleta tiene como objetivo la paz espiritua y solo
ésta permite tratar con parsimonia cada uno de los detalles del mantenimiento.
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DESARROLLO DEL TERCER SEMINARIO

El tercer Seminario tuvo lugar e segundo dia del Simposio, sobre el tema
"Estrategias de Andisis Estadistico para € tratamiento de cuestiones
Didacticas'. Este seminario fue presentado por el profesor E. Lacasta, de
la Universidad Publica de Navarra. Debido a la orientacion principal mente
informativa dada por la organizacion a este Seminario, no contd con
ningun ponente que hiciese la réplica a la exposicion. Modera la sesion €
profesor L. Rico.

La ponencia comenzo con una presentacion general sobre las conexiones
entre Estadistica e investigacion en Didactica de la Matematica, en la cua
se sefialan algunos principios generales y se destaca la conveniencia de
situar una medida en relacion a una distribucion. Avanza agunas
respuestas a la pregunta de Sl es necesaria la estadistica y sefiala algunas
dificultades que surgen de su utilizacion. Establece como principio la
descripcion fiel y econdmica de la informacion recogida en un trabgo
experimental; a partir de este principio presenta una serie de reflexiones en
torno a la contingencia, las variables, los modelos y la situacion de una
medida en relacion con una distribucion.

Ante la cuestion: ¢gué nos debemos preguntar? realiza una reflexion sobre
la rareza de algunos valores y hace una discusion sobre la utilidad de los
tests de hipotesis, recordando que rechazo y aceptacion no son las
opciones aternativas. Recuerda las dificultades del muestreo; discute las
nociones de legitimidad y complejidad paralos procedimientos. Presentala
distincion entre técnicas paramétrica y no paramétricas y propone un
gjemplo aclaratorio.

Una segunda estrategia estadistica presentada surge al diferenciar entre €
analisis multivariante y la inferencia estadistica. Sefida la distancia de un
modelo a la contingencia y hace una discusion sobre variables no
contingentes y algunas estrategias de trabajo. Presenta a continuacion
diversas técnicas de andlisis. analisis en componentes principales, anaisis
factorial de correspondencias, andlisis cluster, andisis implicativo y
andisis de la varianza. Finamente, hace un balance con las ideas
principales.

Concluida la presentacion intervinieron 3 de los asistentes. Se plantearon
las cuestiones ¢cuando es necesaria la técnica estadistica?, ¢para qué tipos
de preguntas? También se insistio en las diferencias entre los métodos
inferenciales y € andlisis multivariante.
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ESTRATEGIASDEL ANALISISESTADISTICO
PARA EL TRATAMIENTO DE CUESTIONES DE DIDACTICA

Eduardo Lacasta Zabalza
Universidad Publica de Navarra (UPNA-NUP)

Resumen

El bagaje cientifico de los investigadores en didéctica de las mateméticas incluye en
muchos casos algunos conocimientos de estadistica matemética. Sin embargo, la
distancia entre la estadistica matemética y la estadistica aplicada dificulta la aplicacion
de esos conocimientos. El objetivo de este seminario es facilitar la incorporacion de
herramientas estadisticas al trabajo de los investigadores en didéctica de las
mateméti cas.

A partir del establecimiento de unos conceptos bésicos: modelo, variable, contingencia,
significacién de una medida, condiciones del rechazo o aceptacion de una hipotesis,
etc., se presentan de una manera razonada algunos de los principales métodos
estadisticos aplicables.

En particular se describen algunas aportaciones que, dentro del andisis multivariante
de datos, se han realizado desde e campo de la didactica de las mateméticas, y més
concretamente e andlisis implicativo.

Se exponen con detalle la construccion de un sencillo test de hipétesis para tratar un
caso puntual surgido en el tratamiento de una encuesta 'y € andlisis de un resultado
concreto, obtenido através del andisisimplicativo.

Abstract

The scientific background of researchers in Mathematics Education includes some
knowledge of Mathematical Statistics. Nevertheless, the distance betwen Mathematical
Statistics and Applied Statistics is a handicap in order to apply that knowledge. The
purpose of this lecture is to provide researchers in Mathematics Education with tools
form Applied Statistics.

Based upon some basic concepts such as model, variables, contingency, significance of
ameasure, conditions of rejection or acceptance of a hypothesis, etc., some of the main
techniques in Applied Statistics will be presented in a reasoned segquence.

Contributions from the field of Mathematics Education to the Multivariate Analysis of
Data, such asimplicative analysis, will be specially described.

Furthermore, the lecture includes the detailed designing of a smple test of hypothesis
for a case which appears in the treatement of a particular item and the analysis of a
particular result obtained by Implicative Anaysis.

1. La estadistica en la I nvestigacion en Didactica de la Matematica
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¢ES necesaria la estadistica?

La didéctica de las mateméticas no dispone en genera actualmente de respuestas para
la mayor parte de las preguntas que se le plantean. Sin embargo, para fundamentarse
cientificamente, superando la mera opinién, tiene que poder formular hipotesis
correspondientes a esas preguntas.

Dependiendo del problema de investigacion y de los datos disponibles, sera adecuado
0 no €l uso de la estadistica. Por tanto, no se puede pretender que sea imprescindible.
Sin entrar en el fondo del debate metodoldgico, si que pensamos que en didéctica de
mateméticas se dan las condiciones necesarias para asegurar al maximo que, cuando se
utilice, se haga con un control y un conocimiento de los méodos estadisticos
utilizados.

¢Existen barreras también en didactica de las matematicas para una utilizacion agil
de la estadistica?

Quien hace una investigacion 0 mas en concreto una tesis en didéctica de las
matematicas, tiene la posibilidad de recurrir a expertos que le proporcionen las técnicas
estadisticas a aplicar para completar su trabajo. Pero creemos que, aln siendo a veces
muy necesaria la ayuda de expertos en estadistica aplicada —que es deseable que tengan
una buena formacién matematica—, €l investigador debe responsabilizarse al menos del
conocimiento y control de los métodos empleados.

A primera vista pudiera parecer que la formacion matemética que normalmente posee
el investigador en didéctica de las matematicas —que ha podido estudiar en su carrera
probabilidad y estadistica matematica con un ato nivel de formalizacién— le ha de
permitir abordar directamente € uso de los métodos estadisticos aplicados que le son
de interés. Sin embargo, la experiencia nos muestra que hay una gran distancia entre el
conocimiento tedrico y su aplicacion a problemas particulares y que normamente el
investigador no cuenta con una formacion préactica en la aplicacion de la estadistica.
Ademés, € crecimiento y la diversificacion de los métodos estadisticos en los Ultimos
afios ha sido tan espectacular, que es dificil para el no especialista mantenerse a dia en
las nuevas técnicas y posibilidades del andlisis de datos.

Por otro lado, la presentacion clasica de la estadistica inferencial, apoyada en una
construccion previa de la teoria de la probabilidad —presente en muchos manuales de
estadistica aplicada, como e excelente libro de Amon (1990)— se algja a veces de las
bases intuitivas y de las fuentes historicas de la estadistica, tan necesarias para la
comprension de los conceptos y para sus aplicaciones précticas.

Sin embargo, como veremos, es posible dar una introduccién intuitiva de las ideas
basicas en inferencia, necesaria para la comprension de los conceptos y para su
aplicacion préctica. Asi pues, no es absolutamente necesario seguir una exposicion
forma para ensefiar métodos estadisticos, existiendo buenos libros de estadistica
aplicada sin este enfoque.

Aportaciones desde la didactica de las matematicas
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Régis Gras (1992) propone "poner en marcha un dispositivo particular de recogida y
tratamiento de datos, susceptible de confirmar o invalidar las hipétesis
correspondientes a las preguntas que se plantean en didéctica de las matematicas y de
avanzar conclusiones’. EI mismo reconoce que es una estrategia muy ambiciosay que
no se puede aplicar efectivamente desde las primeras aproximaciones de |os fenébmenos
a observar y de los que surgen las cuestiones, pero "acaba imponiéndose
posteriormente si se quiere que las decisiones didacticas se apoyen en una estabilidad y
una pertinencia de las respuestas, ganando asi precision, vaidez y capacidad de
predecir".

Varias aportaciones en esta linea estratégica, como € andlisis a priori  de la
contingencia ideado por Brousseau o |os estudios de Pluvinage sobre los " cuestionarios
con modalidades' han enriquecido e bagage cientifico de la didéctica de las
matematicas. Un caso particular es € del andlisis implicativo de Gras (1996) a que nos
referiremos més adel ante con cierto detenimiento.

Objetivo de este Seminario

Més que exponer los pros y contras de los distintos métodos estadisticos, nuestro
objetivo es el de exponer de una manera sistematica un abanico metodoldgico lo mas
amplio posible. En e fondo, lo mas importante es que € investigador tenga un criterio
para decidir los métodos adecuados y conocer su alcancey sus limites.

Hemos dicho que la exposicién de métodos estadisticos sera "sistematica’, pero no
seguiremos la presentacion formal —como se ha visto, no sdlo por razones de espacio—,
sino que, entre las diferentes aproximaciones posibles, nos apoyaremos en Brousseau
(1993a).

2. Algunos principios generales del analisis estadistico

Con €l fin de establecer un minimo repertorio de conceptos necesarios para desarrollar
nuestros objetivos, describiremos algunos de ellos, siguiendo € trabagjo que acabamos
decitar.

El primer objetivo del andlisis estadistico es e de describir un conjunto de datos de
manera fiel y econdmica, es decir, dar un resumen. Pero estas dos condiciones son
bastante contradictorias, porque para ser fiel hay que dar toda la informacion y
entonces no hay tal economia.

La contingencia

La contingencia es todo 1o que es y podria no ser o podria ser de otra manera.
Considerar un hecho como contingente supone pues tener en cuenta que podrian haber
ocurrido otros hechos en su lugar y supone por tanto situarlo en un conjunto de hechos
posibles, es decir, en una estructura. En la practica, la contingencia esta constituida por
observaciones, datos recogidos, etc.

Lasvariables

Los datos recogidos tienen que estar estructurados a priori; es decir, tienen que
reconocerse, antes de cualquier tratamiento, como un objeto matematico de un cierto
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tipo. Cada hecho que se produzca se considerard como un "valor" tomado en un cierto
conjunto, llamado variable, en & que se han definido ciertas operaciones.

Las variables son pues estructuras y, por tanto, es importante identificar a priori la
estructura pertinente méas completa posible. Ejemplos de estructuras son las variables
nominales, ordinales, de intervalo, de razon...

Los restimenes o0 modelos

En la préctica, la contingencia, los datos, se representan mediante resimenes. Los
mejores resimenes son aquéllos que, a igua longitud, permiten recongtituir la
informacion inicial de la manera mas precisa. Esta reconstitucién exige que el receptor
conozca el codigo utilizado por el autor del resumen. Por otra parte, sera Util indicar la
fidelidad del resumen mediante una medida de su parecido a la contingenciainicial.
Pero representar la contingencia mediante sistemas mateméticos es también e objeto
de la modelizacion. Una misma contingencia puede modelizarse de distintas formas;
por gemplo, mediante una distribucion de probabilidad, una serie de relimenes o de
caracteristicas estadisticas. Los modelos habra que escogerlos de modo que
representen los datos o mejor posible.

Para Brousseau (1993a), "la estadistica matematica es el estudio de estos codigos, de
las distintas modelizaciones de la contingencia, de sus propiedades y de los métodos de
eleccion”.

Propiedades de |os modelos

En una primera aproximacion, € modelo debe:

- Representar bien |as observaciones (pertinencia).

- Constituir un resumen més simple que las observaciones (comunicabilidad).

- Permitir lo mejor posible la reproduccién del conjunto de las observaciones
(fidelidad).

- Permitir la comprension de los datos, es decir, poder situarlos con relacion a
modelos familiares, universales y, por tanto, poder compararlos con otros modelos
(inteligibilidad).

- Ser accesibles al control matemético (consistencia).

Ejemplos de model os pueden ser una funcion, unaley, etc.

3. Primera estrategia estadistica: situar una medida con relacion a una
distribucion

Sgnificacion de una medida

Con frecuencia vemos en articulos de investigacion (aln en revistas de reconocido
prestigio) hacer comparaciones de valores, de medias 0 de porcentajes y establecer
conclusiones sin tomar precauciones. También se puede ver como se adjudica el
carécter de "significativa' a una diferencia de valores, sin que se describa claramente e
criterio empleado. A lo més, se suele recurrir a tamafio de la muestra para relativizar la
solidez de la argumentacion, sin ir més alla de la intuicién. En lo que sigue, haremos
una aproximacion de la significacion estadistica, que permite tomar una decision sobre
s las diferencias encontradas se pueden explicar facilmente por la variabilidad aeatoria
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del muestreo, o bien s es muy raro que esos valores se hayan obtenido debido a esa
variabilidad (azar).

La significacion estadistica indica la rareza de un valor, 0 més bien la rareza de los
valores mayores (0 menores) que é; es decir, o que indica si ese valor es grande o
pequerio en las condiciones en las que se ha medido y bajo unas hipétesis determinadas
(0 sea, en relacion con un cierto modelo). La rareza relativa de un vaor serd la
proporcién de valores mayores (0 menores) que é en un cierto modelo. Habitualmente
Se expresa en procentgje y viene a ser la "significacion” de un valor; es decir, en una
perspectiva clésica, la probabilidad de obtener ese valor u otro mayor
(alternativamente menor) debido a la variabilidad aeatoria, en las condiciones de
medicién dadas y bajo un model o supuesto.

Evidentemente, para poder determinar la rareza relativa de un valor, la variable tiene
que ser a menos de carécter ordinal. En la figura 1 hemos reproducido un histograma
de frecuencias de una variable en porcentajes.

A

30 A

25 -
20 -

15 1
10 -

ClL C2 C3 C4 C5 C6 C7
Fig. 1

Frecuencias (%)
En e caso del histograma de la figura 1, un vaor que esté en la clase C1 es bastante
raro, puesto que a lo sumo hay un 5% mas pequefios que él; también un valor que
estuviese en la clase C7 seria bastante raro, porque a lo sumo habria un 5% mayores
que é. En ambos casos podemos medir larareza de ese valor, diciendo que ese valor
es raro 0 no se puede explicar por e azar, con una probabilidad del 95%. En
psicologia, por eemplo, se puede rechazar un modelo que proporciona una
distribucion en la que e vaor encontrado (la contingencia) es raro con una
probabilidad del 95%, pero en medicina, las probabilidades habitual mente utilizadas son
por 1o menos del 99,9%.
Para determinar la significacion de un valor o una diferencia de valores encontrados,
existen en la mayoria de |os casos pruebas o tests, que nos dicen cud es la probabilidad
de encontrar esos valores, para el tamario de la muestra utilizado.
Los tests de hipétesis
Para explicar un hecho dado, se elige un modelo de distribucion. La hipétesis nula
consiste en la declaracion "el hecho observado esta de acuerdo con el modelo”. En la
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literatura estadistica existen numerosos tests de hip6tesis aplicables alo distintos casos
gue € investigador se pueda encontrar. En estos tests se calcula e valor de un
estadistico de contraste cuya distribucién es conocida y que nos permite rechazar o
aceptar la hipétesis nula, segiin que dicho valor sea "raro" en esa distribucion o no, con
una probabilidad dada.
Condiciones del rechazo o de la aceptacion de una hipétesis
El rechazo y la aceptacion no congtituyen una aternativa; no rechazar un modelo no
quiere decir que se acepte. En efecto, puede ser que varios modelos estén lo
suficientemente préximos de la contingencia como para no rechazar ninguno, pero a
mismo tiempo seria absurdo aceptarlos todos con sus contradicciones. Por €l contrario,
no hay ningln inconveniente en rechazar varios modelos, ya sean compatibles o no
entre ellos.
El conocimiento cientifico debe pues fundamentarse en e rechazo de modelos y no en
Su aceptacion.
Losriesgos de rechazar o no un modelo
Desde & momento en que se acepta la idea de que la contingencia observada no es més
gue un gemplar extraido de un conjunto con muchos gemplares parecidos y que se fija
una probabilidad arbitraria para la decision, aparecen dos riesgos.

- € de rechazar un buen modelo del que la contingencia se algja accidentalmente,
que sellamaerror detipoI.

- e de no rechazar un ma modeo, porque ocasionamente et cerca de la
contingencia, que es el error detipo Il.
Todo modelo que no es rechazado puede "aceptarse” de manera hipotética, aungue no
se pueda establecer como verdadero. Hay pues que poner en pie una jerarquia de
preferencias en e conjunto de los modelos, en funcion de su verosimilitud. Pero seréa
preciso controlar estas decisiones y estos niveles de confianza arbitrarios bajo €
control de una teoria para poder controlar esos riesgos; ese es el objeto de la teoria de
ladecision.
Los procedimientos de la estadistica inferencial
Régis Gras (1992) resume la manera de proceder en la estadistica inferencial: a partir
de un muestreo de una poblacion, que hay que suponer que se ha efectuado mediante
pruebas independientes y de la misma distribucion:

- se gusta a la variable 0 a dos variables [...] una variable predictiva con una
finalidad de prediccion o de explicacion;

- se decide validar o invaidar juicios e hip6tesis de modelos mediante los Ilamados
tests de hip6tesis (esto Ultimo también en el caso de la estadistica no paramétrica). »
Las condiciones que legitiman estos procedimientos propios de lo que hemos llamado
"primera estrategia" son:
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- presuponer en la mayoria de los casos hip6tesis de normalidad de las variables, lo
que es dificilmente verificable y restrictivo (no es € caso para los métodos no
paramétricos);

- aceptar métodos largos y fastidiosos de cruce de variables 2 a 2;

- saber formular las hipdtesis nulasy

- diluir laindividuaidad de los sujetos en e muestreo. »

Sin embargo, estas condiciones no se satisfacen facilmente en € estado actua de la
didéctica de las mateméticas. Parece indispensable poder recurrir a otros métodos
digtintos para sintetizar y estructurar los datos y poder identificar las variables, los
factores implicados, sus relaciones, su jerarquia, etc.

El caso de la estadistica no paramétrica

Dentro de la estadistica clasica, |as técnicas no parameétricas se prestan especia mente a
tratar los datos de didacticay en general de ciencias de la conducta, puesto que en ellas
no se supone que los datos que se estan analizando se hayan sacado de una poblacién
distribuida de una determinada manera; por gemplo, de una poblacion distribuida
normamente. Sidney Siegel (1990) hace una exposicion amplia de los métodos no
paramétricos, acompafiada de gemplos, en la que se andizan las exigencias de la
estadistica paramétrica y no paramétrica. Guy Brousseau (1993b) desarrolla en un
volumen los tests no paramétricos mas utilizables en nuestro caso, en la misma
perspectiva que aqui hemos adoptado y con abundantes €jempl os, todos €llos referidos
ala didéctica de las matematicas.

La estadistica no paramétrica dispone de tests aplicables a distintos casos (como los de
Wilcoxon, Cochram, Kendal, etc.). Todos los paguetes estadisticos estandar
(Statgraphics, SPSS, BMDP, etc.) tienen incorporados los calculos no paramétricos.
Un test de hipétesis para un caso particular

Si no se dispone de tests ya confeccionados, 0 S no existen, se pueden crear pruebas
ad hoc, que a veces pueden ser muy simples, como la que exponemaos a continuacion.
En & gemplo correspondiente a la tabla 1, tomado de Lacasta (1995), se pasd un
cuestionario a 23 profesores de instituto, sobre diversas cuestiones relacionadas con €
papel de los gréficos cartesianos de funciones en la enseflanza. Se observd que en
algunas preguntas abiertas, se repetian algunos tipos de respuesta, que en latabla 1 se
han codificado con lasletras a, b, ¢, etc.

Nos encontramos por giemplo con que € 71,4% de los profesores (15 profesores de
los 21 que contestaron a esta pregunta) responden de la manera "a" (en concreto,
declaran que "a acabar el COU, los alumnos utilizan correcta y suficientemente los
gréficos cartesianos’).

Con una muestra de 23 profesores de instituto, no podemos pretender establecer
conclusiones para € conjunto de todos los profesores de instituto, pero si que nos
podemos plantear s ese conjunto de profesores se decanta claramente
("significativamente") por € "si" o por € "no". En particular queremos saber S ese
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71,4% puede haberse obtenido por azar o se agjatanto del 50% que es demasiado raro
gue ocurra por azar y, por tanto, refleja mas bien una tendencia clara por € "si".

Tipos de respuesta
C d

Profesores
pO1
p02
p03
p04
p05
p06
p0O7
p08
p09
pl1l0
pll
pl2
pl3
pl4
p15
pl6
pl7
pl8
pl9
p20
p21
p22
p23
Total| 15 10 14

N° de respuestas 21 21 17

Porcentajes| 71,4 47,6 82,4 52,9

Tabla 1
Tipos de respuestas de profesores a preguntas de un cuestionario
Naturalmente, s no hay una preferencia de estos 23 profesores por € "si" o por €
"no", € porcentgje de sies no tiene por qué ser exactamente del 50%; podra ser un
poco més (por g emplo, 52,9%), un poco menos (37,5%)... ¢Coémo definir un criterio
de decision para saber s existe 0 no un acuerdo entre los 21 profesores que han
contestado a la cuestion?
En este caso se tomd € proceso de decision como una distribucion binomia en la que
existian n = 21 decisiones "si" 0 "no", cuyas probabilidades, de no haber acuerdo, eran
p =g = 0,50. Lamedia de esta distribucién es (= np = 10,5y lavarianzaes [ 2= npq
= 5,25. Aproximando la distribucion a la normal, la probabilidad de obtener a menos
15 veces la misma respuesta es. P(X [115) = 0,025... Asi pues, no hay més que un

I P, | |

| P, | O |
| © 1 ©oo|d
| P, | O R|=—
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2,5% de probabilidad de obtener este valor por azar, luego este resultado es
significativo con una probabilidad del 95%.

Andogamente se puede calcular que e 37,5% de respuestas afirmativas (6 respuestas
de 16 que contestan) del tipo"f" (que consiste en una declaracion explicita de la
superioridad o de la necesidad del gréfico en la ensefianza, del tipo "una imagen vale
mas que mil palabras’ o similares) se produce por azar con una probabilidad: P(X [5)
=0,158... O sea, que hay aproximadamente hasta un 16% de probabilidad de obtener
por azar este valor, luego este resultado no es significativo con una probabilidad del
95% y no podremos argumentar que exista una tendencia clara de esos profesores a
hacer 0 ano hacer ese tipo de declaraciones.

La primera estrategia consiste en comparar la estadistica observada (datos, modelo,
medida de calidad) a la distribucién de la cual ha sido extraida y, cuando sea
preciso, decidir acerca de su interés en tanto que resumen, seguin la rareza relativa.

4. Segunda estr ategia estadistica: la eleccion del mejor modelo

Los métodos propios de esta segunda estrategia se suelen conocer como analisis de
datos, aungque ésta es una expresion que tiene distintos significados para algunos
autores. En ela se pueden llegar a englobar € andlisis multivariante, & andlisis
exploratorio o € andlisis cuditativo de datos (que a su vez puede ser también
exploratorio e inferencial, multivariante o0 univariante); incluso hay autores que
consideran la inferencia estadistica dentro del andlisis de datos. En lo que sigue,
nosotros nos referiremos preferentemente al andlisis multivariante.

Para Gras (1992) d andlisis de datos (que sitlia en una "ruptura epistemol6gica’ de la
estadistica) se distingue a la vez de la estadigtica inferencia y de la estadistica
descriptiva clasica. Su nacimiento histérico se debe alaformalizacion del agebralineal,
de la geometria y de las probabilidades y por otro, al hecho de que los ordenadores
permiten calculos rdpidos en estructuras complejas, sin tener que disminuir € tamafio
de lastablas de datos a tratar, y permitiendo al mismo tiempo representaciones variadas
de lainformacién obtenida.

En e andlisis de datos se asigna a conjunto de observaciones un conjunto de puntos,
entre los que se define una distancia. Esta idea permite adoptar un punto de vista
geométrico, lo que explica la potencia de este tipo de andlisis. El establecimiento de
una distancia abre pues nuevas posibilidades, entre otras, la de conseguir
representaciones gréficas que permiten visudizar los datos y, como vemos a
continuacion, la de controlar la calidad de un modelo.

Las distancias de un modelo a la contingencia

Para saber s un modelo es un buen representante de la contingencia, la segunda
estrategia estadistica consiste en representar la calidad de la representacién mediante
un ndmero, una medida de la calidad y, més concretamente, mediante una distancia
entre el modelo y los datos.

Para un tipo de distancia dado (euclidea, euclidea relativa, (02, etc.) € mejor modelo
sera aquél para e que se obtiene € valor més pequefio. Aungue muchas veces no es
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posible encontrar un modelo que sea con certeza Optimo, podemos decir en general
que €@ resultado de un andlisis estadistico serd € mejor modelo obtenido en su
categoria, junto con la distancia de este modelo a la contingencia. Esta distancia es
indispensable paraindicar la calidad del modelo propuesto.

El modelo se puede interpretar como la parte explicada de la contingenciay la distancia
como una parte que no se ha tomado en cuenta; por ello se la llama distancia
"residua"”.

¢QUué tipo de megjor modelo propone cada distancia en € estudio de la representacion
de un conjunto de nimeros por un NUMero?

La eleccion de las distancias

Segun las condiciones, existen distancias mas apropiadas que otras. Ya sea porque
tienen propiedades mateméticas mas interesantes, ya sea porque nos Sitdan en un
lengugje familiar al anadistao a destinatario del andliss.

Ejemplo: la distancia euclidea relativa

La distancia euclidea es la de nuestro espacio familiar y estamos acostumbrados a ella
para hacer comparaciones, pero la dimension del espacio es en este caso invariante. Sin
embargo, en estadistica, la dimensién de los vectores cambia con € tamafio del
conjunto de los datos. Como la distancia euclidea es una suma de términos positivos,
crece con € nuimero de términos. Asi pues se hace dificil comparar, por gemplo, la
calidad de un modelo para representar un conjunto de 10 valores, con la calidad de un
modelo que representa un conjunto de 1.000 valores.

Por tanto, se prefiere utilizar la distancia euclidea relativa, en la que la suma de las
diferencias cuadréticas esta dividida por € tamafio de la muestra (es decir, ladimension
del espacio). En € caso particular de la distancia entre un nimero y una variable
numérica (por gemplo, un conjunto de nimeros E = {x1, X2, X3, ...Xj, ..., Xn} Y un
nimero "a'), se pueden considerar esos "n" nimeros como las componentes de un
vector X = (X1, X2, X3, ...X, ..., Xn). Entonces, buscar un nimero que represente a
vector X consiste en buscar un vector constanteA = (a, 4, a, ..., 4, ..., & queesté ala
menor distancia posible de X. En estas condiciones, la distancia euclidea relativa es.

d (A X) = \/% (S (a- xi)z)

Lo mismo que con la distancia euclidea, e modelo que minimiza la distancia "d" es
también la media aritmética. A la distancia euclidea relativa se le llama desviacion
tipica y a su cuadrado varianza.

Ejemplo: la distancia de 02

Supongamos ahora que se tiene como modelo un conjunto de frecuencias tedricas o
esperadas, que proporcionan € vector E = (E1, E2, E3, ...Ej, ..., En) y que €

conjunto de las frecuencias observadas empiricamente (es decir, en la contingencia) da
el vector O = (01, O2, O3, ...0j, ..., Op). S se consdera en cambio que la
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aproximacion de "Ej" a"Oj" es tanto mejor cuanto pequefio sea (Ej - O;)2 respecto a
"Ej", se obtiene ladistancial de 02 del vector "E" a vector "O":

. 2
dE o)=[] 95" EiE')
La modelizacion estadistica
En forma smplificada, en lafilosofia del andlisis de datos, ala contingencia (lo que es,
pero podria no ser, la variabilidad) se opone la necesidad (las tendencias). |dealmente
las tendencias serian consecuencia | 6gica obligada de los hechos realizados.
Tedricamente, las tendencias se expresarian mediante reglas, leyes, teoremas,
relaciones establecidas, deducciones, explicaciones, razonamientos, caculos de
prevision...
Para construir un resumen de un conjunto de hechos, parece razonable y econémico
identificar todos los que ya estén determinados o casi (se les llama ligados) por otros
(Ilamados libres), con el fin de no comunicar mas que estos Ultimos, acompafiados de la
ley de produccion o de dependencias de |os primeros.
Cuando la estadistica debe rendir cuenta de diversas variables, nos hemos planteado s
la mejor estrategia es la de dar un modelo para cada una de dllas, incluso s es
locamente € mejor modelo posible. Nos planteamos ahora la cuestion de saber s no
seria mejor tener en cuenta las informaciones que algunas de las variables pueden dar
sobre otras, para disminuir € tamafio de un modelo Unico més general 0 aumentar su
inteligibilidad o su precision.
Asi pues, siempre hay que tratar de buscar modelos y clasificarlos. Siguiendo siempre
la primera estrategia, un estudio estadistico consistiria entonces, a la vista de la
contingencia, en proponer no solo un objeto matemético, o varios, encargados de
representarla —un resumen—, sino también un conjunto de relaciones organizadas en un
verdadero modelo, acompafiado de pardmetros que los determinen y que sirva para
discriminar en las observaciones o que es explicado por una regularidad o,
metaf oricamente, por una "necesidad".
Presentacion y tratamiento de los datos
La eleccién de la estructura a priori tiene su importancia, como se ha visto para
determinar € tipo de distancias utilizables.
En un caso bastante general, un conjunto de datos puede presentarse en forma de una
tabla (ver tabla 2) en la que las "n" lineas son los individuos observados y las "m"
columnas representan variables cuyos valores son las observaciones hechas en relacion
con esos individuos. Cada elemento de esa matriz es por gjemplo un nimero que puede
representar una medida, un rango, una frecuencia absoluta, una presencia 0 una
ausencia. En sentido estricto, esta matriz es la matriz de contingencia si los valores que
la constituyen son frecuencias absolutas.

1 Hay que advertir que, de hecho, esta férmula no satisface todos los axiomas de las
distancias, es mas bien un indice de distancia
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Variables
Individuos |V1 (V2 |V3 Vm
01
02
03
n
Tabla 2

El andlisis factoria (en las dos versiones que presentaremos brevemente més adelante)
permite e tratamiento de un cierto nimero de variables y/o de individuos Ilamados
suplementarios, que no entran a formar parte de la contingencia, pero cuya situacion
se puede determinar en relacion a la representacion de los individuos y variables
contingentes. El andlisis a priori antes citado consiste basicamente en €l control de las
dependencias de variables y/o individuos, independientemente de la contingencia. De
esta manera se puede saber s las dependencias puestas de manifiesto por € andisis
factorial son debidas a la contingencia o s estaban ya determinadas previamente. Un
desarrollo de este andlisis se encuentra en Brousseau y Lacasta (1995).
Entonces se puede considerar esa tabla ("n" individuos x "m" variables) de maneras
muy diferentes, por g emplo como:

a) Un conjunto amorfo de n x m puntos en R.

b) Un punto tnico de R"* ™ (el espacio sobre R de dimensién n x m).

c) m vectores de R" que representan las p variables.

d) n vectores de R™ que representan |as n observaciones.

e) unaaplicacion de R™ en R

) una aplicacion vectoria de R en R™X, etc.
Aplicando nuestro primer principio a la modelizacion de esta tabla, siguiendo estas
diferentes estructuras a priori, se engendran tipos de andlisis estadisticos distintos.
Algunos métodos del analisis de datos
El Andlisis en Componentes Principales (ACP)

En el caso general del punto d), los sujetos son puntos en e espacio R™, cuyos ges
representan cada uno caracteres observados. EI método consiste en buscar 1os planos
principales determinados por los ges de inercia'y e centro de gravedad de la nube,
para representarla seguin las mejores proyecciones, realizadas con la métrica euclidea.
Este andlisis permite ademés precisar en qué medida las variables estan correlacionadas
o ligadas entre dlas. En la interpretacion estadistica los ges principaes se llamaran
"factores principales’.

En teoria no se excluye utilizar el ACP para estudiar € punto de vista c), pero las
correlaciones entre los sujetos son mas delicadas de interpretar.

La calidad de la representacion se define en este método como el coseno del dngulo

formado por una observacion (un vector de R™) con su proyeccion sobre el subespacio
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de los ges factoriales que se consideren. Esto hace que las observaciones que estan
préximas a origen estén mal representadas.
El Andlisis Factorial de Correspondencias (AFC)

Sigue & mismo principio, pero la distancia utilizada es la de Dz, lo que permite tratar
mejor €l caso de una matriz de incidencia (variables dicotémicas).

Ademas los sujetos y las variables se pueden situar en un mismo espacio. De esta
manera es posible interpretar las proximidades de los sujetos entre ellos, la de las
variables entre ellas y las de los sujetos con las variables. Este andlisistrata alavez los
puntos de vistac) y d).

El AFC utiliza como datos tablas de contingencia (andlisis de correspondencias simple)
disyuntivas completas o de datos ordinales (andisis de correspondencias muiltiples).
Para el caso de tablas de contingencia se estudia la estructura de asociacién entre dos
variables cualitativas, permitiendo apreciar qué valores de cada una de las variables esta
asociado con cada valor particular de la otravariable.

En & caso de andisis de correspondencias mdltiple, se propone dar una
representacion geométrica, en general en un espacio de dimension grande, de una
distribucion conjunta de dos conjuntos. E (en general € conjunto de los sujetos) y V
(en genera € de variables o € de las modalidades de |as variables).

Cada uno de estos conjuntos E y V admite un espacio de representacion en € que los
puntos son los "perfiles’ de uno sobre € otro, traduciendo asi las relaciones, las

correspondencias entre E y V. Al estar estos espacios provistos de una distancia Dz,
diremos que dos sujetos estén tanto méas proximos cuanto mas parecido es su
comportamiento en relacion con las variables y, en particular, en relacion con las
variables menos frecuentes y por tanto las menos triviales.

El método analitico consiste entonces en entonces en extraer, a partir de los espacios
de representacion, subespacios de dimensidn reducida, pero tales que, en elos, la nube
de puntos de E o0 de V se represente de manera éptima mediante sus diferentes
proyecciones. A los ges de estos subespacios corresponden factores discriminantes en
los conjuntos E'y V: e primero es e que més informacién suministra, e segundo algo
menos, etc. El investigador en didéctica debe entonces determinar la significacion de
estos factores, mediante la observacion de la oposicién y la proximidad de las
proyecciones de los puntos. Esta significacion le servird para analizar y después
interpretar las informaciones més escondidas que se deducen de ella. Asmismo se
interesara en las contribuciones de ciertos puntos a estos factores y, por gemplo, en las
posiciones relativas de |os subgrupos de la poblacién estudiada, entre otras cuestiones.
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El Andlisis Jerérquico de Similitudes segin |. C. Lerman

Como en todos los métodos de clasificacion, se busca congtituir particiones cada vez
menos finas, en € conjunto V de las variables, construidas de manera ascendente en
arbol, con la ayuda de un criterio de similitud entre variables. El investigador en
didéactica se interesa en este tipo de andlisis que le permite estudiar e interpretar en
términos de tipologia y de proximidad (y de Igania) decreciente de los nlcleos de
variables, constituidos significativamente a ciertos niveles del arbol, oponiéndose a
otros nucleos en esos mismos niveles.

El criterio de similitud se expresa de la manera siguiente:

- Dos variables "a" y "b" estén tanto mas proximas, cuanto mas importante es €
nimero de sujetos que las satisfacen smultaneamente (A O B) con relaciéon a los
cardinales de A y B y con relacion a los que habria habido s las variables "a' y "b" no
hubiesen estado ligadas a priori (ver figura 2). Esta proximidad se mide a través de la

probabilidad de su inverosimilitud.

De esta manera, @ indice definido entre las variables no esta sesgado por las
frecuencias absolutas y puede servir posteriormente para definir un indice de similitud
entre clases de variables.

A@ B(b)

Figura 2

Asi pues, para construir un érbol de clasificacidn, primeramente se relinen en una clase
a nivel més bgjo las dos variables que més se parecen seguin este indice, después se
unen otras dos variables o, como en el gemplo de lafigura 3, una variable ala clase ya
formada, después otras variables o clases de variables, etc.

,_I_|

f ¢ b d a c
Figura3
El Andlisis Implicativo
Al contrario de todos los métodos anteriores, en los que la distancia o € indice de
similitud son simétricos, € méodo implicativo no es simétrico. La problematica
general que introdujo & método es la siguiente (ver figura 4), en €l caso en € que las
variables consideradas son binarias (un individuo satisface o no una variable):
S A y B son las subpoblaciones de los sujetos que han satisfecho respectivamente las
variables"a' y "b", ¢en qué medida se puede decir a entonces b, sin que laimplicacién
seadebidaa azar?
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S B [A, la proposicion se verifica, pero normalmente lo que se tiene es una

interseccion A 0 B no vacia.
El indice de implicacion mide, de una manera comparable a de similitud, hasta qué

punto es la pequefiez de A 0 B con relacion a la independencia a priori y a las
frecuencias absolutas observadas. Asi pues, se dira por ggemplo que, siendo X e 'Y dos
partes aleatorias de E, que tienen respectivamente los mismos cardindesque A y B, es
admisible con una probabilidad igual a0,95 s y solamente Si:

Prob [card (X 0 Y ) < card (A 0 B )] < 0,05.

Figura4

Un arbol implicativo rinde cuenta del orden parcial inducido por esta intensidad de
implicacion.

La implicacién entre variables no resulta suficientemente sintética en algunos casos y
Régis Gras cred a partir de ella (y para satisfacer una demanda surgida de la didéctica
de las matematicas, en concreto de Gérard Vergnaud) la implicacion entre clases de
variables.

En unareciente obra (Gras 1996), € autor expone en detalle el método, su fundamento
tedrico y sus aplicaciones didéacticas.

De una manera general, los dos métodos basados en la similitud y la implicacion han
permitido en diversos trabajos definir procedimientos e incluso concepciones estables y
consistentes, a partir de clases de comportamientos; Batanero C., Godino J. D. y
Navarro-Pelayo V. (1995), aplican € andlisis implicativo, en combinacién con otros
métodos, ala evaluacion del razonamiento combinatorio de alumnos secundaria.
Procedimiento para la utilizaciéon de los métodos del analisis de datos

Para Gras (1992), las nuevas perspectivas que ofrece € andisis de datos crean la
ilusion de que los datos recogidos y tratados sin una eleccion oportuna del método a
seguir y sin hipdtesis previas, van a proporcionar informaciones claras y resultados
organizados.

El procedimiento que propone Gras (1992) es el siguiente:

- elegir un método de andlisis;
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- elaborar una tabla de datos exhaustiva, pertinente, homogéneay compatible con el
método elegido;

- poseer un conocimiento matematico que controley facilite lainterpretacion e

- interpretar los resultados numéricos y graficos de manera sintéticay con una cierta
distancia y saber restringir o extender los datos para un segundo analisis que confirme
0 critique las primeras interpretaciones. Finalmente y, llegado € caso, practicar un
método inferencial ».
El "segundo andlisis' puede convertirse en varios andlisis sucesivos, puesto que las
observaciones efectuadas en didactica de las mateméticas tienen en general un caracter
dinamico y para dar cuenta de él no basta con un solo andlisis, que vendria a ser como
una instantdnea —una fotografia— de la contingencia.
5. Un resultado del analisisimplicativo
En un cuestionario sobre proporcionalidad (Lacasta 1995) en e que se planteaban a
una muestra de 110 alumnos problemas paraelos, redactados de diversas formas (a
través de un grafico, de un texto y de una tabla numérica), entre otros andlisis
multivariantes, se realiz6 un andlisis implicativol y se encontré que e éxito en los
problemas planteados a través de un texto o de una tabla numérica (variables "Tx" y
"Th"), implicaba € éxito en los problemas planteados gréficamente (variable "G"):
{Tx, Th} G}
Se podria pensar que serd mejor plantear primero los problemas mediante textos o
tablas, porque su resolucién implica la resolucion gréfica
Ahora bien, en términos conjuntistas, € conjunto de los alumnos que resuelven los
problemas planteados a través de texto o tabla (Ilamémosle "T") esta "estadisticamente
incluido" en & de los adumnos que resuelven los problemas de proporcionalidad
planteados graficamente (Ilamémosle "G"):
G ar
Se podria pues pensar también que, puesto que précticamente sdlo entre los alumnos
que resuelven graficamente esos problemas, se pueden encontrar aquéllos que
continuaran resolviéndolos planteados de otra forma, serd mejor empezar por €l
planteamiento grafico.
Esta especie de paradoja pone de manifiesto que, s bien € andisis implicativo es un
buen instrumento para el investigador, € establecimiento de conclusiones no se puede
hacer, llevados por la novedad o por la pertinencia del método (éste u otro), de
manera smplista 0 meramente empirista. Frangois Pluvinage (1986), sin referirse en
particular a andlisis implicativo, advierte que no existe un "método canénico” que
pueda practicarse con la exclusion de los demésy que.
6. Tercera estrategia estadistica: ordenar los modelos sucesivos, separar la
variabilidad explicada de la variabilidad aleatoria

1 Se rediz6 a través de una de las versiones del programa informético CHIC
(Classification Hiérarchique Implicative et Cohésive), Université de Rennes 1, IRMAR,
35042 Rennes Cedex - FRANCIA.
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Las dos estrategias anteriores ponen de manifiesto que, ante un conjunto de datos, se
pueden proponer distintas leyes matematicas y modelos estocasticos y se pueden
aplicar varios métodos para probar € vaor de esas leyes como modelos para esos
datos. Tras esta aplicacion de los métodos, finamente se retendran algunas de esas
leyesy se rechazarén otras.

Pero en este caso hay que establecer una estrategia de conjunto para elegir los modelos
gue se examinaran sucesivamente.

Se trata de examinar las fluctuaciones de los valores en torno a la media, 0 mas
generamente en torno a modelo y la ley que se le puede atribuir: es decir, andizar la
varianza.

La tercera estrategia consiste en descomponer la varianza en varianza explicada por
el modelo determinista y varianza residual explicada por € azar y comparar las
proporciones de unay otra.

7. A modo de conclusion

En la busgueda de la validacién de una hip6tesis, coincidimos con Régis Gras en que se
trata de encontrar un justo equilibrio entre el desprecio de los métodos estadisticos, €
rechazo a invertir tiempo y esfuerzo en este campo y la "estadisticomania’, que
conduce a una gran cantidad de resultados inaprovechables. Si e investigador en
didactica de las mateméticas conoce los principios, alcance y limitaciones de esos
métodos, podra usarlos 0 no, pero estard en mejores condiciones para tomar las
decisiones oportunas en su trabajo y para juzgar la pertinencia del aparato estadistico
utilizado en otras investigaciones.

La existencia de numerosos programas estadisticos (SPSS, STATITCF, BMDP, Excd,
CHIC, etc... ) puede fecilitar € que € investigador se lance a una vorégine estéril de
representaciones y céculos, utilizando e méximo de méodos, lo més sofisticados
posible, despreciando algunas veces las aplicaciones estadisticas més sencillas (como la
mera observacion de un histograma de frecuencias), que le pueden ayudar mucho més
eficazmente en los primeros pasos de su investigacion.
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BALANCE DE LOS GRUPOS DE TRABAJO

Victoria Sanchez
Universidad de Sevilla

Resumen

Se presenta una panoramica de las sesiones de discusion llevadas a cabo
por los diferentes grupos dentro del Simposio. Se recogen las conclusiones
elaboradas por los coordinadores de las sesiones de los distintos grupos,
asi como los aspectos mas relevantes de la discusion final.

Introduccion

Uno de los objetivos fundamentales de la SEIEM desde su creacion,
incluido dentro de los Estatutos de la Sociedad, ha sido "Promover la
constitucion de grupos de investigacion estables en Educacion Matematica,
con produccion propia cudificada, que delimiten prioridades y aborden
cuestiones de indagacion especificas'. La puesta en marcha de estos
grupos dentro de la SEIEM ha sido muy diversa, variando desde aguellos
gue nacieron ya como grupos consolidados, a los que se han formado
dentro de la sociedad o nacido dentro de ella.

Estas diferentes situaciones han tenido su influencia en larelacion entre los
miembros de los grupos en este Ultimo afio. En agunos de €los, la
comunicacion entre sus componentes ha sido fluida, bien por pertenecer ya
a algun grupo estable o por haber participado en reuniones organizadas por
los coordinadores. En otros, con una mayor dispersion, e tiempo ha
transcurrido tratando de establecer tomas de contacto.

Todos estos esfuerzos de coordinadores y miembros de los distintos
grupos han logrado que, en el Simposio de Zamora, se pudiese contar ya
con una base que permitirse establecer discusiones que comenzaban a ir
mas alla de las puramente organizativas. En la sesion dedicada a la reunion
de los diferentes grupos, se fueron ya perfilando diferentes lineas de
actuacion, tanto en la busgueda de informacion sobre temas de
investigacion concretos como en la delineacion de posibles puntos de
discusion y lineas de trabajo.

Los coordinadores de los grupos, 0 sus representantes en e caso de los
grupos de Aprendizaje de la Geometria y Didéactica de la Estadistica, que
ante la imposibilidad de asistir de Angel Gutiérrez y Carmen Batanero
encargaron la coordinacion de las sesiones a Modesto Arrieta y Antonio
Estepa respectivamente, elaboraron y presentaron unas conclusiones.
Siguiendo nuestro criterio de potenciar a maximo e papel de los grupos,
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las incluimos textuamente a continuacion. Asmismo, incluimos la
propuesta enviada por e coordinador del grupo de Historia de la
Educacion Matematica.

Conclusiones presentadas por los coordinadores de las Sesiones de
cada uno delos Grupos de I nvestigacion.

Grupo de Trabajo: Didactica del Analisis

Después de una presentacion personal de los asistentes (11 personas), se
trataron los siguientes temas:

* Grupos de trabajo y lineas de Investigacion

Citamos los grupos de trabgo representados, su ubicacion, temas de
estudio e infraestructura disponible junto con personas que asistieron.
Universidad de Salamanca Modesto Sierra, Maite Gonzalez Astudillo y
Carmen Lopez Esteban.

Temade estudio: Limitesy continuidad.

2 proyectos de investigacion financiados por € CIDE y la Junta de
Cadtilla-Leon.

Se ocupan de las concepciones de los alumnos, la transposicion didactica,
y laevolucion de los libros de texto desde la Guerra Civil hasta ahora.
Disponen de buena infraestructura (biblioteca, ordenadores, software).

Universidad de Valladolid: Tomés Ortega, Sonsoles Blazquez y Consuelo
Monterrubio.

Tema de estudio: Limites. Desarrollo numérico y desarrollo curricular.

1 proyecto financiado por la Junta de Castilla-Ledn para preparar software
educativo (proyecto curricular).

Tienen un programa de doctorado.

Disponen de buena infraestructura (biblioteca, ordenadores, software).

Universidad de La Laguna: Matias Camacho.

Tema de estudio: Uso de la calculadora gréfica para la ensefianza del
andlisis.

Tienen un programa de doctorado (12 créditos) que inicia € cuarto bienio.
Se daun curso de Didacticadel Analisis.

Tienen un seminario donde participan varios  estudiantes
hispanoamericanos becados que hacen su doctorado y profesores de
ingtituto.

Disponen de buena infraestructura (biblioteca, ordenadores, software).

Universidad Publica de Navarra (Pamplona): Eduardo Lacasta.
Temade estudio: Funcionesy tratamiento gréafico.
Tienen un programa con fondo europeo Aquitania-Navarra.
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Tienen un programa de doctorado (dos cursos).
Disponen de buena infraestructura (biblioteca, ordenadores, software).

Universidad de Albacete: Pilar Turégano.
Tema de estudio: Modelizacion de ciertos fendmenos naturales. Fractales.
Trabaja sola. Dispone de buena infraestructura.

Universidad de Autonoma de Barcelona: Carmen Azcérate y Juan Manuel
Garcia Dozagarat (que es de Madrid pero sigue & programa de doctorado
delaUAB).

Tema de estudio: Limites de funciones (aprendizaje y ensefianza).
Aprendizaje de las derivadas. Aprendizgje de las integrales. Infinito.
Aprendizaje de | as funciones. Ensefianza de |as ecuaciones diferenciales en
facultades de Biologiay Quimica.

1 proyecto que ya se acaba, financiado por la Generalitat. Pendientes de su
prolongacion. Pendientes de un proyecto de la DGYCIT en coordinacion
con las universidades de Salamanca (Modesto Sierra) y La Laguna (Matias
Camacho).

Tienen un seminario donde participan varios estudiantes
hi spanoamericanos

Bibliografia Basica

En la lluvia de nombre de nuestra bibliografia, se comparten los nombres
de Tall, Vinner, Dreyfus, Artigue, Cornu, Sierpinska, Janvier y aparecen
algunos otros, pero sin concretar el area especifica.

Propuestas Concretas
- Se propone celebrar dos reuniones anuales. La préoxima podria coincidir
con & Simposium de la Universidad Auténoma de Barcelona a finales de
febrero de 1998. Carmen Azcarate enviara mas informacion;

- Se propone intercambiar las producciones sobre Didactica de las
Funciones y del Andlisis entre los equipos de trabgjo; articulos, tesinas,
tesisy ponencias.

- Se constata la necesidad de hacer lecturas comunes y discutir el marco
tedrico y la terminologia. Para ello se propone hacer alguna lectura comin
y discutirla en las reuniones. Se propone trabajar sobre la conferencia de
Artigue en las JAEM (publicada en las actas);

- En las reuniones se presentaran investigaciones en curso o recientes. En
cada reunidn, una o dos personas deberan comprometerse a presentar su
trabgo, con las dificultades metodol 6gicas que implica.

Coordinacion:Carmen Azcarate
Departament de Didactica de la Mateméticai les Ciencies Experimentals
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Universitat Autonoma de Barcelona. 08193 Bellaterra.
Tel: 93 581 26 43; Fax: 93581 11 69
e-mail: c.azcarate@cc.uab.es

Grupo de Trabajo: Aprendizaje dela Geometria

Coordinador: Modesto Arrieta

* A la reunion han asistido 5 personas, 1o cua ha permitido plantearla
como un seminario de trabajo. Después de una presentacion personal se ha
pasado a informar sobre los temas en los que, habitualmente, trabaja cada
uno de los asistentes y que mas les interesan.

* Se ha elaborado una ficha con los datos anteriores, con las cuales
comenzar la elaboracion de un informe sobre los miembros del grupo.

* Un acuerdo adoptado ha sido comenzar a recopilar referencias de las
tesis dedicadas a la Didactica de la Geometria en Espafia, y ampliar la
informacion con tesis realizadas en otros paises.

* Los temas sobre |os que se mostré mas interés fueron:

- Capacidad espacia de los alumnos de Infantil y Primaria. Mg ora de esa
capacidad.

- Andlisisde los procesos parael aprendizaje de la demostracion.

- Influencia de los recursos (materiales, software,...) en €l aprendizaje de la
Geometria.

- Diagnéstico de las dificultades de aprendizaje en Geometria.

* Se redliza una valoracion positiva del planteamiento que se ha hecho en
este primer Simposio con la presentacion de dos de las lineas de
Investigacion, centradas en e conocimiento didactico de los profesores de
Mateméticas y en la clasificacion de los problemas aditivos. Por ello se
sugiere a coordinador de Grupo, Angel Gutiérrez gue convogue un
Seminario para la presentacion y debate de las lineas de investigacion mas
relevantes sobre aprendizgje de la Geometria que actualmente hay en
Espafia. De este modo se estara en condiciones de planificar a corto y
medio plazo & funcionamiento del grupo.

Coordinador: Modesto Arrieta. Universidad del Pais Vasco

Grupo de Trabajo: Didactica de la Estadistica, Probabilidad y
Combinatoria

Introduccion

Los origenes de este grupo se remontan a 1985, cuando se establecio un
grupo de investigacion sobre e tema en el Colegio Universitario de Jaén,
gue trasdadd su sede a la Universidad de Granada y se consolidd
definitivamente con la aparicion del primer Programa de Doctorado en
Didéctica de la Matemética en la Universidad de Granada en el afio 1988.
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Posteriormente, en la reunion de constitucion de la Sociedad, profesores de
otras universidades se incorporaron a grupo, cuya coordinadora inicial
durante este periodo ha sido Carmen Batanero.

En la reunion de Zamora la coordinadora no pudo asigtir, y € grupo fue
coordinado por Antonio Estepa. Asistieron a la reunion los profesores M2
Jeslis Cariizares, Juan Jesus Ortiz, Luis Serrano y Angustias Vallecillos,
guienes elaboraron e informe que se presenta a continuacion, que resume
el trabajo desarrollado en los Ultimos diez anos.

Situacion actual de las investigaciones del grupo

1. El grupo ha participado en proyectos con financiacion externa en el
Programa de Promocion General del Conocimiento (DGICYT), Acciones
integradas Hispano-Britanicas e Hispano-Italianas, Proyecto Europeo
Tempus Phare y Plan Andaluz de Investigacion.

2. Se han publicado articulos en las revistas Journal for Research in
Mathematics Education, Recherches en Didactique des Mathématiques,
Hiroshima Journal in Mathematics Education, Educational Studies in
Mathematics Education, Teaching Satistics, International Journal in
Mathematics Education Science and Technology, Induzioni, Educacion
Matematica y EMA, asi como en la mayoria de revistas nacionales de
educacion matemética.

3. Se han finadlizado 5 Tesis Doctorales y 6 Memorias de Tercer Ciclo
sobre Didactica de la Estadistica o Probabilidad y otras dos tesis estan a
punto de defenderse en Granada'y Céadiz.

4. Hay una tradicion consolidada de participacion en Congresos
Internacionales, destacando ICOTS 1994, PME 1990 a 1997, ICME 1992
y 1998, | CIBEM, 51 Sesion del 1SI 1997, 1996 IASE Round Table
Conference, Colloque: Methodes d'Analyses statistiques
multidimensionnelles en Didactique des Mathematiques, 1995.

5. Miembros del grupo participan activamente en Grupos de Investigacion
Internacionales. Desde Granada se coordina € International Study Group
on Learning and Teaching Statistics and Probability, y & Stochastic
Teaching and Learning PME Group. También se edita la revista
electronica Newdletter of the International Sudy Group on Learning and
Teaching Satistics and Probability. Se ha organizado la 1996 IASE
Round Table Conference, que se celebré en Granada, con € titulo:
"Research on the Role of Technology in Teaching and Learning
Satistics'. Se participa actuamente en la organizacion de otros congresos
internacionales.

6. Se participa en los siguientes Programas de Doctorado:

* Universidad de Granada. Tres programas en los departamentos de
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Didactica de la Matematica, Didéctica de la Lengua, Didéactica vy
Organizacion escolar

* Universidad de Almeria. Departamento de Didactica

* Universidad de Jaén. Departamento de Matematicas

7. Esta informacion se esta organizando e incluyendo en una pagina Web
(http://www.ugr.es/~batanero).

Perspectivas de futuro

El grupo se propone potenciar y perfeccionar lainvestigacion en esta linea,
asi como la difusion y aplicacion de los resultados de investigacion, en
programas de formacion de profesores y desarrollos curriculares. En
concreto, paralograr estas metas, nos proponemos |os siguientes objetivos:
1. Organizar €l Grupo espafnol de Investigacion sobre € aprendizaje y la
ensefianza de |a Estadistica, Probabilidad y Combinatoria

2. Continuar las relaciones internacionales y potenciarlas, especiamente
con Hispanoamérica

3. Continuar editando y mejorando una revista el ectronica.

4. Coordinar y desarrollar una agenda de investigacion para los proximos
anos que incluya alguno de los temas siguientes:

* Seleccionar problemas, temas y metodol ogia de investigacion relevantes
* Construccion de instrumentos de investigacion propios

* Disefiar y desarrollar experimentos de ensefianza

* Andlisis curriculares de los distintos niveles educativos

* Desarrollos curriculares

* Diseflo de programas de formacion para profesores de ensefianza no
universitaria de contenido estocastico y didactico

Nuevo coordinador

Carmen Batanero ha sido elegida recientemente miembro del comité
gecutivo del IASE (International Association for Statistical Education)
para el perlodo 1997 -99. Por este motivo, se decidié proponer un nuevo
coordinador del grupo SEIEM, con €l fin de repartir las responsabilidades.
Por acuerdo general de los asistentes a la reunion se decidi6 elegir como
nuevo coordinador a Antonio Estepa.

Coordinador: Antonio Estepa. Universidad de Jaén

145



Grupo de Trabajo: Pensamiento Numérico y Algebraico

Asistentes:

Castro Martinez, Encarnacion (Universidad de Granada); Castro Martinez,
Enrique (Universidad de Granada); Cubillo Duran, Carmen (Universidad
de Vadladolid); Fernandez  Lausticia, Algandro (Universdad de
Vaencia); Fernandez Méndez, José Luis (Universidad de Vigo); Girondo
Pérez, M2 Luisa (Universidad Rovirai Virgili); Gomez Alfonso, Bernardo
(Universidad de Vaencia); Margarit Garrigues, Juan (Univerdidad de
Vaencia); Martindn Cgas, Antonio (Universidad de La Laguna); Méndez
Dominguez, Azucena (Universidad de Valadolid); Pascual Bonis, J.
Ramon (Universidad Publica de Navarra); Puig Espinosa, Luis
(Univerdidad de Valencia); Rico Romero, Luis (Universidad de Granada);
Socas Robayna, Martin (Universidad de La Laguna).

En esta primera reunion los asistentes acuerdan constituir formalmente el
Grupo de Pensamiento Numérico y Algebraico y proceden a perfilar sus
metas y objetivos para el futuro inmediato.

L os objetivos propuestos son:

Proxima reunion del grupo a celebrar en Vaencia en e mes de Marzo o
Abril de 1998. En su momento se hara la convocatoria pertinente.

Se acuerda elaborar un boletin con soporte electronico para informacion
interna de los miembros del grupo, transmision de noticias, y recopilacion
sistematica de datos de interés con €l fin de elaborar una base de datos del
grupo. En este boletin del grupo NAT (Numerica and Algebraical
Thinking) se incluirainformacion sobre: bibliografia basica, resimenes de
tesis y trabajos realizados, sintesis de proyectos en curso, programas y
cursos de doctorado, Yy otros.

Se elabora una lista de temas para proximas reuniones del grupo:
discusion sobre un problema o tema de investigacion de interés comuin;
difusion de las producciones de los miembros del  grupo; sintetizar los
trabgos del grupo mediante elaboracion de documentos, presentacion de
trabaj os en curso.

Los asistentes presentaron su linea o lineas principales de investigacion.
Esta presentacion did lugar a precisar los temas y problemas que
preocupan a los miembros del grupo. También surgen otras cuestiones
conexas a saber: necesidad de presentar lineas de investigacion abiertas
gue sirvan para iniciar nuevos trabgos;, necesidad de discutir y unificar
criterios sobre e significado de los términos y conceptos utilizados
mediante la delimitacion de descriptores.

Coordinador: Bernardo Gomez. Universidad de Valencia
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Grupo de Trabajo: Conocimiento y Desarrollo Profesional del
Profesor

Asistentes:

C. Abraira (Universidad de Leon), P. Azcarate (Universidad de Cadiz), L.
Blanco (Universidad de Extremadura), L.C. Contreras (Universidad de
Huelva), J. Carrillo (Universidad de Huelva), M. Garcia (Universidad de
Sevilla), S. Llinares (Universidad de Sevilla), M2 C. Martin (Universidad
de Valadolid), V. Sanchez (Universidad de Sevilld), E. Vida (Universidad
de Santiago)

Previo al smposio se repartio entre los miembros del grupo € siguiente
orden del dia derivado de la reunion celebrada en Sevilla en Noviembre -
96
Orden del dia
1. Dossier
1.1. Actualizacion directorio miembros del grupo
1.2. Establecer indice del dossier y criterios de introduccion
bibliogréfica
2. Caracterizar lineas de investigacion dentro del grupo
* ¢qué entendemos por lineas de investigacion en formacion de
profesores de mateméticas?
3. Terminologia, significados y constructos tedricos utilizados en las
Investigaciones
* concepciones, creencias
* conocimiento de contenido pedagdgico/ conocimiento didactico del
contenido
* conocimiento profesional
4. Discusion documento Dic-96 " Caracterizar |las cosas que nos unen”
5. Contenido y organizacion de la presentacion del grupo en la sesion del
sabado.

Debido alo denso del orden del dia solo se trataron |0s siguientes puntos:
1.1.Se actualizo € directorio del grupo
1.2. Se determin0 € siguiente indice del dossier como una guia para cada
uno de los miembros del grupo:
* Publicaciones
- libros
- capitulos de libros
- articulos
- actas
* Ponencias, conferencias, comunicaciones
- conferencias
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- ponencias
- comunicaciones, poster, etc
* Proyectos de investigacion subvencionados
* Grupos de investigacion
2. Se discutio la necesdad de modificar € nombre del grupo para
adecuarlo a las lineas de trabgjo que estan desarrollando los diferentes
componentes.
Por consenso se acordd como nuevo titulo del grupo de trabajo dentro de
la Sociedad:
Conocimiento y Desarrollo Profesional del Profesor
con los siguientes descriptores:
* Actitudes, creencias, conocimiento y comprension, cambio y
desarrollo profesional, formacion de profesores

Las lineas de investigacion desarrolladas por los miembros del grupo de
trabgjo en estos momentos son:

* concepciones y resolucion de problemas

* concepciones y nucleos tematicos

* estrategias de formacion

* teorizacion sobre el desarrollo profesional

* conocimiento profesiona del profesor de matematicas

* aprender a ensefiar matematicas

Coordinador: Salvador LLinares. Universidad de Sevilla

Grupo de Trabajo: Educacion Infantil

En & Primer Simposio de la SEIEM, se ha congtituido el Grupo de trabgjo
de Educacion Infantil. Después de un serio debate sobre los distintos
puntos de vista de los miembros del grupo respecto a la investigacion en
este campo, se ha acordado con entusiasmo:

* Involucrar a todos los asistentes al | Simposio para que difundan en sus
respectivas Universidades |la constitucion y funcionamiento del Grupo de
Trabajo.

* El compromiso por parte de los miembros del Grupo de trabajo de:

- Elaborar un dossier que recoja tesis, tesinas, publicaciones, trabgjos,
proyectos de investigacion y proyectos docentes presentados en los
concurso-oposicion con € perfil de Educacion Infantil. Todo €llo
encaminado a engrosar- €l dossier que la SEIEM quiere conseguir, a que
luego podremos acceder desde cualquiera de los grupos.

- Revison bibliogréfica de investigacion en Matemética, desde
cuaquierade los grupos.

- Revision bibliografica de investigacion en Mateméticas, en Educacion
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Infantil (3-6 afos).

- Reflexion sobre los problemas basicos actuales, en e Area de
Comunicacion y Representacion Matematica, acerca del proceso de
aprendizaje y ensefianza en Educacion Infantil, diferenciandolos de los que
suponen la adecuacion de programas en la formacion de profesores de
Educacion Infantil, tema de estudio en otro foro.

- Fechar una reunion, para principios del 98, en e lugar que se decida,
después de haber contactado con los interesados en € grupo.

Coordinadora : Carmen Corral, Universidad de Oviedo.
E.U. de Magisterio. C. Aniceto Selas/n 33005 (Oviedo)
e-malil : ccorral @pinon.ccu.uniovi.es

Grupo de Trabajo: Historia de la Educacion M atematica

Propuestas presentadas sobre posibles lineas de accién del  grupo de
Historia de la Educacion Matemética

A. Concretadas al ambito de la Historia de la Educacion Matematica.

1. Inventariado de los textos antiguos espafioles de matematicas
correspondientes a todos los niveles del sistema educativo (desde la
ensefianza infantil hasta la universitaria). El intervalo temporal podria
ceflirse inicialmente a siglo X1X y una parte del XX (hasta los afios 50).
Supondria la cooperacion de personas o equipos de diferentes autonomias
para llevar a cabo una blusqueda sistematica en bibliotecas y archivos de
cada comunidad. Cada obra localizada podria identificarse mediante una
ficha técnica que incluiria, junto con los datos fisicos de libro, informacion
sobre contenidos, metodologia, innovaciones pedagogicas, nivel escolar y
ambito de utlizacion. Ademés, y de ser ello posible, referencias sobre las
circunstancias de la edicion, su nUmero, y sobre el autor o autores. Podria
asi constituirse un catalogo gue seria una fuente primaria basica para las
investigaciones en e campo de la Historia de la Educacion Matemética en
la Espafia contemporanea. Esta tarea ha sido solo parcialmente realizada
en algunos ambitos reducidos, por gemplo para los libros de texto en
lengua catalana.

2. Locdizacion y vaoracion de aguellos fondos relacionados con la
educacion en general y mateméatica en particular, dispersos en centros de
ensefianza e instituciones tanto privados como publicos. También esta
linea implica la cooperacion de personas o grupos de diferentes
comunidades espafiolas. El objetivo es no solo e de inventariar fondos
para futuras investigaciones, sino también € de intentar preservar esos
materiales de su destruccion.

B. Trascienden el ambito propiamente dicho de la Historia de la Educacion
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M atemética.

Se ha propuesto ampliar el campo de accion de este grupo incluyendo
otros temas que gozan de cierta afinidad con la Historia de la Educacion
Matematica bien por requerir, en mayor o menor medida, € uso de las
metodologias empleadas en las investigaciones historicas, 0 por recurrir
con frecuencia a la perspectiva diacrénica en e analisis de la informacion
estudiada, o bien por compartir con la Historia de la Educacion
Matematica la misma preocupacion por relacionar las mateméticas, la
educacion y la sociedad. Este seria € caso, entre otros, de temas como €
de la ethomatematica, de las relaciones entre lenguaje y matematicas, de la
literatura didactico- matemética, de las mateméticas y la diversidad, y
otros.

Todos aguellos comparieros que estéls interesados en estas propuestas o en
sugerir otras dirigiros a coordinador del grupo.

Coordinador: José M2 Nuriiez Espallargas. Universidad de Barcelona
Departamento de Didactica de las Ciencias Experimentales y la
M atemética.

Passeig de laVall d'Hebron, 171, 08035, Barcelona.

Tel: (93) 4 0350 31. Fax: (93) 40350 13
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Debate final

Estas conclusiones fueron presentadas y debatidas en una sesion posterior
conjunta de la que mencionamos algunas intervenciones gue, a su vez,
fueron motivo de intercambio colectivo de opiniones que nos ha sido
Imposible recoger. En la primera de ellas, retomando ideas planteadas en
algunos grupos sobre las que le parecia importante incidir, Carmen
Azcarate sugirio la necesidad de potenciar una comunicacion o mas fluida
posible, utilizando un Boletin electronico como medio de difusion.
También sefial6 como positivo incluir los descriptores de cada grupo en su
identificacion, con objeto de facilitar la posbilidad de ver las
intersecciones con los descriptores de otros grupos. Asimismo, llamo la
atencion sobre la importancia de una proyeccion adecuada de os trabajos
de la sociedad por parte de sus miembros.

Qué se podria considerar una proyeccion adecuada fue objeto de diferentes
intervenciones. Entre ellas, Luis Rico indicd como aspecto positivo la
mencion a la pertenencia como miembro de la Sociedad siempre que fuese
pertinente.

Posteriormente, Lorenzo Blanco insistio en la necesidad de crear canales
de informacion entre grupos, sugiriendo que e coordinador de cada grupo
enviase a los otros coordinadores informacion periodica, y que estos la
divulgasen entre su grupo. Se entablé un debate y se sugirio por varios
asistentes, entre ellos por Tomas Ortega, la posibilidad de elaborar una
pagina Web, solicitandose a este Ultimo que recogiese informacion, para
tomar una futura decision.

Pensamos que, en conjunto, las dos sesiones dedicadas dentro del
Simposio alos grupos de trabajo han cumplido ampliamente su objetivo. A
partir de ahora, podemos afirmar que su consolidacion es ya un hecho y
gue, gracias a esfuerzo de sus miembros, empiezan a tomar e papel
relevante que se pretendia cuando se redactd el objetivo de nuestra
Sociedad que nos ha servido como punto de partida para comenzar estas

paginas.
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EVALUACION DEL SIMPOSIO

ENCUESTA DE EVALUACION A LOSPARTICIPANTES

RECULTADOSDE LA ENCUESTA: PRESENTACION Y
ANALISIS.

DR. E. LACASTA.
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Encuesta a los participantes en el
Primer Simposio de la Sociedad Espafiola de Investigacion en Educacién Matematica
Gracias por remitir este cuestionario a la organizacion antes de las 13h. del sabado dia 13.

1 Organizacion material
1.1- ;,Como te has enterado de la celebracion del Simposio?

1.2- {Qué piensas de los documentos de presentacion de este Simposio?
O informacion suficiente O informacion insuficiente (precisa)

1.3- Estancia

Estas satisfecho de: mucho | bastante poco nada

el lugar elegido

las salas de trabajo de los grupos de trabajo

las salas de trabajo de los seminarios

la comunicacion de las informaciones (anuncio...)

1.4- Ayuda puesta a tu disposicion

¢ Has utilizado? ¢ Estas satisfecho?
si no mucho  bastante poco nada
Secretaria
Material informatico
Biblioteca
1.5- (QUE €S 10 QUE MAS 1€ NA GUSTATO? ... .eiiiiiieiee et e e e r e e e e s s et e e e e e e e s anneraeeeeeens
1.6- (,Qué es lo que mas has echado en falta? ..........ccccvviiiiiii

2 Organizacion de las sesiones (independientemente de los contenidos)

Has apreciado Mucho | Bastante Poco Nada

la densidad del trabajo diario

los resimenes de presentacion de los seminarios y grupos de
trabajo repartidos a tu llegada

la disposicion en paralelo de los grupos de trabajo

la duracion y frecuencia de los descansos

la labor realizada en los grupos de trabajo
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3 Contenidos

3.1- Si has asistido, has apreciado el contenido de los seminarios y grupos de trabajo
siguientes

mucho | bastante poco nada

Seminario | : Profesor de matematicas y contextos de
investigacion (viernes, 9:30)

Seminario Il: ¢ Como estructurar las tareas que aparecen en un
campo conceptual? (viernes, 12:00)

Grupo: Didactica del analisis matematico

Grupo: Aprendizaje de la geometria

Grupo: Didactica de la estadistica, probabilidad y combinatoria

Grupo: Pensamiento numérico y algebraico

Grupo: Formacion de profesores de matematicas

Presentacion del grupo de historia de la educacion matemética

Presentacion del grupo de Educacién Infantil

Seminario lll: Metodologia de Investigacion en Educacién
Matematica (sabado, 11:00)

Comentarios a tus respuestas

3.2- Da las razones de tu decepcién en el caso de los seminarios o0 grupos que menos te
han gustado:

3.4- Los seminarios y grupos te han permitido:

- una apertura hacia otras problematicas si O no O
- informaciones sobre lo trabajos en marcha si O no O
- debates si O no O

3.5- Desearias que se tengan en cuenta otros aspectos, 0 que se organicen de distinta
aF T =T = W (o] (1o LT ) PP PP P PP PPPPPPPPPP

3.6- ¢ Cuales son a tu juicio los principales problemas de la investigacion en didactica de las
R E 1 (=T g P LT o= LT
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En las semanas 0 meses siguientes, ¢ piensas volver a trabajar algunos puntos de los que se
han tratado en el Simposio? :
siO no O no sé O

EN €aS0 afirMatiVO, ¢, CUAIES? ......ovvieiiii ettt e e e e e e e e e e e e e e e e e et e e e e e e e e eesaaeeeaeeeeeeees

3.8- Hay algunos elementos de los tratados que podras utilizar
¢en tu investigacion? O ¢ en la formacion de profesores? O
En caso afirmativo, ¢ cuales son 10S PriNCIPAIES? ........oooiiiiiiiiie e e e e e e e

4 Los debates

4.1- La organizacién de un debate a partir de las intervenciones te parece:
absolutamente necesaria O relativamente atil O Nno necesaria
forzosamente O
4.2- Momento de los debates : prefieres que los debates tengan lugar
inmediatamente después de cada intervencion
@)
después de un cierto tiempo
@)
en ambas ocasiones
@)
4.3- Los debates te han aportado:
en los seminarios  en los grupos

muy pocas cosas, casi hada

una aclaracion

la confrontacion con otros puntos de vista
otras

0000
0000

5 Proximos encuentros de la SEIEM
5.1- Por distintos motivos, este primer encuentro cientifico general de la SEIEM tras su
constitucion se ha realizado bajo la forma de un Simposio dentro del que se han celebrado
seminarios con temas de debate y sesiones en paralelo de distintos grupos de trabajo. Otras
posibles formas de trabajo en comudn se podrian organizar como congreso, en el que, sobre
temas previamente elegidos se confrontarian resultados obtenidos en distintas
investigaciones. Una escuela supondria la articulacion del trabajo en torno a unos cursos de
alto nivel, con la puesta en marcha de talleres y grupos de trabajo, en los que existiria un
mayor reparto de trabajo e implicacién de los asistentes para realizar diversas tareas
(resumenes de intervenciones, replicantes, comités de organizacion y de evaluacion,
biblioteca...)
¢,Con qué férmula estarias mas de acuerdo?

155



Simposio O Congreso O Escuela O Indiferente O

Otros O
oY I R (T £=1) o U= - VO PR

5.2- ¢Con qué frecuencia se deberia hacer una reunion general de trabajo (simposio,
congreso...) de la SEIEM?

3 veces al afio O 2 veces al afio O anual O una vez cada 2 afios O

Otros O
oY o R (T 1=1) o U= - VU

5.3- ¢ Cual seria para ti la duracion 6ptima de esa reunion?
mas de una semana O una semana O 3 dias O

otras O
oY o R (T £=1) o U= - VO R

5.5- Tienes alguna sugerencia en cuanto a los contenidos o los temas a tratar en la préxima
reunion de la SEIEM?

6 Situacién personal

6.1- Eres : O hombre O mujer
Tienes : O menos de 35 afios O de35a50 O més de
50

6.2- ¢ A qué universidad perteneces?:

6.3- ¢ A qué departamento perteneces?
O Didactica de las Matematicas O Matematicas O otros (precisar)
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6.4- Indica tu formacién para la investigacion

Cursos de doctorado

Doctorado

6.5- ¢ Cual es tu situacion profesional?:

O profesor titular de escuela universitaria O profesor titular de
universidad

O catedratico de escuela universitaria O catedratico de
universidad

O otras (precisar)

6.6- Asistes habitualmente a algiin seminario o reunién cientifica?

Osi O no
En caso afirmativo, precisa la respuesta

6.7- Has venido al Simposio en tanto que: (indica a lo mas tres opciones, numerandolas por
orden de importancia, siendo 1 la mas importante)

O profesor de didacticaO profesor de matematicas O formador de
profesores

O investigador en didactica O tesando de didactica de matematicas O otras
(precisa)
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iGRACIAS POR TU COLABORACION!
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RESULTADOS DE LA ENCUESTA
A LOS PARTICIPANTES EN EL | SIMPOSIO
Eduardo Lacasta Zabalza
El objeto de este informe es el de proporcionar a los participantes
del primer Simposio y a los organizadores del siguiente simposio,
datos sobre las condiciones materiales, expectativas cumplidas o
no, apreciaciones sobre los seminarios y grupos, posibles
propuestas alternativas para los siguientes encuentros y
estadisticas sobre los participantes.
Para ello se distribuyd una encuesta que fue respondida por 34
personas. Dado lo pormenorizado de algunas de las cuestiones,
hemos hecho una seleccion —creemos que suficientemente
descriptiva— del resultado. En concreto, algunas de las preguntas
sobre los grupos de trabajo, al contar con pocos integrantes cada
uno y al estar en distintas fases de existencia (unos muy
consolidados y otros en periodo de formacion), no se han tenido en
cuenta. Exponemos a continuacion algunos de los resultados
generales.
| Analisis en términos de frecuencia
1 Organizacion material
¢, Qué piensas de los documentos de presentacion del Simposio?

Inf.insuficiente NC

18% 9%

Inf. suficiente
73%

Informacion suficiente: 25 Informacion insuficiente: 6
No contestan (NC): 3

Ademas, 3 encuestados declaran que "es necesaria mas
antelacion en la informacion” y uno que la "informacion es
insuficiente, pero correcta, dadas las circunstancias”.
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¢ Estas satisfecho del lugar elegido?

Bastante
Poco o nada 24%

3%

NC
3%

Mucho
70%

Mucho: 24 Bastante: 8 Poco o nada: 1 NC: 1
¢, Qué es lo que mas te ha gustado?

NC
32%

Debates
17%

Otros
13%

Grupos
59 eminarios

8%

Ambiente
Organizacion 15%
10%

Los debates: 7
El ambiente, relaciones, contactos e intercambio personales: 6
La organizacion:4 Los seminarios: 3 Los grupos: 2
Otros: 5 NC: 13

2 Organizacion de las sesiones (independientemente de los

contenidos)

En general se han apreciado "mucho” o "bastante" los distintos
aspectos de la organizacion. No obstante, 7 asistentes no han
apreciado la disposicion en paralelo ni la labor realizada en los
grupos de trabajo. Otros 8 tampoco han apreciado los resumenes
de presentacion de los seminarios y grupos de trabajo.
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3 Contenidos
Has apreciado el contenido del Seminario I: "Profesor de
matematicas y contextos de investigacion”

NC
18%

Poco o nada
9%

Bastante
29%

Mucho
44%

Mucho: 15 Bastante: 10 Poco o nada: 3

NC: 6
Has apreciado el contenido del Seminario Il: "¢ Como estructurar las
tareas que aparecen en un campo conceptual?"

NC
Poco o nada 24%

9%

Mucho
26%

Bastante
41%

Mucho: 9 Bastante: 14 Poco o nada: 3

NC: 8
Has apreciado el contenido del Seminario IlI: "Estrategias del
analisis estadistico para el tratamiento de cuestiones de didactica"

NC
32%

Poco o nada
6%
Mucho
36%

Bastante
26%

Mucho: 12 Bastante: 9 Poco o nada: 2 NC: 11
La mayoria (entre 21 y 26 encuestados) piensan que los seminarios
y grupos han permitido en general una apertura hacia otras
problematicas, informaciones sobre los trabajos en marcha y
debates.

161



¢,Cudles son a tu juicio los principales problemas de la investigacion
en didactica de las matematicas?

NC
18%

Marco teérico
18%

Otros
35%

Aislamiento

29%
A pesar de su caracter abierto, se dieron las siguientes
coincidencias:
- Aislamiento de los investigadores: 10
- La existencia de distintas perspectivas tedricas inconciliables,
unificacion de la terminologia, desarrollo y construccion de un
marco teorico, formacion especifica en investigacion (metodologia),
gue hemos agrupado arbitrariamente en un solo apartado: 6
- Otros diversos: 12
- No contestan: 6
¢, Te ha ayudado este Simposio a abordar mejor esos problemas?

NC
34%

Si
24%
No
9%

9% Algo
24%

Si:8 Algo: 8 Poco: 3 No: 3NC: 12
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En las semanas o meses siguientes, ¢ piensas volver a trabajar
algunos puntos de los que se han tratado en el Simposio?

No sé
No NC

18%
12% 3%

Si

67%
Si: 23 No: 4 No sé: 6 NC: 1
Hay algunos elementos de los tratados que podras utilizar
¢ En tu investigacion?

Si: 16 NC: 18
¢ En la formacion de profesores?

Si: 15 NC: 19
¢,Cudles?

Seis asistentes mencionan temas relacionados con el Seminario lll.
En menor medida se mencionan la didactica de la estadistica,
temas del Seminario Il, del Seminario |, y cuestiones de
terminologia.

4 Los debates
La organizacion de un debate a partir de las intervenciones te
parece

Relativamente
Absolutamente atil
necesaria 18%

82%

Absolutamente necesaria: 28; Relativamente util: 6; No necesaria
forzosamente: 0.
Momento de los debates
La practica totalidad (32) prefieren los debates inmediatamente
después de cada intervencion.
Los debates te han aportado:

en los seminarios en los grupos
muy pocas cosas, casi nada 2 3
una aclaracion 7 2
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la confrontacion con otros puntos de vista 26 17

5 Préximos encuentros de la SEIEM
¢,Con gué férmula estarias mas de acuerdo?

Escuel .
ueta Indiferente

Congreso 17%
’ 3%

19%

Simposio
61%

Simposio: 22 Congreso: 7 Escuela: 6 Indiferente: 1

¢Con gué frecuencia se deberia hacer una reunion general de trabajo
(smposio, congreso...) de la SEIEM?

bianual NC
24% 6%

anual
70%

3 veces al afo: 0; 2 veces al afo: 0; anual: 24; una vez cada 2
anos: 8; NC: 2
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¢Cual seria parati la duracion optima de esa reunion?

2 dias
18% una semana
12%

3 dias
70%
mas de una semana: O una semana: 4 3 dias: 24 otras (2 dias):

6
6 Situacion personal

NC
15%
mujer

- @

hombre
53%

> 50
19%
<35

é -

35-50
71%

Eres hombre: 18 mujer: 11 NC: 5
Tienes menos de 35 afnos: 3 de35a50:22 masde50: 6
NC: 3

En cuanto a la formacion para la investigacion, 22 declaran ser
doctores, 6 estar haciendo una tesis y 2 estar haciendo los cursos
de doctorado.

¢,Cudl es tu situacion profesional?

Otras NC
15% 12%

Cu

CEU

21% TEU

TU 37%
12%

Profesor titular de escuela universitaria (TEU): 13
Catedratico de escuela universitaria (CEU): 7
Profesor titular de universidad (TU): 4
Catedratico de universidad (CU): 1

Otras: 5 NC: 4
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Asistes habitualmente a algun seminario o reunion cientifica?
Si: 26 No 0 no contesta: 8

Has venido al Simposio en tanto que: (indica a lo mas tres
opciones, numerandolas por orden de importancia, siendo 1 la mas
importante)

Rango: prof.de prof.de for.de inv.en docto-
Did? Mat? prof. Did? rando
1° 4 0 3 18 2
20 4 1 6 2 0
3° 4 2 3 3 1

Los encuestados han participado mayoritariamente en primer lugar
como investigadores en didactica de las matematicas. El segundo y
el tercer lugar corresponderian a "formador de profesores" y
"profesor de didactica". "Profesor de matematicas" y "doctorando”
son facetas claramente minoritarias.

Otras observaciones o propuestas:

Se han recogido las siguientes (cada una con una sola mencion):

- Potenciar creacion pagina www para difundir las producciones de
la Sociedad,

- Analizar la edicion de una revista.

- No es posible valorar grupos distintos. Sélo cuando se ha
trabajado en uno.

- "La encuesta es larguisima, pero buena, porque hace pensar las
respuestas”.

- "No soy bueno contestando encuestas abiertas"”.

[l Un analisis multivariante

Hemos llevado a cabo un analisis implicativo (ver Seminario Ill) de
algunos de los datos proporcionados por las 34 encuestas
contestadas. Ciertamente, el nUmero de respuestas es algo escaso
para este tipo de analisis, pero lo obtenido no deja de tener interés,
en tanto que exploracion de lo declarado por los participantes.

Las variables
Hemos decidido cruzar las variables

- de la cuestion 3.1 ("... has apreciado el contenido de los
seminarios..."), anotando solamente los que han contestado
"mucho” al Seminario | ("Profesor de matematicas y contextos de
investigacion..."), al Seminario Il ("¢, COomo estructurar las tareas
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gue aparecen en un campo conceptual?") y al Seminario Il
("Estrategias del analisis estadistico para el tratamiento de
cuestiones de didactica")

- de la cuestion 3.6, en la primera pregunta ("¢ cuales son... los
principales problemas de la investigacion en didactica de las
matematicas?"), a pesar de ser abierta, se han anotado las dos
contestaciones mas frecuentes: "el aislamiento del investigador" y
aseveraciones relativas a la existencia de distintos marcos teoricos,
metodologias, terminologia, etc., dando origen a dos variables.
También se han anotado las respuestas a la segunda pregunta de
esta misma cuestion ("¢, Te ha ayudado este simposio a abordar
mejor estos problemas?") para definir la variable "El Simposio Ayda
eninv.".

- de la cuestion 3.8 ("Hay algunos elementos de los tratados que
podras utilizar ¢en la investigacion? ¢.en la formacion de
profesores?"). Las contestaciones positivas a estas dos preguntas
se han anotado respectivamente en el grafico "Utilidad para la
investigacion" y "Utilidad para la docencia”. En la misma cuestion,
se pregunta cuales son los principales; se han anotado las
contestaciones mas frecuentes, que son las relativas al Seminario |
("Utilidad Semo® I"), al Seminario Il ("Utilidad Sem® 111") y al grupo
de pensamiento numeérico y algebraico.

- de la cuestion 6.1, sexo ("Mujer" y "Hombre"), edad ("menor de
35 afnos", "entre 35 y 50" y "mayor de 50"), aunque algunos de los
encuestados no han contestado.

- de la cuestion 6. 4, sobre la formacion para la investigacion, en
donde se ha anotado solamente la posesion del titulo de doctor
("Doctor").

- de la cuestion 6.5, sobre la situacion profesional, anotando
solamente las dos modalidades mas frecuentes: catedratico de
universidad o de escuela universitaria o titular de universidad ("Cat®
o Tit.") y de titular de escuela universitaria ("Tit. de Esc? Una").

- de la cuestion 6.6 ("¢ Asistes regularmente a algin seminario o
reunion cientifica?")

- de la cuestion 6.7 ("Has venido al Simposio en tanto que..."),
anotando solamente las opciones mas frecuentes dadas en primer
lugar: "investigador en didactica" y "profesor de didactica".

Caracteristicas del grafo implicativo

En el grafo implicativo de la figura 1 aparecen solamente las
variables que reflejan implicaciones significativas a los tres niveles
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de confianza utilizados (95%, 90% y 80%). En el eje vertical se dan
las proporciones de respuestas "si" 0 "1" de las variables. No hay
eje horizontal; por tanto, la altura a la que esta cada variables
indica aproximadamente la proporcion de veces que aparece,
mientras que la distribucion horizontal de la representacion de las
variables es irrelevante.

En la version del programa CHIC que hemos utilizado?, es posible
reorganizar el grafo, desplazando la representacion de las
variables. En este caso los desplazamientos han sido horizontales,
para respetar las frecuencias asociadas a las variables.

Algunos resultados

- En el grafo de la figura 1 aparecen implicaciones que no
sorprenden demasiado o que, dicho en otros términos, son mas
fruto de la necesidad que del azar. Por ejemplo, que los
catedraticos o titulares son doctores 0 que quienes encuentran
entre lo tratado elementos Utiles para la investigacion, consideran
gue el Simposio ayuda a abordar los principales problemas de la
investigacion.

- Entre las implicaciones detectadas al 95%, parece menos
evidente que quienes han apreciado al maximo el Seminario lll,
también han apreciado al maximo el Seminario I.

- Quienes declaran la utilidad de los contenidos del Seminario Il
son sobre todo los titulares de escuela universitaria.

- Los que dan el aislamiento como uno de los principales
problemas del investigador, declaran la utilidad de lo tratado para la
investigacion (con un riesgo del 15% de que esta implicacion se
haya obtenido al azar).

- Con el mismo riesgo, quienes encuentran util el Seminario I,
también declaran que el Simposio supone una ayuda para la
investigacion. Sin embargo el contenido del Seminario | haria
pensar en que su utilidad tendria que implicar la utilidad de lo
tratado para la formacion del profesorado ("Utilidad para la
docencia") y no se ha detectado tal implicacion.

1 CHIC (Classification hiérarchique Implicative et Cohésive), version sous Windows -
CHIC 0.6 - 15 JUIN 1997, Université de Rennes 1, IRMAR, 35042 Rennes Cedex -
FRANCIA.
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Fig. 1: Grafo implicativo entre variables
- Mientras el hecho de ser hombre no interviene en las
implicaciones detectadas, las mujeres estan mas dispuestas a
declarar lo tratado util para la formacion del profesorado y también
gue el Simposio ayuda a abordar los problemas de la investigacion.
- Las variables que reflejan haber asistido al Simposio en tanto que
investigador en didactica y en tanto que profesor de didactica no
participan en ninguna implicacion, a pesar de que podria parecer
evidente que quienes asisten como investigadores hayan declarado
la utilidad de algunos puntos tratados en el Simposio para la
investigacion y analogamente para la formacion de profesores. No
se detecta pues ningun indicio de que exista un perfil "investigador"
y un perfil "docente” de los participantes.
- Tampoco la preocupacion por el marco teorico participa en
ninguna implicacion. No se puede detectar ningun resultado que
haga pensar en temas mas interesantes que otros o en una
predileccion, por ejemplo, por la docencia o la investigacion, segun
esa preocupacion.
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[l Resumen

Se detecta una satisfaccion general en lo que respecta a la
organizacion material. La organizacion de las sesiones también es
juzgada favorablemente, con algunos reparos a los resumenes de
presentacion de seminarios y grupos y al hecho de que no se haya
podido asistir a mas de un grupo (a causa de la organizacion en
paralelo). Probablemente éste sea un punto a debatir de cara a los
futuros encuentros.

Los contenidos de los seminarios también han sido juzgados
positivamente. El aislamiento del investigador es un problema de la
investigacion que hay que tener en cuenta especialmente. La
ayuda que ha significado el Simposio para la resolucion de los
problemas de la investigacion en general es apreciada casi por la
mitad...jaunque se puede también decir que mas de la mitad no ha
apreciado tal ayuda! En todo caso, se puede considerar un
resultado esperanzador para un primer encuentro, dada la distancia
entre las necesidades y problematica individual y las caracteristicas
de la reunion.

Mas clara resulta la declaracion mayoritaria de continuar trabajando
algunos de los puntos tratados.

En general los debates han sido especialmente apreciados.
Aunque las formulas "simposio”, "congreso" y "escuela” no han
sido suficientemente descritas y debatidas y alguno de los
encuestados da mas de una respuesta, una mayoria se inclina por
la formula experimentada de simposio anual de 3 dias en
septiembre. No obstante la "escuela” es citada 6 veces y la
celebracion cada 2 afios, 8 veces. Algunos citan la dependencia de
la marcha de los grupos de trabajo. Es posible que la formula del
encuentro merezca una reflexion y un debate.

Es de destacar la escasa presencia, explicable por la corta historia
de la SEIEM, de jovenes investigadores y doctorandos. Se deberia
ver quizas la forma de incentivar tal participacion.

A través del analisis implicativo, se aprecia un entramado de
intereses por los diversos temas de investigacion, mas que una
existencia de colectivos dirigidos hacia perspectivas o topicos
concretos. Asimismo, la participacion segun las distintas facetas de
los participantes (en tanto que investigador, profesor de
didactica...) no parecen que condicione sus intereses respecto a
los puntos tratados. Es de sefalar que la condicion de "profesor de
matematicas" es aludida por muy pocos participantes al responder
a la pregunta: "Has venido al Simposio en tanto que...".
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RELACION DE INSCRITOS EN EL PRIMER SIMPOSIO DE LA SEIEM
Profesor: Universidad: G. Trabajo: e-mail:

C. Abraira Fernandez Ledn

M. Arrieta lllaramendi P. Vasco

C. Azcéarate Giménez A. Barcelona
P. Azcarate Goded Cadiz

R. Barroso Campos Sevilla

S. Blazquez Martin ~ Valladolid

L. Blanco Nieto Extremadura
M. Camacho Machin La Laguna
M2 J. Cafizares Granada
J.M2 Cardefioso Granada

J. Carrillo Yafnez Huelva

E. Castro Martinez Granada
Enc. Castro Martinez Granada
L.C. Contreras Glez Huelva
M. Coriat Benarroch Granada
C. Corral Zapico Oviedo

C. Cubillo Duran Valladolid
J.M2 Chamoso Salamanca
E. dela Torre Fdez A Corufia

M. Edo y Basté A. Barcelona
[. M2 Escudero Sevilla

A. Estepa Castro Jaén

F. Fdez Garcia Granada

A. Fdez Lajusticia Valencia
J.L. Fdez Méndez Vigo

P. Flores Martinez Granada
M. Garcia Blanco Sevilla
J.M. Gavilan I1zqdo  Sevilla

P. Gelado Rodguez Salamanca
M2 L Girondo Pérez Tarragona
B. Gomez Alfonso Valencia
M2 D. Gomez Monge Valladolid
M2 T. Glez Astudillo Salamanca

J. L. Gonzalez Mari Malaga
A. Gutiérrez Rdez Valencia
M. Ibafies Jalon Valladolid
A. Jaime Pastor Valencia
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AG
DAM
CDPP
AG
DAM
CDPP
DAM
DEPC
CDPP
CDPP
PNA
PNA
CDPP
PNA
El
PNA
CDP
AG
El
CDPP
DEPC
PNA

CDPP demcaf@isidoro.unileon.es

c.azcarate@cc.uab.es
pilar.azcarate@uca.es

ljblanco@grn.es
mcamacho@ull.es
canizares@platon.ugr.es
josem@platon.ugr.es
carrilo@uhu.es
ecastro@platon.es
encastro@platon.es
lcarlos@uhu.es
mcoriat@platon.ugr.es

carmen@aleph2.fed.uva.es
jchamoso@gugu.usal.es
torref@udc.es
m.edo@cc.uab.es

aestepa@piturda.ujaen.es

PNA alejandro.fernandez@uva.es

PNA
CDPP
CDPP
CDPP
AG
PNA
PNA
CDPP
DAM
PNA
AG
AG
AG

pflores@platon.ugr.es

bernardo.gomez@uv.es

maite@gugu.usal.es
g_mari@ccuma.sci.uma.es
angel.gutierrez@uv.es



E. Lacasta Zabalza U.P. Navarra DAM elacasta@upna.es

C. Lopez Esteban Salamanca DAM lopezc@gugu.usal.es

S. Llinares Ciscar Sevilla CDPP llinares@cica.es

J. Margarit Valencia PNA

M2 C. Martin Yaguez Valladolid CDPP mamen@aleph2.fed.uva.es
A. Martinon Cejas La Laguna DAM anmarce@ull.es

A. Méndez Dominguez ValladolidAG fcano@cpd.uva.es
C. Monterrubio Pérez Valladolid DAM
M2 L. Oliveras Granada CDPP oliveras@platon.ugr.es

T. Ortega del Rincon Valladolid DAM ortega@aleph2.fed.uva.es
J.J. Ortiz de Haro Granada DEPC jortiz@desierto.ugr.es

M. Ortiz Vallejo Valladolid AG mortiz@cpd.uva.es

J.R. Pascual Bonis U.P. Navarra PNA jrp@si.upna.es

L. Puig Espinosa Valencia PNA luis.puig@uv.es

L. Rico Romero Granada PNA Irico@goliat.ugr.es

N. Rosich Sala Barcelona HEM

V. Sanchez Garcia  Sevilla CDPP mvsanche@ocica.es

A. Sanchez Sotelo  Sevilla PNA

I. Segovia Alex Granada PNA iIsegovia@platon.ugr.es
J. Servat Susagne Barcelona HEM

L. Serrano Romero  Granada DEPC serrano@platon.ugr.es

M. Sierra Vazquez Salamanca DAM mosiva@gugu.usal.es
M.M. Socas Robayna La Laguna PNA msocas@ull.es
P. Turégano MoratallaC.La Mancha DAM pturegano@mag.ab.uclm.es

A. Vallecillos Jiménez Granada DEPC
avallec@platon.ugr.es
E. Vidal Costa Vigo PNA

Grupos de Trabajo:

DAM: Didactica del Analisis Matematico

AG: Aprendizaje de la Geometria

DEPC: Didactica de la Estadistica, la Probabilidad y la
Combinatoria.

PNA: Pensamiento Numerico y Algebraico.

CDPP: Conocimiento y Desarrollo Profesional del Profesor
El: Educacion Infantil

HEM: Historia de la Educacion Matematica

Edicidn en Internet: Juan. D. Godino
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