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PRESENTACION

Del 12 al 15 de septiembre de 2000 se celebré en Huelva el IV Simposio de
la Sociedad Espanola de Investigacion en Educacion Matematica (SEIEM), una
sociedad que desde 1996 promueve la comunicacion y debate sobre las investi-
gaciones en Educaciéon Matemadtica que se desarrollan en nuestro pais, es un
medio para la consolidacién de grupos de investigacion y favorece su respaldo
por parte de organismos e instituciones.

En este encuentro se han alternado sesiones comunes y de los grupos de
trabajo. Las sesiones comunes han consistido en seminarios, presentacion de
proyectos de investigacion, presentacion de paneles, y una mesa redonda. En
los seminarios se mostraron diferentes perspectivas de aproximacién a un tema
comun de investigacion y la presentacion de los proyectos de investigacion va
seguida de la reaccion de un investigador ajeno a ambos proyectos.

El primero de los seminarios, coordinado por Carmen Azcarate (Universidad
Auténoma de Barcelona), recogio tres propuestas de aproximacion respecto a
las nociones de Representacion y Comprension. Marianna Bosch (Universidad
Ramon LlulD) presentd los presupuestos tedricos de su propuesta, realizada des-
de una perspectiva antropologica; Isabel Romero (Universidad de Almerfa) y
Victoria Sanchez (Universidad de Sevilla) propusieron marcos tedricos desde
una perspectiva cognitiva para investigar, en el primer caso, sobre la compren-
sion de los alumnos de conceptos numéricos a partir de su uso de representa-
ciones de esos conceptos y, en el segundo caso, sobre como la forma de cono-
cer el profesor un contenido matematico (esto es, su representacion mental de
ese contenido) influencia su ensenanza. Las dos udltimas ponentes ejemplifica-
ron sus propuestas con investigaciones realizadas. Como ponente-coordinador
de este seminario actud Luis Rico (Universidad de Granada), que hizo una intro-
duccion al objeto comun de investigacion, destacando su complejidad y los
distintos problemas (enunciados como “paradojas”) que se plantean en estas
investigaciones y, tras la presentacion de los ponentes, hizo un completo anali-
sis de las intervenciones.

Bajo el titulo de Pensamiento Numérico y Algebraico, en el segundo semina-
rio intervinieron Alicia Bruno, haciendo una sintesis de las investigaciones rea-
lizadas sobre este tema en la Universidad de La Laguna y centrandose en dos
investigaciones sobre la ensenanza-aprendizaje de los nimeros negativos, y
José Luis Gonzilez y Alfonso Ortiz. Estos Gltimos expusieron los fundamentos
de la linea de investigacion (entendida como camino o proceso vy, a la vez,
marco en el que situar y relacionar entre si los trabajos puntuales y en el que
justificar el planteamiento general que da sentido al proceso) que vienen desa-



rrollando en la Universidad de Malaga y concretaron esta exposicion con la
presentacion de una de las sublineas que la componen: Investigacion en razo-
namiento inductivo numérico y algebraico. Juan A. Garcia y Martin Socas (Uni-
versidad de La Laguna) actuaron de ponente-coordinador y coordinador, res-
pectivamente.

En el espacio reservado para los proyectos de investigacion, Angel Contreras
(Universidad de Jaén) presentd el proyecto Estudio sobre la ensefianza-apren-
dizaje de conceptos fundamentales del analisis matematico (limite, continui-
dad, derivada e integral) en manuales y estudiantes de Bachillerato LOGSE y
primer curso universitario, que identifica obstaculos epistemolégicos en dichos
conceptos a través de los datos recogidos del anilisis de textos, cuestionarios y
analisis historico. Asimismo, Pedro Cobo (Universidad Auténoma de Barcelona)
present6 el proyecto Desarrollo de técnicas interactivas de tutorizacion y for-
macién. Aplicaciones a situaciones especiales de educacién matematica, reali-
zado bajo la direccion de Josep M* Fortuny. Este proyecto engloba varios subpro-
yectos, en uno de los cuales, enmarcado dentro de la problematica del anilisis
del discurso, se centrd la presentacion. Lurdes Serrazina (Escola Superior de
Educacao de Lisboa) realizo la reaccion a ambos proyectos, destacando, respec-
to del primero, la necesidad de caracterizar las diferencias entre error, obstaculo
y concepciones alternativas de los alumnos y de interpretar éstas Gltimas en su
contexto. Del segundo, subrayo la importancia de investigaciones sobre proce-
sos de ensenanza-aprendizaje en alumnos que no pueden asistir a las clases
convencionales y de investigaciones que consideren los procesos de interac-
cion. En este sentido, sugiri6 la inclusion de mas interacciones que las conside-
radas en el estudio (por ejemplo, las intervenciones del profesor). Salvador
Llinares (Universidad de Sevilla) actué como coordinador de esta sesion.

Los grupos de Didéctica de la Estadistica, la Probabilidad y la Combinatoria
y de Didéctica de la Matemética como Disciplina Cientifica presentaron (en
sendos paneles) el estado de sus investigaciones, mostrando sus origenes, los
presupuestos tedricos que comparten, las lineas de investigacion que han desa-
rrollado y los trabajos realizados y en proyecto. Esta sesion fue coordinada por
Juan D. Godino (Universidad de Granada) y los paneles fueron presentados por
M* Jesus Canizares (Universidad de Granada) y por Luisa Ruiz y Pilar Oras (de
las Universidades Jaén y Jaume | de Castellon, respectivamente).

Internet (desde la doble perspectiva de herramienta y objeto para la investi-
gacion en Diddctica de la Matematica) protagonizo la mesa redonda que cerr6
las sesiones comunes y en la que intervinieron Juan D. Godino, Angel M. Recio
(Universidad de Cordoba) y Francisco Ruiz (Universidad de Granada). El prime-
ro de ellos informé sobre los recursos disponibles en la red para potenciar las
relaciones entre los investigadores e interesados en la Educacién Matematica, y
propuso que desde la SEIEM se promoviera la creacion de una Comunidad
Iberoamericana Virtual de Educacion Matematica. El segundo de ellos presen-
to un proyecto en el que la red es el objeto de la investigacion. Francisco Ruiz
aport6 informacion sobre direcciones utiles para los investigadores en Educa-
cion Matematica.
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UN PUNTO DE VISTA ANTROPOLOGICO:
LA EVOLUCION DE LOS “INSTRUMENTOS DE
REPRESENTACION” EN LA ACTIVIDAD MATEMATICA

MarianNa Bosca CasaBO
Universidad Ramon Llull

1. MARCO TEORICO: LA TEORIA ANTROPOLOGICA EN
DIDACTICA DE LAS MATEMATICAS

1.1. EL PROGRAMA EPISTEMOLOGICO EN DIDACTICA DE LAS MATEMATICAS

La Teorfa Antropologica en didictica de las matemadticas (Chevallard, 1992,
1997, 1999; Chevallard, Bosch y Gascon, 1997) se inscribe dentro del programa
de investigacion que denominamos “programa epistemologico” (Gascon 1999)
y que tiene su origen en los trabajos de Guy Brousseau iniciados a finales de los
anos 70 (Brousseau, 1999).

1.1.1. La caracteristica principal del programa epistemoldgico consiste en
considerar que el objeto primario de investigacion de la didactica es la actividad
matematica tal como se realiza en distintas instituciones de la sociedad. Cuando
se dice que la didactica de las matemadticas estudia “las condiciones de difusion
y transmision del conocimiento matematico” (Brousseau 1994), no se considera
el “conocimiento” desde un punto de vista psicologico, como un proceso men-
tal de individuos aislados. El conocimiento es el producto o la cristalizacion de
determinado quehacer humano y queda siempre caracterizado por las activida-
des de las que surge y por las que permite realizar.

1.1.2. Tanto el conocimiento como la actividad matemadtica son construccio-
nes sociales que se realizan en instituciones —en comunidad-, siguiendo deter-
minados contratos institucionales. Estudiar las condiciones de produccion y di-
fusion del conocimiento matematico requiere pues que seamos capaces de des-
cribir y analizar determinados tipos de actividades humanas que se realizan en
condiciones particulares (por ejemplo en el aula, bajo la direccion de un profe-
sor y siguiendo un determinado programa de estudio).
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1.2. NECESIDAD DE UN MODELO EPISTEMOLOGICO EXPLICITO DE LA ACTIVIDAD
MATEMATICA

El analisis de la actividad matematica requiere la utilizacion de nociones
apropiadas que permitan describir sus distintos componentes, asi como sus
condiciones de produccion y reproduccion. Se obtiene entonces un modelo
epistemoldgico de la actividad matemdtica, es decir, de lo que se entiende por
hacer matemadticas y por producir conocimiento matematico.

1.2.1. Las componentes del modelo, que conforman, por asi decirlo, la “ana-
tomia” de la actividad matemdtica, deben corresponderse con las componentes
del “saber matematico” entendido como organizacion tedrica que emerge de la
actividad matematica a la vez que la instrumenta.

1.2.2. Al mismo tiempo, la descripcion anterior debe articularse con un mo-
delo de la “fisiologia” de la actividad, esto es, con las condiciones bajo las cuales
se realiza y evoluciona, ya sea para crear nuevo saber matematico (la investiga-
cién pura o aplicada) o para reconstruir dicho saber, lo que constituye la activi-
dad didactica propiamente dicha.!

1.3. EL MODELO EPISTEMOLOGICO PROPUESTO POR LA TEORIA ANTROPOLOGICA

La Teoria Antropologica describe la actividad matemadtica y el saber que de
ella emerge en términos de organizaciones o praxeologias matematicas. Una
organizaciéon matemadtica es una entidad compuesta por: tipos de problemas o
tareas problematicas; tipos de técnicas que permiten resolver los tipos de pro-
blemas; tecnologias o discursos (“logos”) que describen y explican las técnicas;
una teoria que fundamenta y organiza los discursos tecnoldgicos. Los tipos de
problemas y los tipos de técnicas constituyen el “saber-hacer” matematico, mien-
tras que los discursos tecnologicos y tedricos conformarian el “saber” matemati-
co propiamente dicho.

1.3.1. Dentro de este modelo, “hacer matematicas” consiste en activar una
organizacion matemadtica, es decir en resolver determinados tipos de problemas
con determinados tipos de técnicas (el “saber hacer”), de manera inteligible,
justificada y razonada (mediante el correspondiente “saber”). Este trabajo puede
conducir a la construccion de nuevas organizaciones matemadticas o, simple-
mente, a la reproduccion de organizaciones previamente construidas.

1.3.2. “Ensenar y aprender matematicas” corresponde a la actividad de re-
construccion de organizaciones matemadticas para poderlas utilizar en nuevas
situaciones y bajo distintas condiciones. La ensehanza o tarea docente consiste
basicamente en dirigir dicha reconstruccion (generando en particular las condi-
ciones que mejor la permiten), mientras que el aprendizaje puede considerarse
como el fruto de la reconstruccion, ya sea individual como en grupo. Asi, el
objetivo de un proceso de ensenanza/aprendizaje puede formularse en térmi-

1. La Teoria Antropolégica propone aqui un modelo del proceso de estudio de las matematicas
en términos de momentos didacticos. Ver Chevallard, Bosch y Gascon 1997.
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nos de los componentes de las organizaciones matematicas que se quieren re-
construir: qué tipos de problemas hay que ser capaz de resolver, con qué tipos
de técnicas, sobre la base de qué elementos descriptivos y justificativos, en qué
marco teorico, etc.

1.4. LA “COMPRENSION” DESDE LA TEORIA ANTROPOLOGICA

La Teoria Antropoldgica asume, como uno de sus postulados fundamentales,
que toda actividad en sentido estricto, todo “saber-hacer”, presupone la existen-
cia de un “saber” o discurso justificativo-explicativo de la actividad. El término
mismo de “praxeologia”, formado a partir de “praxis”, actividad, y de “logos”,
discurso, atestigua la inseparabilidad supuesta entre el “hacer” y el “explicar”
dicho hacer. La nocion cultural de “comprension” remite a esta dimension de la
actividad humana (que no es especifica de la actividad matematica) de exigen-
cia de produccion de discursos descriptivos y justificativos de todo quehacer,
entendiendo que, en muchos casos, las justificaciones producidas pueden ser
muy parcas y remitirse a un simple argumento “folclorico” del tipo: “porque
siempre ha sido asi”, “porque asi funciona”, etc.

1.4.1. El “incremento de la comprensién” sobre un campo concreto de la
matematica o, usando la expresion de William P. Thurston (1994), el “avance de
la comprension humana de las matematicas”, corresponde, en este contexto, a
la posibilidad de producir (o reproducir) un discurso tecnolégico y tedrico aso-
ciado a determinadas actividades de resolucion de problemas, aunque algunas
veces dichas actividades queden implicitas en el discurso.

1.4.2. Es importante recalcar que este discurso, cuya funcion principal con-
siste en proporcionar a la actividad descripciones, explicaciones y justificacio-
nes validas (para la institucion en la que tiene lugar), también debe incorporar
elementos de respuesta a la cuestion de las razones de ser de la actividad consi-
derada y de las obras que ésta produce. La “comprension” en el sentido aqui
considerado incluye pues también la busqueda de las tareas problematicas que
estan (o que podrian estar) en el origen de la organizacion matemadtica conside-
rada. ;Para qué sirven los angulos? ;Y los tridngulos? ;Por qué hay que aprender
a calcular con fracciones? ;O a multiplicar nimeros negativos? Este tipo de pre-
guntas forma parte del cuestionamiento tecnolégico-tedrico y constituyen un
aspecto importante de la exigencia de justificacion de las actividades correspon-
dientes.

1.4.3. En general, los elementos tecnoldgicos y tedricos de una organizacion
matematica remiten a elaboraciones descriptivas y justificativas que son el fruto
del trabajo matematico de varias generaciones. Pero cuando se consideran orga-
nizaciones matematicas en proceso de construccion o reconstruccion (ya sea en
manos de investigadores o de alumnos y profesores), entonces también pode-
mos hablar de “tecnologias” y “teorias” para referirnos a discursos mucho mas
informales y espontineos, producidos por los sujetos en situacion de resolucion
de problemas para comentar, explicar y justificar su actividad. A estas tecnolo-
gias se incorporan entonces elementos que no tienen por qué ser de naturaleza
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matemadtica y que se combinan, de modo mis o menos forzado, con la tecnolo-
gia “estandar” de la institucion matemadtica sabia.

1.4.4. Senalemos ademds que, en el marco de la Teoria Antropoldgica, no se
hablara de “comprender un concepto”, porque la unidad elemental de anilisis
de la actividad matematica no es el concepto sino la organizaciéon matematica o
praxeologia. El estudio de lo que se considera como “comprension de un con-
cepto” en una institucion dada y para un tipo de sujetos dado requiere la expli-
citacion de las actividades (es decir, de las praxeologias) que, en cierto sentido,
dan vida al concepto mencionado, asi como de la dindmica que articula entre si
unas organizaciones matemadticas con otras (incluyendo, claro estd, las cuestio-
nes problematicas que motivan u originan dichas organizaciones).

1.4.5. El cambio terminolégico propuesto (que es también un cambio con-
ceptual) no significa que se identifiquen entre si todas las actividades matemati-
cas. La Teoria Antropologica (Chevallard, 1999) establece una marcada distin-
cion entre las organizaciones matemadticas “puntuales”; construidas alrededor de
un Unico tipo de problemas, en las que las técnicas se utilizan de manera rigida
y el entorno tecnoldgico acostumbra a ser muy pobre, de las organizaciones
“locales” que se obtienen articulando entre si —por via de un discurso tecnologi-
co elaborado- distintas organizaciones puntuales. Del mismo modo, la articula-
cion de distintas organizaciones locales con un marco teérico comin puede
formar una organizacion matematica “regional”.* En el caso de las praxeologias
puntuales, la actividad se centra en la resolucion de un tGnico tipo de tareas, con
poca vision de fenémenos generales y poca “productividad”. Es su evolucion
hacia una praxeologia local mediante la utilizacion de un mayor nimero de
técnicas, utilizadas de manera mas flexible y relacionadas entre si, lo que con-
duce generalmente a la produccion de nuevos elementos técnicos, nuevos dis-
cursos tecnolégicos y al planteamiento de nuevos tipos de problemas.

2. INSTRUMENTOS OSTENSIVOS Y “REPRESENTACION”

Que la actividad matemdtica se realiza mediante el recurso a una pluralidad
de registros (lo escrito, lo grafico, lo verbal, lo gestual, lo “material”) no es
Unicamente una asuncion de la Teoria Antropolégica. Tampoco lo es la impor-

2. Segun se desprende de Gascon (1998 y 1999), a medida que el “programa cognitivo” en
didactica de las matematicas pone entre paréntesis las representaciones mentales (o internas) y se
centra en las representaciones externas (especialmente semioticas), su objeto de estudio evoluciona
del “conocimiento o comprension de las matemdticas” entendidos como fenémenos psicolégicos
individuales hacia la “actividad matematica” empiricamente observable. En este punto aparece la
necesidad de explicitar y refinar tanto el modelo de actividad matematica que se asume, como los
términos mediante los cuales se describen los componentes de dicha actividad. Aparece en conse-
cuencia un acercamiento entre el programa cognitivo y el programa epistemologico.

3. Por ejemplo, los problemas de proporcionalidad directa dan lugar a una organizacién pun-
tual que, articulada a otras organizaciones puntuales por medio de una tecnologia como la teoria
clasica de las razones y proporciones, da lugar a una organizacion local sobre la proporcionalidad
de magnitudes que, a su vez, formard parte de la organizacion regional de la aritmética clasica.
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tancia acordada, en el analisis del funcionamiento de la actividad matematica, a
las dificultades ligadas a la articulacion entre diferentes registros. La especifici-
dad de la conceptualizacion propuesta por el enfoque antropoldgico se sitia en
un doble hecho. Por un lado, en la no-diferenciacién entre registros desde el
punto de vista de su “valor” o funcion en el trabajo matematico: tan importantes
son a priori una figura geométrica y el discurso con el que se expresa un razo-
namiento, como la transformacion mas o menos mecanica de una expresion
simbolica escrita o el gesto de tachado que permite realizar, indicar y recordar
una simplificacion de fracciones. Por otro lado, en la importancia acordada al
valor instrumental que asignamos a los “objetos de representacion” (que llama-
remos, para mayor “neutralidad”, objetos 0stensivos), frente a su valor semiotico
(de signo) que es generalmente el que predomina en la vision cultural corriente.

2.1. OBJETOS OSTENSIVOS Y OBJETOS NO OSTENSIVOS

El modelo epistemolégico propuesto por la Teoria Antropologica establece
una distincion dentro del conjunto de objetos que componen los distintos ele-
mentos de las organizaciones matematicas: las tareas problemdticas, las técni-
cas, las tecnologias y las teorfas “estan hechas” de objetos ostensivos y de obje-
tos N0-0stensivos. (Bosch, 1994; Bosch y Chevallard, 1999)

2.1.1. Los objetos ostensivos (del latin “ostendere”, presentar con insistencia)
son aquellos objetos que se perciben: se ven, se tocan, se oyen, etc. Son, en
definitiva, los objetos materiales o los objetos dotados de cierta materialidad
como las escrituras, los grafismos, los sonidos, los gestos, etc. Para utilizar una
expresion general, hablaremos de la “manipulacion” de los objetos ostensivos
aunque los ostensivos en cuestion sean escrituras, graficos, gestos o discursos.?

2.1.2. Los objetos no-ostensivos son entonces todos aquellos objetos que exis-
ten institucionalmente, en el sentido en que se les atribuye una determinada
existencia, pero que no se pueden percibir ni mostrar por si mismos: las ideas,
los conceptos, las creencias, etc. Lo que si se pueden es “invocar” o “evocar”
mediante la manipulacion de ciertos objetos ostensivos apropiados.

2.1.3. De manera un tanto paradédjica, una vez establecida esta dicotomia, se
postula la coexistencia permanente de los objetos ostensivos y los objetos no-
ostensivos, dentro de lo que llamamos la dialéctica de lo ostensivo y de lo no-
ostensivo: los objetos no-ostensivos emergen de la manipulacion de objetos osten-
sivos pero, al mismo tiempo, dicha manipulacion esta siempre guiada y controla-
da por objetos no-ostensivos. El concepto de nimero entero o el de funcion lineal
no existen sin toda una actividad manipulativa de ostensivos (tanto lingtiistica
como grafica, gestual y de escritura, sin olvidar en el origen la manipulacion

4. Dentro del programa cognitivo, ver, por ejemplo, Duval (1996) y su nocion de “registro de
representacion semiotica”.

5. La manipulacion de ostensivos incluye también su activacion por medio del ordenador,
actividad que pone en juego muy especialmente el registro de la escritura, aunque también el
grafico y el gestual, provocando ademds la creacion de nuevos tipos de ostensivos y de articulacio-
nes entre registros.
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concreta de objetos materiales). Reciprocamente, toda manipulacion de ostensi-
vos viene controlada por la “activacion” o “evocacion” de objetos no-ostensivos
cuyas caracteristicas pueden verse modificadas a lo largo de la actividad.

2.1.4. Estamos pues lejos de reproducir una conceptualizacion simplista en la
que lo ostensivo corresponderia al nivel del “saber-hacer”, con sus tipos de
problemas y sus técnicas o procedimientos de resolucion, reservandose el ambi-
to de los objetos no-ostensivos (conceptos, nociones, ideas, etc.) a la actividad
justificativa y explicativa, es decir, el “saber” propiamente dicho. Al contrario, la
distincién ostensivo/no-ostensivo afecta a todos los elementos que componen las
organizaciones matemadticas. Es evidente, por ejemplo, que la eleccion de una
simbolizacion y de una terminologia adecuadas son también elementos muy
importantes para la constitucion y “calidad” de una tecnologia o teoria. Y, de
igual modo, la realizacion efectiva de una técnica puede variar enormemente,
en términos de su eficacia y robustez, segin si se activa un objeto no-ostensivo
u otro. Asi, por ejemplo, no es lo mismo producir una expresion simbolica
como (1+r)* =1 + 2r + r* a partir de una simple actividad de copia, activando
no-ostensivos del tipo “igualdad entre escrituras”, etc., que producirla como
resultado de aplicar un desarrollo de cuadrados (un “pattern”; como se diria en
inglés) o como la igualdad entre una funcion y su polinomio tangente de orden
2 en torno a X = 0, que activaria no-ostensivos de muy distinto nivel.

2.1.5. Asi pues, a la pregunta sobre el origen de los conceptos matematicos
(no-ostensivos) y su relacion con los objetos que los representan (ostensivos), la
Teoria Antropoldgica responde en términos de la dialéctica arriba mencionada:
los conceptos surgen de la manipulacion de ostensivos dentro de determinadas
organizaciones matemadticas (es decir, como respuesta a ciertas tareas problema-
ticas y en un entorno tecnologico-tedrico dado) y es esta misma practica que, al
institucionalizar u oficializarse, establece los vinculos entre ostensivos y no-
ostensivos que permitiran a los primeros remitir o representar a los segundos en
futuras posibles actividades.

2.1.6. Hablar de la coexistencia (0 coactivacion) de ostensivos y no-ostensi-
vos en todos los niveles de organizacion de la actividad matemadtica, significa
que en ningln caso se atribuye la primacia de los no-ostensivos sobre los osten-
sivos: no existe manipulacion ostensiva (una escritura o un discurso) que sea la
consecuencia directa de una supuesta “posesion” o “adquisicion” de un no-
ostensivo (una nocién o un concepto); ni existe, en el lado opuesto, una mani-
pulacion ostensiva regulada que pueda prescindir de objetos no-ostensivos.

2.1.7. Sin embargo, la hipotesis de coexistencia entre ostensivos y no-osten-
sivos incluye la determinacion de las relaciones que existen, en una institucion
dada y en un momento dado de su historia, entre determinados ostensivos y
determinados no-ostensivos. Como bien puso de manifiesto la lingtiistica mo-
derna desde Saussure (1962), la relacion entre ostensivos y no-ostensivos se
realiza de manera arbitraria, es decir no motivada por la naturaleza de los
ostensivos, aunque si provocada por el tipo de actividad manipulativa en la que
éstos entran. Dicho de otro modo, no hay ninguna razén absoluta para que la
escritura f(X) se asocie al concepto de funcién, mas que el hecho que, en la
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institucion considerada, el ostensivo escrito f(X) y el ostensivo oral “efe de equis”
formen parte de las organizaciones matematicas que se vinculan institucional-
mente al no-ostensivo “funciéon” (esto es, al no-ostensivo al que se invoca con el
ostensivo oral “funcion”).

2.2. ;REPRESENTACION? LA “VALENCIA SEMIOTICA” DE LOS INSTRUMENTOS
OSTENSIVOS

2.2.1. Cuando decimos que los objetos ostensivos permiten, si no “mostrar”,
por lo menos “evocar” e “invocar” los objetos no-ostensivos, retomamos el punto
de vista dominante sobre la actividad matemadtica que consiste en considerar que
los objetos ostensivos son los signos de otros objetos, generalmente no-ostensi-
vos, a los cuales representan. Llamamos valencia semiotica a esta funcion de los
ostensivos, aunque consideraremos que lo representado no es Gnicamente un no-
ostensivo (concepto, idea 0 nocioén), sino que estd formado siempre por comple-
jos de objetos ostensivos y no-ostensivos vinculados por determinadas actividades
matematicas, es decir, por organizaciones matematicas mas o menos amplias.

2.2.2. Si consideramos que los ostensivos pueden funcionar como signos de
una praxeologia matemadtica, remitiendo a varios de los elementos (ostensivos y
no-ostensivos) que las componen, también esta claro que esta valencia semioti-
ca solo se adquiere en el ambito de la realizacion de una actividad. Los ostensi-
vos no “poseen” un significado, sino que, al ser manipulados, producen signifi-
cado evocando otras organizaciones matemadticas. Asi pues, en lugar de consi-
derar el caso mas restringido en el que un ostensivo, al ser manipulado, repre-
sentarfa un no-ostensivo, debemos hablar, mas en general, de la representacion
de toda una praxeologia u organizacion matematica (la organizacion “repre-
sentada”) vy, ello, a partir de la manipulacion de un ostensivo, manipulacion
que, a su vez, se inscribe en otra organizacion matematica (la organizacion
“representante” o modelo de la anterior).

2.2.3. Podemos considerar finalmente que la valencia semidtica de los obje-
tos ostensivos es inseparable de la relacion de modelizacidon que une una orga-
nizacion matematica considerada como sistema que se quiere estudiar, a una
organizacion que funciona como modelo de la anterior (Chevallard, 1985-1989).
Obtenemos entonces una nueva interpretacion de la nocion de representacion
mediante la nocién matemdtica de modelizacion. Asi, por ejemplo, una figura
geométrica podra “representar” una determinada propiedad o relacién entre
nimeros, en la medida en la que dicha figura forme parte de una organizacion
matematica en torno a determinados tipos de problemas geométricos que fun-
cione como modelo de una organizacién numérica considerada entonces como
sistema modelizado.®

6. Por ejemplo, el siguiente tridngulo de puntos puede funcionar como modelo geométrico
2
??
???

??2?

para “representar” la suma de los N primeros nimeros naturales (el sistema aritmético modeliza-
do) y permitir establecer, usando el cilculo del drea del triangulo (la manipulacion del modelo),
que la suma es (N+1)/2.
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2.3. VALENCIA INSTRUMENTAL Y “SENSIBILIDAD” DE LA ACTIVIDAD A LOS OSTENSIVOS

Como ya hemos dicho anteriormente, la Teoria Antropolégica atribuye a los
objetos ostensivos, al lado de su valencia semidtica, una valencia instrumental
ligada a la capacidad de los sistemas de ostensivos para integrarse en manipula-
ciones técnicas, tecnologicas y tedricas. Desde el momento en que se conside-
ran los objetos ostensivos como constitutivos de las organizaciones matematicas
y los ingredientes primarios de las tareas, técnicas, tecnologias y teorias, se
presentan, en primer lugar, como instrumentos de la actividad matematica, he-
rramientas materiales sin las cuales no se podria realizar la actividad. Y, al igual
que el albanil con su paleta (cuya valencia semidtica, dicho sea de paso, es
innegable), lo que importa al realizador de la actividad matemadtica (y a todo
aquél que debe reproducirla o hacerla reproducir), lo importante no es tanto lo
que la herramienta pueda representar, sino su adecuacion y efectividad en la
realizacion de la actividad.

2.3.1. En un estudio sobre la gestion didactica de los objetos ostensivos y su
papel en el desarrollo de la actividad matematica en torno a la proporcionalidad
(Bosch, 1994), la consideracion de la valencia instrumental de los ostensivos
permite poner en evidencia cémo pequenas variaciones en determinados siste-
mas de ostensivos que, aparentemente, no afectaban excesivamente su valencia
semiotica, si podian, a largo plazo, afectar las condiciones (técnicas, pero tam-
bién tecnologicas y tedricas) de realizacion de la actividad.

2.3.2. El andlisis didactico de las actividades matemadticas que se ensefan a
los alumnos de la escolaridad obligatoria pone de manifiesto como, por exigen-
cias de origen cultural, se tiende a menospreciar la valencia instrumental de los
ostensivos de determinados registros, en particular el del grafismo y del lengua-
je verbal), mientras que en otros registros (como el de la escritura algebraica,
por ejemplo), se despoja a los ostensivos de toda capacidad significativa. El
resultado es entonces una escasa atencion al trabajo de manipulacion del primer
tipo de ostensivos (no se trabaja el discurso, se exigen graficos muy precisos
pero poco manejables, etc.) y un peso excesivo en la exigencia de interpreta-
cion del trabajo realizado con los ostensivos del segundo tipo (como el forma-
lismo algebraico “no habla por si mismo”, se exige a los alumnos que, ademas
de manipularlas correctamente, sean capaces de explicitar “el significado” de las
expresiones algebraicas manipuladas, etc.).

3. PLURALIDAD DE REGISTROS Y REDUCCION OSTENSIVA

3.1. LA PROBLEMATICA DIDACTICA

La didéctica de las matematicas postula la existencia de leyes didacticas que
rigen el proceso de ensenanza-aprendizaje de las matematicas, condicionando
su desarrollo en un entorno institucional concreto. Estas leyes se manifiestan en
forma de fendmenos didacticos que, hasta cierto punto, escapan a la voluntad
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de los actores del proceso didictico y que se constatan empiricamente como
regularidades observables y dificiles de modificar.

3.1.1. Asi, ante la constatacion de alguna regularidad del tipo “se observa en
la ensenanza de las matematicas en secundaria el predominio del registro del
formalismo algebraico y una marcada dificultad para articularlo con los demas
registros (en particular el grifico)”, cabe preguntarse por las “razones” de la
existencia de dicha regularidad o, lo que es equivalente, hay que buscar las
condiciones bajo las cuales se da el fenémeno observado y aquéllas bajo las
cuales podria no darse.

3.1.2. En las investigaciones que participan del programa cognitivo, se con-
sidera que dichas “razones” provienen fundamentalmente del funcionamiento
psicolégico de los sujetos que aprenden y de los que ensenan. El programa
epistemoldgico postula, en cambio —y ésa es sin duda una de sus hipdtesis fuer-
tes— que la naturaleza de los fenémenos didacticos es esencialmente matemati-
ca, entendiendo “las matematicas” en el sentido amplio de una actividad huma-
na que se realiza en dmbitos institucionales concretos.

3.2. UN FENOMENO DIDACTICO: CONOCIMIENTOS EXIGIDOS QUE NO SON ENSENADOS

Un tipo de fendmeno puesto en evidencia por diferentes investigaciones del
programa epistemolégico dentro de la Teoria de las Situaciones Didacticas con-
cierne a las dificultades que tiene el profesor para gestionar en clase cierto tipo
de conocimiento que no se considera como parte de la actividad matematica
que se trata de ensefar, pero que resulta necesario para realizar las tareas que se
encomiendan a los alumnos. Dicho de otro modo, el profesor se ve en multiples
ocasiones impelido a exigir de sus alumnos ciertos tipos de conocimientos que
no les ensena (ni a veces les puede ensenar) pero que resultan necesarios para
que se desarrolle el proceso de aprendizaje.

3.2.1. Este fenomeno se da, por ejemplo, en el caso de la utilizacion del
razonamiento natural cuando se ensena el razonamiento logico-matematico (Orus,
1992);” en el recurso a ciertos conocimientos espaciales durante el aprendizaje
de la geometria elemental (Berthelot y Salin, 1992); o cuando se detecta que la
actividad de estructuracion y enumeracion de colecciones, conocimiento que
casi nunca es objeto de ensefanza explicita en la escuela obligatoria (desde la
educacion infantil a la ESO), constituye un conocimiento esencial para aprender
a contar o a resolver problemas de combinatoria (Briand, 1993 y 1999).

3.2.2. En los casos anteriores, el problema didactico puesto en evidencia es
la dificultad de dar en clase un tratamiento explicito a conocimientos, general-

7. En este caso, el conocimiento exigido llega incluso a ser contrario al conocimiento que se
pretende ensenar: son clausulas habituales del contrato didactico el hecho que el profesor pida a
sus alumnos que generalicen una propiedad a partir de la consideracion de algunos casos particu-
lares, que no consideren el caso particular como incluido en el caso general (no es lo mismo un
cuadrado que un rectingulo), etc.
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mente transparentes para el profesor, cuyo estatuto (matemdtico) es incierto,
cuando no totalmente inexistente. Su tratamiento diddctico pasa entonces por la
explicitacion de dichos conocimientos y por su consideracion como parte inte-
grante de la actividad matematica, es decir, por su matematizacion.®?

3.3. EL DIFICIL TRATAMIENTO DIDACTICO DE CIERTOS REGISTROS OSTENSIVOS

El fenémeno descrito anteriormente afecta también, en cierto sentido, a la
gestion didactica de algunos registros ostensivos, debido a su dificil considera-
cién como parte integrante de la actividad matematica (Bosch, 1994; Bosch y
Chevallard, 1999).

3.3.1. Es un hecho conocido, y ampliamente puesto en evidencia, el débil
recurso a determinados tipos de ostensivos en la construccion escolar de cono-
cimientos matematicos, en beneficio del registro de la escritura y del formalismo
algebraico. Se observa, en efecto, en la matematica escolar, que los grafismos
aparecen raramente en cuanto instrumentos de la actividad: su activacion acos-
tumbra a venir motivada por exigencias didacticas (hay que representar la grafi-
ca de una funcion o dibujar una figura geométrica) y no por necesidades mate-
maticas, como herramientas para resolver problemas.

3.3.2. El registro de lo gestual queda practicamente ignorado, y cuando se
menciona (como en el gesto de “pasar un término de un lado al otro de una
igualdad”, para realizar un “producto en cruz” o para multiplicar dos matrices),
se presenta como un “artilugio” con escasa legitimidad matematica. En ningin
€aso aparece como una etapa previa de un proceso de matematizacion que, por
la via del formalismo algebraico, “transporta” la mayoria de ostensivos gestuales
en el registro de lo escrito.

3.3.3. Esta situacion no deberia ser considerada tinicamente como una parti-
cularidad escolar. También en la matematica sabia, el reino del formalismo alge-
braico acaba confinando al “rincén de la pizarra” la mayoria de instrumentos
graficos y gestuales que, de hecho, y para el trabajo “privado” del investigador,
resultan imprescindibles para la produccion, explicacion y reconstruccion de
muchas demostraciones matematicas (Guzman, 1997).

3.3.4. En realidad, se puede mostrar que, a medida que se avanza en la
construccion del conocimiento matematico, aparece un fenémeno de reduccion
ostensiva® que tiende a recluir los instrumentos ostensivos utilizados al registro
de lo escrito o, cuanto menos, de lo que se puede plasmar en el papel. Los
demas registros, a pesar de que siguen estando presentes, quedan relegados al
ambito de “lo accesorio” y resultan dificilmente “ensenables”.

8. El programa epistemolégico no asume como tal la definicion de “lo matematico” que nos
impone la cultura, ni aquella que impera en las distintas instituciones en las que se usan, fabrican o
ensenan matemdticas. En cuanto objeto primario de estudio, la definicion y delimitacion de la
actividad matematica es algo que estd siempre abierto y en constante cuestionamiento. Este cuestio-
namiento (“el misterio estd en las matemadticas y no en los sujetos que las aprenden o ensehan”) es
uno de los puntos de partida del programa epistemologico en didactica de las matematicas. (Bosch
y Chevallard 1998)

9. Ver Bosch, 1994; Bosch y Chevallard ,1999.
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4. UN PROBLEMA DIDACTICO Y UNA PARADOJA

4.1. CUESTIONES ABIERTAS

¢Por qué si, como mantiene un gran nimero de investigadores, el recurso a
una diversidad de registros deberia facilitar el desarrollo del pensamiento mate-
matico,' la evolucion historica de la actividad matematica tiende cada vez mas
a reducir el conjunto de ostensivos con los que se trabaja el registro de lo
escrito? ;Bajo qué condiciones se puede controlar, en el trabajo matemdtico de
los alumnos, el uso abusivo de la escritura y de un pseudo-formalismo algebrai-
co, en detrimento de los demas registros, en particular el de lo verbal y de lo
grafico? ;Qué se necesita para que el recurso a estos dos registros sea realmente
instrumental y no se quede, como ocurre generalmente, en el plano de la mani-
pulacion formal (por imposicion cultural o didéctica, que no matematica)?

4.1.1. El programa epistemolégico postula que la respuesta a dichas cuestio-
nes debe hallarse en la naturaleza misma de la actividad matematica, en sus
condiciones de génesis y de desarrollo, tanto historicas como institucionales. Si
se asume que la evolucion de la actividad matematica conduce a una disminu-
cion del “espesor ostensivo” de los instrumentos de trabajo mediante el proceso
de algebrizacion o de formalizacion, entonces se necesita un trabajo especifico
de ingenieria matematico-didactica para encontrar tipos de problemas o de si-
tuaciones problematicas que provoquen o faciliten el recurso a la variedad de
registros mas adecuada en cada caso.

4.1.2. No se puede presuponer ni, por un lado, que el fenémeno de reduc-
cion ostensiva senalado tenga una causa exclusivamente didactica y caiga bajo
la responsabilidad de los profesores, ni que, por otro, esté Gnicamente en sus
manos la solucion. El trabajo de ingenieria matematico-didactica senalado ante-
riormente debera tener en cuenta, ademds, las restricciones especificas que pe-
san sobre la reconstruccion escolar de la actividad matematica, condiciones
ligadas a la gestion del proceso de estudio y del contrato didactico.

4.1.3. De todos modos, en ningin caso habria que relacionar de forma abso-
luta la disminucion del recurso a distintos registros ostensivos con una disminu-
cion de la “comprension” matemadtica. El proceso de algebrizacion es un caso
claro de reduccion ostensiva productiva de nuevos conocimientos y de mayor
comprension hacia muchos fendmenos matematicos: la modelizacion algebrai-
ca, al construir modelos o “representaciones” escritas de gran nimero de orga-
nizaciones matematicas (piénsese tnicamente en la geometria, por ejemplo), ha
permitido, y sigue permitiendo hoy dia, resolver nuevos problemas, producir
nuevas justificaciones y, sobre todo, establecer nuevas relaciones tanto entre
tipos de problemas aparentemente dispares como entre distintas tecnologias e

10. Esta es una hipétesis asumida por un gran nimero de investigaciones llevadas a cabo en el
marco del programa cognitivo. Ver, por ejemplo, Duval (1994 y 1996), Hiebert y Carpenter (1992),
Kaput (1992), Rico y Romero (1999).
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incluso teorfas.” Si podriamos relacionar, en cambio, la “comprension de feno-
menos matematicos” con la capacidad de construir modelos diversos e interrela-
cionados sobre sistemas cada vez mds complejos.

4.1.4. Las necesidades propias a la actividad de modelizacion ha provocado
que, en muchos campos abiertos de la investigacion matematica, haya habido
que volver a recurrir, y de forma demostradamente fructifera, a modelos sacados
de una variedad de registros ostensivos, especialmente al del grafismo (piénse-
se, por ejemplo, en la teoria cualitativa de ecuaciones diferenciales, en la teoria
de grafos o en los multiples ejemplos, dentro del andlisis, senalados por Guz-
man (1997). Asi pues, son las propias necesidades matematicas ligadas a las
organizaciones concretas que se trata de reconstruir en la escuela (y, en particu-
lar, a los problemas que en ellas se plantean) las que deberian guiar la eleccion
de los tipos de ostensivos que se ponen a disposicion de los alumnos y la
importancia otorgada a los distintos registros.

4.1.5. Esta eleccion deberd tomar en cuenta las restricciones que afectan el
recurso en el aula a los distintos registros ostensivos, restricciones que podran
ser tanto culturales (el “desprecio” al algebra y al formalismo escrito, la suprava-
loracion del lenguaje oral y del grafismo, etc.) como matematicas (ausencia de
técnicas o de tecnologias explicitas, o imposibilidad de ponerlas a disposicion
de los alumnos, etc.). 12

4.2. LA PARADOJA

Identificar “comprension” con “pluralidad ostensiva” o “diversidad de regis-
tros” nos conduciria pues, de forma paraddjica, a oponer el incremento de la
comprension matematica con la evolucion histérica del conocimiento matemati-
co. Estudiar, como propone la Teoria Antropologica, las condiciones de realiza-
cion y evolucion de la actividad matemadtica prestando especial atencion a los
instrumentos ostensivos que permiten ejercerla nos conduce, por el contrario, a
poner de manifiesto determinadas necesidades matematicas de origen didactico
que, lejos de circunscribirse al ambito escolar, pueden llegar a afectar a todos
los ambitos de realizacion de la actividad matematica, incluyendo sus distintas
formas de difusion, entre las que se encuentra, obviamente, el trabajo matema-
tico de investigacion.

11. Sobre la modelizacién algebraica y el proceso de algebrizacion, ver Chevallard (1985-1989)
y Bolea, Bosch y Gascon (1998).
12. Ver Chevallard (1985), Bosch (1994) y Bosch y Chevallard (1999).
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COMENTARIO AL TRABAJO: LA EVOLUCION DE LOS
«INSTRUMENTOS DE REPRESENTACION» EN LA ACTIVIDAD
MATEMATICA DE MARIANNA BoscH CASABO

Luts Rico ROMERO
Universidad de Granada

El trabajo se estructura en tres apartados:

1. TEORIA ANTROPOLOGICA EN DIDACTICA DE LAS MATEMATICAS.
Establece las ideas generales del marco tedrico en que se sitda:
1.1. Programa epistemologico en didactica de las matematicas
1.2. Necesidad de un modelo epistemologico explicito de la actividad
matematica.
1.3. Presenta el modelo epistemoldgico propuesto por la Teorfa Antropoldgica.
1.4. Nocion de «comprension» desde la Teoria Antropoldgica.

2. REPRESENTACION E INSTRUMENTOS OSTENSIVOS DE LA ACTIVIDAD MATEMATICA.
Presenta las nociones equivalentes a las de representacion y asociadas en el
marco teérico elegido, en tres apartados:

2.1. Objetos ostensivos y objetos no ostensivos.
2.2. Valencia semidtica de los objetos ostensivos.
2.3. Valencia instrumental y sensibilidad de la actividad a los ostensivos.

3. PLURALIDAD DE REGISTROS Y REDUCCION OSTENSIVA.
Desarrolla algunas dificultades y problemas resultantes del analisis que se
deriva de los conceptos planteados:
3.1. Problematica didactica.
3.2. Un fenémeno didactico: conocimientos exigidos que no son ensenables.
3.3. Dificil tratamiento didactico de ciertos registros ostensivos.
3.4. Un problema didéctico y una paradoja.
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Ideas que destacan en los apartados anteriores.

1. TEORIA ANTROPOLOGICA EN DIDACTICA DE LAS MATEMATICAS

1.1 Conocimiento y actividad matematica son construcciones sociales.

No se aclara en qué sentido se toman estas afirmaciones. No hay referencias
ni mencion al programa fuerte de la sociologia del conocimiento ni a otros
autores (Bloor, Restivo, Berger & Luckham, u otros).

Implicacion de este postulado es la consideracion social del sujeto del cono-
cimiento (raras veces va a considerar un sujeto individual) y el ambito institucio-
nal de su construccion.

1.2, Establece la correspondencia entre las componentes del modelo y la
organizacion y actividad matematica. En matematicas hay una organiza-
cion y una actividad (nociones que se tratan en el apartado siguiente).

1.3 Amplia el apartado anterior: el saber surge de la actividad matematica, y
emerge como organizaciones. Una organizacion estd compuesta por
cuatro componentes:

e tipos de problemas,

e tipos de técnicas,

e tecnologias, que explican las técnicas,

e teoria, que fundamenta y organiza el discursos tecnologico.

Idea interesante es la de hacer matematicas: activar una determinada organi-
zacion matematica, es decir resolver problemas con técnicas determinadas, de
manera justificada y razonada (apdo. 1.3.1).

Otra nocion relevante, en este apartado, es aquella que la autora tiene sobre
el aprendizaje: aprendizaje es lo aprendido. Parece no haber procesos de apren-
dizaje -no se consideran- sino solo productos: el fruto de una reconstruccion
(apdo. 1.3.2). Lo aprendido lo es siempre por contraste con una construccion
social ya existente.

Con estas nociones no parecen tener cabida cuestiones como aprendizaje
por descubrimiento, aprendizaje creativo, invencion, intuicion matemdtica, etc.

1.4. La tesis principal del apartado se resume en una secuencia de afirmaciones:

i) «odo saber -hacer presupone la existencia de un saber o discurso justi-
ficativo- explicativo de la actividad» (no se considera asi el saber hacer
de un nino que, por ejemplo, aprende a caminar y no necesita de un
saber justificativo: impone el saber);

ii)  da comprension remite a la produccion de discursos descriptivos y jus-
tificativos de todo quehacer» (comprender es saber explicarse; no se
considera que comprender es un verbo transitivo);

iii) «comprension de un concepto remite al hecho de disponer de un discur-
so que describa y justifique (...) debe relacionarse directamente con la
produccion de elementos tecnologicos ..» (no contempla la opcion de
una comprension basada en la accion y no verbalizable directamente;
parece que solo hay comprension cuando estd sometida a control y se
reduce a un dominio técnico y tedrico).
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La comprension (fendmeno) parece estar sometida a la norma de un saber
hacer (aspecto formal) en una organizacion. Los procesos de ensefianza y apren-
dizaje que suceden en las aulas cotidianamente parecen abandonados.

Aristoteles (Metafisica libro TII) ya muestra las contradicciones de considerar
las Formas como causas y entidades por si. Postular un saber previo para que
pueda darse un conocer, es una opcion idealista.

Sostener que solo se puede hablar de comprension, incluso de comprension
matemadtica, en referencia a un saber ya establecido es un argumento falaz al
que contradicen la invencion permanente y el progreso en este campo.

La nocion de comprension planteada es insuficiente por reducionista e in-
adecuada por contradictoria.

En los dos udltimos puntos se hace una concesion mencionando los discursos
espontaneos (también se derivan los no espontdneos) y la rigidez o flexibilidad
de una actividad, pero estas nuevas nociones -que parecen modos de proceso-
no quedan caracterizadas dentro del modelo.

2. REPRESENTACION E INSTRUMENTOS OSTENSIVOS DE LA ACTIVIDAD MATEMATICA

En un primer parrafo conecta las nociones de registro, signo y representacio-
nes, y reconoce su pluralidad e interés. Destaca como prioritario el valor instru-
mental de estas nociones y establece que a los objetos de representacion los va
llamar objetos ostensivos (jpara mayor neutralidad!); no se propone motivo fun-
dado para establecer una nueva denominacion.

En el punto 2.1 establece la dicotomia ostensivo-no ostensivo.

Los objetos ostensivos se basan en las sensaciones, se perciben por los sen-
tidos; los objetos no ostensivos parecen estar basados en la razén, son objetos
de una mente social (no de una mente individual, que no se considera), tienen
existencia social -institucional- y son cuestiones de convenio ya que la institu-
cion les atribuye existencia. Estos objetos, desde su denominacion, quedan mal
caracterizados.

Resulta dificil encontrar la equivalencia con las dicotomias establecidas por
Rico en el documento de partida, si bien parece estar cercana a la dualidad
objetivo-convencional.

Los objetos no ostensivos siguen siendo tan inasibles y tan inobservables
como las representaciones mentales, solo que ahora la mente es social y no
individual.

En este mismo punto (apdo. 2.1.5) se formula una pregunta esencial para la
autora: ¢scudl es el origen de los conceptos matemadticos y su relacion con los
objetos que los representan?

La respuesta aportada es fundamental para entender todo el trabajo.

Recordamos que Aristételes (Metafisica, 983a) establece cuatro tipos de causas:

e la entidad o esencia, el porqué, que es causa y principio y se puede

reducir a la definicién;

e la causa material, es decir el sujeto;
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e la causa eficiente, de donde proviene el principio de accion, el inicio del

movimiento;

e la causa final, aquello para lo cual se actaa.

Situando el planteamiento de M. Bosch (apdo. 2.1.5) dentro de esta clasifica-
cion vemos que sostiene una vision esencialista: el origen de los conceptos
matemadticos es su esencia matemadtica, su matematicidad. Un concepto es mate-
matico cuando se desenvuelve dentro de una organizacion matemadtica y esta
institucionalizado como tal, lo cual le dota de esencia. También considera, par-
cialmente, una causa final.

El desarrollo de la ciencia moderna tiene como principio inconmovible el
abandono de las esencias como principios explicativos y se centra en las causas
materiales y eficientes. Las ciencias humanas también incluyen la intencionali-
dad o causa final, pero nunca la esencial.

En el apartado 2.2 analiza la funcion representante que tienen los objetos
ostensivos (signos) de los objetos no ostensivos a la que denomina valencia.
Segun la autora la valencia semictica significa que un objeto no ostensivo -
dado por un ostensivo- expresa, a su vez, signos (objetos ostensivos), ideas
(objetos no ostensivos) y actividades. Lo ostensivo aparece como parte de lo
no ostensivo, lo cual indica que lo mismo puede ser y no ser. Esta reflexion se
hace sin concesion alguna para el lector, con escasa coherencia argumental y
sin ningln tipo de andlisis o precisiones. De este modo lo representado por
un signo es un complejo de signos, ideas y actividades, es decir, una organiza-
cién matematica (?).

Esta argumentacion continda en el apartado 2.2.2 donde se afirma que la
valencia semidtica so6lo se adquiere en el dmbito de realizacion de una activi-
dad. Es decir, cualquier interpretacion procedente de una actividad con signos
parece poder llamarse significado. El apartado 2.2.3 también resulta confuso:
introduce nuevos términos como relacion de modelizacion y sistema modeliza-
do, sin justificar y con contradicciones respecto a la argumentacion anterior; das
relaciones entre los sistemas matemdaticos son modelizaciones» (se suelen llamar
teoremas de representacion !1).

Concluye con el apartado 2.3 relativo a la valencia instrumental en donde
insiste en el cardcter puramente instrumental de los objetos ostensivos, senala
que pequenos cambios en ellos afectan a su uso; finaliza senalando el escaso
aprecio hacia los registros graficos.

3. PLURALIDAD DE REGISTROS Y REDUCCION OSTENSIVA.

El apartado 3.1 contiene una serie de atrevidas aseveraciones, que se enun-
cian como verdades indiscutibles:
e El proceso de ensenanza- aprendizaje se rige por leyes decretadas por la
DDM (jqué mds quisiéramos nosotros!);
e las leyes se manifiestan en forma de fenémenos didacticos (esto es 16gi-
camente insostenible, incluso para la ley de la gravitacion universal);
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e una regularidad curricular -predominio del registro del formalismo alge-
braico- se presenta como una ley didactica (las regularidades curriculares
son convenios, no son leyes, pueden modificarse);

e en conclusion, los especialistas del programa cognitivo son necios: con-
funden las regularidades curriculares con el funcionamiento psicologico
de los sujetos (;de donde se infiere esto?).

En el apartado 3.2 se plantea un fenomeno didactico relevante para la auto-
ra: qué ocurre cuando encontramos desconocimiento y carencias en cuestiones
claves para un conocimiento que se quiere desarrollar. A esto lo llama «conoci-
mientos que no se pueden ensenar (?) pero que son necesarios para el proceso
de aprendizaje (;,cudl proceso de aprendizaje?). El problema planteado resulta
confuso en su enunciado y no se justifica su conexién con los sistemas de
representacion (objetos ostensivos).

En el apartado 3.3 revisa diversos problemas relacionados con la escasa
consideracion de los registros graficos y gestuales.

En el apartado 3.4 muestra las limitaciones que se derivan de haber conside-
rado so6lo el aspecto instrumental de los objetos ostensivos, que sustituye con
frecuencia por registro.

Comienza por afirmar que el desarrollo de la matematica muestra una ten-
dencia a reducir el nimero de registros a los simbdlicos. No es verdad, el
proceso de formalizacion y abstraccion en determinadas etapas recientes de la
historia de la matematica no debe confundirse con su desarrollo histérico
general. Los modernos programas de software matemadtico, la teoria de grafos,
teoria de campos, grificas estadisticas, etc., contradicen la conjetura. Es cierto
que hay dificultades estructurales para dotar de complejidad a las representa-
ciones graficas o diagramaticas, pero también es cierto que hay un promete-
dor desarrollo en este sentido; igual ocurre con la modelizacion de fenémenos
matemadticos. La autora reconoce estos hechos en el apartado 3.4.3., pero vuelve
a utilizar los mismos argumentos de manera parcial e interesada en el aparta-
do 3.4.5 para «oponer el incremento de la comprension matemadtica con la
evolucion histérica del conocimiento matemadtico», dando una interpretacion
sesgada a estas ideas.

En el apartado 3.4.1 concede que es conveniente romper con la tradicion
curricular, que considera una tradicién matemadtica, y apunta a la exploracion de
«problemas que provoquen o faciliten el recurso a una variedad de registros». No
se plantea que, si es posible, esto se debe a que en la base de cualquier concep-
to hay una pluralidad de registros. El apartado 3.4.2 vuelve a contraponer la
comprension social del conocimiento y la pluralidad de registros; como los
procesos de aprendizaje individual no son relevantes, no hay construccion ni
dificultades de aprendizaje ni errores de comprension, por tanto no es necesario
el uso coordinado de diversos sistemas de representacion.

En resumen, las principales ideas que sostienen esta argumentacion son:

e El conocimiento matematico es una construccion social; en este sentido

los sujetos del conocimiento no son las personas concretas. La compren-
sion de un concepto se refiere a disponer de un discurso justificativo que
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replique el grado y profundidad en que es conocido por grupos e institu-
ciones matematicas.

La actividad matemdtica consiste en activar una organizacion matematica;,
aprender matematicas consiste en reconstruir alguna de estas organiza-
ciones; el aprendizaje es lo aprendido.

Las representaciones y signos se llaman objetos ostensivos y tienen una
funcion puramente instrumental como vehiculos de significacion. Con-
ceptos, ideas y organizaciones matematicas son objetos no ostensivos.
El origen de los conceptos matematicos es su esencia matematica: su
matematicidad. El conocimiento creativo, aprendizaje por descubrimien-
to, proceso individual de aprendizaje, intuicion matemadtica, etc., quedan
fuera de esta consideracion.

Las tradiciones y regularidades curriculares se llaman leyes didacticas y se
justifican como producto de la evolucion historica de las matematicas.
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REPRESENTACION Y COMPRENSION EN
PENSAMIENTO NUMERICO

ISABEL ROMERO ALBALADEJO
Universidad de Almeria

RESUMEN

La importancia de los sistemas de representacion a la hora de abordar la
comprension sobre un tépico matematico es hoy ampliamente reconocida en
nuestra comunidad de Educacion Matematica. El presente trabajo recoge los
esfuerzos de nuestro grupo de investigacion en Pensamiento Numérico por
sistematizar, operativizar y poner en practica una serie de ideas en torno a
este tema. En lo que sigue, expondremos nuestro punto de vista sobre cuestio-
nes ontoldgicas, psicolégicas y didacticas en torno a las representaciones y la
comprension. Asimismo, ilustraremos como hemos puesto en practica dichas
ideas en algunas de nuestras investigaciones y qué resultados hemos obtenido.
Finalizaremos con algunas reflexiones y cuestiones pendientes para el futuro.

1. INTRODUCCION

Desde la década de los 80, las ideas en torno a las representaciones y a los
sistemas de representacion han ido ganando terreno a la hora de abordar el
estudio de la comprension en matematicas y se han consolidado como herra-
mienta util a tal efecto. Dentro del grupo de investigacion Pensamiento Numé-
rico hemos venido trabajando en este campo durante aproximadamente una
década, aplicando el resultado de nuestros esfuerzos al estudio de la compren-
sion de distintos sistemas numéricos y cuestiones afines.

En mi intervencion en este seminario trataré de poner de manifiesto algunas
de las posturas de nuestro grupo sobre el tema de la Representacion y la Com-
prension; en particular, sobre varias de las cuestiones que Luis Rico ha dejado
abiertas a modo de introduccion. Nuestro marco tedrico ha tenido en cuenta las
nociones de representacion y sistemas de representacion tratadas por Janvier et
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al. (1993) y Kaput (1987, 1992), el anilisis semidtico de Duval (1993, 1995), los
trabajos de Hiebert et al. (1986, 1992) y de Sfard (1991) sobre conocimiento mate-
matico y comprension, y la teoria de los campos conceptuales de Vergnaud (1990).

2. CUESTIONES ONTOLOGICAS Y PSICOLOGICAS

Cuando hablamos de representacion surge, casi de inmediato, la dualidad
representante-representado. Parece que en la nocidon misma de representacion
se halla implicita la existencia de algo a lo cual ésta representa. Y asi, podriamos
postular la existencia de dos mundos: el mundo de los objetos representantes y el
mundo de los objetos representados. En nuestro caso, los objetos representantes
serian los objetos matemadticos, de los cuales podriamos preguntarnos de donde
surgen, donde se ubican, qué objetividad tienen, etc.

Quisiera hacer notar aqui que el planteamiento ontolégico no es absoluta-
mente necesario a la hora de trabajar con las representaciones. Podriamos sim-
plemente contemplar la cuestion en su aspecto psicologico y concentrarnos, a la
hora de estudiar la comprension, en tratar de explicar la efectividad de la mente
humana para manejar ideas y procesos extremadamente sofisticados, tanto con-
cretos como abstractos. Y podriamos postular aqui, de nuevo, la existencia de
dos mundos: un mundo de operaciones mentales, que es siempre hipotético, y
un mundo de operaciones fisicas, en el que se incluyen las operaciones con
sistemas de notacion. No serfa necesario entonces aludir explicitamente a la
existencia de objetos o conceptos matematicos a los que se refieran nuestras
operaciones mentales o fisicas.

La discusion de si es pertinente postular la existencia de conceptos matema-
ticos en un mundo aparte de la actividad cognitiva de los sujetos (cuya aprehen-
sion seria el fin dltimo de dicha actividad) o si, por el contrario, s6lo deberiamos
referirnos a esquemas de operaciones y redes de significados tomados como
compartidos por sujetos que hacen matemadticas -y que se ponen de manifiesto
parcialmente en situaciones determinadas- ha sido objeto de largo debate. Per-
sonalmente, me resulta dificil inclinarme por una u otra opcion (incluso cuando
pienso en qué supuesto objeto matematico corresponderia a mis esquemas so-
bre diversos aspectos del nimero real, los cuales se activan de forma parcial
dependiendo de las demandas de circunstancias concretas).

Sin embargo, a efectos practicos, hemos considerado util referirnos a objetos
matemadticos -y mds concretamente, a conceptos y estructuras numeéricos- como
un constructo tedrico que nos sirve de punto de partida a la hora de determinar
los significados y usos que podemos observar en relacion con los mismos, y que
se ponen de manifiesto a través de los sistemas de representacion. No entramos
en las cuestiones de la existencia o no de un mundo aparte de objetos matema-
ticos y de la fidelidad con que se representaria dicho mundo, sino que, al posi-
cionarnos, adoptamos el punto de vista de las modernas teorfas de la ciencia y
nos preocupamos Unicamente por cuestiones de utilidad, coherencia, capacidad
de explicacion y acuerdo intersubjetivo.
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Llegados a este punto, nos establecemos a nivel psicologico, y retomamos la
distincion entre un mundo mental (interno) y un mundo fisico (externo) para
los sujetos. Dentro del mundo mental de la persona, siempre hipotético, situa-
mos las llamadas representaciones internas, las cuales se refieren a las operacio-
nes y estructuras mentales y a las concepciones' de los objetos matematicos a
los que aludimos en el parrafo anterior.

Dentro del mundo fisico situamos las estructuras fisicas y las llamadas repre-
sentaciones externas, que corresponden a los sistemas de notaciéon o sistemas
semidticos. Entendemos por ello sistemas de reglas para identificar o crear sus
caracteres, operar sobre ellos y determinar relaciones entre los mismos. Los
caracteres no tienen por qué ser cadenas de letras o digitos, sino que pueden
incluir graficos y diagramas, o incluso objetos fisicos como bloques, regletas,
piezas de puzzles, etc; ademds, los tipos de accion pueden variar segin la
naturaleza particular del sistema empleado.

Dejamos de lado la cuestion de si las representaciones internas son necesa-
rias o prescindibles; son ttiles para nosotros como constructo teérico por cuan-
to dichas representaciones y las actividades cognitivas asociadas a las mismas
nos permiten dotar de significado a las actividades de los individuos manifesta-
das a través de los sistemas de representacion externos. Y viceversa, realizamos
acciones sobre las representaciones externas en un intento de aprehender signi-
ficados, los cuales son de naturaleza interna.

A continuacion, describimos una serie de actividades asociadas a los siste-
mas de representacion, las cuales nos permitirin caracterizar nuestra nocion de
comprension posteriormente.

DD La formacidn de representaciones identificables en un sistema dado. Im-
plica una seleccion de rasgos y datos en el contenido que se quiere
representar. Debe respetar unas reglas cuya funcion es asegurar las con-
diciones de identificacion y reconocimiento; se trata de reglas de confor-
midad no de reglas de produccion efectiva de un sujeto. La enunciacion
de una frase, la elaboracion de un texto, el diseno de una figura geomé-
trica, la escritura de una formula son ejemplos de actividades matemati-
cas, que reflejarfan actividades cognitivas asociadas a sistemas dados de
representacion.

ID La transformacion dentro de un sistema de representacion. Debe respe-
tar unas determinadas reglas sintacticas, con o sin referencia a significa-
dos exteriores.

I1D) La traduccion entre sistemas de representacion. Bajo esta accion, es po-
sible conservar la totalidad o s6lo parte del contenido, o ampliar el con-
tenido de la representacion inicial. De cualquier forma, la traduccion
supone la coordinacion entre distintos sistemas de representacion.

1. Utilizaremos los nombres “concepto” u “objeto matematico” cuando nos refiramos a una idea
matematica en su forma “oficial” —como un constructo teérico dentro del “universo formal del
conocimiento ideal”. Para referirnos a toda la red de representaciones internas y asociaciones evo-
cadas por el concepto —la contrapartida del concepto en el universo interno y subjetivo del conoci-
miento humano—utilizaremos la palabra “concepcion” (Sfard, 1991; p. 3).
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IV) La cristalizacion o consolidacion de relaciones y/o procesos en objetos
conceptuales o “entidades congnitivas”, los cuales pueden ser utilizados
en relaciones o procesos en un nivel de organizacién mas elevado.

V) La modelizacion. Este tipo de actividad incluye la construccion y prueba
de modelos matemdticos. Supone una traduccion entre aspectos de si-
tuaciones y sistemas de representaciones.

Nuestra nocion de comprension asume que el conocimiento se caracteriza
por ser rico en relaciones. Puede pensarse como una membrana conectada de
conocimientos, una red en la que las relaciones de conexion son tan importan-
tes como las piezas discretas de informacion. Partiendo de la posicion que he-
mos establecido anteriormente, suponemos que el conocimiento se representa
internamente, y que esas representaciones internas estan estructuradas. La com-
prension de un concepto consiste entonces en el modo y grado de integracion
en la estructura de conocimientos de un sujeto:

“Una idea, procedimiento o hecho matematico es comprendido si
forma parte de una red interna. Mas especificamente, las matematicas
son comprendidas si su representaciéon mental forma parte de una red
de representaciones. El grado de comprension viene determinado por
el namero y la fuerza de las conexiones. Una idea, procedimiento o
hecho matematico es comprendido a fondo si se liga a redes existentes
con conexiones mas numerosas 0 mas fuertes” (Hiebert y Carpenter,
1992; p. 67).

Por tanto, podemos afirmar que se ha producido la comprension de un
concepto por parte de un sujeto cuando éste manifieste que ha enriquecido sus
redes internas de conocimiento. Y esta manifestacion sélo puede hacerse a
través de los sistemas de representacion y mediante las actividades asociadas a
los mismos. Observando el dominio que el sujeto presenta a este nivel podemos
inferir algo acerca de su organizacion mental interna y del grado de estructura-
cion y la riqueza de la misma, la cual permitiria caracterizar diversos niveles de
comprension para un concepto determinado.

3. CUESTIONES DIDACTICAS

Una cuestion diddctica fundamental es la escasez de variedad en actividades
relacionadas con los sistemas de representacion que se han venido realizando
en el sistema de ensenanza tradicional. Por lo general, s6lo se suelen tener en
cuenta las dos primeras actividades cognitivas mencionadas en el apartado pre-
cedente; una vez que se dominan las actividades de identificacion y transforma-
cion dentro de distintos sistemas de representacion, se ha venido considerando
que el resto de las actividades se dominan espontidneamente. En lo que sigue,
veremos que esto no es asi e intentaremos dar algunas razones para ello. La
repercusion que puede tener para la comprension de los conceptos matemati-
cos se sigue directamente de la definicion dada en el apartado precedente.
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3.1. SOBRE LA TRADUCCION ENTRE DISTINTOS SISTEMAS DE REPRESENTACION

Algunos de los bloqueos y obstdculos para la mencionada comprension sur-
gen de la imposibilidad de representar mediante un cierto sistema aspectos de
un concepto que solo pueden ser expresados mediante otros; esto es, de la
irreductibilidad entre sistemas de representacion. El interés de la traduccion
entre los distintos sistemas de representacion de un concepto para lograr una
coordinacion entre los mismos tiene varios motivos. Por una parte podemos
referirnos a una economia de tratamiento, ya que hay facetas de un concepto
que un determinado sistema de representacion puede poner de manifiesto con
mas claridad que otros. También hay acciones ligadas a un concepto en cues-
tion que pueden llevarse a cabo con mas facilidad utilizando uno de sus siste-
mas de representacion en detrimento de los otros. Asi, la existencia de varios
sistemas de representacion permite cambiar de registro y, de este modo, trabajar
de la manera mas econdmica y mas potente en cada caso.

Por otra parte, también existe una complementariedad de los sistemas, ya
que una vez elegido un sistema de representacion para un contenido, se impo-
ne una seleccion de algunos elementos significativos o de informacion del con-
tenido que se representa; esta seleccion se hace en funcion de las limitaciones y
las posibilidades del sistema elegido. Esto quiere decir que toda representacion
es cognitivamente parcial en referencia a lo que ella representa y que de un
sistema de representacion a otro no son los mismos aspectos de un contenido
los que se representan. Los sistemas de representacion pueden dividirse en los
siguientes grupos: digitales y analégicos, analiticos y visuales, o simbdlicos y
graficos. En toda tarea de pensamiento estan presentes ambos, y la proporcion
entre uno y otro no solo varia con la tarea o el aspecto que se quiera mostrar,
sino también con las caracteristicas de los sujetos, que pueden mostrar mayor
habilidad o preferencia para uno u otro.

Por ultimo, nos referiremos a la necesidad de coordinacién e integracion de
registros de representacion para la conceptualizacion. Como continuacion de la
idea anterior, si cada sistema de representacion ofrece una consideracion parcial
para un concepto, el cruce de representaciones relativas a ese concepto mejora
la informacion sobre el mismo; pero esto plantea mayores dificultades para el
sujeto que estd aprendiendo tales conceptos.

3.2. SOBRE LA CRISTALIZACION

El siguiente paso, después de que el alumno haya interiorizado distintos
sistemas de representacion de un concepto y se haya familiarizado con las rela-
ciones dentro de los mismos y entre los mismos, es el de la cristalizacion de las
relaciones y/o procesos aprehendidos en objetos conceptuales. Estos objetos
funcionan como entidades cognitivas que pueden ser utilizadas en procesos o
relaciones de un nivel de organizacion mas elevado. De esta manera, las redes
conceptuales no sélo crecerian horizontalmente, fortificando y enriqueciendo
conexiones, sino que crecerian también verticalmente, de un modo jerdrquico, a
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través de estructuras cada vez mas potentes que incluyen y permiten organizar
a las anteriores.

La coordinacion de distintos sistemas de representacion de un concepto jue-
ga un papel fundamental aqui, aunque la cristalizacion supone un salto mas
alla, un salto en el que varias representaciones de un concepto pasan a ser
unificadas semanticamente por un constructo abstracto, puramente imaginario.

El potencial de los nombres, simbolos, graficos y otros sistemas de represen-
tacion en la cristalizacion dificilmente puede sobreestimarse. A juzgar por la
historia, en numerosas ocasiones la cristalizacion de conceptos ha estado ligada
a los sistemas de representacion. Por ejemplo, la introduccion de la recta numé-
rica puede considerarse como un paso definitivo para la conceptualizacion de
los ndimeros negativos, lo mismo sucede con la ampliacion del sistema decimal
de numeracion para incluir las fracciones decimales, en el caso de los nimeros
irracionales, y con la invencion de lo que hoy conocemos como el plano Argand
para considerar a los nimeros complejos como objetos matematicos legitimos.
Parece razonable esperar que las representaciones puedan jugar un papel simi-
lar en el aprendizaje individual. Esta hipotesis, sin embargo, requiere un mayor
trabajo empirico para ser corroborada.

3.3. SOBRE LA MODELIZACION

Por ultimo, la modelizacion presenta un aspecto distinto de la utilizacion de
sistemas de representacion. Hasta ahora nos hemos referido a aspectos que
tienen que ver con la construccion de significados a través del uso de represen-
taciones ya establecidas. Sin embargo, cuando intentamos usar las matematicas
en situaciones de la vida real, los procesos que ponemos en juego implican la
necesidad de hacer descripciones simbolicas de situaciones que ya son signifi-
cativas de por si. También aqui el dominio con los sistemas de representacion es
clave para realizar con éxito este tipo de actividad matematica.

Asi, cuando los estudiantes desarrollan modelos para describir situaciones y
dinamicas de la vida real, usualmente lo hacen utilizando una amplia variedad
de representaciones que interactian unas con otras y muchas de las cuales
conllevan diagramas y graficos e incluso sistemas de notacion introducidos e
inventados por los propios estudiantes.

En general, cuando se produce una descripcion inicial de la situacion que
serd modelizada, puede haber una combinacion de palabras habladas, simbolos
escritos, dibujos o diagramas. Pero, en cada caso, la representacion tiende a
organizar y simplificar la situacion de manera que sale a la luz informacion
adicional y, de esta forma, la atencion puede dirigirse hacia patrones y regulari-
dades subyacentes que pueden, a su vez, producir un cambio en las concepcio-
nes. Esta nueva informacién a menudo crea la necesidad de una descripcion
mas refinada y elaborada, la cual tiende a hacer posible otro ciclo en el que
vuelve a salir a la luz informacién adicional. Por tanto, en la construccion de un
modelo matemadtico, los sistemas de representacion internos y los externos inte-
ractian y evolucionan en ciclos que se suceden hasta que la correspondencia
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entre el modelo y lo modelizado le parece al sujeto o sujetos suficientemente
potente para producir los resultados deseados sin mas adaptaciones.

Esta necesidad de una estabilidad conceptual cada vez mayor es fundamen-
tal para la progresiva diferenciacion e integracion de sistemas conceptuales rele-
vantes; los sistemas de representacion externos son imprescindibles, tal como se
ha descrito, para que el proceso se lleve a cabo. Mas atn, las habilidades mate-
maticas que se han senalado pueden llevar a los estudiantes mds alla de pensar
mediante el uso de una representacion o un sistema de representacion dados
para desarrollar un pensamiento critico y ser capaces de evaluar los puntos
fuertes y débiles de sistemas de representacion alternativos.

4. EJEMPLIFICACION DEL USO DE LAS REPRESENTACIONES PARA
CARACTERIZAR COMPRENSION DE LOS ESTUDIANTES EN
NUESTRAS INVESTIGACIONES

Dentro del grupo de investigacion Pensamiento Numérico se han venido rea-
lizando trabajos que tienen en comun el interés por poner de manifiesto la plura-
lidad de los sistemas de representacion mediante los que se expresan las estructu-
ras numéricas. Cada sistema numérico, como complejo de entes, relaciones y
operaciones, necesita de la coordinacion de distintos sistemas de representacion
para expresar aspectos esenciales de su estructura. En lo que sigue, ejemplificare-
mos como hemos trabajado este tipo de actividad con los alumnos en dos de
nuestras investigaciones, en las cuales las representaciones grificas han ocupado
un lugar relevante paralelamente con las representaciones simbolicas. Mostrare-
mos las potencialidades y las dificultades que hemos observado en la coordina-
cion de sistemas de representacion en estructuras numeéricas y en otras activida-
des tales como la identificacion de representaciones y la cristalizacion.

4.1. EXPLORACION DE PATRONES NUMERICOS MEDIANTE CONFIGURACIONES
PUNTUALES CON ALUMNOS DE SECUNDARIA

Este trabajo se centro en el estudio de las sucesiones de nimeros naturales,
lineales y cuadraticas, mediante el empleo de tres sistemas de representacion:
figurativo (configuraciones puntuales), simbélico estructurado (sistema decimal
de numeracién) y operatorio (desarrollos aritméticos). Se pretendi6 incidir en
los patrones de formacion de secuencias, tanto puntuales como numéricas.

Por lo que respecta a la identificacion de representaciones y a las actividades
correspondientes a transformaciones dentro de un mismo sistema de represen-
tacion, los escolares con los que se trabajo (primer ciclo de secundaria: 12-14
anos) admitieron sin dificultad el sistema de representacion puntual para los
numeros naturales y lo utilizaron adecuadamente, trabajando con diferentes
modelos geométricos y enunciaron una gran riqueza de relaciones para nime-
ros triangulares y cuadrados.
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Con respecto a la coordinacion entre distintos sistemas de representacion,
estos alumnos establecieron argumentos que conectaban el patrén geométrico y
su correspondiente patron aritmético a través de las representaciones puntuales.
La economia de tratamiento se puso de manifiesto cuando sus trabajos mostra-
ron que, de los tres sistemas empleados en la representacion de nimeros, la
configuracion puntual es el mds intuitivo debido a su caricter grafico, lo cual
permite un tratamiento y analisis visual de la estructura de una cantidad.

Sin embargo, este sistema adquirié su mayor potencia cuando se trabajo
conjuntamente con los desarrollos aritméticos y la notaciéon decimal usual.
Una configuracion puntual completa su sentido cuando se emplea como vi-
sualizacion de un determinado desarrollo aritmético de un ndmero, o familia
de nameros concretos. Esto ilustra la complementariedad de los sistemas de
representacion, que requiere el apoyo continuado y alternado entre unos y
otros -especialmente entre los de tipo grafico y los de tipo simbdlico- para
lograr el dominio de ellos, tal como para andar requerimos usar coordinada-
mente nuestras dos piernas.

En la investigacion que nos ocupa surgieron también dificultades a la hora
de coordinar los tres sistemas de representacion que se manejaron. Tal como
senalamos en apartados precedentes, la dificultad estriba en que cada uno de
estos sistemas de representacion ofrece una consideracion parcial de las
sucesiones a las cuales representan y del término general de las mismas. Asi,
cuando se pide obtener el término general de una sucesion, lo que se pide es
encontrar -mediante la notacion algebraica- una expresion general de la
estructura comuin de todos los términos. Esta pregunta no puede ser respondida
desde el sistema decimal de numeracion, ya que, en este sistema, cada término
viene dado por un simbolo tGnico y no se considera su estructura compartida;
de ahi que la respuesta mas comin que se encuentra es N, que es un simbolo
Unico y representa “un término general”. En la representacion mediante
configuraciones puntuales si se aprecia la estructura comin, pero el cardcter
concreto de tales representaciones dificulta la obtencion de un término genérico.
S6lo mediante los desarrollos aritméticos es posible generalizar los términos
de una sucesion. Sin embargo, tal como ya vimos, el cruce de representaciones
relativas plantea dificultades de integracion de las mismas. En los alumnos de
este estudio se aprecié una integracion muy débil entre los tres sistemas de
representacion para expresar la nocion de término general de una sucesion.
Muy pocos identificaron el término general con la estructura operatoria comin
que comparten los términos de una secuencia, cuya notacion mas adecuada
viene dada por el desarrollo aritmético. La comprension de los escolares de
12-14 anos sobre la nocion de término general fue priacticamente inexistente
dado que no se aprecio estructuracion entre las representaciones mentales
correspondientes a los diferentes sistemas de representacion utilizados. Sélo
unos pocos estudiantes, que integraron total o parcialmente los tres sistemas,
dieron muestras de un cierto dominio de la nocion de término general de una
sucesion. El salto a la cristalizacion, en el cual las distintas representaciones se
unifican semanticamente en una nocion abstracta, se revela una vez mas como
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problematico de dar para una gran mayoria de los alumnos, al menos en los
primeros intentos de integrar representaciones.

4.2. INTRODUCCION DEL CONCEPTO DE NUMERO REAL EN SECUNDARIA

En el segundo trabajo que presentamos se realizo un estudio de la intro-
duccion de los conceptos de nimero irracional y nimero real en secundaria.
Dicha introduccion tuvo lugar en un curso de estudiantes de 14-15 anos y en
ella jugaron un papel fundamental los distintos sistemas de representacion de
los nimeros reales: el sistema de notacion decimal y la notacién operatoria de
los reales, dentro de las notaciones simbolicas, y el modelo de la recta, junto
con la medida de longitudes en el terreno de las representaciones graficas.

En cuanto a la identificacion y el manejo de sistemas de representacion,
nuestros alumnos mostraron comprension del significado de los digitos en el
sistema de notacion decimal y algunas dificultades a la hora de interpretar sig-
nos graficos. Asi ocurrié con los significados atribuidos al concepto de punto,
segmento o linea, en los que salio a la luz la confusion entre aspectos empiricos
y tedricos de las representaciones graficas, y cuya aclaracion resulté fundamen-
tal para la comprension de la existencia de longitudes inconmensurables.

Por lo que respecta a la traduccion entre distintos sistemas de representa-
cion de los reales y a la coordinacion entre los mismos, pudimos observar
como nuestros estudiantes llegaron a dominar relaciones de complementarie-
dad y economia de representaciones, pasando adecuadamente de unas a otras
cuando la ocasion lo requeria. Asi, fueron capaces de recurrir a la notacion
fraccionaria de decimales periddicos cuando el fin era realizar operaciones
aritméticas con ellos, o viceversa, cuando se trataba de ordenarlos, asi como
de utilizar pertinentemente las notaciones operatorias para pasar a las repre-
sentaciones geométricas y, de este modo, argumentar que determinados deci-
males no periddicos podian representarse exactamente.

No obstante, como sucedi6 en la investigacion anterior, el hecho de que
cada representacion de los reales dé cuenta de aspectos parciales del concep-
to en cuestion provoco dificultades a la hora de integrarlas. Asi, pudimos
observar la resistencia de varios alumnos a considerar como equivalentes re-
presentaciones de los nimeros reales que presentan facetas distintas y exclu-
sivas de cada una. Un punto clave aqui es llegar a admitir que un decimal
infinito puede ser “igual exactamente” a su notaciéon operatoria correspon-
diente (fraccion, si éste es periodico, raiz cuadrada, etc.) y también que un
decimal infinito pueda corresponder a la medida de una longitud finita y bien
delimitada. No todos los alumnos parecen dispuestos a admitir esto de buen
grado, aunque el hacerlo facilita el paso siguiente de la cristalizacion de con-
ceptos como numero irracional y nimero real.

Un considerable progreso hacia la mencionada cristalizacion se produjo a
través de los reiterados intentos por dotar a los decimales no periddicos de un
estatus de objeto actual, trascendiendo asi su consideraciéon como mero pro-
ceso operatorio o como una secuencia de digitos imposible de controlar -en
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cualquier caso como un proceso infinito-, en lugar de cémo un objeto mate-
matico, susceptible de ser manipulado y utilizado. Fruto de estos intentos fue
el que algunos estudiantes aglutinaran a determinadas longitudes inconmen-
surables con la unidad- tales como las correspondientes al Numero de Oro, a
p y a raices cuadradas- y les asociaran el término “proporcion”. De esta forma,
distinguieron una clase especial de entre todos los decimales infinitos, corres-
pondientes a lo que ellos llamaron proporciones, diferente de aquellos otros
decimales infinitos que eran periddicos o que tenian cifras arbitrarias.

Nuestros alumnos dieron asi el primer paso de un proceso en el que surge
un nuevo objeto matematico, separado del proceso que le dio origen, y que
empieza a derivar su significado de ser miembro de una determinada catego-
ria. Es esta categoria la que otorgard, al consolidarse, su estatus de existencia
definitivo al nuevo concepto matematico. Si bien los estudiantes con los que
trabajamos estaban lejos de tener una conceptualizacion solida de los nime-
ros reales, consideramos un logro que el trabajo didactico con los sistemas de
representacion diera lugar, de forma natural, a que surgiera en la comunidad
de la clase este tipo de cristalizaciones o consolidaciones.

Para una consideracion mas especifica de estas investigaciones -en las que
puedan observarse con profundidad las descripciones de los distintos sistemas
de representacion mencionados, asi como de las actividades asociadas a los
mismos que se trabajaron con los alumnos y los resultados obtenidos- remiti-
mos a las referencias de los trabajos de Castro, Rico y Romero.

5. CUESTIONES ABIERTAS

1) El hablar de “objetos matemadticos” o “conceptos” dentro de un universo de
conocimiento ideal me sigue resultando un tanto problematico. Concreta-
mente, en el caso de los conceptos numéricos, que son verdaderos siste-
mas y estructuras numéricas, no resulta facil la caracterizacion exhaustiva
de todos los entes, operaciones, y relaciones que constituyen dichas estruc-
turas. Es decir, no resulta ficil caracterizar estas parcelas conceptuales den-
tro del conocimiento ideal y toda la extension de sus campos semanticos,
los cuales vienen establecidos por sus distintos usos. Parece como si no
pudiéramos mds que realizar aproximaciones sucesivas en este sentido.
Estas aproximaciones a una caracterizacion exhaustiva vendrian mediadas
por la persona o personas que las realizan y, en ese sentido, siempre me
parecen susceptibles de ser ampliadas y enriquecidas.

Ahora bien, si atendemos a la idea de Fey (1990), de que la estructura de cada
sistema viene determinada por un grupo reducido de grandes y potentes ideas, si
que seria factible, y ademas necesario, contar con la delimitacion de éstas para
cudntas mas estructuras conceptuales mejor. El estudio de los sistemas de represen-
tacion de dichas estructuras puede seguramente ponernos en la pista de ctales son
esas claves. ;Qué otros parimetros necesitariamos? ;Existen procedimientos genera-
les que nos permitan acometer el trabajo para cualquier estructura conceptual?
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2) Una vez caracterizadas las estructuras conceptuales que seria deseable
que los alumnos aprendieran, lo cierto es que el Gnico medio que tene-
mos para lograr nuestro objetivo es el trabajo con situaciones didacticas a
través de sistemas de representacion. Asi, tendremos ocasion de observar
e interactuar con esquemas de operaciones y redes de significados mani-
festados a través de representaciones externas, normalmente dentro de la
comunidad de la clase. En este punto es esencial recordar que los siste-
mas de representacion son, en realidad, sistemas de comunicacion, me-
diante los cuales construimos y compartimos significados. ;Qué tipo de
comunicacion seria deseable establecer en nuestras comunidades de apren-
dizaje? ;Como podriamos utilizar los sistemas de representacion al servi-
cio de una comunicacion significativa, que promueva un progreso cogni-
tivo auténtico?

3) Dentro de las actividades asociadas a los sistemas de representacion,
hemos argumentado la importancia de todas ellas para lograr un dominio
de las ideas y estructuras matematicas representadas. En nuestros trabajos
empiricos hemos tratado ampliamente con las tres primeras, es decir con
la identificacion y formacion de representaciones, con las transformacio-
nes dentro de un mismo sistema de representacion y con la coordinacion
entre sistemas. También nos hemos acercado a la actividad de la cristali-
zacion, constatando su dificultad. Dada la importancia de la quinta activi-
dad, de modelizacion, tedricamente explicitada, serfa muy deseable con-
tar con estudios empiricos que nos permitieran ilustrar y profundizar en
este punto.
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COMENTARIO AL TRABAJO: SEMINARIO
REPRESENTACION — COMPRENSION DE [SABEL ROMERO

Luts Rico ROMERO
Universidad de Granada

Este trabajo se estructura en una introduccion y cuatro apartados:

En la introduccion sitta los estudios en torno a las representaciones y los del
grupo Pensamiento Numérico y Algebraico. Explicita su marco tedrico y el ob-
jetivo de continuar alguna de las ideas presentadas por el coordinador.

Los apartados y sus principales contenidos son:

1. Cuestiones Ontolégicas y Psicologicas
En este apartado discute las nociones bdsicas de representacion y compren-
sion. Asume la dualidad de representaciones externas y mentales o internas.

2. Cuestiones Diddcticas
Plantea algunos problemas diddcticos derivados de la escasa reflexion diddc-
tica sobre sistemas de representacion y amplia las reflexiones tedricas.

3. Ejemplificacion del uso de las representaciones para caracterizar compren-
sion de los estudiantes en nuestras investigaciones.
Muestra dos investigaciones que han utilizado el marco tedrico anterior.
3.1 Exploracion de patrones numéricos mediante configuraciones puntua-
les con alumnos de secundaria.
3.2 Introduccion al concepto de nimero real en secundaria.

4. Cuestiones abiertas

Cierra el trabajo con la consideracion de tres cuestiones que considera pro-
blematicas.
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1. CUESTIONES ONTOLOGICAS Y PSICOLOGICAS

Planteamiento ontoldgico; dualidad representante- representado y problemas
que genera. Este planteamiento no resulta necesario para estudiar la comprension.

El estudio se puede plantear desde la psicologia: efectividad de la mente
humana para manejar ideas y procesos. Nueva dualidad: mental- fisico.

La autora muestra indecision a la hora de pronunciarse sobre las dicotomias
anteriores; algunas reflexiones.

Objetos matematicos: conceptos y estructuras numericos, constructo teori-
co: aceptacion a efectos practicos.

Predominio de la utilidad, coherencia, capacidad de explicacion y acuerdo
intersubjetivo.

Mundo mental; representaciones internas: operaciones y estructuras menta-
les y concepciones de los objetos matematicos.

Mundo fisico; representaciones externas: sistemas de notacion o sistemas
semidticos. Funciones: reglas para identificar o crear caracteres, operar y deter-
minar relaciones. Tipos.

Utilidad de las representaciones internas para dotar de significado a las
actividades que realizan los individuos cuando manipulan signos.

El cardcter pragmatico de esta aceptacion es excesivamente simplificador; la
postulacion de representaciones tiene otras ventajas y potencialidades; pero
también hay que conjurar peligros que no se mencionan.

Actividades asociadas a los sistemas de representacion externos:

e formacion de representaciones identificables en un sistema dado;

e transformacion dentro de un sistema de representacion; respeto de reglas

sintacticas;

e traduccion entre sistemas de representacion mediante coordinacion entre

los sistemas;

e consolidacion de relaciones y procesos en objetos conceptuales (scual es

la referencia?);

e modelizacion; construccion y prueba de modelos matematicos.

Excesivamente seguro; faltaria alguna referencia en cada caso para el lector
no especialista.

La nocién de comprension que acepta es la de Hiebert y Carpenter. El
conocimiento como red conexa.

Criterio para evaluar la comprension de un sujeto. Manifestacion mediante
los sistemas de representacion y actividades asociadas.

2. CUESTIONES DIDACTICAS

Escasez de actividades relacionadas con la variedad de sistemas de repre-
sentacion. Enfoca los dos primeros tipos mencionados. Limitaciones derivadas.

Problemas de comprension. Irreductibilidad de los sistemas de representa-
cion. Interés de la traduccion entre sistemas. Ventajas que puede presentar un
sistema sobre otros.
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Complementariedad de los sistemas; parcialidad cognitiva de cada sistema.
Division por tipos de los sistemas de representacion. Relevancia de la visualiza-
cion: no destacada suficientemente.

Conceptualizacion: coordinacion en integracion de registros de representa-
cion (jno solo de registros!).

Interiorizacion de sistemas de representacion. Cristalizacion de relaciones.
Crecimiento de las redes conceptuales.

Unificacion semantica de varias representaciones de un mismo concepto:
constructo abstracto.

Sobrevaloracion de los sistemas de representacion en la cristalizacion de
conceptos.

Papel de la modelizacion. Uso de una diversidad de representaciones que
interactdan en los procesos de modelizacion. Dinamicidad de estos procesos.

En este apartado no se diferencia bien entre lo que son supuestos, conjetu-
ras e interpretaciones de un marco tedrico determinado de lo que son proble-
mas y cuestiones didacticas cuyo estudio se quiere abordar mediante ese mar-
co. Hay algunos saltos, que debieran resolverse mediante refinamiento de la
teoria.

3. EjEMPLIFICACIC)N DEL USO DE LAS REPRESENTACIONES PARA CARACTERIZAR COM-
PRENSION DE LOS ESTUDIANTES EN NUESTRAS INVESTIGACIONES

Trabajos realizados en el grupo PNA; énfasis en la pluralidad de sistemas de
representacion. Potencialidades y dificultades encontradas.
3.1 Exploracion de patrones numéricos mediante configuraciones puntuales con

alumnos de secundaria.

Objetivo del estudio. Sistema de representacion utilizados.

Dominio de los escolares con las representaciones puntuales. Coordinacion
de sistemas de representacion.

Desarrollo y potencialidad alcanzados mediante la complementariedad. Difi-
cultades surgidas en la coordinacion: la expresion del término general.
3.2 Introduccion al concepto de nimero real en secundaria.

Objetivo del estudio. Sistemas de representacion utilizados.

Identificacion y manejo de sistemas. Traduccion: fenodmenos observados.

Dificultades de integracion entre las diferentes facetas mostradas por los
distintos sistemas: problemas de cristalizacion. Progresos detectados.

4. CUESTIONES ABIERTAS

Plantea tres de las cuestiones que muestran mayor conflictividad.

1. Considera problematica la caracterizacion de los objetos o conceptos ma-
tematicos en un universo ideal teniendo en cuenta la diversidad de usos
y campos semanticos.
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Apunta la necesidad de reducir la estructura de cada sistema a un grupo

reducido de grandes y potentes ideas.

2. El aprendizaje de los alumnos. Trabajo en situaciones diddcticas median-
te sistemas de representacion. Los sistemas son sistemas de comunica-
cion para construir y compartir significados. Parece apuntar a la interac-
cion de los escolares mediante el uso de diversos sistemas de representa-
cion, pero no entra en esta cuestion.

3. Actividades asociadas a los sistemas de representacion empleadas en los
trabajos empiricos. Necesidad de ampliar los estudios empiricos a las
otras actividades.



REPRESENTACIONES Y COMPRENSION EN EL
PROFESOR DE MATEMATICAS

VICTORIA SANCHEZ!
Universidad de Sevilla

RESUMEN

En esta presentacion, nos centramos en como la forma de conocer un con-
tenido matematico, entendida como la representacion mental que el profesor
tiene del mismo, influencia lo que los profesores consideran importante apren-
der y como estructuran las actividades de aprendizaje. Desde esta perspectiva,
es importante analizar las relaciones entre dicha representacion y lo que los
profesores destacan cuando estructuran esas actividades. Estas relaciones pue-
den ser mostradas cuando el profesor transforma la materia con el propésito
de la ensefianza. Aqui expondremos un ejemplo concreto que ilustra estos
aspectos en el desarrollo de una unidad didactica sobre semejanza de un
profesor de Secundaria.

1. INTRODUCCION

Dependiendo del contexto y del dominio matematico, ‘representacion’ den-
tro de las investigaciones desarrolladas en Didactica de las Matematicas puede
utilizarse en varios sentidos especificos, algunos de los cuales estan siendo pre-
sentados en este seminario. Centrindonos en aquellos trabajos que se ocupan
conjuntamente de ‘representaciones’ y ‘profesores’, suele aparecer en ellos de
una forma general un especial énfasis en aclarar en qué sentido y con qué
significado se esta utilizando la palabra ‘representacion’. Esta aclaracion no es
algo trivial, ya que condiciona las preguntas que se plantean los investigadores
y, consecuentemente, la forma de buscarles una respuesta.

Algunos investigadores emplean el término ‘representacion’ para designar
herramientas con la ayuda de las cuales es posible a los profesores mostrar la

1. Miembro del Grupo de Investigacion en Educacion Matematica (GIEM) de la Universidad de
Sevilla (FQM-220).
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encarnacion (personificacion) de los objetos matematicos (Leinhardt et al., 1991).
Al examinar como los profesores utilizan su conocimiento de la materia, consi-
derado desde una perspectiva de la ensefanza como una destreza cognitiva
compleja que ocurre en un entorno dindmico relativamente mal estructurado
(Leinhardt & Greeno, 1986), se centran en varios puntos clave del proceso ins-
truccional de los profesores como agendas, guiones curriculares, explicaciones
y representaciones, senalando que:

‘En la construccion de explicaciones, los profesores utilizan varias represen-
taciones de la informacion que es su objetivo. Las representaciones son objetos
fisicos 0 conceptuales o sistemas de objetos que dan forma perceptible a ideas o
entidades matematicas (operadores), por ejemplo usando bloques multibase de
Dienes para el valor de posicion para ensefiar la resta reagrupando o diagramas
sombreados para ensefiar fracciones. Comprender cuando una representacion
particular es apropiada y ser conscientes de los aspectos mas sutiles de cada
representacién son ejemplos especificos del conocimiento del la materia del pro-
fesor’ (Leinhardt et al., 1991, p. 90).

Bajo esta perspectiva, se entienden las representaciones como sistemas de
simbolos que utiliza el profesor a la hora de presentar conceptos u otros aspec-
tos. Para Leinhardt y sus colaboradores las representaciones utilizadas por los
profesores ‘permiten ‘ver’ aspectos muy detallados y sutiles de como los profeso-
res entienden un particular topico matematico’ (Leinhardt et al., 1991, p.1006).
Estos autores utilizan las representaciones para ‘dar presencia’ a las ideas mate-
maticas, y las cuestiones que se plantean en la paradoja primera planteada en la
presentacion inicial (dualidad representante-representado), se aumentarian en
el sentido de tratar de profundizar en el papel del profesor en ese paso repre-
sentante-representado.

Otros autores amplian la idea de representacion mas alld del sistema de
simbolos empleado, entendiendo que los profesores estin constantemente in-
volucrados en un proceso de construir y usar ‘representaciones instruccionales’
del conocimiento de un contenido y utilizando este término para indicar ‘un
amplio rango de modelos que pueden comunicar algo sobre la materia para el
aprendiz: por ejemplo, actividades, preguntas, ejemplos y analogias’ (McDiar-
mid et al, 1989, p. 194). Ellos mismos aclaran que no se estin refiriendo al
término representacion en el sentido de una representacion mental que los
aprendices construyen por si mismos conforme ellos aprenden, o que los profe-
sores tienen que dan forma a su ensenanza, subrayando en este ultimo caso la
critica incidencia de la comprension del contenido de los profesores en estas
representaciones instruccionales

Precisamente en algunos trabajos como los de Wilson et al. (1987) se presta
especial interés al ‘conjunto de actividades desarrolladas por el profesor para
pasar de su propia comprension de una materia y las representaciones mas con-
venientes a esa comprension a las variaciones de representacion, narrativa, ejem-
plo, 0 asociacién apropiada para iniciar comprension por parte de los estudian-
tes’ (p.113). Para nosotros, dentro de esa comprension tiene especial importan-
cia la forma de conocer un contenido matematico (entendida como la represen-
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tacion mental que el profesor tiene del mismo), ya que puede influenciar lo que
los profesores consideran importante aprender y como estructuran las activida-
des de aprendizaje.

Desde nuestra perspectiva, es importante analizar las relaciones entre los
diferentes aspectos del conocimiento de la materia para la ensenanza que se
integran en esa comprension y lo que los profesores destacan con relacion a los
modos de representacion usados (en el sentido de sistema de simbolos) y su
gestion cuando estructuran dichas actividades. Estas relaciones pueden ser mos-
tradas cuando el profesor transforma la materia con el propdsito de la ensenan-
za, es decir, en el proceso de razonamiento pedagdgico, entendido como ‘el
proceso de transformar la materia en formas que son pedagégicamente podero-
sas 'y sin embargo adaptables a las variaciones en habilidad y base presenta-
das por los estudiantes’ (Shulman, 1987, p.15). Este razonamiento pedagogico es
especifico de la ensenanza.

Nos situamos por tanto en una representacion mental (en el sentido de re-
producir en la mente indicado en la ponencia inicial), compartiendo algunas de
las cuestiones mencionadas en la segunda paradoja planteada al comienzo de
este seminario. Entendemos que la representacion mental no solo se sitda en lo
cognitivo, sino que debe ser analizada en sus multiples y complejas conexiones
con la actividad del sujeto.

2. ENMARCANDO UN PROBLEMA DE INVESTIGACION

Shulman y sus colaboradores (Wilson et al, 1987) han desarrollado un modelo
tedrico que describe el proceso de razonamiento pedagdgico y la accion a
través de lo que ellos consideran seis aspectos comunes del acto de ensenan-
za: comprension, transformacion, instruccion, evaluacion, reflexion, nueva
comprension. Este modelo de razonamiento pedagdgico va a ser el marco que
nos permita mostrar la transformacion del contenido con el propdsito de la
ensenanza, posibilitindonos estudiar la relacion entre la forma de conocer el
contenido matematico del profesor y los aspectos de dicho contenido que
enfatiza, la eleccion de las tareas y el uso que hace de ellas en las situaciones
del aula.

En particular, aqui nos vamos a situar en las dos primeras componentes. En
relacion a la comprension del profesor del contenido matematico (considera-
da como la integracion e interconexion de los conocimientos y otros aspectos
relacionados con aquello que se comprende), centraremos nuestra atencion
en lo que el profesor considera importante para organizar el contenido que
presenta a sus alumnos, y los diferentes usos que el profesor atribuye a los
modos de representar conceptos matemadticos, de lo que se pueden inferir
rasgos que nos ayudan a aproximarnos a su forma de conocer el contenido.
Ahora bien, no hay que olvidar que esos aspectos estin enmarcados dentro de
unas concepciones de caracter mas general sobre lo que significa ensefiar una
materia, que de alguna manera pueden definir los objetivos e influenciar la
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toma de decisiones (Grossman, 1990). Por ello, se incluyen también dentro de
esta componente aquellas concepciones que estian relacionadas mas especifi-
camente con lo que el profesor piensa sobre el contenido matemdtico para los
estudiantes (lo que deberian aprender sobre las matematicas y la naturaleza
de las matematicas).

La segunda componente, la transformacion, comprende cuatro subprocesos
que globalmente considerados tienen como objetivo generar un plan de accion
especifico para la ensefanza de un contenido determinado. El primero de ellos,
la interpretacion critica, involucra la revision de materiales instruccionales a la
luz de la propia comprension del contenido matematico. El segundo, repertorio
representacional incluye las formas alternativas de presentar el contenido (dife-
rentes modos de representacion utilizados y como se justifica su uso). Por ulti-
mo, el considerar las caracteristicas de los alumnos en general (los errores, las
dificultades, etc.) y de alumnos de la clase concreta en particular corresponderia
a los subprocesos tercero y cuarto dentro de esta componente, que son la adap-
tacion y el ajuste. Aqui no nos vamos a ocupar especificamente de estos dos
ultimos subprocesos, aunque en ocasiones interrelacionan con las decisiones
tomadas en los anteriores.

3. EJEMPLIFICACION DE LA NOCION DE REPRESENTACION
ADOPTADA EN INVESTIGACIONES CONCRETAS

Dentro de nuestro grupo de investigacion, tanto en la linea de aprender a
ensefar (Llinares y Sdnchez, en revision) como en nuestros trabajos sobre el
conocimiento profesional del profesor de Matematicas en accion (ver Garcia,
1997; Llinares, 1999, 2000; Garcia & Llinares, 1999), se ha puesto de manifiesto
como la forma de conocer el profesor (o futuro profesor) el contenido matema-
tico influencia su toma de decisiones instruccionales, condicionando el proceso
de ensenanza/aprendizaje. Apoyandonos en la informacion obtenida en algu-
nas de nuestras investigaciones (Escudero & Sanchez, 1999a,b), aqui vamos a
tratar de caracterizar es la relacion entre la forma de conocer el profesor el
concepto matemdtico como objeto de ensenanza/aprendizaje (su representa-
cion mental del mismo) y el uso de los modos de representacion (entendidos
en el sentido de sistemas de representacion utilizado en la ponencia presentada
por la Dra. Romero en este mismo seminario), y las justificaciones dadas a ese
uso. Intentaremos presentar diferentes aspectos de esa relacion a través de un
ejemplo, extraido de una serie de entrevistas a un profesor de Secundaria, Da-
niel, sobre su unidad diddctica sobre la semejanza en un curso de 3° de ESO. La
hipotesis que subyace es que la secuencia adoptada, tareas escogidas y uso de
ellas definen distintas formas de introducir el concepto, influenciando una de-
terminada presentacion del mismo a los alumnos.
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3.1 LA COMPRENSION DEL PROFESOR DE LA SEMEJANZA

Daniel ve el concepto de semejanza como un modo de conectar la 'vision numé-
rica abstracta con imagenes graficas’, siendo para €l ‘la semejanza, entre otras cosas,
es una ocasion para que los alumnos distingan que algo es proporcional’. Esta
forma de conocer la semejanza, que enfatiza la conexion entre los aspectos numé-
rico/algebraico y grafico del concepto, se pone de manifiesto cuando piensa en su
ensenanza en el uso que hace de diferentes perspectivas relacionadas con los pro-
blemas que tiene seleccionados, destacando siempre en sus comentarios sobre ellos
la inclusion de diferentes tipos de configuraciones y variaciones que presentan en
los aspectos numérico/algebraicos. Al situar el énfasis en los aspectos numérico y
geométrico en el concepto de semejanza, Daniel considera en la secuencia de
ensenanza las traslaciones dentro del modo de representacion grafico como un
medio para reconocer el concepto en distintas presentaciones figurales, establecien-
do asimismo traslaciones dentro del modo de representacion numérico/algebraico.
En dicha secuencia, las actividades de traslacion entre ambos modos de representa-
cién son un medio para establecer las conexiones pretendidas. El uso de los proble-
mas, modos de representacion y los diferentes roles que éstos juegan en la ensenan-
za recogen su consideracion de la semejanza (con el proposito de la ensenanza)
como un contexto para visualizar la proporcionalidad.

Junto con esta idea de ‘comprender la proporcionalidad en el contexto de la
semejanza’, entre las ideas importantes que Daniel quiere ‘afianzar’ en sus alum-
nos destaca la importancia de que los alumnos reconozcan figuras semejantes.
La trascendencia que para €l tiene visualizar a través del dibujo lo que significa
la semejanza de figuras y el posterior paso a la expresion numérica se refleja
cuando trata de representar el contenido matematico para los alumnos, como se
infiere del siguiente protocolo: ‘para mi, a estos niveles, la idea de semejanza
podriamos decir que son figuras con una misma forma, unas mismas proporcio-
nes... son las figuras semejantes, pero que luego eso lo sepan transcribir a un
lenguaje matematico’. Senala la particularidad que tiene el tridngulo en el senti-
do de que ‘basta que se fijen en sus angulos o basta que se fijen en los lados y
no son necesarias las dos cosas’ frente a ‘lo que seria semejanza en cualquier
otro tipo de figuras geométricas’.

También destaca que ‘la semejanza de figuras es independiente de la posi-
cion que tengan las figuras, o sea, que yo muevo las figuras y siguen siendo
semejantes’. Esta forma de comprender la idea de figuras semejantes subraya la
relacion que se establece entre figuras y corresponde a una vision de la seme-
janza como relacion intrafigural, implicando una potenciacién del modo de
representacion grafico, de modo que permita la adquisicion de un buen grado
de visualizacion para lograr la identificacion pretendida. Es precisamente la par-
ticularidad que ve en la semejanza relacionada con la presentacion de figuras en
distintas posiciones lo que le lleva a considerar que permite detectar problemas
de lateralidad vinculados a dificultades de organizacion del plano, y aunque
considera que esto lo cumple la geometria en general, se da especialmente en la
semejanza por el hecho de que ‘se cambien las posiciones de figuras’.
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Con los parrafos anteriores no hemos pretendido en absoluto entrar en un
analisis detallado de la comprension de la semejanza de Daniel. Simplemente,
dentro de esa comprension, inferimos como rasgos clave de su forma de cono-
cer la semejanza como objeto de ensefianza/aprendizaje: considerarla un con-
texto para visualizar la proporcién y un medio de establecer una conexion
entre lo numérico y las imagenes graficas, que nos sirven de referente para
abordar el proceso de transformacion.

3.2 LA TRANSFORMACION DEL CONTENIDO MATEMATICO PARA LA ENSENANZA

El plan para la unidad didactica de semejanza que el profesor ha preparado
y las razones que proporciona muestran la influencia de su forma de conocer la
semejanza (junto con otras concepciones sobre la ensefianza aprendizaje mas
generales). Los subprocesos considerados en la componente ‘transformacion’
dentro el modelo de razonamiento pedagdgico anteriormente mencionado nos
permiten organizar nuestro analisis. A lo largo de este apartado iremos presen-
tando en primer lugar la interpretacion critica, inferida de la organizacion del
contenido en el plan para la leccion (que caracteristicas del concepto identifica
y en que orden las presenta). En segundo lugar, nos ocuparemos del repertorio
representacional, a partir de los datos obtenidos de las formas alternativas de
presentar el contenido matematico y en la forma de concretar los objetivos que
se pretenden con las tareas que va indicando.

* Interpretacion critica: En coherencia con su forma de conocer la semejanza
anteriormente mencionada, Daniel considera importante que los alumnos rela-
cionen a través de ese concepto la idea de proporcién numérica con imagenes
grificas. Dos caracteristicas emergen en sus decisiones y elecciones curriculares
que determinan como estructura sus actividades de aprendizaje: conectar la
proporcion con su visualizacion en figuras geométricas y considerar que los
contenidos del tema son practicamente los mismos que se han dado en cursos
anteriores, aunque con ‘un nivel superior de formalizacion’ (el que aquel ano
sus alumnos hayan pasado a tercero de ESO habiendo cursado los dos anos
anteriores en un centro de Primaria le lleva a no estar demasiado seguro de lo
realmente dado). Para €l ‘no es un tema nuevo’, y por lo tanto no se trata de
introducir nuevos contenidos, sino relacionar los ya dados, en concreto: propor-
cionalidad numérica (dada por €l en el tema anterior), semejanza (contenido
tratado en anos anteriores) y Thales (ya que ‘han oido hablar del teorema’).
Daniel considera como punto de partida que los alumnos lleguen a una forma-
lizacion del teorema estableciendo relaciones entre esos contenidos y la divi-
sion de un segmento en partes iguales (que estan aplicando este ano en tecno-
logia y dibujo), porque ‘aunque la semejanza podria ir antes de... quizds antes
del teorema de Thales, pero prefiero enlazar con algo que... sea a ellos mas
préoximo y después, como a partir del teorema de Thales y de forma natural
probablemente... bueno, natural, no, buscada a través de alguna de las activida-
des, vendra la idea de semejanza...’.
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Por ello, sitia como punto de partida en la secuencia de ensenanza proble-
mas que plantean situaciones reales que, ademds de motivar, permitan a los
alumnos reconocer en ellas los contenidos anteriormente mencionados. El pri-
mero, sacado de un manual de montanismo, plantea en sus dos apartados la
justificacion de la relacion existente entre unas distancias que se mencionan en
el texto. Para ello es necesario identificar esas distancias como lados de tridngu-
los semejantes, estando cada uno distintas configuraciones geométricas de pico
y mariposa (Lemonidis, 1991). El segundo problema plantea en un primer apar-
tado la relacion existente entre aviones y sus sombras, y demanda el cédlculo de
la longitud de uno de ellos; en los otros dos apartados se pide representar las
dimensiones de los aviones por letras y recordar el nombre de la relacion entre
los segmentos, indicando explicitamente en su Gltimo apartado que se establez-
ca una relacion con el procedimiento de dividir un segmento en partes iguales.
El modo de representacion que Daniel utiliza para identificar las relaciones es
por tanto la situacién real, produciéndose un traslado al modo de representa-
cion grafico; en €l debe producirse la identificacion de lados homologos o seg-
mentos correspondientes, como paso previo a la traslacion al modo de repre-
sentacion numérico/algebraico en el que se desarrolla la justificacion. Para él,
estos problemas le van a permitir hacer explicitas las condiciones que permiten
una aplicaciéon del teorema y dar su expresion formal.

Reconocer esas condiciones permite para Daniel aplicar la férmula, por lo
que sitda en la secuencia de ensefanza ‘ejercicios que permitan aplicar el teore-
ma y su consecuencia’. En los problemas seleccionados coexisten dos criterios:
presentar directamente distintas configuraciones de Thales (sin situaciones rea-
les), sobre las que identificar los datos numérico/algebraicos (del mismo modo
que en los problemas anteriores) y posibilitar el reconocer que con estos datos
se puede aplicar la férmula dada.

Asi, por ejemplo, en el primero de los problemas que tiene preparados, el
enunciado indica que se trata de configuraciones de Thales. Las configuraciones
se presentan en forma de pico; las dos primeras presentan datos numeéricos, y se
pide calcular los valores que corresponden a las incognitas, mientras que el
tercer apartado los segmentos vienen dados en forma algebraica y se pide ex-
presar una relacion entre las variables. Se relaciona de este modo un determina-
do modo de representacion geométrico (una configuracion en pico) con dife-
rentes posiciones de los datos numéricos, que se sitdan sobre las secantes en el
primer apartado y sobre secantes y paralelas en el segundo, con lo que se
presenta tanto el aspecto proyeccion como el de homotecia, y un paso de datos
numéricos a algebraicos. Pero lo que es importante destacar es el uso que se
hace de los modos de representacion: se prescinde en el enunciado de la situa-
cion real (haciéndose explicito que se trata de una configuracion de Thales),
presentandose directamente en el modo de representacion grafico la identifica-
cion de los datos numérico/algebraicos con los correspondientes segmentos
sobre la configuracion y pidiendo directamente el calculo del valor numérico o
la justificacion. En otro de los problemas preparados se dan tres segmentos a, b
y ¢y se pide encontrar con instrumentos de dibujo un cuarto segmento x que
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verifique a/b=c/x (cuarta proporcional) y otro y que cumpla a/b=b/y (tercera
proporcional). Esta tarea implica una traslacion del modo de representacion
algebraico al geométrico, y un trabajo dentro de este modo de representacion
apoyandose en la construccion.

Considerados globalmente estos problemas y los otros que Daniel tiene pre-
parados (que para €l como las anteriores deben ser planteadas a los alumnos
en forma conjunta para su trabajo en grupo y posterior discusion), presentan
para Daniel los aspectos necesarios para establecer la conexion entre los aspec-
tos numérico y geométrico de la proporcionalidad, por lo que ‘pasado ese pri-
mer bloque de actividades del teorema de Thales’ incorpora ahora otro aspecto
de su forma de conocer la semejanza como objeto de ensenanza/aprendizaje: la
idea de la semejanza de figuras como relacion intrafigural. Daniel senala que ‘yo
serfa quien les preguntaria a ellos que idea tienen de semejanza, en funcion de
cursos anteriores, o bien lo que la palabra figuras semejantes les pueda decir a
ellos’, indicando que: ‘me ha pasado en otros cursos, aunque no sea de estos
niveles, cuando pregunto que ideas tienen de figuras semejantes te dicen que
parecidas, entonces un poquito centrar parecidas en qué sentido...’, para llegar
a precisar la importancia de ‘mantener las proporciones’.

Sus decisiones y elecciones curriculares se fundamentan ahora en la impor-
tancia que da a la presentacion de la semejanza de figuras a partir de una
comparacion entre ellas, vinculada a lo que significaria mantener la proporcion
en esa comparacion, y se concretan en figuras geométricas ya que ‘como no nos
vamos a centrar... no podemos dedicarnos a la semejanza de todo tipo de figu-
ras, pues nos vamos a dedicar a figuras mas geométricas’. Para establecer esta
comparacion utiliza en primer lugar problemas en los que se presentan tridngu-
los. Asi, por ejemplo, en uno de los problemas seleccionados se dan dos tridn-
gulos en posicion de Thales y se incluyen sobre el dibujo como datos las medi-
das de los segmentos sobre las secantes, pidiendo una comprobacién de la
proporcionalidad de lados homodlogos (paso de segmentos identificados sobre
la figura a expresion algebraica de la proporcion). En otro de ellos se mantiene
la representacion en pico, pero dos lados se dan como datos numéricos y se
pide la relacion entre otros, senalando expresamente el enunciado que se iden-
tifique con algun ejercicio similar realizado al principio del tema. Para €l, estos
problemas ‘deberian ir... si, como aplicacion de la semejanza de tridngulos...”.

En el uso que en estos problemas hace del modo de representacion grifico
para desarrollar los significados pretendidos, las figuras se reconocen expresa-
mente como tridngulos y se consideran ‘figuras separadas’ que se comparan,
aunque formen parte de una misma configuracion. Por ejemplo, una determina-
da representacion grifica (dos tridngulos en una configuracién de pico con
datos numéricos e incognita sobre los lados) que en el bloque anterior de pro-
blemas se usaba para calcular el valor de la incégnita en este bloque de tareas se
utiliza para comprobar que los tridngulos tienen los lados homélogos propor-
cionales por lo que, a diferencia del caso anterior se hace ahora explicito en el
enunciado que dos de los lados son paralelos, (Io que en el caso anterior se
consideraba implicito en el dibujo). La vision de la semejanza como relacion
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intrafigural también se pone de manifiesto en los problemas que tiene seleccio-
nados para la introduccion de la semejanza de poligonos, en las que destaca de
nuevo el papel de lados y dngulos como elementos que permiten establecer la
distincion entre la semejanza de tridngulos y la de los otros poligonos.

Otra caracteristica de su forma de conocer en relacion a la semejanza de
figuras es la importancia de su identificacion variedad de posiciones de los
triangulos. Para ello, utiliza un problema en el que se da un tridngulo rectingulo
en el que se ha trazado la altura correspondiente a la hipotenusa y, por el punto
de interseccion de ambas, la paralela a un cateto. Se pide nombrar el maximo
nimero de tridngulos semejantes que se encuentran en la figura, razonando la
repuesta. Este problema le va a permitir un reconocimiento de la semejanza de
tridngulos en base a la igualdad de angulos y, como el mismo indica, conectar
con los teoremas del cateto y de la altura. Para ello, prescinde del modo de
representacion numérico/algebraico, siendo la representacion grafica que pre-
senta el problema la que le permite desarrollar estos significados.

En lineas generales, podriamos decir que las decisiones curriculares de Da-
niel se han caracterizado por la coexistencia de la vinculacion de la idea de
semejanza como un contexto para profundizar en la proporcionalidad numérica
(puesta de manifiesto en el modo de introducir y aplicar del teorema de Thales)
y la semejanza de figuras como comparacion intrafigural (introducida partir de
figuras parecidas — semejantes). Para €l, lo que significa ‘aplicar’ un teorema o
concepto ya formalizado implica el reconocimiento de unas condiciones en
variedad de modos de representacion grifico. Esto influencia la eleccion que
hace de los problemas, en los que se incluyen gran variedad de representacio-
nes geométricas (formas de pico y mariposa), anadiendo posiciones no estandar
de tridngulos semejantes (vinculadas a la importancia que concede a la presen-
tacion de figuras en distintas posiciones). Por tGltimo, en los problemas seleccio-
nados se pone de manifiesto como interrelacionan la variacion de aspectos
numéricos y geométricos, que caracterizan el objetivo de cada grupo de tareas,
con las dificultades de los aprendices, haciendo explicito que son estas dificul-
tades la que van condicionando la secuenciacion dentro de cada bloque de
tareas (por ejemplo, dentro de una misma configuracion, primero tareas con
datos numéricos y luego con letras).

*Repertorio representacional: Formas alternativas de presentar el contenido
que el profesor utiliza, y aspectos de las tareas seleccionadas que el profesor
destaca para lograr sus objetivos.

En este apartado, situamos el énfasis sobre la actividad que puede ser gene-
rada cuando se establecen relaciones entre los modos de representacion, po-
niendo de manifiesto el ‘espacio’ que define el profesor para gestionar la rela-
cion entre distintos modos de representacion: situaciones, marco geométrico
(con sus diferentes manifestaciones segin la forma en que se presentan las
figuras) y simbolos como un medio para conseguir su objetivo. En el caso de la
identificacion de contenidos que llevan a la formalizacion del teorema de Tha-
les, concentrindonos en el papel que Daniel da a los diferentes modos de
representacion en la secuencia de ensenanza, su presentacion destaca la impor-
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tancia que para €l tiene reconocer y conectar unos contenidos ya dados. Para
ello, selecciona problemas que presentan situaciones reales, justificando la elec-
cion de los mismos en base a que el alumno ‘vea que las matemadticas estin mas
cerca de la vida real’, y que ‘(en el primer apartado) tienen que aplicar directa-
mente el teorema de Thales (contenido que considera ya dado) y en el otro (el
segundo apartado) lo pueden aplicar, pero cambiando la posicion de los trian-
gulos e insistiendo en que ‘tienen que justificar matemdticamente por que se
procede de esa forma’. Aqui se utiliza la situacion real como un contexto en el
que se puede establecer el reconocimiento de unos contenidos matematicos (y
no como modo de representacion), estableciéndose a partir de ese reconoci-
miento traslaciones dentro y entre modos de representacion grafico y numérico.
La presentacion se completa con un segundo problema, que es para Daniel ‘de
proporcionalidad entre longitudes de aviones y su sombra [...] entonces hay un
momento que ellos dicen ‘aplico la regla de tres’, y hay otro momento en que se
les pide que generalicen ... [...] ... el objetivo de esta tarea es que salga el
teorema de Thales con su formulacion matematica incluida...’. En la traslacion
de la situacion real al modo grafico, este segundo problema permite conectar
esa situacion con una configuracion en pico en la que aparecen letras, ponién-
dose el énfasis en la traslacion del dibujo a los simbolos algebraicos; esto le va
a permitir llegar a la formulacion matematica estindar del teorema. El modo de
representacion grafico se utiliza para favorecer la identificacion de la presenta-
cion clasica del teorema de Thales a través del uso de una representacion grafi-
ca prototipica (la configuracion en pico), dando a través de ella ‘pistas’ que
ayuden a favorecer la identificacion pretendida.

Las presentaciones geométricas anteriormente consideradas se amplian en los
problemas seleccionados con el objetivo de aplicar el teorema (ya dado en su
forma estindar) con otras ‘donde se vea que... pueden plantedrseles dificultades...
o bien porque no se les dice previamente que es una configuracion de Thales, o
bien porque las rectas se cruzan, y aqui vuelve a aparecer de nuevo la organiza-
cion del plano y la lateralidad’, conectando con dificultades del aspecto numérico
al indicar que ‘el hecho de que las rectas se crucen, entonces, al establecer la
proporcion, primero tienen que poner arriba unos segmentos que estan a la dere-
cha y luego los que estin a la izquierda, porque estan en la misma recta, eso a
ellos les cuesta trabajo’. Ademds comenta ‘esa misma actividades las he trabajado
con otros alumnos de otros niveles y la dificultad siempre estd ahi’. Podemos
apreciar un cambio en la gestion de la relacion entre los modos de representa-
cion: se prescinde de la situacion, y las traslaciones entre las distintas configura-
ciones que se utilizan en el modo de representacion grafico se usan ahora para
reconocer los datos en posiciones en las que el profesor ‘sabe’ que este reconoci-
miento presenta una especial dificultad (seleccionadas teniendo en cuenta la in-
formacion recogida de otros aprendices con respecto a las dificultades concretas
que presentan); como en el caso anterior, la proporcion sigue estableciéndose en
base a una traslacion entre los segmentos identificados sobre el dibujo y sus
correspondientes valores, pero se inicia una aproximacion al paso inverso (dados
los segmentos pasar al dibujo) por medio de la construccion.
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Otra caracteristica de la forma de establecer la relacion dentro del modo de
representacion grafico (y entre éste y el numérico) se presenta en la gestion que
hace de los diferentes modos de representacion como medio aproximarse a la
semejanza de figuras desde la perspectiva de relacion intrafigural. En el caso de
los tridngulos, dentro del modo grifico la comparacion se establece entre ellos
(que se consideran por separado formen o no parte de una misma configuracion)
y dentro del numérico la proporcion se establece en base a la identificacion de los
lados homologos, destacando la independencia de la semejanza de la posicion en
la que se presenten los tridngulos semejantes. De lo que enfatiza en los problemas
se infiere que para €l permiten mostrar la particularidad del triangulo, en el senti-
do de que ‘basta con que se fijen en los dngulos o basta con que se fijen en la
proporcionalidad de los lados, y no son necesarias las dos cosas’.

Asi, por ejemplo, Daniel justifica el uso de uno de los problemas selecciona-
dos para este objetivo indicando que en €l ‘se da un tridngulo rectangulo corta-
do por la altura correspondiente a la hipotenusa y que encuentren tridngulos
semejantes .. la finalidad, el objetivo de esto es que manejen tridngulos semejan-
tes se les ponga en la posicion que se les ponga’ senalando que su objetivo con
esta tarea es ‘que los tridngulos semejantes no los vean siempre asi, con sus
lados homologos paralelos’. Este problema le permite conectar con otros conte-
nidos, ya que ‘como ahi los tridngulos no estdn en la misma posicion... creo que
les puede aclarar bastante la idea y ademas es el momento de pararse [...]y
darle forma al teorema del cateto y al de la altura’. La importancia de la compa-
racion en base a lados y dngulos vuelve a apreciarse en los aspectos que destaca
en los problemas que ha seleccionado para la aplicacion de la semejanza de
poligonos, en las que se incluyen diferentes poligonos para ‘ver si ellos se dan
cuenta que se tienen que fijar en los dngulos y los lados ...".

En este apartado se ha ido poniendo de manifiesto como el profesor gestio-
na los diferentes modos de representacion para lograr la articulacion pretendida
entre los aspectos numéricos y graficos que permiten para €l la visualizacion en
contexto geométrico de la proporcionalidad y de la semejanza de figuras, en
coherencia con los aspectos destacados en apartados anteriores de su forma de
conocer estos conceptos. A través de las traslaciones establecidas entre las dife-
rentes formas de presentacion geométrica en las representaciones graficas y las
variaciones en los aspectos que se destacan en la representacion numérico/
algebraica, el profesor intenta relacionar la actividad generada en el modo de
representacion grafico con el numérico/algebraico, apreciandose a en sus justi-
ficaciones los intentos de potenciar ambos modos de representacion.

4. CUESTIONES ABIERTAS

A lo largo de este trabajo hemos intentado mostrar un ejemplo de como la
forma de conocer de un profesor un contenido matematico como objeto de
ensenanza/aprendizaje influencia el proceso de presentacion del mismo. He-
mos tratado de identificar el papel jugado por dicha forma de conocer en ese

61



VICTORIA SANCHEZ GARCIA

proceso, poniendo de manifiesto la relacion que se establece entre su aproxi-
macion al concepto de semejanza y los aspectos que €l destaca, la secuencia-
cion escogida, los tipos de problemas seleccionadas, la organizacion de las
actividades de aprendizaje, los modos de representacion usados y lo que se
pretende con ellos. Reconocido este papel, cabria entonces preguntarse si esto
nos ayudaria a responder a cuestiones como ;qué lleva a un profesor a organi-
zar de una manera determinada el contenido matematico a ensefar?, sa seleccio-
nar determinadas tareas?, sa potenciar el uso de un sistema de simbolos frente a
otro?.... Porque lo que esta claro es que todo esto va a condicionar lo que sus
alumnos aprenden. Todo esto, junto con el papel jugado por el conocimiento
del profesor de las dificultades de los alumnos en la toma de decisiones en el
proceso de transformacion, (importancia que ya ha sido senalado en trabajos
como el de Even & Tirosh (1995)) nos lleva a reflexionar sobre contenidos
especificos que deben forma parte de los programas de formacion de profeso-
res y abre para todos nosotros nuevas vias de debate e investigacion. Si, siguien-
do a Wilson et al., ‘creemos que la transformacion del conocimiento de la mate-
ria esta en el corazon de la ensehanza en las escuelas de secundaria. El conoci-
miento de la materia del individuo, ademas, juega un importante papel en este
proceso’ (Wilson et al, 1987, p.117), abordar desde distintas perspectivas la
forma en la que el profesor conoce el contenido matematico como objeto de
ensenanza/aprendizaje y el uso que hace de los diferentes modos de represen-
tacion es clave para aproximarnos a lo que necesita conocer un profesor para
desarrollar su compleja labor.

Pero no queremos terminar esta presentacion sin hacer mencion a lo que
nosotros hemos aprendido. Hemos visto como un profesor experto establece
conexiones, crea relaciones, incorpora informacion de experiencias anteriores
en un proceso dindmico, que forma parte de su desarrollo profesional. Y, sobre
todo, hemos valorado su disponibilidad y esfuerzo por colaborar con nosotros,
haciendo posible el desarrollo de este tipo e investigacion.
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COMENTARIO AL TRABAJO: LAS REPRESENTACIONES
DE 1.OS PROFESORES DEL CONTENIDO MATEMATICO DE
VICTORIA SANCHEZ

Luts Rico ROMERO
Universidad de Granada

El trabajo se estructura en cinco apartados y un resumen inicial:

1. Introduccion.
Presenta diversos sentidos del término representacion en los trabajos que se
ocupan de profesores y representaciones.

2. Enmarcando el problema de investigacion.

Resume el modelo tedrico del razonamiento pedagdgico y destaca el proce-
so de transformacion del contenido como foco elegido para estudiar las repre-
sentaciones.

3. Ejemplificacion del uso de la nocion de representacion adoptada en inves-
tigaciones concretas.

Elige un ejemplo para mostrar la forma en que el profesor conoce la materia
y como puede emplearse la nocion de representacion adoptada..

3.1 La comprension del profesor de la semejanza.

3.2 La transformacion del contenido matemadtico para la ensenanza.

Analiza las relaciones entre la forma de conocer el profesor la semejanza (su
representacion mental de la misma), y el proceso de transformacion.

Se propone realizar la interpretacion de los datos presentados dentro del
marco tedrico elegido. Resume las ideas y destaca el papel de las representacio-
nes del profesor.
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4. Cuestiones abiertas.
Revisa el objetivo general; hace un balance de logros alcanzados y muestra
algunas cuestiones abiertas para el futuro.

Ideas que destacan en los apartados anteriores:

1. INTRODUCCION

Distingue tres sentidos para el término representacion:

1° Herramientas que muestran los objetos matematicos (Leinhardt); los pro-
fesores las utilizan y su eleccion da informacion sobre su conocimiento
de la materia.

2° Representaciones metacognitivas de los profesores, utilizadas por algu-

nos psicologos sociales.

3° Representaciones mentales de los profesores, entendidas como las for-

mas de conocer que éstos tienen sobre un contenido y que se muestran en
el proceso de transformacion de la materia que el profesor realiza para su
trabajo en el aula.

La autora se va a centrar en esta tercera acepcion, si bien va a utilizar
también la primera a lo largo de su andlisis, sin cuestionarla ni hacerla proble-
matica.

Se destaca que la representacion mental que un profesor tiene sobre un
contenido influye sobre el aprendizaje que ese profesor considera adecuado y
el modo en que estructura su ensenanza. Esto se muestra en la organizacion del
contenido que presenta a sus alumnos.

2. ENMARCANDO EL PROBLEMA DE INVESTIGACION

Para situar el trabajo revisa el modelo de Shulman sobre ciclo de actividades
involucradas en el razonamiento pedagodgico del profesor. Senala que el foco
elegido esta en la transformacion del contenido con el propésito de su ense-
fnanza. Senala la fuerte relacion existente entre la representacion mental del
contenido matematico que tiene el profesor, los conceptos que destaca y las
elecciones que realiza.

Dos nociones importantes son las de comprension y transformacion.

Sobre comprensidn considera aquellos aspectos a los que el profesor conce-
de mayor importancia para organizar el contenido que presenta a sus alumnos
y en los usos y modos de representar el contenido. No considera que las repre-
sentaciones y el analisis conceptual del propio contenido sean también organi-
zadores para el plan de trabajo en el aula.

Sobre transformacion senala que comprende cuatro subprocesos, y que se
va a ocupar solo de los dos primeros: interpretacion critica y los diferentes
modos de representacion (herramientas).

En la revisién critica parece apoyar que los documentos sobre los que basar
este subproceso han de ser los textos y materiales para el aula, ya elaborados
con anterioridad, y que los Gnicos sistemas de representacion que se deben
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considerar son los ya presentes en libros. Resulta un corsé restrictivo para la
investigacion y para el propio profesor.

3. E]EMPLIFICACION DEL USO DE LA NOCION DE REPRESENTACION ADOPTADA EN
INVESTIGACIONES CONCRETAS

De nuevo reitera la nocion de representacion mental del profesor como la
forma de conocer que tiene un profesor un determinado contenido matematico.

Igualmente postula la influencia que tiene en la toma de decisiones del
profesor en el proceso de transformacion del contenido considerado.

A continuacién nos explica que va a tomar un ejemplo con el que identificar
y caracterizar las decisiones tomadas por un profesor.

Finalmente esas decisiones, junto con el discurso justificativo que las acom-
pana, muestran las representaciones mentales del profesor en estudio.

Esta peticion de principio: representaciones mentales son las formas de co-
nocer del profesor, que influyen en las decisiones; estudiemos y analicemos las
decisiones junto con los argumentos que las acompanan y tendremos las repre-
sentaciones mentales, pone en duda si las representaciones mentales son solo
los argumentos vy justificaciones o bien son éstos junto con las decisiones.

Decir que las representaciones mentales son algunas caracteristicas de la
forma de conocer y no decir cuantas y cudles, ni siquiera aproximadamente,
tampoco ayuda a entender el concepto. Las representaciones mentales de los
profesores quedan como algo escasamente concreto y cuya detecciéon no tiene
sistemdtica establecida.

Asi, por ejemplo, en el apartado 3.1 se senala que la conexion numérico-
grafica es una caracteristica importante de la representacion mental, pero no se
indica como dimensionar esta caracteristica en la que parece que no hay grados:
¢scualquier mencion a la conexion numérico- grafica es igualmente valida?, sex-
presa la misma representacion mental?

Parece claro que los subprocesos considerados organizan la informacion
recogida, una vez emitida y a efectos de sistematizarla y estudiarla. Sin embargo,
no parece considerar de interés el disponer de una organizacion previa que
permita al profesor estructurar sus conocimientos. El investigador parece no
tener seguridad para dar orientaciones normativas a los profesores.

En el apartado 3.2 se enuncia que el plan para la unidad didactica (...) y las
razones que el profesor proporciona muestran su forma de conocer el contenido,
junto con otras concepciones sobre la ensefianza y aprendizaje mas generales.
Pero ¢podria ser de otro modo? ;como podria no mostrarlo?

El epigrafe interpretacion critica presenta una planificacion y secuenciacion
de una unidad diddctica en toda regla, basada en un analisis conceptual previo
junto con otros organizadores, pero no se aprecia la critica de materiales curri-
culares postulada como subproceso.

El epigrafe repertorio representacional no concluye el balance: no considera
reglas sintacticas al interior de cada sistema de representacion; tampoco consi-
dera las conversiones entre sistemas. Solo se presenta una descripcion general
de algunas de las tareas que se abordan para cada sistema.
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En cuanto a las relaciones entre la forma de conocer el profesor la semejanza
(su representacion mental de la misma), y el proceso de transformacion.

Se resumen e interpretan las informaciones recogidas en el apartado ante-
rior, destacando los aspectos mas relevantes puestos en juego por el profesor
para el diseno de la unidad didéctica. Entre ellas destacan las relaciones entre
los sistemas numérico y grafico: senala las tareas de traslacion, pero no conside-
ra ni analiza que la traslacion se hace siempre desde lo grafico a lo numérico; lo
grafico resulta un apoyo para lo numérico-estructural.

Qué cosa pueda ser la representacion mental del profesor que se estudia
queda reducida a un listado de los usos y organizaciones mostrados que, por
supuesto, no son internos.

4. CUESTIONES ABIERTAS

Vuelve a reiterar el objetivo del trabajo.

Entiende que ha mostrado el papel que juega la representacion mental inter-
na en el proceso y para ello enumera todas las evidencias externas recogidas.

Senala algunos puntos de interés para estudios futuros, entre ellos indagar
sobre causas que condicionan determinadas decisiones, es decir, seguir buscan-
do las representaciones mentales del profesor.
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RESUMEN

La ensefianza del Analisis Matematico en 1°y 2° de Bachillerato y primer
afio de Universidad, presenta unos problemas, asociados a los fenémenos
didacticos inherentes al estudio de las Matematicas, que es necesario tipificar
a partir de la modelizaciéon del conocimiento matematico y del proceso de
ensefianza escolar. En este Proyecto se estudian los conceptos elementales del
Andlisis Matematico —limite, continuidad, derivada e integral- desde la pers-
pectiva de los obstaculos epistemoldgicos y de los actos de comprension
(Sierpinska, 1997), en cuanto al saber escolar (detectado en los manuales), el
saber ensefiado (que figura en los apuntes de los profesores) y el saber del
alumno (identificado por medio de sus respuestas a un cuestionario) tratando
de extraer datos que faciliten el uso de estrategias de ensefianza-aprendizaje
de estas nociones en situaciones de ensefianza adecuadas.

1. INTRODUCCION

Para poder responder al estudio de los problemas didacticos relacionados
con la ensenanza del Analisis Matematico en el nivel elemental, identificado en
los dos cursos del Bachillerato y en el primer curso de Universidad, se constitu-

1. En torno al Proyecto de Investigacion: “Estudio sobre la ensenanza-aprendizaje de conceptos
fundamentales del analisis matematico -limite, continuidad, derivada e integral- en manuales y en
estudiantes del Bachillerato-LOGSE y de primer curso universitario”, financiado por el C.L.D.E.
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y0, a principios de 1997, el grupo internivel GEAMJA (grupo de ensenanza del
Anilisis Matematico de Jaén)?. El grupo solicito en la convocatoria del C.I.D.E.
(Ministerio de Educacién y Cultura) de 19977, y obtuvo, el Proyecto de Investiga-
cion: “Estudio sobre la ensefianza-aprendizaje de conceptos fundamentales del
analisis matematico (limite, continuidad, derivada e integral) en manualesy en
estudiantes del bachillerato-LOGSE y de primer curso universitario”.*

2. PROBLEMA DE INVESTIGACION

Uno de los fendmenos didacticos que considero fundamental dentro de la
ensenanza del Analisis Matematico es el de la “algebrizacion del calculo diferen-
cial escolar”, ya senalado por Artigue (citado en Gascon, 1998) que se manifiesta
en un enfoque algebraico y reduccionista del cilculo y se basa en las operaciones
algebraicas con limites, derivadas e integrales, pero que trata de una forma sim-
plista las ideas y técnicas especificas del Andlisis, como son la idea de razon de
cambio instantaneo, o el estudio de los resultados de esas razones de cambio.

De este fenomeno didactico, la algebrizacion del calculo diferencial escolar,
emerge un problema diddctico-matematico, cuyo estudio implica abordar todo
un complejo entramado de problemas de investigacion que suponen un verda-
dero programa de investigacion.

La preocupacion por la actividad matemdtica que se realiza en las clases vy,
por tanto, la focalizacién en la modelizacion de las tareas y técnicas -enfoque
antropologico (Gascon y Fonseca, 2000)- o en los significados personales emer-
gentes de esas tareas -teoria del significado (Godino y Batanero, 1999 y Font,
1999)- tiende a considerar la propia tarea como “primitiva”, que se acepta de
modo acritico en las teorfas. Sin embargo, pensamos que las tareas que se plan-
tean en las clases no son “inocentes”. Asi, cuando el profesor “explica” una
determinada nocion matemadtica y, por desgracia, no aborda o lo hace de forma
superficial los problemas caracteristicos del Analisis, deslizindose hacia postu-
ras algoritmicas mas faciles de gestionar y evaluar -en una verdadera ruptura del
contrato didactico (tipificado ya de forma cldsica por lo que Brousseau denomi-
na “efecto Topaze”)-, no lo hace por falta de responsabilidad o por comodidad,
sino porque se enfrenta de forma fatalista a unos conceptos que, por su natura-

2. La composicién del grupo es la siguiente: Responsable del grupo: Angel Contreras de la
Fuente. Did4ctica de la Matematica. Universidad de Jaén. Colaboradores: - Carmen Sanchez Gémez.
Matematica Aplicada. Universidad de Jaén. - Manuela Ortega Carpio. Matematica Aplicada. Univer-
sidad de Jaén. - Lorenzo Luque Canada. Profesor de Ensenanza Secundaria. I.E.S. “Pablo de Olavide”.
La Carolina (Jaén). - Lourdes Ordonez Canada. Profesora de Ensenanza Secundaria. I.E.S. “Auringis”.
Jaén.

3. Convocatoria correspondiente a la Orden de 23 de septiembre de 1997, (B.O.E. nim. 243 del
10-10-97).

4. Ademas, dos de los miembros, la profesora Sanchez y quien suscribe, son miembros del
Proyecto PB97-0851 del M.E.C: “Fenémenos didacticos ligados a la adquisicion de conceptos mate-
maticos fundamentales en Educacion Secundaria y Universidad.”
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leza, son problemdticos en si mismos. Es decir, se encuentra ante diversos obs-
taculos epistemologicos que, junto a los obstiaculos propios del desarrollo de la
clase (didacticos), han de ser superados, por medio de los actos de compren-
sion, por los estudiantes, si se busca que éstos vayan madurando los problemas
especificos y mas significativos del Andlisis Matematico.

En el proyecto de investigacion aludido anteriormente, se estudian los concep-
tos de: limite -Sierpinska (1990), Sanchez (1997), Sinchez y Contreras (1998),
Contreras y col. (1999b) y Blazquez (2000)-, continuidad -El Bouazzoui (1988),
Campillo (1999) y Contreras y col. (1999a)-, derivada - Azcarate (1990), Castela
(1995), Cajaraville (1996), Font (1999) y Contreras y col. (2000a) e integral —Schneider
(1988), Wenzelburger (1989), Turégano (1993) y Bessot y col. (1999).

3. MARCO TEORICO

3.1. OBSTACULOS EPISTEMOLOGICOS

Se considera que la nocion de obstdculo epistemoldgico, idea central de esta
investigacion, es suficientemente conocida por la comunidad de investigadores
de Didactica de las Matematicas, por lo que no es necesario dar una definicion
del mismo. Igual ocurre con el término acto de compresion, ya clasico sobre
todo en los trabajos basados en la teoria de Sierpinska. Por tanto, se tratard de
fundamentar la utilizacion de estos conceptos como medio para abordar una
investigacion de los objetos del Andlisis Matematico ya especificados.

El desarrollo del conocimiento no es acumulativo, es decir, cuando se pasa
de un nivel de comprension a otro se da simultineamente una integracion y una
reorganizacion del conocimiento. Me parece pertinente la idea de Bachelard
(citado en Sierpinska, 1997) cuando afirma que se conoce contra un conoci-
miento anterior, reelaborando conocimientos que no funcionan ante determina-
dos problemas, superando lo que es un obsticulo al conocimiento. En este
sentido Sierpinska senala: “Una nueva comprension no es mas que parte cons-
truida sobre las maneras anteriores de comprender”.

La filosofia de los obstiaculos epistemologicos constituye una barrera a las
ideas positivistas que postulan que el conocimiento cientifico se puede cons-
truir apoyandose Unicamente en la observacion y en la logica, fuera de toda
consideracion metafisica. En relacion con esto, Sierpinska (1997) puntualiza: “La
comprension cientifica no puede hacer abstraccion de la metafisica, lo que su-
pone que siempre existirdn obstaculos epistemologicos” (p. 127).

Como han senalado algunos investigadores (Radford, 1997 y Artigue, 1998),
la cultura es un factor de gran influencia en la nocion de obstaculo epistemologico.
Es decir, el desarrollo del conocimiento no tiene lugar inicamente dentro de la
estructura de la evolucion natural del sujeto, sino también, dentro de las estruc-
turas socioculturales del desarrollo.

Cuando se tienen en cuenta los factores socioculturales, la nocién de obstacu-
lo epistemologico adquiere un giro importante. Es decir, como el conocimiento es
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también una produccion cultural ineludiblemente relacionada con el medio, los
factores culturales influyen en los obstaculos epistemoldgicos. Como senala Radford
(1997): “Las Matematicas son, basicamente, manifestaciones semidticas de ciertos
elementos culturales que sus miembros desarrollan a través de experiencias com-
partidas y desde donde se forman el significado de los productos” (p. 30). Habr4,
por tanto, que considerar que los obstaculos epistemoldgicos estan ligados tanto
al desarrollo personal como al medio cultural.

Una de las raices de los obstiaculos epistemol6gicos es de origen psicogenético,
dado que el obsticulo epistemoldgico es una concepcion que forma parte de un
sistema de nociones, de modos de pensar, de creencias, que no pueden ser
modificados ni eliminados sin que su incidencia afecte al sistema completo.
Ahora bien, en la clase de Matematicas, cuando el profesor muestra a sus alum-
nos como resolver problemas concretos, dirige su atencion sobre las informa-
ciones pertinentes desde el punto de vista matematico, dejando al margen las
que no lo son, utiliza determinados recursos didacticos, ... Es decir, trasmite una
cultura. Esta es, por tanto, una forma de comunicacion, un comportamiento
adquirido y comun y un esquema de pensamiento, en el que la ensefianza y el
aprendizaje juegan un papel crucial. Se pueden ver las Matematicas como un
sistema cultural en evolucion y desarrollo.

Sierpinska (1997), basindose en la teoria de la cultura de Hall, considera tres
niveles en la cultura matematica: “se pueden distinguir tres modos de pensa-
miento matemadtico, tres maneras de trasmitir este pensamiento, tres tipos de
conocimiento, tres indoles de relaciones emocionales: el formal, el informal y el
técnico” (p. 160). En el nivel formal la comprension se apoya en las creencias,
mientras que el informal se basa en los esquemas de accion y de pensamiento;
por ultimo, el nivel técnico hace referencia a un saber explicito, analitico y que
se exige logicamente coherente y justificado en el plano racional.

En una cultura matematica dada el nivel informal juega un papel crucial,
positivo y negativo a la vez. Las formas implicitas de abordar y resolver los
problemas aparecen aqui y, con ellas, el pensamiento matemadtico creativo. Sin
embargo, en la medida en que este conocimiento y esta comprension no son
plenamente conscientes y cuestionados y estin ligados a experiencias reales y a
situaciones concretas, son susceptibles de conducir a un callejon sin salida cuando
se aplican a una situacion nueva. Se puede utilizar inconscientemente el mismo
esquema de pensamiento o de accion y observar que no se dan los buenos
resultados que se esperaban. Es decir, se puede estar frente a un “obstaculo”,
cuya superacion supondrd cambiar nuestra manera de comprender. El nivel
informal constituye, por tanto, la base de los obsticulos epistemologicos.

Cuando se estudia un determinado concepto a lo largo de su evolucion
epistemoldgica (ver por ejemplo, Sanchez y Contreras, 1998, para el caso del
limite de una funcion), aparecen concepciones que no son capaces de dar res-
puesta a nuevos tipos de problemas, pero que estan muy ancladas en la cultura
del momento y si responden a otro tipo de problemas. Se hablard en estos casos
de la idea de obstaculo epistemologico. Considero, por tanto, que se trata de
obstaculos epistemoldgicos que surgen del nivel técnico de una etapa historica
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concreta, como concepciones validas para determinados campos de problemas,
pero que se relegan al nivel informal en la época posterior, en la que emerge
una nueva concepcion (de esta manera creemos que deberia quedar zanjada la
polémica planteada por Radford en el trabajo citado). Como apunta Gascon
(citado, en Cid (2000)), un obsticulo epistemoldgico debe buscarse en los ori-
genes de una bifurcacion, entendiendo por tal un cambio en la naturaleza del
trabajo matemadtico, tanto en lo referente a las técnicas como al campo de pro-
blemas que aborda.

Por otra parte, como senala Cid (2000), “la determinacion de obstaculos en la
historia de las Matematicas es interesante desde el punto de vista didactico si se
constata su supervivencia en la ensenanza actual y, en particular, en los alum-
nos actuales. Un obsticulo epistemolégico es, ante todo, una concepcion
detectable en un nimero significativo de alumnos que puede ser puesta en
relacion con ciertas nociones historicas” (p. 9). Es decir, el término obstdculo
tiene un aspecto cognitivo ineludible que esta ligado a los niveles formales e
informales del conocimiento matematico.

3.2. ACTOS DE COMPRENSION

Sierpinska, basindose en las ideas de Vygotski sobre la formacion de los
conceptos espontineos y cientificos, al formular la hipotesis de que para que el
sujeto comprenda ha de enfrentarsele -mediante situaciones de ensenanza ade-
cuadas- a los obstaculos epistemologicos inherentes a un determinado saber, de
tal forma que se facilite la emergencia, por parte del sujeto, de los actos de
comprension necesarios para la superacion de los obstaculos, propone cuatro
operaciones mentales fundamentales que intervienen en la comprension:

- La identificacion, en el sentido de descubrimiento o de reconocimiento.

Si se senala que se ha identificado un objeto de comprension, quiere
decir que se ha extraido del campo de la inconsciencia, donde se encon-
traba como oculto; ademas, también supone reconocer algo que se tiene
intencion de comprender.

- La discriminacién, que consiste en la identificacion de dos objetos como
distintos. Se consideran varios grados en la discriminacion y en identifica-
cion; desde la simple percepcion, hasta la comparacion de dos ideas
generales bajo la perspectiva de las relaciones abstractas - pasando por la
comparacion por medio de circunstancias sensibles.

- La generalizacion, operacion intelectual por la que se reconoce que una
situacion dada es un caso particular de otra situacion - término que se
utiliza en sentido amplio, es decir, para designar una clase de objetos
(materiales a mentales) o de fenémenos -.

- La sintesis, busqueda de un principio unificador, o de una semejanza
entre varias generalizaciones que permite unificarlas como un todo.

Hay varias condiciones necesarias para que se dé un acto de compresion.
Unas son de indole psicoldgico, como la atencion y la intencion de comprender,
otras de caracter social, ligadas obviamente a las anteriores, como son el diseno
de actividades significativas que logren captar la atencion del alumno y la comu-
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nicacion, como medio para poder debatir y validar las propuestas de solucién a
dichas actividades.

3.3. Los OBJETOS DEL ANALISIS MATEMATICO

Que el obstaculo epistemologico esta presente en numerosos conceptos del
Analisis Matemdtico se pone en evidencia recurriendo a algunos ejemplos. Asi,
Schneider (1988) considera como obstaculo epistemologico lo que denomina el
“obstaculo de la heterogeneidad de las dimensiones” (pensemos simplemente
lo que supone para un estudiante que se le diga que el area -magnitud
bidimensional- de una region encerrada por la grafica que representa a la velo-
cidad es el espacio recorrido por el mévil, que es unidimensional). Sierpinska
cita el propio teorema de Bolzano como fuente del obstaculo, relacionado con
la continuidad, que considera a una funcion continua como aquella funcion
cuya grafica es conexa.

En El Bouazzoui (1988), un trabajo ya clasico, aparece un andlisis muy com-
pleto sobre obstaculos y concepciones del concepto de continuidad. Basados
en Cornu (1983) y Sierpinska (1985, 87, 90), Sanchez (1997) y Sinchez y Contreras
(1998) pusieron de manifiesto la existencia de diversos obstdculos epistemologicos
y actos de comprension asociados a la nocion de limite de una funcién en un
punto. Asimismo, en Ruiz (1994) hay un detallado y excelente estudio sobre
concepciones y obstaculos relativos al concepto de funcion.

Por otra parte, la ensenanza del Andlisis Matematico en los niveles
preuniversitario (de 1° y 2° de Bachillerato) y primer ano de Universidad, sigue
actualmente un programa que, aunque se vertebra en torno a la nocion de
limite, fluctda entre los conceptos de continuidad, limite, derivada e integral.
Como senala Cantoral (2000): “la vision mas extendida, la mas dominante, entre
los cursos de Andlisis Matematico consiste en asumir al andlisis escolar como un
aparato simbodlico que opera sobre variables, que se ocupa de su optimizacion,
de sus derivadas e integrales, asi como de resolver problemas que involucren
tasas de crecimiento, cdlculos de longitud de curvas, dreas y volimenes” (p. 2).

En el Proyecto se estudian los conceptos de limite, continuidad y derivada
en los niveles anteriormente aludidos, desde la 6ptica de los obsticulos
epistemoldgicos y actos de comprension. Sin embargo, en futuros desarrollos se
piensa ampliar y orientar estas cuestiones hacia ideas que aborden aspectos
relacionados con la organizacion de una actividad cuya intencion declarada sea
el aprendizaje de un cierto saber.

4. DISENO Y METODOLOGIA

4.1. HIPOTESIS

La experiencia de tres de los miembros participantes en este proyecto como
profesores de Ensenanza Media y Universidad y como Coordinadores de Mate-
maticas I de COU y Ponentes de Matematicas II del Bachillerato-LOGSE en los
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ultimos 4 cursos (continuando en la actualidad uno de ellos), las diversas inves-
tigaciones efectuadas sobre los procesos de ensenanza-aprendizaje relativos al
concepto de limite, junto a la experiencia de los restantes miembros como pro-
fesores en ensenanza secundaria, nos permite formular las siguientes hipotesis
de trabajo:

- Con referencia a las situaciones de ensenanza donde aparecen los con-
ceptos de limite, continuidad, derivada e integral, los libros de texto y los
estudiantes muestran unas concepciones que pueden, en general, identi-
ficarse dentro de las que el estudio histérico determina sobre la nocion.

- En el tratamiento diddctico que se da a los conceptos de limite, continui-
dad, derivada e integral, en los textos dirigidos al Bachillerato-LOGSE y al
primer curso de Universidad, no aparece de modo sistemdatico una
secuenciacion adecuada de los pasos necesarios para provocar los actos
de comprension en el estudiante que le permitan superar los obstaculos
inherentes al concepto y al proceso de transposicion didactica.

- Los estudiantes del Bachillerato-LOGSE y de primer curso universitario
no muestran, en general, una evolucion en la comprension de los con-
ceptos objeto de estudio, en cuanto a la ampliacion de sus concepciones
y la superacion de obstaculos, una vez recibida la instruccion.

- Las respuestas erroneas de los estudiantes no ocurren al azar, sino que
estan asociadas a los distintos obstaculos inherentes a los conceptos y al
proceso de transposicion didactica.

4.2. OBJETIVOS

Para dar respuesta a las hipotesis formuladas, se propone un doble objetivo
general:

- La identificaciéon de los factores y fenémenos didacticos que influyen en
una adecuada comprension, por parte de los estudiantes, de los concep-
tos fundamentales del Analisis Matematico: limite, continuidad, derivada
e integral.

- El logro de una armonizacion de la ensenanza, por medio del uso de
estrategias de ensenanza-aprendizaje en situaciones didacticas adecua-
das, en los cursos que enlazan dos niveles educativos (Bachillerato-LOGSE
y Universidad).

Para alcanzar este doble objetivo general se requieren los siguientes objeti-

vos especificos:

Objetivo especifico 1: Andlisis epistemolégico de la génesis y evolucion histo-
rica de las distintas nociones objeto de estudio.

Objetivo especifico 2: Analisis comparativo de libros de texto actuales, segin
autor y nivel de ensenanza, respecto a los conceptos de limite, continuidad,
derivada e integral.

Objetivo especifico 3: Estudio cualitativo-cuantitativo de la evolucién de con-
cepciones y obsticulos de los estudiantes de ambos niveles por medio de cues-
tionarios aplicados antes y después de la ensenanza de los conceptos.
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Objetivo especifico 4: Realizacion de un diagndstico, a la vista de los resulta-
dos obtenidos, sobre los contenidos y el tipo de ensenanza a realizar en ambos
niveles educativos con objeto de lograr su armonizacion.

4.3. POBLACION, MUESTRA Y PROCEDIMIENTO DE MUESTREO

El universo donde se realiza la investigacion lo constituyen, por una parte,
los libros de texto mas utilizados en la ensenanza de los conceptos matematicos,
antes senalados, en el Bachillerato-LOGSE y primer curso de Universidad v,
por otra, los estudiantes de los cursos que enlazan ambos niveles educativos:
2° de Bachillerato-LOGSE y primer curso de ensefianza universitaria cientifico-
tecnologica.

De acuerdo con las caracteristicas de este proyecto, la muestra y el tamano
de la misma considerados en cada caso es la siguiente:

- Estudiantes de 2° curso de Bachillerato-LOGSE de los LE.S. “Martin Halaja”

y “Pablo de Olavide” de La Carolina (Jaén): 30 alumnos aproximadamente.

- Estudiantes de 1° de I.T. en Informatica de Gestion: 30 alumnos aproxi-
madamente.

- Respecto a libros de texto, se analizan aproximadamente 10 libros de
texto y se efectiia su seleccion atendiendo a diversos aspectos: relevancia
de los autores, que sean conocidos a nivel andaluz y estatal o que se
recomienden o utilicen por los profesores y estudiantes de los distintos
niveles educativos participantes en el proyecto. Los manuales que se
analizan corresponden al periodo de tiempo 1995-2000.

4.4, METODOLOGIA EMPLEADA

Una vez realizado el disefio de la investigacion, se sigue la linea propuesta
por Fox (1981) en cuanto a las etapas a considerar en el proceso de la investiga-
cion (diseno, recogida de datos, andlisis de datos y resumen de resultados); en
el enfoque metodologico se ha tenido en cuenta lo indicado por Huberman vy
Miles (1994) y, ademads, las interacciones de esas etapas con los componentes
propios del anilisis de datos (reduccion-clasificacion de datos y exposicion de
€stos).

Al tratarse de una investigacion fundamentalmente de tipo cualitativo
interpretativo, abarca en su conjunto rasgos de los paradigmas cualitativos-
interpretativos, Goetz y Lecompte (1988); no obstante, como estos investigado-
res afirman, una investigacion nunca es totalmente cualitativa o cuantitativa vy,
por tanto, se consideran también aspectos cuantitativo-experimentales para los
casos de los cuestionarios.

Como instrumentos de recogida de datos, para el estudio de la evolucion de
las concepciones de los alumnos, se utiliza un cuestionario escrito de items con
preguntas abiertas y cerradas sobre las concepciones y obstaculos relativos a los
conceptos objeto de estudio. En aquellos casos precisos se realizan entrevistas a
los alumnos que permiten profundizar en sus concepciones.
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4.5. VARIABLES

Se han clasificado en la forma siguiente:

En los libros de texto analizados

1) Variables dependientes: - Nimero y tipo de obstaculos presentes. - Nu-
mero y tipo de obstiaculos superables. - Nimero y tipo de obstaculos no
superables. - Concepciones historicas presentes. - Definicion. - Concep-
tos asociados. - Ejemplos y ejercicios que se proponen. - Estatuto de la
nocion. - Introduccion.

2) Variables independientes: - Autor. - Nivel de ensenanza.

3) Variables concomitantes: - Conceptos que se investigan. - Libros de texto
elegidos. - Los periodos globales de tiempo elegidos. - Obstaculos
epistemoldgicos y didacticos. - Concepciones historicas y asociadas.

En los alumnos participantes

1) Variables dependientes: - Nimero y tipo de obstaculos presentes. - Nu-
mero y tipo de obstiaculos superados. - Numero y tipo de obsticulos no
superados. - Numero y tipo de concepciones erréneas. - Nimero y tipo
de concepciones correctas. - Contextos utilizados en los ejemplos que
proponen.

2) Variables independientes: - Grupo. - Instante en el que se efectia la eva-
luacion (pretest y postest).

3) Variables concomitantes: - Conceptos tratados. - Nivel académico: Diplo-
matura Técnica, 2° curso de Bachillerato-LOGSE. - Nivel de conocimiento
matemdtico previo. - Procedencia segun estudios realizados (COU, Ba-
chillerato-LOGSE, otros) - Sexo. - Obstaculos epistemologicos y didacticos.
- Concepciones histéricas y asociadas.

4.6. TECNICAS DE ANALISIS

El analisis de libros de texto se efectia desde un punto de vista descriptivo,
realizindose un estudio comparativo que considera las interacciones entre
autor y nivel (igual autor y distinto nivel de ensenanza, igual nivel de ense-
nanza y distinto autor) teniendo en cuenta los trabajos de Schubring, (1985,87),
Weber (1986), Sanchez y Contreras (1995b, 1996a,b, 1997) y Contreras y Sanchez
(1998).

Para el analisis de concepciones y obstaculos de los alumnos se elabor6é un
cuestionario piloto en el que se estudiaron aquellos aspectos que permitieron el
diseno del cuestionario definitivo.

El andlisis de los datos que se obtienen del cuestionario definitivo a aplicar
a los estudiantes de ambos niveles educativos tiene aspectos cualitativos y
cuantitativos. Para la reduccion de los datos, que no esta separada del analisis
ya que forma parte de €l, se consideran las respuestas dadas por los estudian-
tes, clasificindolas en categorias, segin la naturaleza de las mismas y de los
objetivos que se pretenda lograr con cada item teniendo en cuenta concepcio-
nes y obstaculos. Se codifican los datos y se aplican los paquetes estadisticos
BMDP y SPSS.

79



ANGEL CONTRERAS DE LA FUENTE

4.7. FASES Y DURACION

Teniendo en cuenta que este Proyecto se present6 en el mes de diciembre
de 1997 y se resolvio a los 9 meses, y dado que los resultados se han de entregar
en un plazo de dos anos, las fases a realizar para lograr los objetivos antes
indicados se han distribuido entre los cursos 1998-99 y 1999-2000 de acuerdo al
siguiente esquema:

Curso 1998-99

Fase 1. Profundizaciéon en el estudio historico de los conceptos de limite,

continuidad, derivada e integral, a fin de clarificar las concepciones y obsta-

culos, analizando éstos bajo la perspectiva de que su superacién supone un
avance en la comprension de los conceptos.

Fase 2. Dado que tanto las concepciones como los obstaculos se utilizan

posteriormente en otros objetivos, en esta fase serd preciso categorizar tanto

unos como otros para poder analizar los libros de texto y efectuar la clasifi-
cacion de las respuestas de los alumnos.

Fase 3. Realizacion del andlisis de los libros de texto.

Fase 4. Elaboracion de un cuestionario piloto y de otro definitivo, a partir de

los datos obtenidos en las fases anteriores, para aplicar antes y después de la

instruccion a los estudiantes participantes es la investigacion con objeto de
analizar la evolucion de sus concepciones y obstaculos.

Curso 1999-2000

Fase 5. Aplicacion del cuestionario definitivo, antes y después de la instruc-

cion, a los estudiantes participantes es la investigacion y andlisis de los resul-

tados.

Fase 6. Extraccion de conclusiones, a partir del andlisis realizado, aplicadas a

la ensenanza de los conceptos fundamentales del Analisis Matematico.

5. LIMITACIONES DE LA INVESTIGACION

Como en todo trabajo de investigacion, a lo largo de la evolucion del mismo
aparecen factores y condicionantes que aconsejan efectuar una reorientacién de
su desarrollo. En el caso de este Proyecto, han sido varios los factores que han
influido en su elaboracion definitiva, aunque de todos esos factores ha sido la
propia formacion, continuada sin duda, de los investigadores el que mds puede
haber condicionado algunos de los pasos dados en este sentido.

La investigacion se ha desarrollado a lo largo de tres cursos, de 1997-98 a
1999-2000, habiéndose estudiado los conceptos de limite, continuidad, derivada
e integral. Aunque se eligieron estas nociones por ser las basicas del Analisis
Matematico, es obvio que un andlisis profundo —como asi lo requiere todo
trabajo serio de indagacion- de esos conceptos supone un planteamiento a largo
plazo que, en tres cursos, ha sido imposible lograr. En consecuencia, una limi-
tacion en el desarrollo del Proyecto es que si bien se analizan en toda su exten-
sion el limite y la continuidad de una funcién, en la derivada se realizan deter-

80



LA ENSENANZA DEL ANALISIS MATEMATICO EN EL BACHILLERATO Y PRIMER CURSO DE UNIVERSIDAD...

minados planteamientos parciales y, por Gltimo, dnicamente se realizan incur-
siones en el conocimiento de la integral.

Otra limitacion ha sido el trabajo con los grupos de estudiantes a los que se
aplico el cuestionario. Si bien se contaba con 30 alumnos en cada uno de los
dos grupos analizados, Ginicamente hemos podido contar con 18 en Bachillerato
y 15 en Universidad. Las razones de ello es que como solo ese nimero de
sujetos cumplian la condicion de haber realizado pretest y postet a la vez, y
obviamente se han aplicado escrupulosamente las condiciones metodologicas
de la investigacion, se dan los resultados obtenidos con ese nimero de indivi-
duos, atn a costa de la cuestion de la generalidad de los resultados. Ademas,
como se trata de un estudio cualitativo consideramos que son las aportaciones
tedricas que se efectian en el Proyecto las que han de servir fundamentalmente
a los futuros investigadores.

Hemos de llamar la atencion sobre un fenoémeno didactico cada vez mds
frecuente, lo que hemos denominado “fracaso escolar residual”; consistente en
que de los 30 alumnos que pueden formar un grupo de Matemadticas, Gnicamen-
te unos cuantos estudiantes son los que verdaderamente siguen el curso hasta el
final, lo cual limita “per se” toda investigacion en el campo de la Didactica de las
Matematicas.

Dado que se estd trabajando en el seno de un Grupo de Investigacion
(GEAMJA), habrad una continuidad natural en el desarrollo de la investigacion,
de tal forma que la idea es completar en el futuro el campo conceptual de los
procesos infinitesimales en cuanto a su ensenanza-aprendizaje.

6. CONCLUSIONES

Si bien las conclusiones se refieren, obviamente, a la constatacion de las
hipétesis formuladas —lo cual aparece en el Proyecto de Investigacion (Contreras
y col., 2000b)- se considera que son las conclusiones respecto a las nociones
estudiadas lo que interesa hacer explicito en este apartado.

61 CONCLUSIONES RESPECTO A LA ENSENANZA DEL LIMITE DE UNA FUNCION

Después de haber analizado los resultados de la investigacion y, sobre todo,
las hipétesis se llega a la conclusion de que, en general, el alumno no ha com-
prendido el concepto de limite. Puede que sepa manipularlo algoritmicamente
e incluso sea capaz de salir airoso de algunos de los problemas que le plantean
los manuales - ya que en ellos se suelen plantear normalmente cuestiones de
indole algebraico -, pero son numerosos los obsticulos que, antes y después de
la ensenanza, manifiestan estos estudiantes.

Es decir, la idea motriz aportada por Sierpinska (1991) de “enfrentar a los
alumnos a los obstiaculos inherentes al concepto mediante situaciones que le
faciliten la emergencia de actos de comprension” no se ve reflejada - de modo
sistemdtico - en los manuales ni en los apuntes del profesor, que seguramente
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no es exactamente lo que el profesor hace y dice en clase - como asi se ha
constatado cuando el profesor ha analizado sus propios apuntes - pero, al me-
nos, es lo que un buen alumno transcribe y, por tanto, lo que incide directamen-
te sobre lo que Chevallard denomina “el saber del alumno”.

El limite, a pesar de que pueda ser presentado con un estatus de objeto de
conocimiento, es realmente usado tanto por los alumnos como por los manua-
les e incluso por el profesor como una herramienta para otros objetos: continui-
dad y derivabilidad principalmente.

La concepcion que normalmente presentan los alumnos, tras su ensefanza,
es la numérica dindmica (Sdnchez, 1997), pero es significativo el hecho de que
no sean capaces de responder satisfactoriamente a situaciones planteadas con
tablas numéricas. Parece mds bien que la idea de aproximacion que tienen es de
indole geométrico pero, sin embargo, no son capaces de relacionar con fluidez
y soltura expresiones de limites con sus correspondientes traducciones graficas
aunque seguramente al contrario les resultaria mas asequible.

6.2. CONCLUSIONES RESPECTO A LA ENSENANZA DE LA CONTINUIDAD DE
UNA FUNCION

La idea de continuidad de una funcién es un concepto, a priori, mas asequi-
ble para el alumno que la de limite de una funcién. Sin embargo, tras la inves-
tigacion realizada y los resultados obtenidos, se observa como la gran mayoria
de los estudiantes es capaz de estudiar, de manera mas o menos satisfactoria, la
continuidad de una funcion definida a trozos mediante el empleo de la concep-
cion de Cauchy (El Bouazzoui, 1988), pero esos mismos estudiantes han sido
incapaces de definir mediante dicha concepcion el concepto de funcion conti-
nua en un punto, dindose numerosos casos en los que se presentan incluso
concepciones erroneas (de Euler y la denominada CH) a lo largo de la prueba.

Todo esto no hace sino reafirmar el problema central de la investigacion de
que en la ensenanza de los conceptos tratados se produce un deslizamiento
didactico hacia la algebrizacion del concepto. El alumno es capaz de aplicar el
método para estudiar la continuidad de una funcién en un punto, pero podria
ser que no solo no estuviera entendiendo el concepto de continuidad sino que
ni siquiera supiera lo que es una funcion definida a trozos.

63 CONCLUSIONES RESPECTO A LA ENSENANZA DE LA DERIVADA DE UNA FUNCION

El concepto de derivada de una funcion en un punto es, segin nuestra
experiencia y los resultados de la investigacion, el mas desconocido por los
alumnos tras su ensefianza. La concepcion que adquieren, a lo sumo, es la
geométrica denominada CDG (saben encontrar puntos de no derivabilidad en la
grafica de una funcion siempre que sean angulosos o no continuos) o de la
pendiente CDP (identifican la derivada de la funcion en un punto con la pen-
diente de la recta tangente) aunque en esta ultima concepcion se vuelve a
producir un deslizamiento hacia la algebrizacion del concepto; el alumno es
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capaz de resolver problemas mas o menos complicados sobre el cdlculo de
ecuaciones de rectas tangentes mediante técnicas aprendidas pero es dificil que
entienda realmente lo que construye y sea capaz de asociar la idea de variacion
con la de pendiente de la recta tangente.

La algebrizacion del concepto es propiciada en Bachillerato por el hecho de
que no sea introducido normalmente - en la asignatura de matematicas - hasta el
primer trimestre de 2°, mientras que en la asignatura de fisica ya se habra intro-
ducido en 1° como una herramienta para resolver problemas cinematicos.

Otro problema que se presenta en la ensefanza del concepto de derivada es
la poca atencion que se presta a la concepcion de razén de cambio (CDRC), ya
que a pesar de que la mayoria de los manuales introducen el concepto median-
te la definicion y algunos ejemplos de la tasa de variacion media, finalmente
este tipo de ejercicio es marginado en los de recapitulacion final. Ademas, como
en los exdmenes -no solo del profesor sino también en los de las instituciones
(se puede observar la ausencia total de este tipo de ejercicios en los eximenes
de selectividad)- no aparecen situaciones acordes a esta concepcion, su
marginacion es casi total.

Finalmente, y no por ello menos importante, la dificultad de la comprension
del concepto de derivada de una funcién en un punto puede deberse también a
la “trasparencia” aparente del concepto de recta tangente. Hemos podido cons-
tatar las concepciones erréneas, no solo previas sino incluso posteriores a la
ensenanza de la derivada, que los alumnos poseen sobre la recta tangente a una
curva. Ningin manual hace un estudio sobre las tangentes. Resulta paradéjico
que el problema fundamental que condujo histéricamente al concepto de deri-
vada no sea abordado por los manuales, y es mas, sea dado por sabido en el
estudiante, es decir, como nocién transparente para el estudiante.
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COMENTARIO A “LA ENSENANZA DEL ANALISIS MATEMATICO
EN EL BACHIRELLATO Y PRIMER CURSO DE UNIVERSIDAD. UNA
PERSPECTIVA DESDE LA TEORIA DE LOS OBSTACULOS
EPISTEMOLOGICOS Y LOS ACTOS DE COMPRENSION”

LURDES SERRAZINA
Escola Superior de Educacéo de Lisboa

O projecto de investigaciao “Estudio sobre la ensenanza-aprendizaje de con-
ceptos fundamentales del andlisis matematico (limite, continuidad, derivada e
integral) en manuales y en estudiantes del Bachillerato-LOGSE y de primer cur-
SO universitario” parece muito interessante nomeadamente quando pretende
estudar os problemas relacionados com o ensino e aprendizagem da Anilise
Matematica nos dois anos do Bachillerato e no primeiro curso da Universidade,
e juntar na mesma equipa professores dos dois niveis de ensino envolvidos. O
facto de se ligar o ensino da Andlise Matematica no pré-universitirio e no uni-
versitario € um aspecto inovador na investigacao em educa¢ao matemadtica.

O problema da investigacao bem como a motivacao dos investigadores pelo
tema siao apresentados duma forma clara. Os conceitos envolvidos sao o de
limite, continuidade, derivada e integral. Considera-se como um dos fenémenos
didacticos fundamentais dentro do ensino da matematica o da “algebrizacao do
calculo diferencial escolar” que se manifesta num enfoque algébrico e reducio-
nista do calculo e se baseia nas operacoes algébricas com limites, derivadas e
integrais, o que, para o autor implica tratar duma forma simplista as ideias e
técnicas especificas da andlise. A partir deste fenémeno emerge, na sua perspec-
tiva, um problema diddctico-matemdtico que se propde investigar uma vez que
¢é considerado que as tarefas propostas nao sao inocentes.

O projecto tem um duplo objectivo:

- aidentificacao dos factores e fendémenos didacticos que influenciam uma
adequada compreensio, por parte dos alunos, dos conceitos fundamen-
tais da Andlise Matemadtica: limite, continuidade, derivada e integral,

- o conseguir uma harmonizacio do ensino, através de estratégias de ensi-
no e aprendizagem situacoes didacticas adequadas, nos cursos que exis-
tem nos dois niveis educativos (Bachillerato-Logse e Universidade).
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Foram definidos os seguintes objectivos especificos:

1. Anilise epistemoldgica da evolucao e génese historica das distintas nogcoes
objecto de estudo.

2. Anadlise comparativa de livros de texto actuais, segundo autor e nivel de
ensino, em relacio aos conceitos de limite, continuidade, derivada e
integral.

3. Estudo qualitativo-quantitativo da evolu¢io de concepc¢oes e obsticulos
dos alunos, através de questiondrios aplicados antes e depois do ensino
dos conceitos.

4. Realizacio de um diagnoéstico, considerando os resultados obtidos, sobre
os contetudos e o tipo de ensino a realizar em ambos os niveis de ensino
com o objectivo de conseguir a sua harmonizacio.

Segundo os autores, esta investigacio assenta em duas ideias fundamentais:

a de obstaculo epistemoldgico e a de acto de compreensio. A no¢ao de obstaculo
epistemoldgico esta inserida numa perspectiva da matemdtica como um sistema
cultural (Sierspinka, 1994) estando os elementos deste sistema divididos em trés
niveis: o formal, o informal e o técnico. No nivel formal estao elementos como
crengas e julgamentos sobre o que € a matemadtica e quais os métodos que sao
aceitidveis para prova em matemadtica; ideias sobre como se da a evolucao da
matemdtica, por exemplo, se por acumulacio ou através da prova-refutacao
(Lakatos, 1976); atitudes filosoficas e intuicdes culturais. No nivel informal
encontra-se localizado o saber implicito que permite aos matemdticos por e
resolver problemas. No nivel técnico encontram-se as teorias matematicas e os
conhecimentos verbalizados e validados. Alguns elementos do nivel formal e
informal podem ser fontes de obstidculos epistemologicos, que tém de ser
ultrapassados pelos alunos se um novo conceito é para ser desenvolvido
(Sierspinka, 1994).

O projecto propoe-se “estudar a evolucao das concepcdes dos alunos”, mas
nao fala de concepcdes alternativas (alternative frameworks), embora considere
que “as respostas erroneas dos alunos nao ocorrem 40 acaso, mas estao associa-
das aos distintos obstdculos inerentes aos conceitos e aos processos de transpo-
sicao didactica”. Nao é clarificado o que se entende por ‘respostas erroneas’,
nem se elas resultam de “concepcoes erréneas” (misconceptions) ou de conce-
pcoes alternativas. Na minha opinido, num estudo em que se pretende estudar
“a evolucdo das concepcoes dos alunos” faz falta uma discussao a volta destes
termos.

Concepcao erronea tem diferentes sentidos na literatura. Por exemplo, no
estudo de Davis e Vinner (1986), as respostas dos alunos sio interpretadas sob
o ponto de vista da matematica formal. Concepcoes erroneas foram considera-
das como sendo as diferencas entre as respostas dos alunos e a definiciao formal
do conceito. Por exemplo, os autores afirmam que na seguinte frase “o limite de
uma sucessao é o fim da sucessio. E o quanto longe que a sucessio pode ir, até
nao haver mais ou niao poder mais”, contém pelo menos a seguinte concep¢ao
errbnea: “assumir que a sucessao tem um ultimo termo, uma espécie de a ®”
(Davis e Vinner, 1986, p. 294).
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Strike (1983) define concepc¢io errénea do seguinte modo:

“Uma concep¢ao errénea ¢ uma suposicao eventualmente importante no
sistema de crencas (beliefs) do aluno. E algo que gera erros. E uma parte impor-
tante da ecologia conceptual do aluno que serve para seleccionar ou rejeitar
outras ideias ou para interpretd-las como mais ou menos inteligiveis” (p. 73).

Para ele a concepcio errénea € algo importante e profundo na mente do
aluno — é algo que esta para além duma simples comparacao com a perspectiva
cientifica. Strike apresenta o seguinte exemplo: “uma crianca desenhou uma
figura de astronauta a ir da Terra para a Lua num foguetao. A figura mostrava o
foguetio a tornear a Lua e a aterrar no outro lado que era representado de
forma mais ou menos plana” (Strike, 1983, p. 72). Podemos considerar que “a
Lua € plana” é uma concepcio errénea. No entanto, a um nivel mais profundo,
a concepcao erronea pode ser a suposicio de um absoluto “em baixo” e “em
cima”. A perspectiva da concepcio erronea de Strike parece ser mais profunda
do que a de Davis e Vinner. Strike vai além das afirmacoes dos alunos, tentando
dar sentido a essas afirmacoes num contexto mais amplo. Strike consegue per-
ceber mais significado e ter uma perspectiva mais profunda e intrinseca das
concepgoes dos alunos.

O termo “concep¢io alternativa” foi introduzido por Driver e Easley (1978) e
parece-me ser mais um passo no sentido da compreensio das concepcoes dos
alunos como concepg¢oes legitimas. Para estes autores, concepcdes alternativas
“sao tentativas de explicacao de eventos e de abstraccao daquilo que é comum
a esses eventos” (p. 62). Por exemplo, numa sala de aula de Ciéncias os alunos
tinham a tarefa de pesar diferentes objectos com uma balanca de mola. Um dos
alunos fazia experiéncias com um objecto pesando-o a diferentes alturas. Quan-
do questionado sobre o que estava a experimentar, confessou, surpreendido,
que o peso do objecto nao mudava consoante a altura e explicou o motivo da
sua surpresa:

“Aqui estd mais alto e a gravidade puxa com mais forca quanto mais alto
estd. Quanto mais alto estd maior € o efeito da gravidade, pois se tu estiveres af
e alguém deixasse cair um berlinde em cima da tua cabeca nao te magoaria. Mas
se eu largar um berlinde de um aviao e ele atingisse alguém na cabeca podia
mati-lo” (Driver et al., 1985, p. 2).

Esta afirmacao do aluno mostra que a ideia de que os objectos pesam mais
se estiverem a uma maior altura é uma ideia com base nas experiéncias do
aluno e, consequentemente, tem direito a ser considerada correcta no contexto
dessas experiéncias. Dizer simplesmente que o aluno tem uma concep¢io erro-
nea sobre peso ¢ passar sobre uma quantidade de factores que constituem o
significado de peso para o aluno.

Hills (1989) elabora sobre a no¢io de concepcio alternativa de Driver e
Easley (1978) propondo que as concepc¢oes dos alunos devem ser interpretadas
no seu proprio contexto em vez de comparadas com a perspectiva cientifica ou
medidas pela perspectiva cientifica. Sierspinka (1994) considera que numa aula
de matemadtica, compreensao tem lugar num ambiente social que tem muitas
componentes ou dimensoes diferentes. Assim, a compreensio que os alunos

89



LURDES SERRAZINA

desenvolvem, a partir duma dada actividade, depende do ‘contrato didactico’
que se estabelece entre o professor e os alunos nessa situacao particular.

Assim, para encontrar uma concep¢ao alternativa é necessario ter acesso as
ideias dos alunos de varias maneiras. O mais importante € tentar perceber como
€ que as concepgoes funcionam para os alunos e nio para o investigador ou
fazer comparacoes com a perspectiva cientifica.

Portanto, um esquema de pensamento ou uma regra que um individuo usa
pode funcionar como um obsticulo num certo momento da evolucio da cultura
matematica (desse individuo), somente quando o individuo nao tem conscién-
cia da limitacao desse esquema ou dessa filosofia, e se a atitude do individuo é
a de acreditar na filosofia subjacente ao esquema de pensamento, em vez de
fazer uma escolha e ter consciéncia das consequéncias dessa escolha.

Moura (1995) explica a diferenca entre concepcao alternativa e concepcao
erronea. Na sua perspectiva da definicao de obstaculo epistemologico resulta
que uma concepcio alternativa € influenciada pela perspectiva que o aluno tem
da Matemdtica. Por exemplo, em Sierspinka (1987) um dos alunos entrevistados
afirma que 0.9(9) denota 0.9999...9 e que 0.9(9) é somente uma aproximacao de
1. Este aluno tem uma atitude finitista e uma perspectiva do conhecimento
cientifico intuitiva e empiricista. Esta perspectiva do conhecimento cientifico
que o aluno tem constitui uma fonte de obsticulo epistemolégico a compre-
ensdo da definicao formal de limite. Enquanto o aluno “ndo se der conta” das
limitacoes da sua perspectiva cientifica nao pode transpor o obsticulo que o
leva a nao compreender a definicao formal de limite.

No estudo desenvolvido por Moura (1995) foram investigadas e interpreta-
das, usando a metodologia subjacente a nocao de concepcao alternativa, as
ideias de trés alunos universitarios (que tinham no minimo feito uma cadeira de
Anilise Infinitesimal), sobre a noc¢do de limite. Os trés alunos apresentaram
modelos para a nocao de limite envolvendo ideias dindmicas, e comutaram
entre representacoes algébricas e geométricas, enquanto pensaram num proble-
ma geométrico sobre limites. A autora conclui que enquanto a definicao formal
de limite € estatica, estes alunos apresentaram concepg¢oes alternativas dinimi-
cas. Este estudo confirma que representacoes multiplas ajudam os alunos a
articular os conceitos facilitando a critica, o teste e a implementacao das ideias
que usam durante o estudo desses conceitos (Moura, 1995). Também o estudo
sobre convergéncia realizado por Moura e Costa (1997), no ambito do projecto
AMECC (Aprendizagens em Matemdtica: um estudo sobre a construcio de con-
ceitos), confirma que os alunos olham para as sucessdes como objectos dinami-
cos e consequentemente, a correspondente nocao de convergéncia é represen-
tada por modelos dinimicos.

No projecto aqui apresentado por Contreras foram formuladas quatro hipo-
teses de trabalho, tendo por base experiéncias anteriores dos investigadores. A
primeira afirma que relativamente as situacoes de ensino, os livros de texto e os
alunos mostram umas concepg¢oes que podem, no geral, identificar-se com o
que o estudo historico determina sobre a noc¢do. A segunda refere que no trata-
mento didactico dos conceitos nos textos dirigidos aos alunos nao aparece uma
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sequenciacao adequada para provocar os actos de compreensao do aluno que o
permitam superar os obstaculos inerentes ao conceito e ao processo de transpo-
sicao didactica. Na terceira afirma-se que os alunos dos dois niveis educativos
nao mostram, em geral, uma evolucao na compreensao dos conceitos objectos
de estudo, enquanto ampliacio das suas concepc¢oes e superacao dos obstacu-
los, uma vez recebida a instrucio. Por Gltimo refere-se que as respostas erroneas
dos alunos nao acontecem por acaso, mas estao associadas a diferentes obstacu-
los inerentes aos conceitos e ao processo de transposicio didactica.

A amostra é formada por 30 alunos do Bachillerato-Logse, 30 alunos do 1°
ano da universidade e 10 livros de texto. Uma vez que acreditamos que as
concepgdes devem ser interpretadas no seu proprio contexto, parece-me bas-
tante relevante o estudo dos livros de texto, mas niao seria igualmente relevante
o perceber o tipo de ambiente de sala de aula que vai para além disso e que tem
a ver o tipo de organizacao da aula, com o tipo de tarefas propostas, e como é
feita a sua conducao pelos professores?

Na metodologia € afirmado que se segue fundamentalmente uma metodolo-
gia do tipo qualitativo interpretativo, mas como instrumentos de recolha de
dados indica-se um questionario escrito “para o estudo da evoluc¢ao das conce-
pcoes dos alunos” de itens com perguntas abertas e fechadas sobre as conce-
pcoes e obstaculos relativos aos conceitos objecto de estudo. Acrescenta-se
ainda que nos casos em que for preciso se realizarao entrevistas aos alunos que
permitam aprofundar as suas concepgoes.

Como ¢ referido por Moura (1995) para encontrar uma concep¢ao alternati-
va é necessdrio ter acesso as ideias dos alunos de virias maneiras. E crucial ter
em mente que o objectivo € tentar compreender como € que as concepcoes
funcionam para o aluno. Ponte (1992) afirma que o estudo das concepc¢des
depara-se com varios problemas metodolégicos. Um questionario, mesmo com
perguntas abertas, parece apenas servir para comecar a abordar o assunto. E
preciso recorrer a entrevistas, onde em vez de perguntas directas, se propdoem
tarefas, situacoes e questoes indirectas mas reveladoras que ajudem as conce-
pcoes a evidenciar-se (Ponte, 1992).
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RESUMEN

El proyecto de investigacion “Técnicas interactivas de tutorizacion y for-
macion” tiene dos objetivos generales: identificar modelos de interacciones
entre pares de estudiantes, y explorar y analizar los procesos comunicativos
entre tutores y estudiantes en situaciones de educacion a distancia. En ambos
casos, observamos la influencia de las interacciones en el desarrollo indivi-
dual del conocimiento matematico de los estudiantes y del conocimiento pro-
fesional del tutor. Analizamos casos concretos correspondientes al primer ob-
jetivo —identificacidn de interacciones entre pares de estudiantes—, y mos-
tramos las caracteristicas de dos de ellas: relanzamiento y cooperativas.

1. INTRODUCCION

El proyecto de investigacion «Técnicas interactivas de tutorizacion y for-
macion» (DGES, convocatoria 1996) comenzé a desarrollarse en la Universi-
dad Auténoma de Barcelona en el ano 1998 con una duracion prevista de dos
anos.

La elaboracion de este proyecto respondia a una doble motivacion por parte
de los miembros del grupo de investigacion DI del Departament de Didéctica de
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las Matematiques i les Ciéncies Experimentals (UAB) que estibamos investigan-
do en ese momento el papel de las interacciones, la comunicacion y las nuevas
tecnologias en la educacion matemdtica. En primer lugar, nos marcamos los
objetivos de identificar modelos generales de interacciones entre dos estudian-
tes de 16-17 anos en la resolucion de problemas de matematicas, y observar
hasta qué punto dichas interacciones influyen en su desarrollo individual del
conocimiento y de las habilidades heuristicas. Uno de los resultados de esta
primera fase fue la presentacion de la tesis de Cobo (1998), cuyas aportaciones
mas relevantes serdn el contenido de esta presentacion.

En segundo lugar, tenemos en la actualidad la preocupacion por encontrar
un modo de atencion al alumnado que por diversos motivos no puede acudir
fisicamente a su centro educativo y el compromiso de encontrar el modo de
asegurar la continuidad de su formacion (chicos y chicas hospitalizados o que
deben permanecer en sus casas por problemas de salud, deportistas de alto
rendimiento, etc.). De ahi, el interés por ampliar el proceso de investigacion que
veniamos realizando sobre la relacién de las nuevas tecnologias con los proce-
so0s comunicativos en la educacion matematica. En aquel momento la utilizacion
de Internet permitia que, desde la universidad, pudiésemos ofrecer una alterna-
tiva real para esos estudiantes, manteniendo contacto con ellos a través del
correo electréonico y de video-conferencias, al tiempo que continuar investigan-
do nuevas posibilidades de utilizacion de estas tecnologias. Ademas, el proyec-
to contemplaba la posibilidad de trabajo colaborativo con estudiantes en condi-
ciones normales de escolarizacion, que trabajaban parte del curriculum en con-
tacto con tutores de la universidad a través de Internet. Asi el segundo objetivo
general del proyecto de investigacion persigue “explorar y analizar los procesos
comunicativos que tienen lugar entre tutores y estudiantes en situaciones de
educacion a distancia y su influencia sobre el conocimiento matematico de los
alumnos y el conocimiento profesional del tutor”.

El entramado de enfoques y posibilidades de investigacion que retne este
proyecto fue atendido mediante la programacion de diversos subproyectos que
abarcan de manera operativa algunas de estas posibilidades y enfoques. Expon-
dremos en primer lugar cudles son, en general, las caracteristicas teodricas y
metodologicas que soportan las diversas investigaciones del proyecto global,
salvando los matices correspondientes que competen a cada uno de aquellos
proyectos mas pequenos, y continuaremos con una descripcion breve del traba-
jo realizado en cuatro de estos subproyectos.

La experiencia acumulada hasta este momento y la calidad de los resultados
obtenidos avalan la necesidad de continuar con este proyecto de investigacion,
que precisa adaptarse al ripido crecimiento de la tecnologia. Esto nos permitira
evaluar la utilidad de dicha tecnologia con fines educativos, especialmente en la
educacion matematica. Las aportaciones de esta segunda parte serin presenta-
das en futuros foros de investigacion.
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2. ENFOQUE TEORICO

Existe actualmente un amplio y fructifero debate en la comunidad interna-
cional de educacion matematica sobre los enfoques tedricos en las investigacio-
nes y su correspondiente epistemologia. Las diversas interpretaciones para las
investigaciones en educacion matemadtica, que provienen del constructivismo,
del enfoque socio historico o del interaccionismo, son continuamente compara-
das, enfrentadas o planteadas de modo complementario en discusiones que no
s6lo competen a la educacion matematica sino a la educacion en general (Sier-
pinska y Lerman, 1996). Todas estas consideraciones resultan esenciales para
dar forma a la investigacion en educacion matemdtica y lo que es ain mas
importante, para poder trasladar el resultado de estas investigaciones a la prac-
tica docente. Parece evidente, tal y como hemos introducido este proyecto, que
nuestros puntos de vista tedricos estin cercanos a los enfoques socioculturales
e interaccionistas, y asi es: de la teoria sociocultural, tomamos que el alumnado
y también el profesorado estan envueltos por la cultura y otras situaciones so-
ciales de tipo local que hacen que no tenga sentido hablar del individuo, o del
conocimiento si no es a través del contexto en el que se realiza la actividad. De
otro modo no podriamos comprender, por ejemplo, en qué medida es diferente
la situacion de un estudiante que esta hospitalizado, de la de un deportista de
alto rendimiento, o de la de un estudiante que trabaja en el aula. Ademads, una
de las principales consecuencias derivadas de la realizacion de este proyecto es
precisamente su efecto social sobre el alumnado: la atencion a los diversos
contextos de diversidad en el disefo de las investigaciones y el hecho de esta-
blecer una relacion entre el estudiante y alguien ajeno a su entorno habitual
familiar, educativo y/u hospitalario, hace que los objetivos que se alcanzan no
se refieran Gnicamente a las matemadticas, sino que tengan implicaciones que
van mas alla del contenido matematico.

Si del enfoque sociocultural recogemos el énfasis puesto en la atencion al
contexto, en el interaccionismo encontramos otros aportes que resultan espe-
cialmente interesantes para nuestro trabajo y para el desarrollo metodologico
que tendremos en cuenta mas adelante. Aunque el interaccionismo puede ser
considerado como un tipo de enfoque similar al sociocultural en lo que se
refiere a las fuentes y la ampliacion del propio conocimiento, lo que lo distingue
y se ve reflejado en nuestras investigaciones es que las interacciones (de mu-
chos tipos) no son entendidas exclusivamente como un medio para compren-
der el conocimiento, sino que son consideradas inseparables de su avance. Se
hace mucho hincapié, por lo tanto, en que el foco de estudio no es el individuo,
sino las interacciones que tienen lugar entre ellos.

En la educacion matematica, ambos enfoques tienen su origen principal-
mente en la psicologia cultural (Cole, 19906) y el interaccionismo (Bruner y Bor-
nstein, 1989). Los trabajos del propio Cole (op. cit.) y Bishop (1988) son espe-
cialmente importantes para considerar la idea de contexto y trabajo colaborati-
vo. En cuanto al interaccionismo, los trabajos de Cobb y Bauersfeld (1995) son
exponentes importantes de su adaptacion a la educacion matematica. De ellos

97



Jost M*. FOrTUNY - PEDRO COBO + LOURDES FIGUEIRAS

tomamos principalmente la idea de que el aprendizaje, particularmente en las
matematicas, no es exclusivamente el intento de que el estudiante se adapte a
las condiciones de su contexto cultural, sino que la construccion individual del
conocimiento tiene lugar en la interaccion con el resto de personas participantes
del contexto, al mismo tiempo que esa interaccion contribuye a la construccion
de la cultura. Por otra parte, Crook (1994) realiza una importante y util adapta-
cion de la psicologia cultural a la utilizacion de los ordenadores en el aula,
recogiendo muchas de las propuestas del interaccionismo.

En la discusion entre estas dos teorias y el complemento entre una y otra se
sitda precisamente el marco general de nuestro proyecto, que tiene variaciones
pequenas dependiendo de cada uno de los subproyectos que se estin llevando
a cabo.

Asi mismo, es importante entender que el contexto del aula no puede desli-
garse de ese otro contexto cultural en el que la tecnologia estd inmersa y de las
reacciones sociales ante la tecnologia. Estas consideraciones son las que nos
permiten interpretar determinadas reacciones del profesorado, de los padres, o
de los propios estudiantes hacia el uso de nuevas tecnologias (reparo ante su
utilizacion en las aulas, miedo del profesorado a perder protagonismo en la
actividad de instruccion, magnificacion de las posibilidades que ofrece, etc.). En
este sentido, uno de los principales aspectos que nos interesa tener en cuenta es
la consideracion de la tecnologia desde un punto de vista amplio, que permita
atender el contexto del aula de matematicas, cuando son introducidas, o la
viabilidad de su utilizacion para la educacion a distancia. Uno de los usos mas
habituales de los ordenadores en las aulas es el de soporte de aplicaciones que
facilitan la visualizacion y el tratamiento de los datos. Otro uso, sin embargo,
mucho mas novedoso y central en nuestras investigaciones, es el de soporte
para la comunicacion a distancia, bien a través de correo electronico o videocon-
ferencias.

Estas primeras consideraciones tedricas tienen una enorme cantidad de im-
plicaciones en el momento de elaborar un soporte para las investigaciones que
vamos llevando a cabo y justifican la necesidad de considerar proyectos mas
pequenos: nos encontraremos con situaciones de atencion a distancia, en las
que un Unico estudiante en condiciones especiales es atendido por una tutora;
otras en las que el grupo-clase trabaja desde su centro y se comunica a través de
un férum con su tutor; otras en las que los alumnos utilizan aplicaciones infor-
maticas compartidas con un tutor a través de videoconferencias, etc. Todas éstas
son situaciones que caben perfectamente en nuestro proyecto pero que preci-
san ser consideradas de manera diferenciada.

3. METODOLOGIA DE LA INVESTIGACION Y ANALISIS DE DATOS

Teniendo en cuenta los objetivos generales de nuestro proyecto y las refe-
rencias teodricas expuestas, desde las cuales interpretamos nuestras observacio-
nes, es claro que la metodologia de investigacion que elegimos presta atencion
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a los diferentes enfoques con los que los estudiantes acceden a los conocimien-
tos matematicos, y se sitia, evidentemente, en el amplio campo de los métodos
cualitativos. Como senalan Denzin y Norman, (1994) la eleccion de una deter-
minada técnica no puede considerarse por si sola como garantia de una investi-
gacion de tipo cualitativo. El tratamiento de los datos y la interpretacion desde
un enfoque u otro adquieren entonces un valor importante y en este sentido
existen matices que diferencian, dentro de nuestro proyecto, unas investigacio-
nes de otras. No todas emplean el mismo método debido a las circunstancias, el
diseno, y los participantes. No existen tampoco los mismo tipos de datos ni son
tratados igualmente. Esta riqueza de métodos y enfoques nos ofrece la posibili-
dad de ampliar y discutir las posibilidades de utilizacion de los nuevos medios
desde diferentes perspectivas. En general, podemos concluir que los datos son
obtenidos a través de:

e Observaciones de los investigadores e investigadoras recogidas en forma

de notas de campo.

e Entrevistas planificadas de acuerdo a diferentes niveles de estructuracion.

e Diferentes cuestionarios (mds o menos cerrados) en cuanto a la posibili-

dad de amplitud narrativa de la respuesta.

e Grabaciones en video de acciones de aula y videoconferencias.

e Trabajos de los alumnos.

El tratamiento y andlisis de los datos incorpora en general en las diversas
investigaciones la perspectiva del analisis del discurso, de acuerdo a la atencion
que desde nuestro enfoque tedrico se presta a las interacciones y al uso lingtiis-
tico contextualizado.

A continuacién presentamos un resumen de la investigacion que dio origen al
proyecto —identificacion de interacciones entre pares de estudiantes—, de la que
mostramos algunos resultados, y, de forma mucho mas breve, describimos otras
investigaciones que se estan desarrollando dentro del mismo proyecto —subpro-
yectos TIMAH, CAR, TELEMATCAR y CLAVIJO—, y que nos ofreceran una imagen
muy concreta de la accion de investigacion que venimos llevando a cabo.

4. SUBPROYECTO “IDENTIFICACION DE INTERACCIONES
ENTRE PARES DE ESTUDIANTES”

Los actuales movimientos de la reforma educativa ponen mucho énfasis en
el papel que desempena la interaccion social en el aprendizaje matematico de
los estudiantes. Esta tendencia estd de acuerdo con las ideas de Vygostki sobre
el hecho de que los procesos interpersonales son la base de los procesos intra-
personales. Siguiendo esta aproximacion y partiendo de la base de que a lo
largo del proceso de resolucion de un problema se pueden producir diferentes
formas de interactuar entre los alumnos que participan (Webb, 1989), plantea-
mos una investigacion que pretende analizar la naturaleza y calidad de las inte-
racciones que se producen en los procesos de resolucion de problemas de
matemdticas entre alumnos.
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Para estudiar la naturaleza de las interacciones profundizamos en los tipos
de intercambios que se producen y en la forma de combinarse durante el proce-
so de resolucion. Para ello tendremos en cuenta tres aspectos: las formas sintac-
ticas de las intervenciones —si son aserciones, preguntas, demandas de valida-
cion, respuestas, validaciones, respuestas de validacion—; el cardcter directivo o
de gestion de las intervenciones; y las relaciones (o encadenamientos) que hay
entre unas intervenciones y otras, en particular, las formas en que se producen
las transiciones entre ellas —si hay pausas, solapamientos o interrupciones—.
En cambio, para valorar la calidad de las interacciones, las relacionamos con las
estrategias que los alumnos utilizan en el transcurso de la resolucion del tipo de
problemas que proponemos.

Asi pues, esta investigacion pretende responder, entre otras, a las siguientes
preguntas: ;qué modelos generales de interacciones se producen entre dos estu-
diantes de 16-17 anos en la resoluciéon de problemas que comparan dreas de
superficies planas?, y shasta qué punto dichas interacciones influyen de forma
significativa en el desarrollo individual del conocimiento y de las habilidades
heuristicas en los procesos de resolucion de problemas?

4.1. ANALISIS DEL DISCURSO Y RESOLUCION DE PROBLEMAS

Para comprender el papel desarrollado por las interacciones entre iguales en
la promocion del conocimiento, necesitamos analizar y proporcionar informa-
cion sobre los mecanismos involucrados en la comunicacion de los alumnos.

En la resolucion de problemas, entendemos por andlisis del discurso el estu-
dio del uso de la lengua que se produce entre personas concretas que hablan,
con la intencion de encontrar estrategias y de generar conocimientos que con-
duzcan a resolver un problema.

La comunicacion en la resolucion de problemas tiene unas caracteristicas
especiales que la diferencian de otros tipos de conversaciones. En este estu-
dio, esas caracteristicas estan relacionadas con la resolucion de un tipo con-
creto de problemas geométricos, los que comparan dreas de superficies pla-
nas, y con el hecho de que la conversacion se mantiene entre dos interlocuto-
res. En este contexto, pretendemos aportar una forma nueva de identificar y
analizar las interacciones entre pares de alumnos, basada en la consideracion
de dos dimensiones fundamentales del analisis del discurso: la tematica y la
interlocutiva.

4.1.1. Dimension tematica

La dimension tematica del discurso en la resolucion de problemas esta rela-
cionada con la forma en que los alumnos contribuyen al desarrollo del proceso
de resolucion. En el andlisis de la construccion tematica diferenciamos tres uni-
dades, que, ordenadas de menor a mayor rango, son: la intervencion, el inter-
cambio y la interaccion.

Definimos la intervencion como la aportacion temdtica de un individuo al
desarrollo de lo que se habla y sobre lo que dara informacion o tomard posicion
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(Calsamiglia y Tuson, 1999). En el contexto en el que nos movemos, la aporta-
cion tematica que realiza cada alumno estd relacionada con los contenidos ma-
tematicos que utiliza en la resolucion de los problemas.

El intercambio es la unidad dialogal mas pequena. Lo definimos en términos
de accion-reaccion de la siguiente forma: la intervencion del locutor L1 produce
una reaccion en su interlocutor L2 si en la intervencion de L2 hay alguna refe-
rencia explicita (verbal o gestual) al contenido de la intervencion de L1 o a
alguno de sus elementos.

Un intercambio puede estar compuesto por dos intervenciones. En este caso,
a la primera la llamamos iniciativa (accién) y a la segunda, reactiva (reaccion).
Es posible que la intervencion iniciativa de un locutor no produzca reaccion en
su interlocutor. En este caso consideramos que el intercambio estd formado por
una sola intervencion. La estructura mas “normal” de un intercambio es la for-
mada por tres intervenciones (Roulet et al., 1987) en el siguiente orden: inter-
vencion iniciativa, reactiva y evaluativa.

Consideramos las interacciones como una sucesion de intercambios. En nuestro
caso, proponemos una delimitacion de las mismas basada en lo que llamamos
episodios sociales, que son periodos de tiempo en los que los estudiantes cul-
minan una fase del proceso seguido por un resolutor real, en el sentido de
Schoenfeld (1985); o interpretan o se benefician de una mayor comprension de
los conceptos y procedimientos involucrados en la resolucion de problemas,
gracias a su confrontacion; o incluso implementan un enfoque que les conduce
directamente a la solucion.

4.1.2. Dimension interlocutiva

La dimension interlocutiva del discurso es la mecanica de la comunicacion y
de los comportamientos comunicativos de cada interlocutor (Calsamiglia y Tu-
son, 1999).

Cuando nos referimos a la mecinica de la comunicacion queremos significar
el origen y la forma en que los interlocutores toman la palabra: si lo hacen por
iniciativa propia (autoseleccion), es decir, si no hay indicaciones implicitas ni
explicitas en la intervencion de un locutor que sugiera a su interlocutor tomar la
palabra; o si lo hacen como consecuencia de una solicitud de otros individuos
(heteroseleccion), es decir, si hay indicaciones explicitas (preguntas directas,
imperativos o aserciones seguidas de demandas de respuesta) por parte de un
locutor que sugieran a su interlocutor tomar la palabra.

4.2. IDENTIFICACION DE INTERCAMBIOS EN LA RESOLUCION DE PROBLEMAS

En el andlisis de los comportamientos (o papeles) comunicativos de los alum-
nos, y, por tanto, en el de las interacciones, integramos las dimensiones tematica
e interlocutiva del discurso, definiendo diferentes tipos de intercambios, en los
que tenemos en cuenta los contenidos matematicos de las intervenciones de
cada alumno, las formas sintacticas y las relaciones entre las diferentes interven-
ciones.
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De entre todos los tipos de intercambios que hemos identificado en nuestros
analisis (Cobo, 1998), mostramos a continuacion la definicion de algunos de ellos.

En un intercambio “cooperativo”; la intervenciéon de L2 modifica de alguna
forma el contenido de la intervenciéon de L1, ya sea: i) introduciendo alguna
informacion equivalente a la intervencion de L1, ii) aportando alguna informa-
cién nueva que complemente a la intervencion de L1, o iii) introduciendo en el
dialogo algin elemento nuevo.

En un intercambio del tipo “pregunta-respuesta”, L2 se limita a responder a
la pregunta efectuada por L1, cuyo contenido no hace referencia al de interven-
ciones anteriores.

En un intercambio del tipo “validacion-continuacién”, L2 se limita a validar el
contenido (o simplemente a repetir una parte del mismo con la intencion de
confirmarlo) de la intervencion de L1 y éste continda el discurso haciendo refe-
rencia a su ultima intervencion. Consideramos dentro de esta categoria los inter-
cambios en los que el alumno L1 afirma una proposicion y demanda validacion,
se produce la validacion por parte de 12, y L1 vuelve a hacer referencia a la
afirmacion de su intervencion anterior.

En un intercambio del tipo “aclaratorio”, L2 se limita a pedir explicacion (o
bien confirmacion) del contenido de la intervencion de L1 (o de alguno de sus
elementos) y L1 responde a dicha demanda.

En los dos ultimos intercambios que hemos definido, la continuacion del
discurso por parte de L1 se puede producir en términos de simple repeticion del
contenido de su primera intervencion, en cuyo caso tendriamos un intercambio
que llamamos repetitivo, o bien aportando alguna informacion equivalente, com-
plementaria, o introduciendo algin elemento nuevo; en este caso tendriamos
un intercambio que llamamos progresivo.

43 IDESCRIPCIONES DE LAS INTERACCIONES EN EL ENTORNO DE LA RESOLUCION
DE PROBLEMAS

Para conseguir los objetivos que nos proponemos analizamos un contexto
situacional en el que dos alumnas de Ensenanza Secundaria (16 anos) interac-
taan (hablan, escriben, hacen gestos...) para resolver problemas de matemati-
cas, en un tiempo de aproximadamente 25 minutos para cada problema, en
presencia de un observador que no interviene y de una cimara de video que
registra todo el proceso de resolucion. Las conversaciones de las alumnas son
registradas, transcritas y analizadas desde una perspectiva cualitativa.

En la obtencion de los datos orales, utilizamos el siguiente problema:

PROBLEMA DEL TRIANGULO
ABC es un triangulo cualquiera y D un punto del lado F

AB que divide a éste en dos segmentos que estan en pro- E
porcion 2 a 1. Si DE y DF son segmentos paralelos a los
lados AC y BC, respectivamente, ;qué relacion hay entre a D B
las areas de los triangulos DBE y FEC? Figura 1
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Para describir e interpretar detalladamente las interacciones, presentamos
datos orales correspondientes a un par de alumnas: Rosa y Anna, que han sido
elegidas de manera que formen una pareja heterogénea — difieren tanto en su
orientacion visual-algebraica como en su nivel académico—, para facilitar la
comunicacion entre ellas.

En esta presentacion describimos s6lo dos formas de interactuar de Rosa y
Anna, otras formas se pueden encontrar en Cobo (1998) y Cobo y Fortuny
(2000).

4.3.1. Modelo interactivo de relanzamiento del proceso de resolucion.
Episodio social de analisis/exploracion
En el inicio de la resolucion del problema del tridngulo, Rosa y Anna tratan
de comprender el enunciado del problema e interpretan la proporcion de los
segmentos AD y DE (Figuras 2 y 3).

Figura 2. Reproduccion de una de las figuras Figura 3. Figura final dibujada por Anna
de las alumnas (con letras anadidas) y redibujada por Rosa

El episodio de andlisis/exploracion comienza con la identificacion de la
igualdad de los tridngulos FDE y FEC (Figura 2). En el resto del episodio, obser-
vamos una forma de actuar de las alumnas que se repite tres veces consecutivas.
Cada una de estas formas de actuar consta a su vez de cuatro partes: la identifi-
cacion del objetivo del problema —llegar a relacionar las areas de los tridngulos
FEC y DBE—; el trabajo en paralelo con referencias gestuales a los elementos de
las figuras o con pausas largas (mds de 30 segundos); la introduccion de infor-
macion nueva, siempre relacionada con el trazado de paralelas a los lados de
los tridngulos; y la busqueda exploratoria de relaciones entre los tridngulos
obtenidos con la division de la figura original y entre los elementos lineales de
dicha figura.

Interpretamos que las alumnas, cuando no saben seguir, explicitan el objeti-
vo del problema con la finalidad de tener presente a donde quieren llegar
(intervenciones 26 y 27).

26. Anna: Relacion entre... [senala FEC y DBEI.

27. Rosa: Entre éste de aqui [FEC] y éste de aqui [DBE] <pausa(35)>

La referencia al objetivo marca el inicio de una situacion de bloqueo de la
que las alumnas tratan de salir reflexionando individualmente sin realizar nin-
gun gesto (pausa de la intervencion 27). Tras esa reflexion individual, las alum-
nas hacen aportaciones, siempre de la misma naturaleza: trazado de paralelas a
los lados del tridngulo (intervencion 28).
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28. Anna: [Traza por F una paralela a AB, Fig. 2. Si trazamos...[indica dicha
paralela en la Fig. 3]. Este [FME] es igual que éste [FLE], ;no?, seran iguales. Este
gue queda arriba [FLCI, ;no es igual que éste? [DBEI, no, ;0 si? Yo diria que si [se
va a la figura del enunciado y simula trazar la paralela a AB por FJ, no.

Esa aportacion de informacion les abre la perspectiva de la bisqueda de
relaciones entre los elementos de los nuevos tridngulos que se obtienen. En este
caso, esa busqueda de relaciones se centra en intentos de comparacion de los
tridngulos (FME y FLE, FLC y DBE, intervencion 28) y de los segmentos que
resultan (intervenciones 31 a 34).

31. Rosa: El trozo de aqui [DB] ;como seria con éste de aqui? [DE].

32. Anna: Yo diria que este trozo de aqui a aqui [AN] es igual que éste de aqui
[DEI, claro, porque son paralelas, una paralela... [indica DE y AC].

33. Rosa: Si, si, éste de aqui [DE] seria el mismo que éste de aqui [FL].

34. Anna: Yo diria que este trozo [FL] seria el mismo que éste [DBI, (no?, por-
que si partimos de aqui a aqui... [AN].

Esta sucesion de intervenciones se inicia con un intercambio pregunta-res-
puesta. En €l, Rosa pregunta sobre la relacion que hay entre los segmentos DB
y DE (intervencion 31), y Anna responde a dicha pregunta (intervencion 32),
aunque, en este caso, la intervencion de Anna no sea una respuesta directa a la
pregunta de Rosa, posiblemente porque no hay una relacion determinada entre
los segmentos DB y DE. El contenido de la pregunta de Rosa no hace referencia
al de la intervencion anterior de Anna —“Si que deberia de ser” (intervencion
30)—, en la que solo confirma la igualdad de los tridngulos FLC y DBE introdu-
cida por ella misma en la intervencién 28.

El papel comunicativo que asumen las alumnas en esta parte de bisqueda
de relaciones, tras la intervencion 28, empieza con un intercambio de valida-
cion-continuacion, iniciado por ellas mismas, al que sigue un didlogo coopera-
tivo (intercambios 31 a 35), que comienza con la pregunta de Rosa (interven-
cion 31). Ese didlogo cooperativo aporta informaciones que aparecen por pri-
mera vez en el proceso de resolucion, aunque alguna de ellas no sea correcta
(intervencion 33). La cooperacion degenera en una sucesion de dos intercam-
bios (intervenciones 35 a 39) en los que Rosa lleva la iniciativa y Anna se limita
simplemente a validar las afirmaciones, seguidas de demandas de validaciones,
de su companera.

35. Rosa: Porque si trazamos esta paralela [paralela a AB por F], este trozo
que nos queda aqui, éste de aqui [FME] es el mismo que éste de aqui [FLE], ;no?

36. Anna: Si.

37. Rosa: Y éste de aqui... [DBE], éste de aqui [MDE] y éste de aqui [FLC] son
iguales, ;no?

38. Anna: Si.

39. Rosa: Hemos de buscar la relacién entre éste [FEC] y éste [DBE].

Los dos intercambios dirigidos por Rosa acaban (intervencion 39) con la
identificacion del objetivo, lo que origina una nueva repeticion de la forma de
actuar que hemos descrito.

Como hemos dicho anteriormente, en este episodio las alumnas hacen tres
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aportaciones sobre el trazado estratégico de paralelas: Rosa, en una interven-
cién gestual, traza la paralela a AB por E. Esta es una nueva habilidad heuristica.

15. Rosa: [Traza por E una paralela a AB y senala los tridngulos MDE y DBE,
Fig. 2].

Anna traza la paralela a AB por F (intervencion 28) y Rosa vuelve a trazar la
paralela a AC por M (intervencion 41).

41. Rosa: Y éste de aqui, asi [traza el segmento LM y senala el tridngulo MEL]
es igual que éste [MDE], ;no?

Estas tres aportaciones tienen su origen en un trabajo en paralelo o reflexio-
nes individuales. Las relaciones entre los elementos de las figuras que obtienen
como consecuencia de dichas aportaciones contribuyen de forma definitiva a
obtener una solucion del problema.

La interaccion que hemos identificado en este episodio —a la que llamamos
de relanzamiento del proceso de resolucion— es una de las formas con que las
alumnas afrontan la bisqueda de nuevas relaciones entre los elementos de las
figuras. Rosa y Anna reproducen formas de actuar que se basan, esencialmente,
en: explicitaciones del objetivo, reflexiones individuales, tras las cuales suelen
introducir informaciones nuevas que son analizadas conjuntamente para gene-
rar nuevas informaciones.

4.3.2. Modelo de interaccion cooperativa. Episodio social de evaluacion local

Ambas alumnas mantienen un didlogo formado en su mayoria por intercam-
bios cooperativos (parte de ese didlogo lo mostramos en la Figura 4). En él,
ambas alumnas se suelen referir a los resultados obtenidos anteriormente con
frases que comienzan por: “Aqui hemos trazado...”, “hemos llegado a...”; etc.
Esa forma cooperativa de interactuar conecta, en un momento determinado
(intervencion 61), con la introduccion de informaciones nuevas.

En este didlogo cooperativo (Figura 4), las alumnas solicitan explicitamente
—mediante demandas de validacion— en dos ocasiones (intervenciones 54 y
55) la toma de palabra a su companera, y en otras tres (intervenciones 51, 52y
57) de una forma implicita —dejando las frases sin acabar—.

51. Rosa: [Pone letras en los vértices]. Aqui hemos trazado esta paralela
[paralela por E a ABJ, que pasa desde aqui...

52. Anna:  Hemos llegado a que éste... [MDE].

53. Rosa:  Este de aqui [MDE] es igual a éste [DBE].

54. Anna: Porque la misma distancia que hay de aqui a aqui [NA], hay de
aqui a aqui [DE], ;no?

55. Rosa:  Si, y el mismo &ngulo, éste [NAB] es éste de aqui [EDBI, ;ves?
56. Anna: Porque son paralelas, porque éstas dos son paralelas [EN y AD],
ésta [BE] y ésta [DM] son iguales.

57. Rosa:  Si, (...) entonces hemos dicho que si hacemos una paralela a ésta
[AB] que pase por...
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58. Anna:  Que pase por el punto F.

59.Rosa:  Por el punto F.

60. Anna: Y paralela a AB.

61. Rosa: (...), éste y éste [ME y LG] son iguales y éste y éste [DE y GE] son
igualesy la relacion de los angulos también [no especifica cuales], por tanto,
éste [DBE], éste [MDE] y éste [LEG] también son iguales, ;no?

Figura 4. Interaccion de Rosa y Anna en el episodio social de evaluacion
local de la resolucion del problema del tridngulo

La sucesion de intercambios cooperativos garantiza la igualdad de la contribucion
hecha por las dos alumnas al progreso del proceso de resolucion, porque cada
intervencion aporta alguna contribucion nueva o equivalente a la dltima (Figura 4).

Tenemos aqui un tipo de interaccion en el que las alumnas recurren a reproduc-
ciones de lo que han conseguido hasta ese momento, asumiendo por igual la res-
ponsabilidad en la continuacion del didlogo. Esta forma de actuar les sirve de tram-
polin para generar ideas nuevas. Estamos ante una interaccion formada mayoritaria-
mente por intercambios cooperativos a la que llamamos interaccion cooperativa.

5. INFLUENCIA DE LOS MODELOS INTERACTIVOS.
DISCUSION Y CONCLUSIONES

Analizamos y discutimos esta seccion desde un enfoque interaccionista si-
guiendo el punto de vista emergente de los resultados obtenidos por Yackel y
Cobb (1996), y Hershkowitz y Schwarz (1999), en los que se supone que la
interaccion social facilita el aprendizaje. Cuando pares de alumnos colaboran en
la resolucion de problemas, se generan una serie de cambios en el aprendizaje.
En nuestro caso, estos cambios u oportunidades, que expresamos en términos
de beneficios cognitivos, estin asociados a la posibilidad de mejora en los pro-
cesos argumentativos; a las habilidades heuristicas, normalmente trazado de
lineas rectas; a formas de enfocar los problemas; y a formas de generar nuevas
ideas dentro de los procesos de resolucion del problema.

En los siguientes pardgrafos analizamos la influencia de las interacciones,
descritas en la seccion 4, sobre el desarrollo cognitivo de las alumnas. En con-
creto, relacionamos las contribuciones tematicas y los procesos interlocutivos en
los que se generan tales contribuciones con los beneficios cognitivos de las
alumnas (ver Tabla D).

La realizacion de preguntas, que no se refieran explicitamente al contenido
de la intervencion anterior, dan una nueva orientacién al didlogo, siempre que
las informaciones nuevas que se introduzcan se conviertan en objeto de discu-
sién. Este es el caso que analizamos en el episodio de exploracion/anilisis de la
resolucion del problema del triangulo (ver Seccion 4.3.1). En él, Rosa y Anna
reproducen formas de interactuar que se basan, esencialmente, en identificacio-
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nes del objetivo, a las que siguen reflexiones individuales, tras las cuales suelen
introducir informaciones nuevas —generalmente en forma de preguntas—, que
son analizadas conjuntamente y que sirven para relanzar la busqueda de rela-
ciones entre los elementos de las figuras. A este modelo de interaccion le llama-
mos de relanzamiento del proceso de resolucion. Rosa y Anna llegan a desblo-
quear, de esa forma, el proceso de resolucion.

Las contribuciones temdticas en esta interaccion estin relacionadas con el
trazado de rectas paralelas a los lados del tridngulo, y con la bisqueda explora-
toria de igualdades entre los segmentos y tridngulos que resultan. En el primer
caso, se producen después de reflexiones individuales; en el segundo, en dialo-
gos cooperativos o dirigidos por una de las alumnas.

La relevancia del trazado de rectas paralelas a los lados del tridngulo significa
que las oportunidades de aprendizaje que se presentan en este episodio estan
asociadas a ese tipo de habilidades heuristicas asi como al enfoque geométrico
que tras ellas se genera.

La revision cooperativa de los resultados que las alumnas han obtenido pre-
viamente, genera nuevas ideas, lo que contribuye de forma positiva al desarro-
llo del proceso. Este es el caso de la actuacion de las alumnas en el episodio
social de evaluacion local de la resolucion del problema del tridngulo (ver Sec-
cion 4.3.2). Aqui los intercambios cooperativos estin formados por intervencio-
nes cuyos contenidos matematicos han aparecido ya en el proceso de resolu-
cion (y las alumnas simplemente los repiten). Ademas, ellas asumen papeles
comunicativos similares, puesto que sus intervenciones son aserciones, segui-
das en la mayoria de los casos por solicitudes (explicitas e implicitas) de conti-
nuacion del didlogo.

Creemos que todos las interacciones que hemos identificado pueden formar
parte del proceso de aprendizaje de las alumnas. A pesar de ello, la interaccion
cooperativa puede ser mds facil de asimilar, puesto que las contribuciones tematicas
nuevas se producen solo al final de ella y no durante la propia interaccion. Sin
desmerecer la importancia de este Gltimo tipo de interaccion cooperativa, creemos
que es muy util fomentar los didlogos cooperativos en los que cada alumna haga
contribuciones que no hayan aparecido previamente en el proceso de resolucion.

INTERACCION CONTRIBUCIONES TEMATICAS INTERCAMBIOS BENEFICIOS COGNITIVOS
Relanzamiento | Identificacion de la Reflexiones individuales Generaci6n de
igualdad de tridangulos. seguidas de enfoques geométricos.
Comparacion de segmentos. |  breves didlogos Oportunidad de mejora
Trazado de paralelas. (cooperativos 0 en la bisqueda de
Busqueda exploratoria guiados por una nuevas igualdades.
de igualdades de tridngulos. | de las dos alumnas). Habilidades

heuristicas (trazado
de rectas paralelas).

Cooperativa Revisiones de resultados En intercambios Oportunidad
previos. cooperativos. de aprender a
generar nuevas ideas.

Tabla I. Resumen de las interacciones identificadas y sus efectos sobre el aprendizaje de las alumnas.
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Las contribuciones de esta investigacion a la identificacion de las interaccio-
nes y a la evaluacion de la productividad en la resolucion de problemas son
consecuencia de tres decisiones que hemos tomado en el diseno de la investiga-
cion que presentamos: la agrupacion de los alumnos por parejas, la no interven-
cion del observador en el proceso de resolucion y la decision de haber sacado
las observaciones fuera del contexto de la clase. Por tanto, quedan abiertas a
nuevas investigaciones, entre otras, cuestiones como la adaptacion y ampliacion
del modelo de intercambios propuesto al caso de mas de dos alumnos y de
éstos con el profesor, y la identificacion de nuevas formas de interactuar en la
resolucion de problemas por parejas en otros contextos.

6. SUBPROYECTO TIMAH

Esta investigacion se dirige especificamente a la tutorizacion de estudiantes
de Ensenanza Secundaria Obligatoria en situacion de hospitalizacion o en sus
casas por causa de alguna enfermedad o indisposicion de larga duracion.
Trabajamos en concreto con alumnos que estidn en tratamientos oncoldgicos,
traumatologicos o de hemodiilisis. Desde la universidad contactamos con los
centros hospitalarios correspondientes, con el centro escolar y con la familia
del estudiante para disenar e implementar una unidad de contenidos con la
que pueda trabajar a través de Internet y comunicarse con un tutor que oriente
su trabajo.

Entre los objetivos de investigacion de este proyecto, destaca la atencion a
variables afectivas y del entorno que influyen en el aprendizaje del estudiante.

7. SUBPROYECTO TELEMATCAR

Esta investigacion se dirige especialmente a la atencion a alumnos del Centro
de Alto Rendimiento Deportivo de Sant Cugat (CAR) cuando estan en su institu-
to habitual, ubicado en las mismas instalaciones del CAR. Los alumnos que han
elegido la asignatura de estadistica como asignatura optativa llevan a cabo parte
de sus actividades y ejercicios utilizando la hoja de calculo MSExcel, pero no es
su profesor habitual el que trabaja con esta herramienta, sino un tutor en la
universidad, con quien se conectan a través de videoconferencia.

El principal objetivo de la investigacion es la utilizacion de aplicaciones ti-
les para visualizar o facilitar cilculos matematicos cuando son compartidas en
situaciones de educacion a distancia.

Estos estudiantes, debido a sus especiales condiciones de deportistas, han
de pasar una gran parte del periodo escolar fuera del aula. Llegar a familiarizar-
se con este tipo de tecnologias favorece que, en el momento de realizar una
estancia en otro lugar, sea posible mantener contactos a distancia con ellos a
través de estos dispositivos sin que sea necesario una preparacion previa por lo
que se refiere a la utilizacion de la tecnologia.
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8. SUBPROYECTO CAR DE TUTORIA A DISTANCIA

En este caso la atencion que se presta al estudiante del CAR es individual,
durante el tiempo que permanece fuera del centro escolar. El contenido curricu-
lar que el alumno hubiera de atender durante ese periodo de tiempo en el
instituto habitual es adaptado y “colgado” en Internet para que pueda acceder a
él. Uno de los investigadores en la universidad actda como tutor durante todo el
periodo, modificando y adaptando el diseno de la tutoria segin requieran las
circunstancias técnicas o de adaptacion del estudiante a la nueva situacion.

El objetivo principal de esta investigacion es conocer como se crea la rela-
cion entre un estudiante y un tutor cuando estan en una situacion de ensenanza
a distancia, y las caracteristicas que la diferencian de lo que sucede en una clase
presencial.

9. SUBPROYECTO CLAVIJO

Esta investigacion se lleva a cabo con alumnos de Ensenanza Secundaria
Obligatoria que trabajan en su centro habitual con el programa interactivo de
geometria CABRI. Discuten a través de un foro electronico el modo en el que
van trabajando y son tutorizados y orientados por un tutor, también en la uni-
versidad, al que no conocen.

El objetivo de este proyecto es analizar la utilizacion de este programa para
el aprendizaje de la geometria y la visualizacion en situaciones de colaboracion
a distancia.
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COMENTARIO A “DESARROLLO DE TECNICAS INTERACTIVAS DE
TUTORIZACION Y FORMACION. APLICACION A SITUACIONES
ESPECIALES DE EDUCACION MATEMATICA”

LURDES SERRAZINA
Escola Superior de Educacéo de Lisboa

1. INTRODUCAO

Os autores comecam por apresentar 0 projecto de investigacao “Técnicas
interactivas de tutorizacion y formacion” que tém vindo a desenvolver na Uni-
versidade de Barcelona desde 1998.

Justificam a sua motivacao pelo projecto e definem como primeiro objectivo
responder entre outras as seguintes questoes: Que modelos gerais de intera-
ccoOes matematicas se produzem entre os alunos de 16-17 anos na resolucao de
problemas que comparam 4dreas de superficies planas?, e Até que ponto as ditas
interaccoes tém influéncia de forma significativa no desenvolvimento individual
do conhecimento e das capacidades heuristicas nos processos de resolucao de
problemas? Referem que desta primeira parte do projecto ja resultou a apresen-
tacao da tese de P. Cobo (Cobo, 1998).

Neste momento os autores afirmam-se por um lado, preocupados por en-
contrar um modo de dar atencao aqueles alunos que, por diversos motivos
(doenca, atletas de alta competicao, etc.), nao se possam deslocar fisicamente
aos centros educativos, por outro manifestam interesse em ampliar a investi-
gacao que tém vindo a realizar sobre a aplicacio da tecnologia na comunicacio
em educaciao matematica. Esta contemplava a utilizacao da Internet, onde, atra-
vés do correio electronico, alunos em condicoes normais de escolarizacio, co-
municavam com os seus tutores na universidade (Fortuny et al, 2000). Assim, é
apresentado como segundo objectivo do projecto: “explorar e analisar os pro-
cessos comunicativos que tém lugar entre tutores e alunos em situacoes de
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educacao a distincia e a sua influéncia sobre o conhecimento matematico dos
alunos e o conhecimento profissional do tutor”. Consideram ainda diversas si-
tuacoes de comunicacio a distincia que, na sua perspectiva, cabem perfeita-
mente neste projecto, mas que devem ser tratadas de modo diferenciado. O
projecto € composto por varios subprojectos dos quais € apresentada uma curta
descricio das intencdes de cada um.

O texto apresenta depois o “Enfoque tedrico” que, de acordo com os seus
autores, se situa na discussao entre a psicologia cultural (Cole, 1996) e o interac-
cionismo (Bruner y Bornstein, 1989). Referem a ideia de contexto e trabalho
colaborativo, retiradas de Cole (1996) e Bishop (1988). Dizem retirar dos trabal-
hos de Cobb (Cobb, 1995; Cobb e Bauersfeld, 1995) a ideia de que a aprendi-
zagem, particularmente na Matematica, nio € exclusivamente a intencao de que
o aluno se adapte as condicoes do seu contexto cultural, mas que a constru¢cao
individual do conhecimento tem lugar na interac¢ao com o resto das pessoas
participantes do contexto a0 mesmo tempo que essa interaccao contribui para a
construcao da cultura.

Afirmam estarem interessados no papel da tecnologia no sentido amplo, que
permita atender ao contexto da aula de Matematica onde sao introduzidas ou 2
viabilidade da sua utilizacao para a educacio a distancia. Consideram que de-
vem dar especial atencao a comunicac¢ao a distincia quando: um unico aluno
em condicoes especiais € atendido por um tutor; quando uma turma trabalha a
partir do seu centro e comunica através de um forum com o seu tutor; outras em
que os alunos utilizam aplicacoes informaticas partilhadas com um tutor através
de video-conferéncias.

Esta problematica parece muito interessante e muito actual e pode conduzir a
um debate, pleno de actualidade, sobre o papel da tecnologia, da escola e do
professor na aprendizagem da Matematica. Por exemplo, serd que as questoes
que se colocam quando se utiliza a comunicacio através de correio electronico,
fazendo uso essencialmente da escrita, sio as mesmas que se colocam quando
essa comunicacio ¢ feita através de video-conferéncia, em que ¢é utilizada a orali-
dade? Ou, qual a relacdo, se alguma, entre as interaccoes que se estabelecem
quando dois alunos estio a resolver problemas em frente ao computador, deba-
tendo entre si o processo de resolucio e um aluno que estd sozinho (em casa, no
hospital ou no centro de estdgio) a tentar resolver o mesmo problema e que
apenas pode comunicar com o professor ou o tutor via correio electronico?

E depois apresentada a “Metodologia de Investigacio e anilise de dados”,
que incluem no amplo campo dos métodos qualitativos, com os dados recolhi-
dos através de uma variedade de processos, sendo dito que os enfoques serao
diferentes de acordo com as caracteristicas especificas de cada subprojecto. A
andlise dos dados incorpora uma perspectiva de andlise de discurso, uma vez
que, de acordo com o enquadramento tedrico, se presta atenciao especial as
interaccoes e ao uso linguistico contextualizado.

Grande parte do texto é ocupada com a apresentacao do estudo “Identifi-
cacao de interaccoes entre pares de alunos e influéncia no seu desenvolvimento
cognitivo”. O texto termina com a apresentacao sumdria de quatro subprojectos:
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TIMAH, TELEMATCAR, CAR E CLAVIJO, onde é feita apenas uma breve des-
cricao de cada um, indicando os seus objectivos gerais. Todos eles parecem
muito interessantes e podem fornecer respostas a necessidades reais dos alunos.

Vou agora focalizar este comentdrio no projecto “Identificacio de intera-
ccoes entre pares de alunos e influéncia no desenvolvimento cognitivo”.

2. IDENTIFICACAO DE INTERACCOES ENTRE PARES DE ALUNOS
E INFLUENCIA NO SEU DESENVOLVIMENTO COGNITIVO

A apresentacao deste estudo esta dividida em cinco secgoes:

Introduccion

Anilisis del discurso y resolucion de problemas

Identificacion de intercambios en la resolucion de problemas

Entorno de resolucion de problemas y descripciones de las interacciones
Influencia de los modelos interactivos, discusion y conclusiones

Na introducao € apresentado o objectivo deste estudo, procurando integra-lo
nos movimentos actuais de reforma educativa, que destacam o papel desem-
penhado pela interaccao social na aprendizagem matematica dos alunos. Assim,
¢ apresentado como objectivo do estudo: analisar a natureza e qualidade das
interaccoes que se produzem e a forma como se combinam durante o processo
de resolucio de problemas de matemadtica entre alunos. Para isso os autores
aprofundaram os tipos de intercimbios que sdo produzidos e a forma como se
combinam durante o processo de resolucao, tendo em conta trés aspectos: as
formas sintdcticas das intervencoes — se sao assercoes, perguntas, pedidos de
validacio, respostas, validacoes, respostas de validacao; o cardcter directivo ou
de gestao das intervencoes; e as relacoes (ou encadeamentos) que ha entre
umas intervengoes e outras. Para os autores este estudo pretende responder ao
primeiro objectivo geral do projecto e as duas primeiras questdes enunciadas.

No ponto 2 € afirmado que na resolucio de problemas entendem por analise
de discurso o estudo do uso da lingua que se produz entre pessoas concretas
que falam, com a intencao de encontrar estratégias e de gerar conhecimentos
que levam a resolver um problema. A comunicacio na resolucio de problemas
tem caracteristicas especiais, que a diferenciam de outros tipos de conversacoes,
estando neste estudo relacionada com um tipo concreto de problemas geomé-
tricos, que comparam areas de superficies planas e, segundo os autores, numa
forma nova de identificar e analisar as interac¢oes entre pares de alunos, basea-
da na consideracao de duas direccoes fundamentais da andlise do discurso: a
tematica e a interlocutiva.

Embora seja um estudo que tem por base as interaccoes sociais, as intera-
ccoes entre pares sao analisadas apenas na perspectiva da analise de discurso, o
que deixa de fora muita da riqueza das interaccdoes que se prendem com o
contexto em que se desenvolvem. Por outro lado a situacdo analisada ¢ de um
par de alunas num contexto extra sala de aula, o que deixa de fora, por exem-
plo, o papel do professor.

S N
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Também em Portugal se tem vindo a desenvolver algum trabalho sobre inte-
raccoes sociais e aprendizagem da Matemadtica. Este foi mesmo o tema do En-
contro de Investigacao em Educacio Matematica promovido pela Seccao de
Educacao Matematica da Sociedade Portuguesa de Ciéncias de Educacio, em
1999. Entre os diversos estudos comeco por referir o que tem vindo a ser desen-
volvido pelo grupo liderado por Margarida César (César, 2000a, 2000b), desde
ha alguns anos: um projecto de investigacio em que procuram analisar o papel
das interaccdes sociais nos desempenhos de Matematica dos alunos (do 6° ao
12° anos de escolaridade). César identifica como importantes no desempenho
matemadtico dos alunos, para além das tarefas, factores como as instrucoes de
trabalho, o estatuto dos pares, ou o estatuto de quem apresenta a tarefa.

Os resultados dos estudos que tem desenvolvido levam-na a afirmar que:

As interaccgdes entre pares revelaram potencialidades superiores as que
inicialmente se previam: nao so se observam progressos para os alunos
que interagem com um par mais competente (colega ou professor), mas
também o par mais competente surge beneficiado pelo facto de interagir
com 0 par menos competente, pois 0 proprio processo interactivo permite
uma co-construgao de saberes (César, 2000a, p.7).

Também Margarida Rodrigues (Rodrigues, 1997), num estudo que desenvol-
veu, em que um dos objectivos era caracterizar a forma como os alunos do 8°
ano aprendem Matematica (mais precisamente Geometria), num contexto esco-
lar, utilizando o computador como instrumento mediador, chegou a0 mesmo
tipo de conclusdes. Rodrigues afirma que os alunos que nos subgrupos manifes-
taram um nivel de competéncia superior, também progridem por interaccao
com os seus colegas de grupo, uma vez que clarificam as suas ideias através
quer do confronto com os colegas, quer pela explicitacio das suas ideias.

Quanto a natureza das tarefas, César (2000 ) afirma que € quando os alunos
trabalham em diade em tarefas ‘nao-habituais’ que mais progridem nos desem-
penhos matematicos, na implementacio de uma auto-estima positiva e na adop-
cao de atitudes positivas face a matemdtica. Mas para César a natureza das
tarefas nao pode ser vista desligada das instrucdes de trabalho que sio dadas
aos alunos. Assim “um instrumento e uma tarefa valem consoante o modo como
se utilizam, o clima de sala de aula que existe, o contrato didactico que rege
aquela relacdo didactica” (p. 33). Mas para criar um ambiente de sala de aula em
que os alunos se sintam suficientemente confiantes e estimulados, é necessario
alterar o contrato didactico, nomeadamente explicitando algumas regras, no-
meadamente, os alunos devem ajudar-se mutuamente, devem formular conjec-
turas e testd-las, devem saber explicar aos colegas o que pensaram e como
resolveram as tarefas que lhe foram propostas, devem pdr questdes aos colegas
que estao a explicar as resolucdes que fizeram sempre que niao as tenham
percebido. Neste novo contrato didactico responder ao acaso, s6 para ver se
acertam, jd ndo compensa pois ¢ sempre necessario explicar como se pensou.
Assim, o que muda em termos de regras explicitas e implicitas ¢ fundamental
para explicar as mudancas de atitude dos alunos face a2 Matematica.

114



COMENTARIO A “DESARROLLO DE TECNICAS INTERACTIVAS DE TUTORIZACION Y FORMACION...

Segundo Margarida César (2000a) mudar o contrato diddctico constitui tam-
bém um desafio para o professor. O professor passa de um expositor do saber a
um orientador de alunos que constroem o seu saber através das actividades que
ele lhes propoe, das questoes pertinentes que lhes coloca, dos desafios que lhes
lanca. E necessirio que o professor conheca muito melhor as potencialidades dos
seus alunos para ser capaz de trabalhar na zona de desenvolvimento proximal
(Vygotsky, 1978) de cada um deles, actualizando as potencialidades que pos-
suem. Assim s6 aparentemente o papel do professor se torna menos relevante.

Para esta autora “a interaccao entre pares favorece a acomodacio, pelo que
os beneficios que dela resultam para os alunos siao estiveis no tempo ou seja,
niao se perdem quando eles voltam a trabalhar individualmente, nem quando
sao confrontados com tarefas do mesmo tipo passado algum tempo” (p. 33-34).
Uma vez que nao se aprende no vazio social e os saberes sao contextualizados,
o papel do professor e dos alunos torna-se muito mais complexo e multifaceta-
do. César afirma ainda, que o seu estudo veio de algum modo confirmar o ja
obtido em outros estudos, quando, para além das sessdes com interac¢ao era
implementada uma discussao geral final, os resultados obtidos eram mais acen-
tuados do que se essa mesma discussao no tivesse existido. Esta ideia também
¢ defendida por Sierspinka (1994) quando afirma que:

Acredita-se usualmente que as actividades comunicativas alargam a
compreensdo dos alunos. Os alunos parecem compreender melhor se tra-
balham em grupos, participam em discussdes, onde t&ém de verbalizar as
suas compreensdes, onde as suas compreensdes séo confrontadas com
outras compreensodes de outros alunos e onde, ao defenderem os seus pon-
tos de vista, tém de se envolver em validagoes e justifica¢Bes que os fazem
ver melhor se as suas compreensdes séo consistentes e fazem sentido (p.66).

No trabalho descrito por Cobo e Fortuny as duas alunas foram observadas
fora do contexto de sala de aula, sem interferéncia de qualquer adulto (profes-
sor ou observador), a sua actuacio € registada através de uma cimara de video.
Nizo é explicito qual o contrato didactico estabelecido, nem qual o contexto em
que a tarefa foi proposta as duas alunas nem € claro como estas a consideraram
e qual a sua atitude perante a Matemdtica e a sua aprendizagem. No entanto, os
resultados do estudo estio de acordo com os obtidos por Rodrigues (1997) que
conclui que os alunos progridem e aprendem em interaccao social quer quando
recebem um suporte dos outros, quer quando nio recebem qualquer suporte
(uma vez que pelo facto de interagirem uns com os outros, clarificam as suas
proprias ideias). Um outro aspecto que nao é referido por Fortuny e Cobo sio
os critérios de constituicio do par para interagir. César (2000a) refere-se a ne-
cessidade de haver critérios para a constituicio dos pares, pois para que esta
forma de trabalho resulte € necessario que as interaccodes entre pares facilitem o
aparecimento de conflito socio-cognitivo e que os dois elementos da diade
consigam trabalhar na zona proximal de desenvolvimento um do outro.

Como ja foi referido, a relacio entre o estudo descrito, que € claramente o
estudo da interacciao entre duas alunas quando tentam resolver problemas de
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geometria e 0s outros projectos enunciados por Cobo e Fortuny, que usam a
comunicacdo a distdncia, parece estar relacionada com o facto de a interac¢cao
estudada estar focalizada na comunicacao/andlise discursiva. Nao € descrito que
tipo de organizacdo estd prevista, nem qual a interaccao a estabelecer com
outros colegas, professores ou tutores, o que torna dificil qualquer consideracao
mais detalhada sobre os subprojectos enunciados.
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ALGUNAS INVESTIGACIONES SOBRE LA
ENSENANZA DE LOS NUMEROS NEGATIVOS

Avicia BrRuno
Universidad de La Laguna

RESUMEN

En esta exposicidn se ofrece inicialmente una sintesis de las principales
investigaciones realizadas sobre Pensamiento Numeérico y Algebraico en
la Universidad de La Laguna, y, posteriormente, se presentan dos investi-
gaciones realizadas sobre la ensefianza-aprendizaje de los nimeros ne-
gativos. Estas Ultimas investigaciones han abarcado diferentes objetivos,
de los que se enfatizaran los resultados sobre la resolucién de problemas
aditivos, en concreto los procedimientos de resolucion de los problemas
por parte de estudiantes de secundaria y el estudio de dos métodos de
ensefianza de estos problemas.

1. INVESTIGACIONES EN PENSAMIENTO NUMERICO Y ALGE-
BRAICO EN LA UNIVERSIDAD DE LA LAGUNA (AREA DE DI-
DACTICA DE LAS MATEMATICAS)

En Universidad de La Laguna se han desarrollado distintas investigaciones
relacionadas con el Pensamiento Numérico y Algebraico: resolucion de proble-
mas aritméticos verbales, adquisicion del lenguaje algebraico, resolucion de pro-
blemas mal definidos, procesos de generalizacion y nimeros negativos. Estas
investigaciones han culminado, o culminarin en breve, en tesis doctorales. A
continuacién comentamos brevemente cada una de ellas, excepto la Gltima, que
corresponde a la segunda parte de esta exposicion.

La investigacion sobre la resolucion de problemas aritméticos verbales, desa-
rrollada por la profesora J. Hernandez, bajo la direccion de M. Socas, ha tenido
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como objetivo el andlisis de las habilidades de alumnos de primaria en la reso-
lucion de problemas aritméticos verbales, cuando son instruidos en un modelo
de competencias que usa dos sistemas de representacion yuxtapuestos. Ade-
mas, se han estudiado las actitudes que tienen los alumnos hacia las Matemati-
cas y hacia la resolucion de problemas, estudiando también la implicacion del
profesorado en la instruccion y en la propia investigacion. Los resultados de esta
investigacion se recogen en la tesis doctoral de Hernandez (1997).

La adquisicién del lenguaje algebraico y la deteccion de errores comunes
cometidos en Algebra por alumnos de 12 a 14 afios constituye la tesis de la
profesora M. Palarea (1999), dirigida por M. Socas. Sehalamos sus objetivos
principales: estudio de las habilidades cognitivas de caracter operacional y de
caracter conceptual mas relevantes del pensamiento algebraico, con alumnos de
12 a 14 anos; estudio del uso y comprension de los registros y sistemas de
representacion autosuficientes; elaboracion de un test que considere todos los
elementos implicados en el transito desde el pensamiento aritmético al algebrai-
co desde una propuesta curricular “global”; estudio de aspectos afectivos de los
alumnos con relacién a las Matemiticas en general y al Algebra en particular;
estudio y organizacion de dificultades, obsticulos y errores que se dan en el
lenguaje algebraico; elaboracion de una propuesta curricular que facilite el ini-
cio del aprendizaje del Algebra.

La resolucién de problemas mal definidos (problemas en los que sobran o
faltan datos) es la investigacion en la que trabaja A. Noda (bajo la direccion de J.
Hernandez y M. Socas), y corresponde al desarrollo del proyecto de su tesis
doctoral. La intencion principal de este trabajo es construir un modelo de compe-
tencia formal para problemas de encontrar, bien y mal definidos, que permita
analizar los comportamientos de los resolutores en la fase de “preparacion”; es
decir, estudiar como identifican los resolutores las situaciones problema en térmi-
nos de bien y mal definidos, cémo las caracterizan, como establecen relaciones
entre los datos y el objetivo en este tipo de situaciones, etc., con el objetivo de ver
la existencia, o no, de comportamientos regulares (invariantes) de los resolutores.
Ademas, se estudian las justificaciones que utilizan los alumnos para validar o
refutar un problema de encontrar, bien o mal definido (Noda et al., 1999).

El profesor J.A. Garcia Cruz (1998) realizo su tesis doctoral sobre procesos de
generalizacion desarrollados por alumnos de secundaria en problemas de ge-
neralizacion lineal (bajo la direccion de A. Martinén). Los aspectos que han
tratado en su investigacion son los siguientes: acciones y esquemas de la accion
mediadores del proceso; invariantes establecidos por los alumnos; caracteriza-
cion de la nocion de estrategia empleada, asi como sus particularidades: visual,
numérica y mixta; una primera aproximacion al esquema de descomposicion
genética de la estructura conceptual de pauta lineal; caracterizacion de los tres
niveles constituyentes; modos de argumentar sobre soluciones a problemas de
generalizacion lineal empleados por los alumnos; descripcion de un proceso de
ensenanza basado en el uso de normas sociales y sociomatemadticas de interac-
cion en el aula; y, por Gltimo, sugerencias para el tratamiento en clase del tema,
asi como de pautas cuadraticas.
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2. ALGUNAS INVESTIGACIONES SOBRE LA
ENSENANZA-APRENDIZAJE DE LOS NUMEROS NEGATIVOS

Presentamos ahora dos investigaciones que tienen como nucleo comun la
ensenanza—aprendizaje de los nimeros negativos. No se hablard de una Gnica
metodologia, aunque las investigaciones tienen, evidentemente, antecedentes
comunes. La primera investigacion forma parte de la tesis doctoral La ensefian-
za de los numeros negativos desde una perspectiva unitaria (Bruno, 1997); la
segunda investigacion trata sobre métodos de ensefnanza de la resolucion de
problemas aditivos con nimeros negativos.

2.1 LoS NUMEROS NEGATIVOS DESDE UNA PERSPECTIVA UNITARIA

En el momento de iniciar nuestra investigacion sobre la ensefanza—aprendi-
zaje de los nimeros negativos, hace aproximadamente diez anos, los trabajos
que encontramos publicados sobre el tema respondian a intereses distintos. Sin
hacer una clasificacion exhaustiva, se puede decir que un amplio grupo de
publicaciones mostraban modelos (muchos de ellos grificos o manipulativos)
en los que apoyarse para ayudar a los estudiantes a comprender las reglas
operatorias de los nimeros negativos. Algunos de estos trabajos, estaban acom-
panados de estudios empiricos en los que se contrastaba la efectividad de algu-
nos modelos (Liebeck, 1990; Lytle, 1994). Otro grupo de investigaciones tenia
un corte historico—epistemologico (Glaeser, 1981; Schubring, 1986). Y un tercer
grupo informa sobre cémo estudiantes de primaria y secundaria resuelven pro-
blemas aditivos con nimeros negativos, entre los que destacamos los de Bell
(1986), Vergnaud y Durand (1976) y Vergnaud (1982).

A partir del primer andlisis de estos trabajos concluimos que la mayoria de
ellos se refieren a la introduccion de Z, es decir, se preocupan de la extension
de los nimeros enteros no negativos Z, al sistema de los enteros Z. Ademds, con
el fin de hacer esta extension mas comprensiva, se propone recurrir a modelos
en los que apoyar la ensenanza, que en general son validos para Z, pero no
para otra clase de nimeros.

Dado que muchos estudiantes manifiestan un conocimiento no integrado de
los distintos sistemas numéricos (Robinet, 1986), nos planteamos la necesidad
de contemplar la ensenanza de los nimeros negativos integrada en un tnico
conocimiento numérico, lo que hemos denominado perspectiva unitaria del
conocimiento numérico y que se explica brevemente en el apartado siguiente.

2.1.1 Una perspectiva unitaria

Planteamos que la ensehanza de los nimeros debe contemplarse dentro de
un marco que denominamos perspectiva unitaria del conocimiento numérico.
La idea es que lo que se aprende acerca de los nimeros a lo largo de la escola-
ridad debe ir conformando un tGnico conocimiento numérico, que debe tener
un hilo conductor que lo unifique, de forma que los alumnos realicen las exten-
siones de los conjuntos numéricos, integrando y conectando el nuevo conoci-
miento con lo que ya conocen sobre los nimeros. Ello implica que la ensenanza
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debe poner énfasis en ciertos elementos que ayuden a esta unificacion. Asi, se
hace necesario utilizar situaciones numéricas, representaciones graficas, mode-
los, propiedades numéricas, etc., que permitan a los alumnos establecer las
conexiones entre las distintas clases de ndmeros.

Alrededor del concepto de nimero hay un conjunto de ideas que tienen
distintas manifestaciones: lo operativo y abstracto, las situaciones concretas y las
representaciones graficas, entre las que existen multiples relaciones. La nocion
de campo conceptual (Vergnaud, 1990) nos resulté ttil como marco en el que
explicar estas ideas. Se entiende como campo conceptual al conjunto formado
por las situaciones que se corresponden con una idea, asi como por los concep-
tos y teoremas que permiten analizar estas situaciones como tareas matematicas.
Asi, Vergnaud habla de campo conceptual aditivo o campo conceptual multipli-
cativo. Sin embargo, el conocimiento numérico es mas amplio, en cierta forma
se sitia en el campo conceptual numérico (Gonzalez, 1995).

Para reflexionar sobre los elementos del campo conceptual que rodean al
concepto de nimero, distinguimos entre tres dimensiones del conocimiento
numérico (ideas adaptadas de los trabajos de Sasaki, 1993 y Peled, 1981). (1) La
dimension abstracta (conocimientos referidos a los sistemas numéricos como
estructuras matematicas y a las formas de escritura de los nimeros); (2) la di-
mension de recta (representacion de los ndmeros sobre una recta, basada en la
identificacion de los ndmeros reales con los puntos de la recta y con vectores en
la misma); (3) la dimension contextual (aplicaciones, situaciones concretas en
las que se usan los nimeros). El conocimiento numérico abarca, no sélo lo
relativo a cada una de las tres dimensiones, sino también a las transferencias
entre ellas.

El inicio del aprendizaje numérico se produce en el sistema de los nimeros
enteros no negativos y concluye con el de los nimeros reales. Varios son los
caminos posibles a recorrer; es decir, varias son las secuencias de extensiones
que podrian realizarse:

Zy + Ry

l l

z— Q—* R

Pensamos que seguir secuencias de extensiones que avancen hacia R sin
retrocesos facilita el conseguir una perspectiva unitaria del conocimiento numé-
rico. Ademas, en el momento de realizar las ampliaciones numéricas se debe
enfatizar los aspectos que son comunes a los distintos sistemas numéricos, y ello
en cada dimension, ya que contribuiria a configurar una visién unitaria de los
ndmeros.

La incorporacion de los nimeros negativos supone dar un paso en las
secuencias de extensiones que puede hacerse de Z a Z, de Q, a Q, o de R, a
R. En la dimension abstracta, lo mas relevante de esta extension es que en el
sistema ampliado todo nimero a tiene un opuesto -a, de modo quea—b =a
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+ (-b) y a+ b =a- (b)), es decir, las nociones de suma y resta se identifican
mediante el uso de la nocién de opuesto de un nimero: restar b es sumar —b,
el opuesto de b.

En la dimension de recta esta ampliacion tiene un significado simple: los
nimeros conocidos (los positivos) se representan a la derecha del 0 y los nue-
vos ndmeros son sus simétricos respecto de 0 a la izquierda.

En la dimension contextual se producen las mayores dificultades. Las ideas
de suma y resta en los nimeros positivos tienen significados contrarios: sumar
es anadir, unir..., mientras que restar es quitar, separar... Con los negativos de-
ben identificarse tales significados, de modo que sumar y restar se correspon-
dan con la misma idea. Es por ello que la resolucion de problemas aditivos
juega un papel fundamental en la ensenanza en el momento de realizar la
extension.

Al comenzar la investigacion no encontramos ningtn antecedente que anali-
zase la posibilidad de realizar secuencias de ensefanza que “avancen hacia R”.
Con respecto al uso de la recta, las investigaciones realizadas con nimeros
positivos indicaban algunas dificultades que tenian los alumnos para represen-
tar operaciones aditivas abstractas. También algunas investigaciones la estudia-
ban como modelo para introducir los nimeros negativos, sin embargo, no en-
contramos trabajos que analizaran su papel en la ensenanza de los negativos
relacionandola con las otras dimensiones. En cuanto a las investigaciones en la
dimension contextual, utilizamos principalmente los trabajos sobre problemas
aditivos con niimeros negativos de Vergnaud (1981), Conne (1985) y Bell (1986).
En ellos se trataba aspectos relacionados con las tres dimensiones y nos sirvie-
ron de base para analizar la resolucion de problemas aditivos, y para realizar
una clasificacion de problemas aditivos (Bruno y Martinén, 1997).

2.1.2 Objetivos de la investigacion

A partir de las reflexiones anteriores, se perfilaron los objetivos de investiga-
ciobn que se concretan a continuacion:
Objetivo 1. Secuencia de extensiones. De las posibles maneras de introducir los
nimeros negativos, se opto por: Q. £ Q. Se plante6 averiguar si tal extension
producia en los alumnos un peor conocimiento de los nimeros enteros que el
que adquieren los alumnos que siguieron la extension Z _A£Z.
Objetivo 2. Contextos. Estudio de los contextos en cuanto a la dificultad de las
actividades, especialmente en las correspondientes a problemas aditivos.
Objetivo 3. Estructuras. Andlisis del conocimiento de los alumnos sobre aspec-
tos funcionales de los nimeros: uso y representacion de los estados, variaciones
y comparaciones.
Objetivo 4. Identificacion de la suma y la resta. Se traté de conocer de qué
forma lograban los alumnos la identificacion entre las dos operaciones, no solo
en la dimension abstracta, sino principalmente en la contextual.
Objetivo 5. Resolucion de problemas aditivos. Estudio de como influyen el con-
texto, la estructura y el dato desconocido en la resolucion de estos problemas.
Objetivo 6. La recta. Andlisis del uso de la recta cuando se trabaja con ndmeros
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negativos, haciendo uso de la representacion puntual y de la vectorial, especial-
mente en la resolucion de problemas.

Objetivo 7. Relacion entre las dimensiones.Estudio de los procesos de transfe-
rencia entre las tres dimensiones.

2.1.3 Metodologia, disefio y fases de la investigacion

Las cuestiones de investigacion requerian una intervencion directa en el aula,
ya que su analisis no se podia realizar con alumnos que hubiesen aprendido los
nimeros negativos siguiendo una secuencia de aprendizaje tradicional en Espa-
fia, por lo que se realiz6 un trabajo de campo. Se elaboré un material curricular
que seguirian los alumnos y que reunia las condiciones para poder analizar los
objetivos de investigacion. El método de andlisis de datos que se siguio fue
cualitativo.

A continuacion presentamos de forma esquemdtica las fases de la investigacion:

PRIMERA FASE
- Planteamiento de las cuestiones de investigacion. Planteamiento inicial de seis
de los objetivos de investigacion: Objetivos 1, 2, 3,5, 6y 7.
- Elaboracion de un material curricular. Se elaboré un material curricular a
seguir por los alumnos y que recogia las caracteristicas de los nimeros negati-
vos que permitian responder a las cuestiones a investigar.
- Primera experiencia en el aula. Realizamos una primera experiencia que se
desarroll6 durante dos meses con 5 grupos de séptimo de E.G.B., de 12-13 anos
de edad, pertenecientes a dos escuelas, durante el curso 1992-93. De los grupos
participantes en la experiencia, 4 grupos siguieron el material curricular elabo-
rado por nosotros y el otro grupo sirvié como grupo de referencia. A lo largo de
esta experiencia, los alumnos respondieron a distintas pruebas escritas. Ade-
mas, los profesores de los grupos realizaron observaciones en el aula.
- Entrevistas. Una vez terminada la experiencia seleccionamos 5 alumnos a los
que realizamos entrevistas grabadas en video.
- Andlisis de los datos. Los datos de las pruebas y las entrevistas se analizaron en
funcion de las cuestiones de investigacion.
- Resultados y nuevas cuestiones de investigacion. Los resultados mostraron la
necesidad de profundizar en el planteamiento de la suma y la resta, a partir de
ahi, surgio el objetivo de investigacion 4: identificacion de la suma y la resta.
Ademads, se observo la necesidad de profundizar en el objetivo 7 y de ratificar
algunas conclusiones.

SEGUNDA FASE
- Revision del material curricular. Se revisa y modifica el material curricular en
funcion de los resultados de la experiencia.
- Segunda experiencia. Se realiza una segunda experiencia en el aula durante el
curso 1993-94 durante dos meses. Se plantearon todas las cuestiones de investi-
gacion. En este caso, participaron 5 grupos, 3 de ellos siguieron el material
curricular y 2 sirvieron como grupos de referencia. Los grupos pertenecian a 3
colegios distintos. De nuevo, a lo largo de la experiencia se realizaron pruebas
escritas y los profesores realizaron observaciones de aula.
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- Entrevistas. Una vez finalizada la experiencia en el aula, se seleccion6 a 11
alumnos pertenecientes a los 3 grupos que siguieron el material curricular, a los
que se realizo entrevistas sobre los objetivos de investigacion.
- Andlisis de los datos. Se realizé un estudio descriptivo de las pruebas y se
analizaron las entrevistas en funcion de las cuestiones de investigacion.
- Conclusiones de investigacion. Una vez finalizado el analisis de los datos se
plantearon las conclusiones de la investigacion.

Dadas las limitaciones de la exposicion, exponemos las conclusiones relati-
vas a la resolucion de problemas aditivos. Las restantes conclusiones se recogen
ampliamente en Bruno y Martinén (1996, 1999) y Bruno (1997).

2.1.4 Resolucion de problemas aditivos

Nuestras principales aportaciones se centran en haber analizado problemas
aditivos en contextos diferentes a los que ya se habian tratado en la literatura,
como nivel del mar, carretera, ascensor, cronologia y haberlo hecho conocien-
do como los alumnos aprendieron los nimeros negativos. Ademas, hemos ana-
lizado el papel de la recta en la resolucion de problemas y su influencia en la
comprension y en los planteamientos de las operaciones abstractas con nime-
ros negativos, asunto del que se tenia poca informacion. También hemos segui-
do los pasos que los alumnos dan para llegar a la solucion de los problemas, de
forma que podemos dar razones de algunos de los errores en estos problemas y
donde esta la principal dificultad de los mismos. Por dltimo, establecimos una
agrupacion de los alumnos segiin los procedimientos de resolucion de los pro-
blemas que emplean.

Sobre los problemas aditivos se concluye que la dificultad esta determinada
por la posicion de la incégnita mds que por el contexto y por la estructura. Por
otro lado, el uso de la recta depende mas del contexto que de la estructura o de
la posicion de la incognita.

Las entrevistas realizadas a los estudiantes mostraron que la forma de llegar
a la solucién del problema cambia segin los alumnos y la comprension que
posean de las operaciones de suma y resta. Se observaron tendencias en los
alumnos a utilizar la recta, o no, y en estas tendencias no parecia influir el nivel
de conocimiento de los alumnos.

Encontramos tres procedimientos de resolucion de los problemas, que he-
mos denominado (1) orden de los datos, (2) adaptar la operacién a la rectay (3)
usar nameros positivos, los cuales comentamos a continuacion.

- Orden de los datos

Cuando los alumnos resuelven los problemas con una operacion, en muchas
ocasiones escriben los nimeros siguiendo el mismo orden en que aparecen en
el enunciado del problema y con los signos que indican las situaciones. Por
ejemplo, ante el problema Juan tiene en su casa 10 pesetas y debe a un amigo 15
pesetas, ;cual es su situacién econdmica?, plantean, la operacion 10-15. Seguir
este procedimiento en todos los problemas indica una ausencia de comprension
de las diferencias entre las estructuras de los problemas.
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- Adaptar la operacion a la recta

En este caso, el alumno primero resuelve el problema en la recta, y a conti-
nuacion busca una operacion cuyo resultado coincida con el obtenido previa-
mente en la recta. En ocasiones, realiza varios intentos antes de conseguir la
operacion adecuada.

Esta forma de actuar se produjo, especialmente, en aquellos problemas en
los que los alumnos no veian la operacion inmediatamente.

Este tipo de comportamiento muestra que los alumnos tienen mas seguridad
en los resultados que obtienen en la recta que el que encuentran con la opera-
cion. Asimismo, indica la dificultad para dar sentido a las operaciones con nu-
meros negativos.

- Usar nameros positivos

Algunos alumnos resolvieron los problemas aditivos planteando una operacion
con numeros positivos, e interpretando la solucion de forma cualitativa, es decir,
indicando cémo es el estado, la variacion o la comparacion. En ocasiones, previa-
mente lo habian resuelto en la recta, o parecian tener una imagen del problema.

Esta forma de resolver los problemas indica que determinados alumnos no
ven la necesidad de dar un resultado en el que aparezcan los nimeros negati-
vos, o bien puede ser una forma de evadir la dificultad de poner una operacion
con nimeros negativos, ya que los alumnos que siguieron este procedimiento
plantearon operaciones con nimeros negativos en otros problemas.

El uso o no de estos procedimientos llevo a clasificar a los alumnos entrevis-
tados en tres grupos, que indican distintos niveles de comprension de los pro-
blemas aditivos.

En el estudio de la resolucion de problemas se encontraron también otros
razonamientos de los alumnos: cambiar la estructura del problema, llegar al
cero, interpretar incorrectamente el resultado y representar los nimeros de for-
ma aislada en la recta.

2.2. METODOS DE ENSENANZA DE PROBLEMAS ADITIVOS CON
NUMEROS NEGATIVOS

La anterior investigacion realizada dejo abierta algunas cuestiones, entre ellas
el como mejorar la ensenanza para conseguir que la relacion entre la dimension
abstracta y la contextual se establezca de forma correcta al resolver problemas
aditivos. Muchos de los alumnos que participaron en la investigacion anterior
tenian dificultades para plantear una operacion correcta con nimeros negativos
y algunos de ellos recurrian a la recta como medio para dar una respuesta.
También se comprobé que el tipo de estructura influye en el éxito de la resolu-
cion, sin embargo, la posicion de la incognita es el factor que presenta mas
dificultades para los alumnos. Por lo tanto, esto es un indicador de que la
ensenanza de los problemas aditivos debe incidir sobre la estructura de los
problemas y sobre la posicion de la incognita.

Nos planteamos entonces profundizar en como debia ser el trabajo en el
aula para conseguir mejoras en la resolucion de problemas aditivos por parte de
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alumnos de secundaria. La investigacion que mostramos ahora tuvo como fina-
lidad analizar dos métodos de ensenanza de los problemas aditivos con nime-
ros negativos.

Rudnitsky et al. (1995) realizaron una investigacion con problemas aditivos
de nimeros positivos en la que analizaban y contrastaban la efectividad de tres
métodos de ensenanza. (1) Método resolver: los alumnos realizaron practicas
continuas y sistematicas de resolucion de problemas aditivos con nimeros posi-
tivos, con distintas estructuras y variando la posicion de la incognita. (2) Método
redactar: los alumnos redactaron los problemas que posteriormente aprendie-
ron a clasificar segiin sus estructuras, los intercambiaban con sus compafneros
para resolverlos, y en ocasiones se les pedia escribir los tres problemas de una
misma estructura, correspondientes a cada una de las posiciones de la incogni-
ta. (3) Método control: metodologia tradicional, sobre la que no ejercieron nin-
guna influencia, en la que la resolucion de problemas aditivos ocup6 la practica
habitual de los profesores participantes. Los resultados indicaron que los alum-
nos que siguieron el método de redactar obtuvieron mejores resultados a largo
plazo que los alumnos de los otros métodos.

Nos planteamos si una conclusion similar se podia establecer para los nime-
ros negativos, es decir, si una metodologia de ensenanza de los nimeros nega-
tivos en la que los alumnos escriben los problemas aditivos y los clasifican
segln sus estructuras, lleva a un mayor éxito en la resolucion de los mimos. Por
ello, realizamos una investigacion que en su base coincide con la de Rudnitsky
et al., aunque con algunas diferencias. También nos interesé analizar qué tipo
de problemas escribian los alumnos en el método redactar, con el objetivo de
ampliar la informacion sobre la forma en que los alumnos entienden estos pro-
blemas.

La investigacion se realizo con alumnos de segundo curso de la Educacion
Secundaria Obligatoria (de 13-14 anos de edad). Participaron 9 grupos de alum-
nos, de tres colegios diferentes; en la tabla 1 se resume la informacion referente
al método de ensenanza utilizado, nimero de grupos, alumnos, profesores y
colegios participantes.

Método de ensenanza Redactar Resolver Control
Grupos Gl G2 G3| G4 G5 G6 | G7 G8 G9
N° de alumnos por método 57 74 55

N° de alumnos por grupo 17 17 23| 30 22 22| 19 20 16
Profesores Pl P1 P2 | P2 P3 P4 | P5 P5 P5
Colegios Cl C1 C1| Cl C2 C3|C4 C4 C4

Tabla 1. Distribucion de los grupos en los métodos
En los métodos redactar y resolver, la experiencia se desarroll6 en 10 horas

de matematicas de su horario habitual (2 horas semanales, durante cinco sema-
nas). El primer dia se realizé una prueba inicial que contenia 9 problemas
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aditivos con nimeros negativos y el dia 10 una prueba final con el mismo
nimero de problemas y con iguales estructuras, aunque con diferentes contex-
tos. Cuatro meses mds tarde de la finalizacion de la experiencia se pasé una
prueba de retencion, del mismo tipo de las dos pruebas anteriores. Los alumnos
de los grupos del método control siguieron las actividades propuestas por su
profesor y su libro de texto, en el cual habia problemas aditivos al final del
tema. Estos alumnos también resolvieron las pruebas inicial, final y de reten-
cion. Por otro lado, en el método redactar se recogieron todos los dias de clase
los problemas escritos por los alumnos.

Con las pruebas escritas se realizé un estudio estadistico descriptivo de las
variables de interés para nuestra investigacion: dificultad de los problemas y
estrategias de resolucion; y una ANCOVA para verificar si habia diferencias sig-
nificativas entre los métodos. También se hizo un analisis de tipo cualitativo de
los textos de los problemas escritos por los alumnos del método redactar.

Los resultados de esta investigacion mostraron que un trabajo sistematico de
los problemas aditivos con nimeros negativos, como ha sido el de los métodos
redactar y resolver, produjo mejoras en la resolucién de los mismos. Mientras
que el método, bastante extendido, de resolver problemas al final del tema,
como aplicacion de las reglas estudiadas previamente (método control), no hizo
que los alumnos obtuvieran resultados tan buenos.

Por otro lado, los resultados del método redactar, que es el que presenta
mas novedades en el aula, no fueron tan buenos como los obtenidos por Rud-
nitsky et al. con nimeros positivos. Ademas, no se ha mostrado mas efectivo
que el método resolver, aunque los resultados estan proximos, y si se ha mostra-
do mejor que una ensefianza en cierta forma “tradicional”. Es por ello que no lo
descartamos como una alternativa de ensenanza.

En los tres métodos ha quedado patente que los problemas aditivos de nua-
meros negativos se resuelven con mas facilidad usando una recta o una opera-
cion con nimeros positivos, y que es mds complejo resolverlos con nimeros
negativos. Es decir, que ante un problema aditivo de nimeros negativos, enten-
der la situacion y encontrar la solucion no siempre va unido a saber expresar
formalmente un cilculo con nimeros negativos que lo resuelva.

El método redactar es una alternativa de ensenanza, pero necesita mas tiem-
po que otros métodos. Quizas con una metodologia prolongada a lo largo de un
curso escolar, y no concentrada en un periodo corto de tiempo, se consigan
mejores resultados. Lo que necesitamos profundizar es si con este método se
consiguen mejorar otros aspectos importantes para el conocimiento matematico
de los estudiantes, entre ellos, reflexionar sobre un enunciado, no responder de
forma mecinica o aprender que no todos los problemas son iguales en cuanto
a su estructura.

En el andlisis de los textos escritos por los alumnos del método redactar se
tuvo en cuenta, principalmente, como clasificaron los problemas respecto a las
estructuras, como los resolvieron, determinados aspectos lingtiisticos y formas
de expresar situaciones que pudieran aportar conocimiento sobre la compren-
sion de las situaciones por parte de los alumnos.
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Los resultados indican que los alumnos no tienen dificultad para clasificar los
problemas segin su estructura. También encontramos que muchas respuestas
incorrectas de los problemas no se producen por una falta de comprension del
enunciado, sino que la principal dificultad estriba en asociar la suma o la resta
adecuada, y en el caso de la resta, el orden de los términos. Es decir, que falla la
relacion entre la dimension contextual y la abstracta, como ya quedd patente
con otros métodos de ensenanza en Bruno y Martinén (1996).

La metodologia redactar ha sido ttil para entender determinadas dificulta-
des de algunos alumnos con estos problemas, como en los problemas relativos
a la suma/resta de dos cambios sucesivos. La forma de redactar los problemas
por parte de los alumnos nos indica muchas veces qué idea tienen de los mis-
mos. La importancia de los aspectos lingtiisticos en la resolucion de problemas
se manifiesta cuando el uso de una palabra con connotaciones negativas les
lleva, en ocasiones, a escribir una resta. Incluso como determinadas expresiones
provocan respuestas erroneas. Un estudio mas amplio de estos aspectos se pue-
de encontrar en Bruno (1999).
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RESUMEN

La investigacion en Educacion Matematica necesita cada vez mas de
estrechas y prolongadas colaboraciones entre personas, grupos e institu-
ciones. El estado de los conocimientos y de las relaciones entre la teoria y
la practica asi como las caracteristicas de los fendmenos y de la propia
investigacion demandan el desarrollo de procesos conjuntos, planes coor-
dinados y tareas interconectadas en las que se aborden, de manera pro-
gresiva, aproximaciones tedricas y empiricas cada vez mas evolucionadas
en torno a problemas o campos de problemas muy especificos y estrecha-
mente relacionados, es decir, procesos, planes, tareas y aproximaciones
generadas y desarrolladas en el seno de lineas o tendencias de investiga-
cion solidas, bien delimitadas y con una cierta continuidad. Esta es la
orientacion que se quiere dar a la investigacion en el Area de Didéactica
de la Matematica de la UMA, siendo el propdsito del presente documento el
de compartir la corta pero intensa experiencia acumulada, dar a conocer
y someter a critica la estructura y los fundamentos de las tareas que se
vienen realizando y suscitar un debate sobre el concepto de linea de inves-
tigacion! en Didactica de la Mateméatica.

1. Entendida aqui como camino o proceso y, a la vez, como referencia o marco en el que situar
y relacionar entre si los trabajos puntuales y en el que justificar el planteamiento general que da
sentido al proceso.
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1. TOMANDO REFERENCIAS Y AUNANDO ESFUERZOS

El proceso de investigacion reglada en el Area de Didactica de la Matematica
de la Universidad de Mélaga se inici6 a partir de las lecturas de dos tesis doctora-
les en el Departamento de Didactica de la Matematica de la Universidad de Grana-
da (Gonzilez, 1995; Ortiz, 1997). La primera de ellas tuvo una larga trayectoria,
pues comenzoé en 1988 con ocasion de un estudio general sobre ndmeros enteros
(Gonzalez y otros, 1990). En la fase final de la investigacion, las indagaciones
sobre aspectos historicos, epistemologicos y fenomenoldgicos llevaron a conside-
raciones sobre la medida, la cantidad y el nimero, el paso de la aritmética al
algebra, la ampliacion de los conjuntos numéricos y las relaciones entre la cons-
truccion formal de los enteros, la comparacion, el orden y la metrizacion de
magnitudes. El traslado de esta informacion al ambito cognitivo y didadctico permi-
ti6: a) detectar la existencia de un campo de nociones métricas y numéricas (na-
meros naturales relativos), estructural, cognitiva y didacticamente diferentes a las
naturales y enteras, b) elaborar una nueva organizacion didactica para el campo
conceptual aditivo (Gonzdlez, 1999) y ¢) abrir nuevas perspectivas a los estudios
sobre nimeros enteros, el paso de N a Z y de la aritmética al dlgebra.

El segundo de los estudios (Ortiz, 1997) se inicié con una investigacion
sobre razonamiento inductivo numérico en escolares de 9 a 12 afios ante tareas
de continuacion de series de nimeros naturales (Ortiz, 1993). Después de inda-
gar en la historia y epistemologia de la induccién y de las series numéricas, se
realiza una revision critica de tareas inductivas con nimeros naturales en libros
de texto y se desarrolla un andlisis exhaustivo de las tareas de continuacion de
series. A partir de aqui, teniendo en cuenta consideraciones de caracter cogniti-
vo, se construye un modelo tedrico de razonamiento inductivo numérico para el
rango de edades de Educacion Primaria, se confirma empiricamente la bondad
del modelo, se obtiene una escala acumulativa y se realiza una indagacion
cualitativa para confirmar las regularidades y profundizar en sus causas.

Las dos investigaciones anteriores, aparentemente dispares, se vieron invo-
lucradas en un proceso comin que empez6 a tomar consistencia con el primer
Programa de Tercer Ciclo (bienio 96-98) de la Universidad de Malaga® y con los
primeros estudios de un Proyecto de investigacion subvencionado® en los que
ya se establecieron las caracteristicas basicas del marco teérico y metodologico
actual (Gonzilez, 1999). La continuacion del Proyecto y el desarrollo del segun-
do Programa de Tercer Ciclo (bienio 98-2000) orientaron de manera definitiva el
enfoque actual de la investigacion, reforzando los planteamientos, acercando
posiciones, estableciendo prioridades, sacando el maximo partido a los antece-
dentes, situando los estudios ya iniciados en un marco comin mas amplio, y
estableciendo, como consecuencia, una linea-marco general sobre el diagndsti-
co y la evolucion del razonamiento y la comprension en Aritmética y Algebra y

2. Programa de Tercer Ciclo: “Didactica de la Matematica y de las Ciencias Experimentales”.

3. Proyecto “Diagnostico y Evaluacion de la comprension del conocimiento matematico”, sub-
vencionado por la Universidad de Malaga (1997) y por la DGES (Ministerio de Educacion y Cultura)
con la referencia PB97-1066.
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dos sublineas mucho mas especificas: Pensamiento Relativo aditivo y Razona-
miento Inductivo Numérico y Algebraico; tres vias de trabajo estrechamente
relacionadas.

2. ESTRUCTURA ACTUAL DE LA INVESTIGACION: LINEAS Y
ESTUDIOS PUNTUALES

En el esquema de la figura 1 se incluyen las lineas o tendencias de investiga-
cion (general y especificas) asi como las relaciones entre ellas y las diferentes
investigaciones puntuales actualmente en desarrollo. Como se observa en el
esquema, el marco general en el que se sitia la labor investigadora es una
pequena parte del campo del aprendizaje y la cognicion en matematicas, como
es el razonamiento y la comprension. A su vez, la mayor parte del trabajo se
centra en el razonamiento y la comprension de los alumnos en torno a conoci-
mientos numéricos, aritméticos y algebraicos?, lo que significa una dedicacion
exclusiva a una reducida parcela del ambito de interés del grupo “Pensamiento
Numérico y Algebraico”. En este marco general se sitdan las tres lineas genera-
les (A, By O) en las que se agrupan los trabajos en curso, que corresponden a
diferentes parcelas de la linea-marco general y de las que estamos especialmen-
te interesados en las dos primeras, y dos sublineas mas especificas (I y 1D, que
a su vez agrupan trabajos en desarrollo que participan de las dos lineas genera-
les A y B y que resultan de la continuacion de los dos estudios iniciales. Los
trabajos puntuales® se citan en el esquema de la figura 2 mediante una expre-
sion reducida del tema o contenido al que se refieren y se ilustran con los
colores de las lineas y sublineas con las que tienen una relacion preferente. En
el recuadro situado en el extremo inferior se han incluido aquellos estudios que
tienen que ver con dos o mas lineas, queriendo expresar que en ellos son
especialmente significativas las relaciones entre campos diversos.
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Figura 1.
Marco general y
lineas de trabajo

4. Campo que constituye, a su vez, una parte del ambito de interés del grupo de la SEIEM
“Pensamiento Numérico y Algebraico”.
5. Estas investigaciones puntuales se tratan con mds detenimiento en documentos complementarios.
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Figura 2.
Lineas de investigacion y estudios puntuales actualmente en desarrollo

La linea-marco general se articula en torno a la comprension del conoci-
miento matematico y a los medios para diagnosticar y evaluar el razonamiento y
la comprension asi como su evolucion por niveles y edades. La sublinea “Pensa-
miento Relativo Aditivo” se sitia en el campo del razonamiento y la compren-
sion en torno a la ampliacion de los naturales a los enteros y al dominio de
aplicacion de ambas nociones numéricas; involucra al pensamiento numérico,
aritmético y algebraico y atiende también a la “transicion de la aritmética al
algebra”. La sublinea “Razonamiento Inductivo Numérico y Algebraico” atiende
a los procesos de razonamiento inductivo y sus relaciones con la comprension
del conocimiento aritmético y algebraico. En particular, trata de confirmar la
bondad de un modelo evolutivo de Razonamiento Inductivo Numérico, con la
consideracion de la generalizacion aritmética y del paso al dlgebra y al infinito,
ampliar los estudios a otras estructuras numéricas y completar los perfiles de los
diferentes niveles de razonamiento inductivo con otros tipos de tareas.
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3. APROXIMACION AL MARCO TEORICO Y METODOLOGICO
EN EL QUE SE DESARROLLAN LOS TRABAJOS

La situacion descrita es el resultado de un proceso en el que, junto a las
aproximaciones de cardcter empirico, se han ido realizando sucesivas reflexio-
nes y aproximaciones tedricas que se han comunicado en anteriores encuentros
de la SEIEM (Zamora, Pamplona, Valladolid). En este apartado tratamos de refle-
jar la situacion actual del proceso, comenzando por unas reflexiones informales
ligadas a la practica y continuando por la actualizacion del planteamiento tedri-
co formal que se expuso en la anterior reunion de la Sociedad.

ALGUNAS DUDAS, REFLEXIONES Y PROPOSITOS

Es evidente que la potencialidad de los dos estudios iniciales solo se puede
poner de manifiesto: a) en relacion con otros trabajos puntuales y b) con refe-
rencia a un marco amplio en el que sea posible tomar distancias y dar una
mayor significacion a los resultados. Ambos aspectos son importantes: el prime-
ro incide en la continuidad y, por tanto, en los propdsitos, mientras que el
segundo constituye un elemento regulador de la agenda de investigacion. Es
mas, no creemos que sea posible avanzar significativamente si no se realiza ese
doble juego de profundizacion y descentracion, de continuacion de estudios
locales, profundos y especificos, y de indagacion sobre los fundamentos, las
relaciones y las referencias generales.

Pero este segundo aspecto es siempre problematico, provocando dudas que
pueden afectar al desarrollo de los estudios: ;Qué entendemos por Pensamiento
Numérico y Algebraico?; ;se trata de una linea de investigacién o de un conglo-
merado de estudios que tratamos de relacionar entre si y utilizar para avanzar?;
¢qué tendria que ocurrir para que pudiéramos hablar con propiedad de una
linea de investigacion?; ;se deben separar el pensamiento numérico y el alge-
braico?; ;donde radican las conexiones?; ;son solo los contenidos matematicos
los que caracterizan a las investigaciones?; ;qué introduce en este sentido la
palabra “pensamiento”?; shay algo mas que nimeros y algebra?; ;cuales son los
supuestos implicitos que venimos utilizando de forma reiterada?; sexiste un marco
tedrico comun o varios?; ;cudles son?; ses necesario y deseable buscar la unifica-
cion?; ses necesario y deseable que se confronten las ideas en este sentido?; . . .

En nuestro caso, estamos convencidos de la existencia de regularidades, de
la posibilidad de predecir, de la posibilidad de establecer conocimientos cienti-
ficos en el campo de la Educacion Matemadtica; el problema radica, a nuestro
entender, en la observacion e interpretacion de los fenémenos, cuya solucion, si
es que existe, requiere al menos de una cierta objetividad, de un espiritu inte-
grador y de una cierta amplitud de miras. Por este motivo, sentimos la necesidad
de buscar conexiones e integrar los conocimientos y los diversos modos de
interpretar la realidad. Son numerosas las tendencias y las investigaciones pun-
tuales entre las que es dificil identificar aspectos comunes y establecer relacio-
nes significativas si no se observan desde una perspectiva amplia e integradora:
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JTiene esto que ser asi, irremediablemente?; scudles serian las referencias a to-
mar en caso contrario? Creemos que la integracion es necesaria y previa a la
toma de decisiones sobre los problemas, las prioridades, los enfoques y el dise-
fio de los trabajos; en otras palabras, es importante cuidar los aspectos “micros-
cOpicos”, operativos o técnicos, pero también es necesario cuidar los aspectos
“macroscopicos”, es decir, la fundamentacion, las referencias generales, la efec-
tividad y la relevancia de los resultados. Ello significa disponer de un marco
tedrico y metodolégico especifico (Gonzilez, 1998) en el que se puedan gene-
rar modelos cada vez mads completos, objetivos y proximos a la realidad, identi-
ficar mas facilmente los fenomenos de interés, situar claramente los problemas,
justificar las decisiones adoptadas y rentabilizar los resultados. Del mismo modo,
al trabajar en una estructura de prioridades y avanzar por medio de lineas de
investigacion consolidadas, se llegara a utilizar un esquema organizativo propio,
un vocabulario comuin y unos criterios compartidos para evaluar la calidad, lo
que debe conducir, probablemente (Gonzilez, 1999), a un cuerpo de conoci-
mientos ampliamente compartido.

Ademais del doble juego tedrico y empirico y de la intencion integradora,
creemos que una linea de investigacion debe presentar, entre otros, los siguien-
tes aspectos: un interés definido o unos fines claros dentro de una estructura de
prioridades, unos objetos o fenémenos a investigar claramente delimitados, un
enfoque o marco tedrico comun, en el que se indiquen la naturaleza de los
fenomenos, de la investigacion en el campo, los paradigmas en los que se
toman referencias, el papel y la importancia de los estudios empiricos o los
supuestos de partida, entre otros aspectos, unos antecedentes localizados, una
metodologia concreta o unas pautas metodolégicas comunes a todos los estu-
dios, si bien con una cierta flexibilidad, una uniformidad en cuanto al tipo de
estudios, tipos de tareas e instrumentos, una continuidad, una historia, una
tradicion y una estructura logica clara y coherente. Entendemos que el trabajo
que venimos desarrollando en la Universidad de Malaga cumple una buena
parte de los requisitos indicados, de manera que podemos hablar de la existen-
cia de una linea y varias sublineas de investigacion, aunque es cierto que se
encuentran en fase de iniciacion. En lo que sigue, directamente, asi como en el
resto del documento, indirectamente, se aportan pruebas y argumentos a favor
de las afirmaciones anteriores, que no se han tratado mds sistematica y extensa-
mente por falta de tiempo y espacio.

En cuanto a las prioridades de caracter general de las lineas de investigacion,
pensamos que el proceso logico debe seguir las “fases” ordenadas siguientes, de
manera que el paso a una fase debe ir siempre precedido de un cierto deteni-
miento o consolidacion en las fases anteriores. En la actualidad se puede decir
que la investigacion en la UMA se encuentra desigualmente distribuida entre las
tres primeras fases, situacion que permanecera asi durante un cierto tiempo hasta
que se pueda pasar a indagar en aspectos de la cuarta fase y posteriormente a
trabajar simultineamente en la cuarta y quinta o en la tercera, cuarta y quinta:

1. Fase inicial. Los comienzos no son faciles ni los logros inmediatos. Echar a
andar y trabajar en la direccion de la integracion mencionada requiere de
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una atencion escrupulosa a la seleccion y el tratamiento de los antecedentes,
en un sentido amplio (no sélo antecedentes especificos), y a los fundamen-
tos y resultados de las diversas tendencias que han abordado el problema y
el area problematica. Es una tarea que hay que realizar antes de decidir qué
investigar y como hacerlo. Como se indica en Gonzilez (1999), el interés
inicial se ha de centrar en el mdximo aprovechamiento de la informacion
disponible y con una cierta consideracion hacia teorias, resultados y practi-
cas de disciplinas afines; siguiendo las pautas del andlisis diddctico. La inten-
sidad de trabajo en esta fase es maxima al comienzo de la linea de investiga-
cion y debe ir disminuyendo paulatinamente a medida que se avanza en los
estudios puntuales; llegara el momento en el que s6lo haya que incorporar
los ultimos resultados para actualizar la informacion. Del mismo modo, el
desarrollo no tiene porqué ser exhaustivo antes de empezar los estudios
empiricos; se pueden realizar sucesivos acercamientos en estudios relaciona-
dos segiin un plan de prioridades establecido.

Prioridades y eleccion del problema. En este aspecto nos referimos a las
prioridades y eleccion del problema, supuesto determinados los aprendiza-
jes y la dimension cognitiva individual de los alumnos como dreas basicas y
de interés prioritario (opcion establecida asi como consecuencia de un estu-
dio tedrico general previo sobre el campo de la investigacion en Educacion
Matematica). Por tanto, se trata de la eleccion del problema dentro del cam-
po de la comprension, el razonamiento, el aprendizaje y la cognicion en
general como ntcleos de la indagacion a medio y largo plazo. En particular,
el interés se centra en el diagnostico y andlisis de la naturaleza, caracteristi-
cas, niveles y evolucion de los aprendizajes y de la comprension del conoci-
miento matematico; los errores y las dificultades en los procesos de aprendi-
zaje; las capacidades de razonamiento, su diagnéstico y evolucion; los pro-
cesos individuales de constitucion de los conocimientos asi como las seme-
janzas y diferencias entre individuos diferentes; las representaciones cogniti-
vas y significantes; las relaciones entre las experiencias y la formacion de los
conceptos; la adquisicion de automatismos, procedimientos y destrezas.
Averiguar la situacion real (cognitiva, de aprendizaje, de competencias, etc.)
en lo que se refiere al razonamiento y a la comprension / dominio individual
y colectivo de diferentes aspectos del conocimiento matematico. Aqui son
importantes: la delimitacion precisa del fendmeno a observar (relaciones con
otros fendmenos, contaminaciones, etc.); disponer de medios e instrumentos
para facilitar la observacion y de tareas adecuadas para provocar los com-
portamientos observables idéneos (validez de los instrumentos, reduccion
del campo, andlisis riguroso de tareas, etc.). - minuciosa justificacion de las
tareas empleadas o de los criterios de construccion de los instrumentos.
Averiguar los factores, las causas y condiciones, tanto externas (sociocultura-
les, institucionales, etc.) como internas (funcionamiento cognitivo, actitudes,
creencias, condiciones afectivas, intelectuales, etc.) bajo las que se generan
(que dan lugar a) tales situaciones y tratar de construir explicaciones causa-
les plausibles de porqué ocurre asi 'y como influye cada uno de los factores.
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5. Disenar y experimentar en su caso, alli donde sea posible, programas de
intervenciones y modificacion de condiciones, formas de actuacion didacti-
ca, disenos curriculares, planificaciones practicas de aula, etc., orientados a
mejorar / modificar las situaciones y condiciones constatadas en los puntos
anteriores.

En todos los estudios se emplea una metodologia mixta, en la que se combi-
nan métodos no empiricos, como el andlisis didactico, y métodos empiricos y,
dentro de estos ultimos, métodos cuantitativos, para la validacion empirica de
tareas e instrumentos, la deteccion de regularidades, los estudios exploratorios y
la construccion de escalas, y métodos cualitativos (entrevistas, etc), para confir-
mar los comportamientos y las regularidades encontradas, profundizar en las
causas, averiguar el motivo de comportamientos singulares, profundizar en fe-
némenos no esperados y obtener los perfiles cognitivos de los distintos niveles
de una escala. En general, los métodos no empiricos preceden a los empiricos y
los cuantitativos a los cualitativos, en un proceso interno que va de lo tedrico a
lo empirico y de lo general a lo particular, de las descripciones generales y
superficiales a las profundas y detalladas, de las macro-regularidades a las sin-
gularidades mas extremas. El proceso metodologico se desarrolla en el orden
siguiente:
1°) En los inicios del estudio, sobre todo al comienzo de la linea de investiga-

cion, y discrecionalmente en cualquier momento del desarrollo de los tra-
bajos, se sigue una metodologia no empirica como es el Andlisis Didactico
(Gonzilez 1995, 1999; Fernandez Cano, 1996). Integrar los antecedentes en
un marco comun, organizar los conocimientos previos, establecer y anali-
zar las prioridades, detectar las lagunas de las investigaciones anteriores,
elegir el problema concreto y construir modelos tedricos contrastables em-
piricamente, son los principales fines de esta parte del desarrollo metodo-
l6gico.

2°) Una vez definido el problema, se pasa al analisis, construccion y validacion
empirica de tareas. El problema a resolver es el siguiente: ;como observar lo
mas fielmente posible la verdadera situacion de la comprension o de las
competencias / conocimientos / capacidades / destrezas de los escolares de
distintas edades y cursos? Nos parece que es una parte dificil y crucial en
todos los estudios que estamos desarrollando; no es ficil encontrar tareas
funcionales, sencillas e idoneas para observar los comportamientos adecua-
dos sin la intervencion de factores y variables extranas, poner de manifiesto
exactamente lo que queremos, descubrir pautas y regularidades y discrimi-
nar a los alumnos en los justos términos del problema de investigacion.

La validacion empirica se suele hacer mediante aproximaciones explorato-
rias en las que se construyen y aplican distintas pruebas formadas por distintos
tipos de tareas y se analizan el comportamiento y las respuestas de los sujetos.
A veces se modifica la cantidad de informacion o algin otro factor y se estudian
los efectos en los comportamientos. A veces, se utilizan pruebas diferentes que
se aplican a muestras equivalentes y se analizan las diferencias en las respues-
tas. A veces también, cuando es necesario, se completa el estudio con entrevis-

138



LA INVESTIGACION EN EDUCACION MATEMATICA EN LA UNIVERSIDAD DE MALAGA: ESTRUCTURA Y FUNDAMENTOS

tas individuales ocasionales; de aqui se suelen eliminar tipos de tareas y se
modifican las pruebas hasta obtener una prueba definitiva. Igualmente, se suele
revisar el problema y redefinir en funcion de los resultados provisionales obte-
nidos en esta parte.

En cualquier caso, la cuestion de las tareas y pruebas tiene una importancia
especial, en la medida en que tiene que ver directamente con el diagnéstico y
la evaluacion, aspectos importantes en la linea de investigacion general. Pero,
ademds, disponer de criterios para conocer, distinguir entre si y categorizar las
tareas de un campo conceptual, permitird alcanzar un panorama mas comple-
to sobre los conocimientos matematicos, analizar la potencialidad didactica de
cada tipo de tarea a efectos de conducir a la comprension y poner de mani-
fiesto la situacion de la misma, establecer niveles de competencias y cubrir
eventuales lagunas curriculares; aspectos que alcanzan a la investigacion, al
diseno de curriculos y material y a la practica docente. Igualmente se podra
comprobar la idoneidad y grado de dificultad, elaborar y contrastar instrumen-
tos para el diagnostico de la comprension y establecer criterios y escalas para
la valoracion objetiva de la verdadera situacion de los conocimientos corres-
pondientes asi como de su evolucién. Por dltimo, con la informacion e instru-
mentos anteriores, se podrd analizar los distintos elementos del curriculo y
realizar las modificaciones oportunas, establecer, secuenciar y experimentar
nuevos métodos y tareas en el proceso diddctico, analizar los libros de texto y
el material escolar, realizar evaluaciones curriculares a gran escala y proceder,
en consecuencia, a revisiones generales sobre la base de los resultados obte-
nidos.
3°) Estudio cuantitativo, de cardcter correlacional, causal o meramente descrip-

tivo sobre una muestra amplia, a ser posible significativa si se trata de poner

de manifiesto regularidades que creemos que son extensibles a la poblacion
de partida. Igualmente este tipo de estudios sera util para poner de manifies-
to singularidades y grupos de comportamientos especiales ante las pruebas
preparadas. El estudio serd de escalamiento o de construccion de una escala
acumulativa cuando se apliquen las pruebas a una muestra significativa para
obtener una escala que discrimine a los escolares por niveles de compren-
sion, conceptualizacion, etc.

4°) Estudio cualitativo, para confirmar los comportamientos y las regularida-
des encontradas, profundizar en las causas, averiguar el motivo de com-
portamientos singulares, profundizar en fenémenos no esperados, dispo-
ner de una informaciéon mds amplia sobre el problema investigado y ob-
tener los perfiles cognitivos de los distintos niveles de una escala. Este
tipo de estudio se puede realizar mediante un andlisis individual de las
mismas tareas utilizadas en el punto anterior, una entrevista estructurada,
semiestructurada o libre, dependiendo del problema, un estudio de ca-
so0s, una observacion de una situacion natural o preparando y aplicando
de manera restringida (individual o pequeno grupo) nuevas actividades
complementarias que validen la escala obtenida y determinen el perfil de
cada nivel.
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OTRAS CARACTERISTICAS COMUNES DE LOS ESTUDIOS PUNTUALES

Desde el punto de vista préctico:

- Los estudios se realizan en situaciones que podemos llamar “naturales”, lo
que asegura la relevancia y validez de los hallazgos, la utilidad practica de
los resultados y su capacidad innovadora o de transformacion efectiva de la
realidad. La complejidad es tratada de manera global y especifica desde el
principio, por lo que no hay necesidad de control de variables significativas,
si bien dicha complejidad obliga a que se realicen varias investigaciones
relacionadas para disponer de una informacion mas completa sobre el mis-
mo fenémeno.

- no hay necesidad de participacion numerosa y comprometida de profeso-
res en ejercicio como investigadores, lo que evita los problemas de forma-
cion y de coordinacion de los trabajos;

- no se produce interferencia con el desarrollo curricular ordinario, lo que
introduce numerosas ventajas para la planificacion y el desarrollo de la in-
vestigacion.

Desde el punto de vista tedrico:

- tareas no usuales (razonamiento inductivo, resolucion de problemas, tareas
constructivistas, etc.)

- busqueda de un equilibrio entre teoria, resultados empiricos e incidencia
real de los resultados en las aulas;

- cardcter no local de los conocimientos generados; creibles y capaces de ser
compartidos, sistematizados, acumulados, replicados y validados, es decir,
capaces de constituirse en conocimientos cientificos. En este sentido se trata
de un camino hacia la generalizacion, transferencia y replicabilidad de los
resultados.

- el problema, el método y el marco teérico no son totalmente independien-
tes; es posible hablar de un marco teérico comun, identificador de la discipli-
na, estrechamente unido al marco metodologico. El marco teérico general
debe presentar también, en cada caso, una parte comuin y una parte diferen-
cial o especifica del tipo de problema investigado. Si bien la aportacion que
presentamos constituye un modelo mixto en este sentido, es decir, no es
solo el problema lo que determina el método, sino que la propia naturaleza
de los fenomenos determina una parte del método y este, en la medida en
que proporciona una vision de conjunto del problema, incide a su vez en la
decision sobre el problema a investigar.

UNA APROXIMACION FORMAL ACTUALIZADA®

Las principales consideraciones o principios en los que se fundamenta el
marco teérico y metodolégico provisional en el que venimos desarrollando las
investigaciones son los siguientes:

6. Presentada por primera vez en el III Simposio de la SEIEM, celebrado en 1999 en Valladolid.
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Consideraciones generales

1. Si aceptamos que la investigacion en el campo de la Educacion Matema-
tica es cientifica y, por tanto, “indagacion sistemdtica con fines epistémicos”
(Rico, 1999), es evidente que los enfoques, métodos, supuestos, interpretacio-
nes, conocimientos generados y otras caracteristicas de dichos procesos de in-
dagacion van a depender, basicamente, de las determinaciones que se adopten
con respecto a la naturaleza de los fendmenos. Estas determinaciones surgen, o
deben surgir, en el seno de un proceso dialéctico continuo entre la teorizacion
y construccion de modelos y los conocimientos empiricos. Las diferentes aproxi-
maciones existentes en la actualidad en este sentido no pueden ser antagonicas,
incompatibles o independientes, como a veces se quieren presentar a modo de
“religiones” que pugnan entre si por la posesion de la verdad’, sino que se
encuentran relacionadas y se pueden valorar e integrar en un esquema de con-
junto mas amplio, buscando lo que las une, su utilidad, y no sélo lo especifico,
defectuoso o diferenciador.

2. Los fenémenos del campo de la Educacion Matemdtica son complejos y
sistémicos; en ellos interactian numerosos factores relacionados, para cuyo analisis
es imprescindible el estudio de dichas relaciones y la integracion de perspecti-
vas y procedimientos (Begle, 1961).

3. En dichos fendomenos intervienen aspectos generales, que forman parte
también del interés de otras disciplinas, y aspectos que son especificos. Esta
especifidad parcial se basa en la intervencion decisiva del conocimiento mate-
matico y de sus relaciones con otros campos (Vergnaud, 1990, pp. 22-23) en el
marco de una “intencionalidad didactica”.

4. Las caracteristicas especificas del conocimiento matemdtico impregnan
necesariamente todas las facetas de los fenémenos educativos en matematicas,
dotando de personalidad propia a los diferentes campos que intervienen y a las
relaciones entre ellos. La aproximacion interdisciplinar es insuficiente; también
es inadecuada la consideracion de la Didactica de la Matemdtica como una
prolongacion o rama especializada de la Didactica General o de la Psicologia de
la Educacion (Fischbein, 1990, pp. 6-12).

5. El andlisis de los problemas debe partir de lo mas especifico, como es el
conocimiento matematico, siendo necesario revisar las actividades y el proce-
so de investigacion en su concepcion usual (Romberg, 1992, p. 51) para in-
cluir un doble punto de vista: Un enfoque genuino, para fundamentar y orga-
nizar el campo mediante un procedimiento también especifico (Gonzilez, 1999),
y un enfoque operativo interdisciplinar posterior, en el que se aborden los
aspectos puntuales que se deducen del estudio anterior mediante las estrate-
gias y métodos usuales “importados” de areas afines. Estos Gltimos son ade-
cuados para propositos particulares, pero no son suficientes ni prioritarios y
se deben supeditar a los resultados del analisis previo indicado.

7. Sintoma de acientificidad segtn el profesor Caro Baroja.
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Sobre el conocimiento matematico

6. El conocimiento matematico es un conocimiento perfectible, sujeto a erro-
res, parcial e incompleto y tiene que ver con ideas u objetos conceptuales a los
que el ser humano accede mediante el descubrimiento y la invencion o creacion
no arbitrarias. Estos objetos son independientes de su simbolizacion, tienen una
existencia ficticia o convencional y comparten dos ambitos diferentes: el con-
ceptual individual y el supraindividual, cultural o colectivo como parte de la
conciencia compartida (Popper, 1979).

7. Los fenémenos que organizan los conceptos matematicos son los objetos,
sus propiedades, las acciones sobre ellos y las propiedades de estas acciones,
pertenecientes todos ellos a un mundo Gnico en expansion que contiene los
productos de la cognicién humana y, en particular, los productos de la actividad
matemadtica (Puig, 1997, pag. 67).

8. La creacion / descubrimiento del conocimiento matematico se encuentra
condicionada por lo que hay de comun a todos los individuos y culturas que la
han hecho y la hacen posible: las caracteristicas comunes de la mente humana
(fisiologicas, entre otras), del medio (fisicas, sociales, culturales, entre otras) y
de la interaccion entre ambos (que proceden, entre otros motivos, de las nece-
sidades propias de la adaptacion del sujeto al medio). La intervencion de los tres
factores (mente, medio e interaccion) se produce en todas las interpretaciones
sobre la naturaleza y la produccion del conocimiento matematico (Gonzalez,
Pascual y Flores, 1994).

Sobre el aprendizaje y la cognicion en matematicas

9. El enfoque evolutivo o de desarrollo es adecuado y util para la investiga-
cion en Didactica de la Matematica. El conocimiento matematico en el sujeto
individual evoluciona tanto cualitativa (comprension) como cuantitativamente
(extension). El enriquecimiento intelectual no consiste s6lo en descubrir nuevas
verdades sino en cambiar las perspectivas o desarrollar nuevos puntos de vista
sobre el conocimiento ya existente.

Sobre la Educacion Matematica, sus factores y relaciones

10. El campo de la Educacion Matemadtica estd constituido por el conjunto
de fendomenos relacionados con las actividades humanas, sociales y culturales
ordenadas y orientadas a hacer posible, desarrollar y optimizar la personaliza-
cion, transmision y creacion de la cultura matemadtica considerada como expe-
riencia colectiva organizada. Una de las finalidades primordiales de la Educa-
cion Matematica es la preparacion de la intervencion activa del individuo en la
sociedad. Fl sistema convencional de ensenanza de las matematicas y sus proce-
sos de aprendizaje (Steiner, 1984), la formacion de profesores de matematicas y
el Area de Conocimientos Did4ctica de la Matematica constituyen partes impor-
tantes del campo de la Educacion Matematica.

11. El analisis de los fenémenos del campo de la Educacion Matematica debe
incluir los analisis epistemologico, sociocultural, cognitivo y fenomenolégico,
que se han de relacionar entre si y con un andlisis sobre la ensenanza y el
curriculo como aspectos especificos y terminales.
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12. Los factores que intervienen se pueden agrupar en torno a tres grandes
areas: la que corresponde al conocimiento, en la que hemos de destacar, a su vez,
cuatro subdreas relacionadas: El conocimiento en si (sobre Matemadticas o sobre
Didactica de la Matemadtica), su Historia, su Epistemologia y su Fenomenologia; la
que hace referencia a los sujetos, atendiendo al aprendizaje y a la cognicion, bajo
el dominio de la Psicologia; la que atiende a los medios en los que se producen
las relaciones, con dos subdreas importantes: el medio sociocultural, bajo el ambi-
to de la Sociologia, la Antropologia y la Cultura, y el medio educativo formal, que
engloba todo lo relacionado con la Ensenanza y el Curriculum.

13. Los andlisis epistemologicos, fenomenologicos y cognitivos deben tener
una orientacion marcadamente didactica. El interés se debe centrar en obtener
informacion relevante para la ensehanza y el aprendizaje, lo que supone tener
presente al alumno, sus necesidades y capacidades, el aula, las actividades, los
métodos y técnicas diddcticas usuales, etc.. Con la informacion obtenida bajo
este enfoque peculiar se encuentra la conexion entre las distintas partes bajo
una referencia comun: el pensamiento matematico individual y colectivo, su
evolucion, sus relaciones con otros tipos de pensamiento y su educacion.

14. Se sitdan en una posicion privilegiada las relaciones entre la Epistemolo-
gia y la Psicologia y entre estas dos y la vertiente pedagdgica, en lo que consti-
tuye un campo con multiples relaciones que demandan una integracion previa
a la realizacion de los estudios particulares de las distintas parcelas que lo com-
ponen y desde los diferentes enfoques que se vienen utilizando; una integra-
cion que no debe agotarse en una simple adicion de datos procedentes de
campos y enfoques diferentes (concepcion interdisciplinar), sino que requiere
de una elaboracion compleja que demanda una metodologia especifica que
trasciende los procedimientos que se vienen utilizando.

Sobre la Didactica de la Matematica, sus factores y relaciones

15. La Did4ctica de la Matematica es un Area de conocimientos sobre los
fenémenos relacionados con la ensenanza, el aprendizaje y la comunicacion de
las matematicas (fendmenos de la Educacion Matematica) en la institucion edu-
cativa y en el medio social. Una de sus principales finalidades es identificar y
resolver los problemas para optimizar los procesos educativos. Dos de sus prin-
cipales tareas son: a) la investigacion o indagacion metddica y disciplinada con
fines epistémicos sobre los procesos de ensenanza y aprendizaje de las matema-
ticas y b) la investigacion y el desarrollo de la formacion de profesores de
matematicas; dos tipos de tareas y fenomenos estrechamente relacionados (Gon-
zilez, 1999).

16. Bajo el epigrafe a) se pueden identificar y separar, a efectos tedricos, las
siguientes parcelas que en la prictica interactian y operan conjuntamente: los
aprendizajes y la cognicion, la ensenanza y los procesos reales de ensenanza-
aprendizaje. Las tres se encuentran estrechamente relacionadas bajo el dominio
de la Psicologia, la Pedagogia, la Didactica General y la Sociologia (Fischbein,
1990, pp. 6-12), en lo que constituye un primer nivel centrado en las finalidades
educativas y en las caracteristicas generales del conocimiento matematico. A su
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vez, este primer nivel presenta una dependencia de otros factores, como son: la
Matematica, su Epistemologia y su Historia o la Fenomenologia, en lo que cons-
tituye un segundo nivel mas especifico, centrado en las finalidades y en los
contenidos matematicos.

17. Los factores o componentes basicas de los fendmenos del tipo a) son:
Los conocimientos “de” y “sobre” las Matematicas, la Epistemologia, la Historia
y la Fenomenologia del conocimiento matematico; los aspectos socioculturales
relacionados con el conocimiento matematico; el aprendizaje y la cognicion en
relacion con las matemadticas; la ensehanza y los aspectos curriculares en rela-
cion con el conocimiento matematico.

18. Los factores o componentes basicas de los fenomenos del tipo b) son: La
Didictica de la Matematica o Area de Conocimientos sobre los fenémenos del
apartado anterior (conocimientos relacionados con la Educacion Matematica),
abarcando: los conocimientos “de” y “sobre” la Educacion Matemadtica, la Histo-
ria, la Epistemologia y la Fenomenologia de la Educacién Matemadtica; los aspec-
tos socioculturales relacionados con el campo de la Educacion Matemdtica y
con el sistema de ensenanza de las matemadticas; el aprendizaje y la cognicion
de los profesores en formacion y en ejercicio en relacion con los fenomenos de
la Educacion Matemadtica; la ensenanza y los aspectos curriculares especificos de
los planes de formacion de profesores.

19. Las tres dreas bdsicas (conocimiento, sujetos y medios) y los factores
mencionados son fuentes de informacion para los disenos curriculares, de tal
manera que es posible justificar, situar y completar los organizadores curricula-
res (Rico, 1997) dentro del marco tedrico que estamos describiendo. Es decir, el
marco tedrico tiene también utilidad para la elaboracion de disenos curriculares
en Matematicas y en Didactica de las Matematicas, aportando informacion esen-
cial sobre los distintos elementos (Gonzilez, 1999, pp. 129 y 141).

Sobre la investigacion y la metodologia

20. Las dreas y factores indicados en los puntos anteriores constituyen fuen-
tes de informacion primaria para la investigacion sobre cada uno de los dos
tipos de fenémenos senalados. Dicha informacion debe siempre ser matizada y
analizada en el marco general de la intencionalidad didactica para los fenome-
nos del tipo a) y de la intencionalidad formativa profesional para los fenémenos
del tipo b); ambas intencionalidades son diferentes y dotan de personalidad
propia a las investigaciones correspondientes.

21. La informacion primaria o basica s6lo comienza a adquirir el caracter de
informacion especifica del campo de estudio y a profundizar en la naturaleza
compleja y sistémica de los fendmenos cuando se le hace intervenir en una red
de relaciones entre las dreas y factores en juego (Gonzilez, 1995, 1999). El
andlisis cualitativo de dichas relaciones permite integrar informaciones aisladas,
a veces dispersas y aparentemente dispares, proporcionando nuevos conoci-
mientos y modelos tedricos y abriendo nuevas perspectivas. La profundidad y la
extension de dicho andlisis dependen del problema y de la situacion de las
investigaciones anteriores.
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22. El andlisis mencionado requiere de una elaboracion compleja que de-
manda una metodologia especifica que trasciende los procedimientos que se
vienen utilizando. Para ello, empleamos el método especifico que hemos deno-
minado “Andlisis Diddctico” (Gonzilez, 1998) y que consiste en un procedi-
miento cualitativo no empirico que toma como punto de partida los principios
del meta-analisis, la revision multivocal y lo que se conoce como andlisis con-
ceptual.

23. El empleo del Analisis Didactico, la intervencion de las tres dreas bisicas
y sus componentes o factores en el marco de la intencionalidad especifica y la
red de relaciones como ntcleo del estudio tedrico y generador de modelos, no
intervienen en la aproximacion interdisciplinar usual. Estamos ante una nueva
aproximacion por la que se establece una parte especifica (hasta ahora previa
en el desarrollo de la investigacion, aunque no tiene porqué ser asi) que organi-
za el campo de fendmenos, facilita las decisiones sobre el problema y el diseno
de la investigacion y proporciona un marco amplio en el que se pueden integrar
otras aproximaciones.
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INVESTIGACION EN RAZONAMIENTO
INDUCTIVO NUMERICO Y ALGEBRAICO
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RESUMEN

Uno de los problemas de la investigacion en Didactica de la Matematica es
la diversidad de resultados. Resultados que al no estar integrados en un todo
coherente no trascienden a la préactica docente. Otro problema es que la ma-
yor parte de los modelos y teorias que son referentes en los disefios curriculares
no tienen en cuenta estos trabajos puntuales. Desgraciadamente la pluma de
muchos autores aporta mas que la investigacion. Podemos decir que existen
modelos y planteamientos tedricos necesitados de verificacion empirica. Este
estado es lo que aconseja aunar esfuerzos para desarrollar lineas de investiga-
cioén coherentes en cuanto al contenido, los fines, los planteamientos y los
meétodos. Los investigadores en Razonamiento Inductivo Numérico y Algebrai-
co pretendemos desarrollar una linea de investigacion cuyos resultados posi-
biliten la construccion de un modelo teérico de desarrollo evolutivo del razo-
namiento inductivo en aritmética y algebra.

1. INTRODUCCION

Realizadas las busquedas bibliograficas necesarias en las diferentes fuentes
de documentacion cientifica, podemos llegar a la conclusion siguiente: no exis-
te en Diddctica de la Matematica una linea de investigacion cuyo objeto sea el
Razonamiento Inductivo, que no sea la que estamos presentando.
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Por otra parte, si existen propuestas curriculares en las que se considera el
razonamiento inductivo como imprescindible para la comprension y construc-
cion por parte de los escolares del conocimiento matematico: Winter y Ziegler
(1975), Rico (1978, 1982), Estandares Curriculares y de Evaluacion para la Edu-
cacion Matematica del N.CT.M. (1991).

También nos encontramos autores que proponen situaciones didacticas para
que los alumnos trabajen el razonamiento inductivo: Shanon and Austin (1992)

Desde la propia investigacion matemdtica se concluye la trascendencia e
importancia de la induccion y del razonamiento inductivo: Godement (1948),
Lakatos (1978), Diudonné (1989), etc.

Estas y otras son justificaciones suficientes para iniciar una linea de investiga-
cion cuyo objeto sea indagar el papel del razonamiento inductivo en los proce-
sos de ensenanza aprendizaje de la matematica, en concreto de la induccion
numérica y el estudio de patrones en el aprendizaje de las diferentes estructuras
numeéricas.

Considerando que una linea de investigacion debe especificar en lo posible
los problemas a investigar, me veo en la necesidad de explicar los origenes y la
situacion actual de nuestro campo de investigacion. También consideramos ne-
cesario orientar como conseguir los objetivos definidos en un marco teorico,
exponiendo un marco metodologico.

2. ORIGENES TEORICOS Y EMPIRICOS DE LA LINEA DE
INVESTIGACION: SU OBJETO

En sus inicios, esta linea de investigacion se ha sustentado en tres dmbitos de
investigacion: Epistemologia de las Ciencias y la Matematica, Psicologia del
Aprendizaje y Educacion Matematica.

Consideramos la Epistemologia de las Ciencias y la Matematica como fuente
inagotable de reflexion didactica y de analisis del conocimiento matematico, por
ello, en los marcos tedrico de las diferentes investigaciones hemos de poner en
relacion el problema a investigar con las caracteristicas Matematicas, Logicas y
Epistemoldgicas del Razonamiento Inductivo: Bacon (1620), Descartes (1638),
Mill (1843), Jevons (1873), Peirce (1867, 1901, 1910, 1918), Poincaré (1902),
Russell (1912), Keynes (1921), Cohen (1931), Popper (1933), Carnap (1950),
Polya (1944,1953, 1962-64), Piaget (1953, 1956, 1967, 1971, 1974, 1979,1980,
1985), Piaget y Morf (1970), Hempel (1966), Stebbing (1967), Black (1974), Chals-
mers (1976), Lakatos (1978, 1987), Manzano (1981), Dancy y Sosa (1992), Kiaer
(1995)

El objeto de las indagaciones epistemologicas es profundizar en lo que se ha
entendido y se entiende por razonamiento inductivo en distintas ramas del co-
nocimiento cientifico y cual es su papel elaborador en las mismas, para cons-
truir modelos que se ajusten al desarrollo de los razonamientos aritméticos y
algebraicos en los escolares: “El objeto de este analisis es la busqueda de modelos
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inductivos que sirvan para plantear hipotesis e interpretar resultados de una
fase empirica” (Ortiz, 1997)

En cuanto a la Psicologia del aprendizaje, decir que nos hemos acercado a
este campo de investigacion con dos intenciones claras: La primera, ver el papel
que juega la induccion en los modelos interpretativos de la inteligencia del ser
humano y la segunda, obtener informacion de las técnicas de investigacion
utilizadas.

Desde la perspectiva psicolégica nuestros primeros trabajos (Ortiz, 1993)
consideraron las teorias y autores del cuadro adjunto.

Conductismo clasico: Inducir por asociaciones Hull, 1920
Teoria continuidad
(E-R)
La induccion de reglas procedi-
miento en el aprendizaje de

conceptos: Mayer, 1985
Cognitivismo: La induccién como una
Teorifa discontinuidad ~ « capacidad: Pellegrino, 1976
Paradigma mediacional Anilisis de procesos cognitivos: Holtzman, 1983
Elaboracién de la informacion: Stemberg, 1986
Errores del razonamiento inductivo: Ross, 1981

INDUCCION
EN PSICOLOGIA
Piaget, 1955
Oléron, 1963
Sastre y Moreno,
1983

La induccion como instrumen-
Constructivismo to intelectual:
de J. Piaget La induccién como generaliza-
cion de estructuras

La induccion como
Psicometria instrumento de medida

ilford, 195
(Test de inteligencia): Guilford, 1959

Debemos tener en cuenta que cada perspectiva psicolégica modifica la in-
tencionalidad de una investigacion, por tanto introduce matices a tener en cuen-
ta que pueden modificar las hipétesis, los objetivos y la metodologia.

Por udltimo, en cuanto a la Educacion Matematica, tal y como hemos expues-
to en la introduccion, no existe en Didactica de la Matematica una linea de
investigacion en Razonamiento Inductivo; a pesar de ello el tema ha sido de
interés, como lo avalan los trabajos publicados en los dltimos 30 afios, los cuales
hemos organizado de acuerdo con los siguientes apartados:

a) Método de induccion completa.

Hay una gran cantidad de publicaciones: Macarow (1972); Avital (1972);
Malcom (1974); Pinker (1976); Hirsch (1976); Higgins (1990). En ellas se ha
considerado el método de induccion completa como componente del conoci-
miento matemadtico y, por tanto, estas publicaciones se centran en trabajos ex-
perimentales con alumnos de cursos avanzados para estudiar y analizar el domi-
nio que poseen del método de induccion completa. En la mayoria de los casos
son estudios experimentales.
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b) Modelos 16gicos

Desde la modelizacion 16gica del razonamiento inductivo, Dubinsky (1986)
amplia los trabajos del apartado anterior al considerar la regla del “modus po-
nens” en un modelo denominado descomposicion genética de la induccion
matematica.

¢) Modelos cognitivos

Desde una perspectiva psicolégica se ha considerados la inducciéon de patro-
nes desde el punto de vista del procesamiento de la informacion: Lee (1982),
Ropo (1987).

En el momento actual y en Educacion Matematica son relevantes las investi-
gaciones en relacion con el papel de la representacion en la construccion esco-
lar del conocimiento matematico (Tall (1991), Vinner (1983)). En este sentido,
dentro del grupo de Pensamiento Numérico destacan trabajos como el de Castro
(1995), en el que se ve la importancia de las representaciones graficas para
interpretar y descubrir patrones en sucesiones numéricas. En la misma linea,
Cuoco (1992) expone el significado de la Matematica Inductiva en un contexto
visual.

d) Propuestas curriculares

Se han realizado propuestas didacticas de la induccion numérica para Prima-
ria y Secundaria, como la desarrollada por Christiansen (1970). También, desde
una perspectiva de orientacién curricular, podemos considerar los resultados
obtenidos por Castro (1995).

Existen publicaciones como la de Maurer (1995) que no constituyen investi-
gaciones en relacién con la induccion, pero que, sin embargo, sugieren aspec-
tos concretos que pueden ser de utilidad para el profesor desde un punto de
vista de la practica docente.

3. LINEA DE INVESTIGACION EN INDUCCION NUMERICA Y
ALGEBRAICA

Con esta linea de investigacion se pretende ampliar nuestro conocimiento
sobre los procesos cognitivos del razonamiento inductivo. Su objeto es la rela-
cion entre los procesos de razonamiento inductivo en los sujetos y la construc-
cion-aprendizaje de las diferentes estructuras numeéricas.

Hasta el momento solo hemos investigado sistemas inductivos de Peano
(Sistemas que son modelos de los axiomas de Peano de los nimeros naturales
(Manzano (1981)). Las series numéricas son ejemplos de estos sistemas y cons-
tituyen el soporte material de las investigaciones realizadas.

Considerando el razonamiento inductivo numérico como un razonamiento
en el que intervienen procesos mentales, l6gicos, aritméticos o algebraicos, impli-
citos en la realizacion de inferencias o generalizaciones inductivas en series
numéricas, asi como los conceptos y propiedades del nimero que se utilizan en
dichos procesos, hemos construido un modelo teérico del razonamiento inducti-
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vo numérico desde una perspectiva evolutiva. Para describir el modelo hemos
considerando la construccion escolar de las estructuras numéricas a nivel arit-
mético y algebraico (Ortiz 1997)

Una sintesis del modelo se expone en el cuadro adjunto. Los descriptores
utilizados para los diferentes bloques consideran la aritmética elemental. En las
distintas investigaciones se pretende relacionar los diferentes bloques con las ca-
racteristicas epistemologicas, 16gicas y psicologicas del razonamiento inductivo.

Hasta el momento s6lo se han investigado los bloques Numérico y Aritmé-
tico y desde una perspectiva finita (sin consideracion del infinito). Hemos de-
mostrado que en Educacion Primaria (6-12 anos) la capacidad en razonamiento
inductivo numérico de los alumnos evoluciona de acuerdo con seis niveles.
Simultineamente se ha obtenido un test para clasificar a los alumnos de Educa-
cion Primaria segin estos niveles.
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4. MARCO TEORICO: ALGUNAS CUESTIONES CENTRALES

Consideramos que el marco tedrico de una linea de investigacion es cuestion
de planteamientos y de postulaciones previas que dan sentido y significacion,
rigor, completitud, exactitud, coherencia (tanto interna como externa) y validez
de constructo (Bizquerra (1989), Fernandez Cano (1995)) a las investigaciones
concretas.
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Partimos de la consideracion de que todo conocimiento cientifico tiene dos
caracteristicas bdsicas: una extension y una comprension (Stegmuller (1970),
Mosterin (1980)).

En cuanto a la extension, en toda disciplina, y por tanto en Matemadticas,
siempre las fronteras son difusas. Dificilmente podemos desde la propia Mate-
matica interpretar toda su extension (Godel, 1931) y en consecuencia este pro-
blema siempre esta abierto. La conclusion holistica a la que llegamos es que los
conocimientos no estan claros y por tanto el acceso al conocimiento es un
misterio dificil de dilucidar. En tal sentido, la investigacion en Didactica de la
Matematica debe esclarecer algunas cuestiones centrales.

El problema de la comprension tiene que ver con los origenes de los cono-
cimientos. Para algunos autores todo conocimiento nuevo se construye a partir
de uno viejo. Nuestra pregunta en Aritmética la podemos formular: ;Cuales son
las nociones y procesos basicos en los comienzos de la aritmética que supeditan
las construcciones posteriores?.

Para responder a esta pregunta hay que tener en cuenta la diversidad Mate-
matica, debido a la cual un mismo concepto puede obtenerse a partir de siste-
mas axiomadticos distintos. Esto ocurre en Aritmética como en cualquier otra
rama del saber matematico.

También hay que tener en cuenta al sujeto cognoscente, planteindonos un
nuevo problema: el de la objetividad y subjetividad. Consideramos la objetivi-
dad como una adaptacion a unas hipétesis de partida y a un método, ambos
condicionados por la subjetividad que los fija a partir de un sistema conceptual
que determina lo que pensamos y condiciona nuestros juicios y las conclusio-
nes a las que podamos llegar. Estos juicios dependen a su vez de los conceptos
que disponemos en un momento determinado y de la capacidad de razona-
miento individual. A todo ello, hay que anadir que la verdad depende del tipo
de verdad (Hessen (1925) que pretendemos obtener.

Debemos tomar una postura que minimice problemas como los planteados
y, por tanto, consideramos que una postura evolutiva es propia para la investi-
gacion en Didactica de la Matematica. Ver el conocimiento matematico como
algo cambiante tanto cualitativamente (comprension) como cuantitativamente
(extension). El enriquecimiento intelectual no solo es cuestion de descubrir
nuevas verdades, sino cambiar las perspectivas del propio conocimiento; ello
nos lleva a considerar el conocimiento desde el punto de vista de su desarrollo.

Pretendemos encontrar en grupos determinados de escolares espanoles dis-
tintos estados de razonamiento inductivo en numeracion, aritmética y algebra,
marcando las pautas de su evolucion progresiva.

5. MARCO METODOLOGICO

En relacion con los planteamientos del Marco Tedrico, debemos ser conse-
cuentes, buscando un marco metodolégico adecuado o que sea lo mas adecua-
do posible. Nosotros pretendemos medir de alguna manera la evolucion de los
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conceptos y las estrategias de razonamiento en los escolares, construyendo ins-
trumentos que posibiliten determinar tanto el estado global de un nutcleo de
escolares (evolucion tanto de los conceptos como de las estrategias por edades
y cursos) como el estado en que se encuentra un escolar determinado.

Por el momento y desde una perspectiva evolutiva, pretendemos construir
escalas acumulativas con modelos paramétricos (Guttmann (1950), Ellis y Woll-
emberg (1993), Mokken (1971), Molenaar (1982, 1983, 1986, 1994), Molenaar y
Sijtsman (1987,1999)), que permitan diferenciar a los alumnos por niveles de
comprension, conceptualizacion y razonamiento. Por este motivo las investiga-
ciones deben utilizar una metodologia mixta, combinando métodos cuantitati-
vos para la construccion de escalas, y cualitativos (entrevistas, etc.) para obtener
los perfiles cognitivos de los distintos niveles. Para la construccion de las escalas
es necesario un andlisis y validacion empirica de tareas.

En los inicios de la linea de investigacion y para organizar los conocimientos
que intervienen y plantear nuestro modelo evolutivo hemos seguido una meto-
dologia no empirica, como es el Andlisis Didactico (Gonzalez, 1995, Fernandez
Cano, 1996), que incluye estudios historicos y curriculares. En las cuestiones
pendientes de investigar no es necesario indagar en los antecedentes, si expo-
ner el estado de la cuestion. Ello posibilita una mayor eficacia en la investiga-
cion produciéndose un efecto multiplicador de resultados.

Pretendemos llegar a un método lo mds sistematico posible por el bien de la
investigacion en Didactica de la Matematica. En cada investigacion particular,
una vez definido el problema a investigar como consecuencia del estado de la
cuestion, el proceso a seguir podemos ordenarlo en tres fases:

12 fase: Analisis y validacion empirica de tareas

El problema a resolver es como observar lo mas fielmente posible la situa-
cion real de las competencias de los escolares de distintas edades y cursos, en
razonamiento inductivo.

Encontrar las tareas que posibiliten al investigador descubrir pautas y regula-
ridades que discriminen a los alumnos. Tareas que sean idoneas, exigiéndoles
requisitos de funcionalidad en la recogida de informacion como en el tratamien-
to posterior de la misma. No es un estudio piloto.

Las constantes que se puedan extraer a partir de los resultados obtenidos
con las tareas idoneas nos llevan a considerar los conocimientos que intervie-
nen y localizar empiricamente el problema.

22 fase: Construccion de una escala

Las tareas se aplican a una muestra significativa para obtener una escala
acumulativa que discrimine a los escolares. De acuerdo con un diseno previo en
el que se han fijado las variables a tener en cuenta, se estudia si la escala
obtenida discrimina por edades y cursos, viendo qué factores los determinan,
previo un estudio piloto.

32 fase: Estudio cualitativo

Para confirmar e interpretar los niveles obtenidos, se preparan actividades
complementarias con el fin de validar la escala obtenida, determinando el perfil
de los escolares de cada nivel. La escala se confirma si alumnos de niveles



Jost Luts GONZALEZ MART - ALFONSO ORTIZ COMAS

diferentes, al razonar, utilizan esquema inductivos diferentes, y alumnos de un
mismo nivel esquemas equivalentes.

Existen razones tedricas y practicas que aconsejan un mismo marco teorico y
metodologico para aunar resultados. Consideramos fundamental la uniformidad
tedrica y empirica en la investigacion en Didactica de la Matemadtica para obte-
ner modelos interpretativos de los procesos de ensehanza aprendizaje de la
Matematica.

6. AGENDA DE INVESTIGACION

Tenemos por delante dos etapas diferenciadas:

primera etapa: culminar la investigacion en sistemas inductivos de Peano en
las distintas estructuras numéricas tanto a nivel finito como infinito.

segunda etapa: Pasar a otros sistemas inductivos.

Restringiéndonos a la primera etapa, nos hemos planteado los siguiente objetivos:

a) Terminar de confirmar el modelo evolutivo de Razonamiento Inductivo

Numérico tanto en niveles superiores como inferiores a la Educacion Prima-

ria. Con la consideracion de la generalizacion aritmética , el paso al dlgebra

y al infinito para los niveles superiores.

b) Introducirnos en estructuras numéricas como los nimeros relativos, racio-

nales y reales

¢) Completar los perfiles en Razonamiento Inductivo Numérico y Algebraico

de los diferentes niveles.

7. INVESTIGACIONES EN CURSO DE REALIZACION

A continuacion exponemos brevemente las investigaciones en curso de rea-
lizacion. En su mayor parte estan terminando la primera fase o iniciando la
segunda, por lo que esperamos obtener resultados de aqui a un par de anos.

1) Andlisis del Razonamiento Inductivo Numeérico a partir de series numéri-

cas naturales complejas.

El objetivo fundamental de este trabajo es el de determinar estrategias y
procedimientos de descubrimiento de regularidades numéricas utilizados por
los escolares de Educacion Secundaria y estudiar su desarrollo, determinando
una escala que discrimine evolutivamente a los alumnos.

En Educacién Secundaria el curriculum en aritmética se orienta mas al Alge-
bra que a profundizar en una aritmética avanzada del namero, por ello se plan-
tean a los alumnos tareas de continuar series cuyos criterios no son elementales.

2) Evolucion del Razonamiento Inductivo Numérico en las sucesivas amplia-

ciones del campo numérico.

En la ensenanza de la aritmética del nimero natural se omite el nimero
natural relativo, lo que aumenta considerablemente el problema de compren-
sion en el aprendizaje de los nimeros enteros.
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A partir de situaciones de induccion en situaciones relativas simples, que
son situaciones en las que intervienen tres medidas referidas a una misma
magnitud, de las cuales una de ellas es una medida natural relativa (Gonzalez,
1995), se pretende evaluar la evolucion del Razonamiento Inductivo Numérico
considerando los nimeros naturales, los naturales relativos y los nimeros
enteros.

3) Razonamiento Inductivo Numérico en la transicion de la Aritmética al

Algebra.

Considerando que en el paso de la aritmética al algebra se producen dos
fenémenos basicos como son la generalizacion de las propiedades aritméticas y
un cambio de representacion desde un lenguaje natural a un lenguaje simboli-
co-algebraico, se pretende caracterizar el proceso cognitivo de generalizacion
de series numéricas, desde el descubrimiento de criterios hasta la generalizacion
algebraica de los mismos mediante sus términos generales.

4) Relaciones Logicas-ordinales entre los términos de la secuencia Numérica

en nifios de 3 a 6 afios.

Se confrontan dos planteamientos clasicos como son el modelo piagetiano,
que se preocupa fundamentalmente de la madurez cognitiva, y el enfoque de
procesamiento de la informacion, que favorece la precocidad y la cuantificacion
de lo adquirido.

Desde la perspectiva piagetiana se considera la secuencia numérica sobre la
base de la estructura operatoria de seriacion (Piaget y Szeminska (1941), Flavell
(1982), Kamii (1982), Fuson (1988).

Desde el modelo de integracion de habilidades o procesamiento de la infor-
macion se considera la secuencia numérica como una componente del conteo
(Siegler y Robinson (1982), Fuson (1982, 1985, 1988), Fuson y Hall (1986), Gel-
man y Gallister (1978), Richards y Briards (1982), Wagner y Walters (1982), Saxe
( 1977, 1981, 1989), Song y Ginsburg (1988), Klahr y Wallace (1976), Sofhian
(1977), Acredolo (1982).

Teniendo en cuenta los trabajos correspondientes a los dos planteamientos
anteriores, nuestra investigacion esta centrada en el estudio del establecimiento
de relaciones ordinales en la secuencia numérica. Trabajamos con niflos que
dominan parcial o totalmente el conteo o recitado de la secuencia numérica
para poder determinar la evolucién de las relaciones ordinales.

5) Usos y significados del signo igual en Aritmética y Algebra.

A partir de un estudio de los usos y significados de la igualdad y del signo
igual en la vida cotidiana, en los libros de texto, en Logica y Matematicas, se
pretende investigar la evolucién de la igualdad en los escolares desde las prime-
ras identidades numéricas hasta las identidades algebraicas, pasando por las
transformaciones aritméticas.

Este trabajo ha surgido por necesidad para interpretar ciertas relaciones in-
ductivas planteadas en las investigaciones anteriores. No es un trabajo en razo-
namiento Inductivo Numérico pero si de interés para interpretar perfiles cogni-
tivos en los diferentes niveles de Razonamiento Inductivo Numérico.
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1. INTRODUCCION

Un objetivo de la SEIEM es promover las actividades de investigacion y los
grupos de investigacion juegan un papel muy importante a este respecto. En
este panel daremos a conocer el trabajo realizado por nuestro grupo, situdn-
dolo dentro de la investigacion en educacion estadistica a nivel internacional,
con el fin de compartirlo con otros grupos de la sociedad y abrir la posibilidad
de futuras colaboraciones con ellos.

El interés reciente por la ensenanza de la estadistica ha sido impulsado por
el crecimiento de sus aplicaciones y la difusion de los ordenadores que resuel-
ven el problema del cdlculo. Al facilitarse su uso, la estadistica se ha incorpo-
rado, en forma generalizada, al curriculo de la ensenanza primaria y secunda-
ria y de las diferentes especialidades universitarias, debido a su caracter instru-
mental, y a la importancia del razonamiento estadistico en la sociedad de la
informacion. Esto ha originado una serie de problemas didacticos a los que la
investigacion trata de responder, desde la educacion matematica, la psicolo-
gia, y la propia estadistica.
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La investigacion sobre la didactica de la estadistica es ain escasa, y no se
conocen bien las principales dificultades de los alumnos en muchos concep-
tos importantes. Seria también preciso evaluar métodos de ensefianza adapta-
dos a la naturaleza de la estadistica, a la que no siempre se pueden transferir
los principios generales de la ensenanza de las matematicas, porque se contra-
pone a la cultura determinista de la clase de matematicas, y por las controver-
sias filosoficas, éticas y politicas implicadas en el uso e interpretacion de la
estadistica.

2. ORIGENES Y COMPONENTES DEL GRUPO

El grupo de Estadistica, Probabilidad y Combinatoria se creé formalmente
durante la reunion de constitucion de la Sociedad, aunque la mayoria de sus
miembros actuales trabajaban ya en esta linea de investigacion. En 1985 se
establecié un grupo sobre el tema en Jaén, que se trasladé posteriormente a
Granada y se consolid6 con el Programa de Doctorado en Didactica de la Mate-
matica en el ano 1988. En otras Universidades como Cadiz, La Laguna, Auténo-
ma de Madrid y Murcia también trabajaban en el tema personas aisladas o pe-
quenos grupos.

La coordinacion fue iniciada por Carmen Batanero (Universidad de Granada)
y a partir de 1997 se hizo cargo de ésta Antonio Estepa (Universidad de Jaén).
Los componentes actuales del grupo son César Saenz (Universidad Autonoma
de Madrid), Pilar Azcarate (Universidad de Cadiz), Carmen Batanero, M. Jesus
Canizares, Jose Maria Cardenoso, Juan D. Godino, Virginia Navarro-Pelayo, Juan
Jesus Ortiz, Luis Serrano y Angustias Vallecillos (Universidad de Granada), Anto-
nio Estepa y Francisco T. Sanchez- Cobo (Universidad de Jaén), Candelaria Espi-
nel (Universidad de La Laguna) y Andrés Nortes (Universidad de Murcia).

El grupo se ha reunido en Zamora y Valladolid y se han organizado encuen-
tros parciales en Granada y Jaén, con ocasion de los cursos de doctorado o de
la presencia de profesores visitantes.

3. LINEAS DE INVESTIGACION

Los trabajos desarrollados hasta la fecha pueden clasificarse en las siguientes
lineas de investigacion:

3.1. EVALUACION DEL RAZONAMIENTO PROBABILISTICO

Mientras que hasta hace unos anos, la ensefianza de la probabilidad se ini-
ciaba a los 14-15 anos, enfatizando el cdlculo combinatorio, los curriculos actua-
les adelantan la materia al comienzo de la educacion secundaria obligatoria e
incluso a la ensenanza primaria. Sugieren utilizar actividades donde el estudian-
te haga predicciones sobre los diferentes resultados en experimentos aleatorios
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sencillos, luego obtenga datos empiricos, y finalmente compare las probabilida-
des experimentales con sus predicciones. Este cambio requiere una labor de
evaluacion de las capacidades de los alumnos, como las llevadas a cabo sobre
los siguientes conceptos: aleatoriedad (Serrano, 1996; Batanero, Serrano y Green,
1998; Batanero y Serrano, 1999); comparacion de probabilidades (Cantero, 1998;
Canizares, 1997; Cafizares y cols., 1997), nocion de juego equitativo (Canizares
y cols., 1999), concepcion frecuencial de la probabilidad (Serrano y cols., 1996)
y uso de heuristicas (Serrano y cols., 1998;). Saenz (1995; 1998) realiza un expe-
rimento de ensenanza que tiene en cuenta las concepciones previas de los
estudiantes para potenciar un cambio conceptual.

3.2. RAZONAMIENTO COMBINATORIO

Las operaciones combinatorias pueden definirse mediante experimentos alea-
torios (extraccion con o sin reemplazamiento, ordenada o no ordenada) y, reci-
procamente, la enumeracion del espacio muestral de todo experimento com-
puesto requiere la resolucion de un problema combinatorio. Piaget sostiene que
la comprension del azar pasa por la de las operaciones combinatorias, que son
un componente fundamental de pensamiento formal. Esto nos ha llevado a
evaluar el razonamiento combinatorio en alumnos de secundaria (Navarro-Pela-
yo, 1994; Batanero, Godino, y Navarro-Pelayo, 1994; Batanero, Navarro-Pelayo
y Godino, 1997) y universitarios (Roa y cols., 1996; Roa, 2000).

3.3. ANALISIS EXPLORATORIO DE DATOS

El analisis exploratorio de datos se introduce en los nuevos curriculos desde
la ensenanza secundaria. Pero este tipo de andlisis se basa en los estadisticos de
orden, que no siempre son bien comprendidos por los alumnos (Cobo, 1998).
Los conceptos estadisticos aparentemente sencillos presentan dificultades varia-
das a los estudiantes (Batanero, Godino, Green, Holmes, y Vallecillos, 1994).

Un tema extensamente investigado por miembros del grupo es la compren-
sion de la asociacion estadistica (Estepa, 1993; Batanero, Estepa, Godino, y
Green, 1996; Estepa y Batanero, 1996; Estepa, Batanero y Sanchez, 1999) y su
evolucion tras la ensefanza, tanto en cursos tradicionales (Sanchez, 1999) como
en los basados en el uso de ordenadores (Batanero, Estepa, y Godino, 1997,

1998).

34 FORMACION Y CONCEPCIONES DE LOS PROFESORES

La formacion de los profesores en este dmbito es practicamente inexistente.
So6lo recientemente se ha iniciado una asignatura de didactica de la estadistica
en la Licenciatura en Ciencias y Técnicas Estadisticas de la Universidad de Gra-
nada. Los alumnos de la Licenciatura de Matemadticas no tienen una formaciéon
especifica en didactica de la estadistica, y la mayoria de profesores de primaria,
no ha tenido una formacion basica ni siquiera en estadistica. El estudio de las
concepciones de los profesores de educacion primaria sobre aleatoriedad y
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probabilidad es abordado por Azcarate (1995; 1996), Azcarate y Cardefioso (1995)
y Cardenoso (1998).

35 ANALISIS DE LIBROS DE TEXTO Y EL CURRICULO

Los libros de texto son un material didactico fundamental, aunque en ocasio-
nes transmiten significados incompletos o sesgados de los conceptos que tratan
de ensenar; el andlisis de los libros de texto puede ayudarnos a detectar estos
desajustes. Esta problemadtica es abordada por Ortiz (1999; Ortiz y cols., 1996;
2000), Sanchez (1999) y Serradé (2000). Azcérate y Cardenoso (1996) y Carde-
noso y Azcarate (1995) analizan el componente estocistico de los proyectos y
materiales curriculares.

3.6. INFERENCIA ESTADISTICA

La estadistica es una de las ciencias metodologicas fundamentales y base del
método cientifico experimental. Pero la investigacion didactica ha puesto de
manifiesto dificultades y errores en su aplicacion, hasta el punto que algunas
sociedades profesionales aconsejan prescindir del contraste de hipétesis y otros
procedimientos estadisticos. Esta tematica es recogida por Vallecillos (Valleci-
llos, 1994; 1995a y b; 1996; 1997; Vallecillos y Batanero, 1997). La «ducacion
estadistica y la controversia sobre los tests de hipétesis» fue el tema de una sesion
en la 52 Reunion del ISI, 1999, donde Angustias Vallecillos present6 un trabajo
invitado (Vallecillos, 1999) y este ano se celebra la IASE Round Table Conference
sobre la formacidn de investigadores en el uso de la estadistica en Tokio, orga-
nizada por Carmen Batanero.

4. ACTIVIDAD DESARROLLADA

En el anexo presentamos las tesis doctorales elaboradas por miembros del
grupo de investigacion, que han participado también en proyectos financiados
por el Programa de Promocion General del Conocimiento (DGICYT), Acciones
integradas Hispano-Britanicas e Hispano-Italianas, Proyecto Europeo Tempus
Phare, Convenio de Colaboracion Cientifica con Iberoamérica, junto con la Uni-
versidad de Oriente en Santiago de Cuba y Plan Andaluz de Investigacion.

Hay una tradicion de participacion en Congresos Internacionales, destacan-
do ICOTS 1994, 1998; PME 1990 a 1999; ICME 1992 y 1996; I y I CIBEM; 51° y
52° Sesion del ISI 1997, 1999; Round Table Conference de IASE 1996, 2000;
International Conference on Teaching in Mahematics celebrados en Samos,
Grecia, en 1998 e International Conference on «Mathematics for Living», cele-
brado este mismo ano en Amman. El grupo ha participado también en las Jorna-
das de Investigacion en el Aula de Matematicas, Granada, y Jornadas de Educa-
cion Matemadtica Thales, JAEM y Simposio de la SEIEM y en Programas de Doc-
torado de las Universidades de Almeria, Cadiz, Granada y Jaén, asi como en
cursos de doctorado y maestria en universidades sudamericanas.
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Hemos recibido las visitas de trabajo de los siguientes profesores (Universi-
dad de Granada): Herman Callaert, Limburgs University, Bélgica; Ernesto Alon-
so Sanchez, CINVESTAT, México; Oscar Soto, Universidad Nacional de Colom-
bia; Grisel Alvarez, Universidad de Santiago de Cuba; Roberto Meyer, Universi-
dad Nacional del Litoral, Argentina; y Carolina Carvalho, Universidad de Lisboa.

El grupo de Granada esta organizando la informacion sobre su trabajo en
una pagina Web (http://www.ugr.es/~batanero), que incluye enlaces a otros
grupos en educacion estadistica.

5. TRABAJOS EN CURSO

Entre los trabajos actualmente en curso, citaremos los siguientes:

5.1. COMPRENSION DE PROMEDIOS

Mientras que las concepciones probabilisticas han sido estudiadas extensa-
mente, hay pocos trabajos sobre las concepciones estadisticas. Belén Cobo estu-
dia el significado que los alumnos de secundaria atribuyen a los promedios, en
relacion a los campos de problemas, procedimientos de resolucion, representa-
ciones utilizadas, propiedades asignadas y modos de argumentacion.

5.2. EL PASO DEL ANALISIS DE DATOS A LA INFERENCIA

Uno de los problemas principales en un curso introductorio de estadistica es
hacer la transicion del analisis de datos a la inferencia, debido a la escasez del
tiempo disponible y a los conocimientos previos. En la investigacion de Tauber
se pretende disenar y evaluar una secuencia de ensenanza de la distribucion
normal, en un curso de anilisis de datos basado en ordenadores, dirigido a
estudiantes universitarios que no hayan estudiado estadistica durante la educa-
cion secundaria. Antonio Moreno trabaja sobre ensefanza y aprendizaje de la
estadistica inferencial en el nivel de secundaria y recoge diversos aspectos sobre
analisis curricular, investigaciones y experiencias de ensenanza sobre el tema y
la descripcion de una actividad llevada a cabo por el autor en clase con el fin de
estudiar también el aprendizaje de conceptos inferenciales por alumnos de este
nivel de ensenanza.

5.3. DESARROLLO DE LA PRACTICA PROFESIONAL

La intervencion en el aula como parte de la prictica profesional de los pro-
fesores del drea puede estar influida, ademds de por las concepciones de los
propios profesores, por otras muchas variables. Serrado lleva a cabo un estudio
de casos sobre la implementacion y desarrollo de la practica de los profesores
acerca del conocimiento estocdstico, tomando como punto de partida los resul-
tados de Serrado (2000) sobre la estructura didactica y metodologica junto con
el andlisis de la tipologia de conocimientos estocisticos propuestos por las edi-
toriales seleccionadas.
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6. INTEGRACION EN OTROS GRUPOS INTERNACIONALES

Pensamos que esta presentacion no estaria completa sin inscribir este trabajo
dentro de una panordmica internacional. El interés por la ensefanza de la esta-
distica no es exclusivo de la educacion matematica, sino que es compartido por
la estadistica y la psicologia. Haremos un breve resumen de la contribucion de
nuestro grupo en PME e IASE.

6.1. EL GRUPO DE ESTOCASTICA DE PME

Los estudios sobre razonamiento estocdstico en Psicologia se deben a la
nueva concepcion del hombre como un decisor dotado de un sistema probabi-
listico complejo, en lugar de considerarlo con un pensamiento acorde con la
logica formal como se hacia en épocas pretéritas. Entre los multiples trabajos
que existen, podemos destacar los mas utilizados en Educacion Estocastica,
entre los que se encuentran los trabajos de Kahneman y cols. (1982), que intro-
ducen el concepto de heuristica o estrategia inconsciente que reduce la com-
plejidad de un problema probabilistico, suprimiendo parte de la informacion, y
los estudios de Piaget e Inhelder (1951), sobre el desarrollo de las nociones de
aleatoriedad y probabilidad en el niflo. Mencion especial merecen los trabajos
de Fischbein (1975), que apoyan la conveniencia de adelantar la educacion
estocastica, mostrando que sin instruccion es dificil que se desarrolle un razona-
miento estocastico adecuado.

Fischbein fue el fundador del PME (Psychology of Mathematics Education),
en la actualidad el principal foro de investigadores en educacion matematica,
donde, en cada Conferencia anual, se presentan trabajos de las distintas lineas
de investigacion. Nuestro grupo viene participando en PME desde 1990, tanto
presentando trabajos de investigacion, en sus distintas modalidades (research
forum, research report, ...), como revisando los trabajos para cada Conferencia
anual. En 1994 se formé un grupo de trabajo sobre Educacion Estocdstica, en
cuya labor participan miembros de nuestro grupo, asi como en tareas de coor-
dinacion de 1996 a 1998.

6.2. LA SOCIEDAD INTERNACIONAL DE EpucacioN Estapistica (IASE)

La educacion estadistica ha sido un foco de interés del Instituto Internacio-
nal de Estadistica (ISD desde su fundacion en 1885, que se concreto oficialmen-
te en 1948, cuando se establece el Comité de Educacion, que se responsabiliza
del desarrollo de licenciaturas en estadistica, los Centros Internacionales de
Educacion Estadistica, la produccion de libros de texto universitarios y diccio-
narios de términos estadisticos. El comité inici6 también los ICOTS (Internatio-
nal Conference on Statistical Education) en 1982, las Round Table Conference,
y la revista Teaching Statistics dirigida a los profesores (21 anos de existencia).

En 1991 el ISI crea una nueva seccion, a la que se transferirian los objetivos
del Comité de Educacion. Nace asi IASE (International Association for Statistical
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Education, http://www.stat.ncsu.edu/info/iase/), que cuenta con unos 500 miem-
bros, y tiene un triple objetivo:

Como organizacion profesional, proporciona un foro de discusion a los edu-
cadores estadisticos;

Como sociedad de investigacion, trata de crear una disciplina autébnoma,

Toma el liderato en las cuestiones sobre educacion estadistica, especialmen-
te en los paises en desarrollo.

Entre las responsabilidades asumidas, se encuentran la organizacion de ICOTS
y Round Table Conference y la colaboracion con otras conferencias internacio-
nales sobre educacion estadistica, promueve libros, como The Assessment Cha-
llenge in Statistics Education (Gal y Garfield, 1997) y coordina el World Nume-
racy Project.

Miembros del grupo pertenecen a IASE, participan en sus conferencias y
colaboran activamente con la sociedad. Desde Granada se ha coordinado des-
de 1996 el International Study Group on Learning and Teaching Statistics and
Probability, que en el ano 2000 se ha integrado en TASE con el nombre 1ASE
Statistical Education Research Group y se edita la IASE Statistical Education
Research Newsletter (http://www.ugr.es/local/batanero/sergroup.htm). Se or-
ganiz6 en 1996 la IASE Round Table Conference y se participa en el comité
ejecutivo.

7. PERSPECTIVAS DE FUTURO

El grupo se propone potenciar la investigacion en esta linea, asi como la
difusion y aplicacion de los resultados de investigacion. Para lograr estas metas,
siguen siendo vilidos los objetivos propuestos en la reunion de Zamora:

- Coordinar y desarrollar una agenda de investigacion para los proximos anos
que incluya la seleccion de problemas, temas y metodologia de investiga-
cion relevantes; construccion de instrumentos de evaluacion propios; diseno
y desarrollo de experimentos de ensefianza; analisis curricular y el diseno de
programas de formacion para profesores de ensenanza no universitaria de
contenido estocastico y didactico.

- Difundir nuestros trabajos entre los profesores y preparar material de apoyo
para el aula continuando la labor iniciada por Nortes Checa (1977, 1987),
Godino y cols. (1988); Batanero y cols. (1994) y Sienz (1999).

- Continuar las relaciones internacionales y potenciarlas, especialmente con
Hispanoamérica.

- Contribuir al establecimiento de relaciones entre las diversas areas en las que
se lleva a cabo la investigacion en Educacion estadistica, particularmente
entre la Estadistica y la Didactica de la Matematica.
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RESUMEN

En este trabajo se sintetizan las actividades de investigacion realizadas por
el grupo «Diddctica de las Matematicas como Disciplina Cientifica» (DMDC) de
la Sociedad Espanola de Investigacion en Educacion Matematica (SEIEM). Se
incluyen las actividades previas del Seminario Interuniversitario de Investiga-
cion en Didactica de las Matematicas (SIIDM), dado que éste debe ser consi-
derado como el germen de dicho grupo. La perspectiva historica adoptada se
complementa con la exposicion de los presupuestos bdsicos subyacentes a la
gran mayoria de investigaciones llevadas a cabo por los miembros del grupo
y concluye con la descripcion de una agenda de investigacion, actualmente
en marcha, concretada en varios proyectos especificos y un proyecto coordi-
nado.

1. ANTECEDENTES DEL GRUPO: EL SEMINARIO
INTERUNIVERSITARIO SIIDM

El grupo de investigacion denominado «Didactica de las Matematicas como
Disciplina Cientifica» (DMDC) se constituyo en el seno de la SEIEM en 1998. Sus



Luisa Ruiz - Piear ORUs - JuAN D. GODINO - JOsEP GASCON

actividades deben ser consideradas como una continuacion y extension de las
iniciadas en 1991 por el Seminario Interuniversitario de Investigacion en Didac-
tica de las Matematicas (SIIDM) formado por unos 30 profesores pertenecientes
a 15 universidades. Es por esta razon que la perspectiva que presentamos en
este trabajo abarca un periodo que se inicia en noviembre de 1991, fecha de
constitucién del SIIDM. El grupo DMDC se propone potenciar las actividades
del SIIDM y coordinarlas con los objetivos de la SEIEM y de los restantes grupos
de investigacion de dicha Sociedad.

1.1. OBJETIVOS INICIALES DEL SIIDM

Los objetivos formulados inicialmente por el SIIDM y asumidos por el grupo

DMDC son los siguientes:

(a) Estudiar los trabajos relevantes sobre los fundamentos teéricos de la didac-
tica de las matematicas, teniendo en cuenta las distintas aportaciones de
otras disciplinas: matematicas, epistemologia, semiotica, pedagogia, psico-
logia y sociologia.

(b) Analizar y confrontar las nociones basicas de las teorias de los campos
conceptuales, de las situaciones didacticas, antropologica y de las funcio-
nes semioticas.

(o) Aplicar dichas teorfas a problemas especificos de investigacion didactica.
Estudiar la eficacia respectiva de cada una de ellas para identificar (y, en su
caso, explicar) los fenomenos didacticos emergentes asi como para produ-
cir recursos didacticos tanto en el ambito curricular como en el de la forma-
cion del profesorado de matematicas.

(d) Identificar los elementos badsicos de una aproximacion integradora de los
distintos enfoques que permita formular una agenda de investigacion cohe-
rente y productiva en didactica de las matematicas.

1.2. CONSTITUCION Y ESTRUCTURA DEL GRUPO DMDC

En el momento de constitucion del grupo DMDC manifestaron su deseo de
formar parte del mismo 14 miembros de la SEIEM. El grupo se estructura en
diferentes subgrupos que tienen su sede en las diversas universidades a las que
pertenecen los miembros del grupo y que constituyen las células basicas de
trabajo. Cada uno de estos subgrupos tiene sus propios proyectos (con frecuen-
cia parcialmente compartidos por otros subgrupos) y sus propias sesiones pe-
riddicas de trabajo. Existen, asimismo, seminarios en los que participan miem-
bros de dos o mas de dichos subgrupos, ademas de las Jornadas SIIDM anuales
en las que participan todos los miembros del grupo junto a los investigadores
que lo deseen.

Recientemente se ha ido delimitando un proyecto de investigacion comun,
compartido por todos los subgrupos, que permite coordinar muchos de los
proyectos parciales desarrollados por éstos.
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2. PRESUPUESTOS BASICOS Y LINEAS DE INVESTIGACION DEL
GRUPO DMDC

La mayor parte de los miembros del grupo comparten un interés comun
por el enfoque de investigacion iniciado en la década de los 70 y que en
ocasiones se ha denominado «didéctica fundamental». En 1986 Guy Brousseau,
iniciador indiscutible de este nuevo enfoque, publica en RDM el resumen de
su tesis con el titulo «Fundamentos y métodos de la didactica de la matemati-
ca». En este trabajo Brousseau caracteriza la «epistemologia experimental» dis-
tinguiéndola del llamado «enfoque cldsico». Este presupone que la actividad
cognitiva del sujeto -el que aprende y/o el que ensena- es el factor central
para explicar los hechos didacticos considerando, ademas, que dicha activi-
dad puede ser descrita y explicada de manera relativamente independiente de
la relacion didactica y de las matematicas. La originalidad del nuevo enfoque
propuesto por Brousseau consiste en situar las matematicas como un compo-
nente esencial de los fenémenos didacticos, lo que constituye la primera rup-
tura con el enfoque clasico; la segunda ruptura proviene de la ambicion de
elaborar una ciencia experimental de estos fenémenos, lo que condujo a ex-
plicitar los modelos epistemoldgicos utilizados para contrastarlos con ayuda
de los hechos didacticos. En la constitucion inicial de este nuevo enfoque,
junto a la teoria de las situaciones, jugé un papel muy relevante la teoria de los
campos conceptuales propuesta inicialmente por Gerard Vergnaud. Posterior-
mente han aparecido otros modelos tedricos dentro de este enfoque de inves-
tigacion que, en principio, pueden entrar en competicion con la Teoria de las
Situaciones Didacticas (TSD) (Brousseau, 1997) y con la Teoria de los Campos
Conceptuales (TCC) (Vergnaud, 1991). Se trata de la Teoria Antropologica de
lo Didactico (TAD) (Chevallard, 1985 y 1992; Chevallard, Bosch y Gascon,
1997 y Bosch y Chevallard, 1999) y la Teoria de las Funciones Semidticas (TFS)
(Godino y Batanero, 1994 y en prensa). La (in)compatibilidad de estas teorias,
asi como la posible complementariedad o redundancia de las mismas es un
tema dificil, pero esencial. Se trata de definir el «ntcleo firme» de un Programa
de Investigacion (en el sentido de Lakatos) que integre, en la medida de lo
posible, los presupuestos bidsicos de estas teorias.

Consideramos que no es pertinente hablar de una «escuela francesa de di-
dactica de las matematicas»: hay grupos en Francia que realizan investigaciones
didacticas con orientaciones epistemologicas, cognitivas e instruccionales muy
diferentes entre si. Igualmente se pueden encontrar cada vez mas grupos de
investigadores de todos los paises que asumen los problemas y los supuestos
tedrico-metodologicos de la linea de investigacion iniciada por la TSD.

En el momento actual de desarrollo de la diddctica de las matemadticas no
disponemos de un Programa de Investigacion claramente definido y suficiente-
mente compartido por la comunidad cientifica; nos encontramos en un estadio
incipiente de desarrollo en que los grupos o equipos de investigacion tienen
todavia una excesiva dependencia geogrifica y personal.
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A pesar de lo dicho hasta aqui y de las importantes diferencias existentes
entre los diversos modelos tedricos que se estan desarrollando, los miembros de
nuestro grupo creemos que es posible identificar algunos rasgos comunes entre
las cuatro teorfas antes citadas. Estas caracteristicas comunes constituyen los
presupuestos basicos minimos que, provisionalmente, tomamos como postula-
dos respecto al que podriamos denominar enfoque epistemoldgico en didactica
de las matematicas:

- Propone modelos epistemologicos explicitos de la actividad matemdtica como
puerta de entrada al estudio de los fenémenos didactico-matematicos. O, en
otros términos, postula que la actividad matematica institucionalizada debe
ser considerada como el objeto primario de investigacion de la didactica.

- Trata de identificar un ndcleo de fenémenos y de cuestiones de investiga-
cion especificos de la didactica de las matematicas, irreductibles a problemas
biologicos, lingtiisticos, cognitivos, sociologicos o instruccionales.

- Elabora una organizacion tedrica propia coherente con el modelo epistemo-
l6gico adoptado que permita no sélo «construir los fenémenos y los proble-
mas didacticos, sino , ademas, dar cuenta de los aspectos cognitivo e instruc-
cional. La contrastacion empirica de estos modelos tedricos posibilitard el
estudio «cientifico» de los fendmenos didacticos.

- De esta manera de interpretar la didactica de las matematicas y su objeto de
estudio se desprende que las lineas de investigacion de los diferentes equi-
pos de trabajo del grupo DMDC no se definan por un contenido matematico
especifico, sino que se caracterizan utilizando las nociones que proporciona
el modelo tedrico especifico que se pretende desarrollar y aplicar.

En nuestro grupo hay equipos que, por las razones que sea, trabajan de
manera especial -aunque no exclusiva- en uno de los cuatro modelos tedricos
mencionados anteriormente. Caracterizaremos, en primera instancia, la linea de
investigacion de cada equipo mediante el nombre de la teoria o teorias que
utiliza de manera predominante, si bien serd necesario, posteriormente, delimi-
tar de manera mas precisa la orientacion de cada una de las investigaciones.

Algunos miembros del grupo estin también interesados en seguir profundi-
zando en el analisis epistemologico de los citados modelos tedricos, en su con-
frontacion mutua y con otras teorias, por lo que habria que reconocer la existen-
cia de una linea de investigacion que podriamos describir como linea metadi-
dactica o, mejor, linea de epistemologia de la diddctica de las matematicas.

Para hacerse cargo de la posible adscripcion de los trabajos de los miembros
del grupo a cada una de las lineas de investigacion citadas, puede consultarse la
pagina web del grupo (http://www.ugr.es/local/jgodino/si-idm.htm). En ella
aparecen los textos (completos o resumidos) correspondientes a mas de 45
contribuciones presentadas y discutidas en las 14 reuniones del SIIDM desde su
constitucion en 1991. Los documentos se han publicado en 10 Boletines (uno
por ano de actividad) incorporados a la pagina web mencionada y, en muchos
casos, han dado lugar posteriormente a publicaciones en revistas o presentacio-
nes en congresos.
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3. PROYECTOS EN LOS QUE PARTICIPAN MIEMBROS DEL
GRUPO DMDC

En la actualidad se estan desarrollando varios proyectos de investigacion por
los diferentes subgrupos asi como un proyecto coordinado en el que participan
todos ellos. Enumeraremos a continuacion los proyectos especificos en que
estan trabajndo los distintos subgrupos. El detalle sobre la orientacion, objetivos
y estado actual de la investigacion de cada uno de dichos proyectos se describe
en una version ampliada de este trabajo recuperable desde la pagina web citada
(http://www.ugr.es/local/jgodino/si-idm.htm).

3.1. EQuiro DE BARCELONA-HUESCA-VIGO (LINEA ANTROPOLOGICA)

Discontinuidades matematicas y didacticas entre la Secundaria y la Uni-
versidad.
Coordinacion: M. Bosch; Miembros: P. Bolea, J. Gascon, C. Fonseca y E. Barrabés.

3.2. EQuiro DE CASTELLON (LINEA TEORIA DE LAS SITUACIONES)

La actividad clasificatoria y el tratamiento de datos en la ensenanza obligatoria:
Contenido procedimental e instrumento de negociacion didactica.

Coordinacién: P. Oruas; Miembros: T. Bort, F. Gracia, G. Lorenzo, M* J. Peris
y L. Pitarch.

3.3. Eouiro DE CORDOBA (LINEA SEMIOTICA)

Desarrollo de un sistema de ensenanza y tutoria universitaria (aplicado a la
Didactica de las Matematicas) por mediacion de Internet.
Coordinacion: A. Martinez Recio; Miembros: J. Cuesta y A. Rojas.

3.4. EQUIPO DE JAEN-MADRID (LINEA ANTROPOLOGICA)

Analisis y reconstruccion de organizaciones matematicas y didacticas. El caso
de la proporcionalidad de magnitudes en la Ensefianza Secundaria.
Coordinacion: L. Ruiz Higueras; Miembros: F. Garcia y T. Sierra.

3.5. EQUIPO DE JAEN (LINEA MIXTA, DIDACTICA DEL ANALISIS MATEMATICO)

Estudio sobre la ensenanza-aprendizaje de conceptos del andlisis matemati-
co en manuales y en estudiantes de Bachillerato LOGSE y de primer curso
universitario.

Coordinacion: A. Contreras; Miembros: C. Sanchez, M. Ortega, L. Luque y L.
Ordonez.

3.6. EQuiPO DE MADRID (LINEA COGNITIVA Y SEMIOTICA)

Determinacion de invariantes operatorios relativos al campo conceptual de
las magnitudes. Representaciones semiéticas asociadas.

Coordinacion: C. Chamorro; Miembros: F. Vecino, S. Simarro y J.M. Belmonte.
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3.7. Eouiro DE MURCIA (LINEA MIXTA)

Matematicas en la formacion del profesorado.
Coordinacion: D. Carrillo; Miembro: E. Sinchez.

3.8. EQuiro DE PAMPLONA (LINEA TEORIA DE LAS SITUACIONES)

Determinacion de concepciones y lectura de grificas cartesianas de funciones.
Coordinacién: E. Lacasta; Miembro: J. R. Pascual.

3.9. Eouiro DE ZARAGOZA (LINEA TEORIA DE LAS SITUACIONES)

E. Cid: Obstaculos epistemologicos en la ensenianza de los nimeros negativos.

C. Molina: Diagnéstico de dificultades en matematicas. Orientacion a profe-
sores de alumnos con necesidades educativas especiales (en educacion primaria
y secundaria).

3.10. PROYECTO COORDINADO (LINEA METADIDACTICA)

Integracion de enfoques de investigacion en didactica de las matematicas
Coordinacion: J. D. Godino: Miembros: el Grupo DMDC.

El cardcter relativamente reciente del drea de conocimiento «didactica de la
matematica» es una de las causas de que no exista todavia un paradigma de
investigacion consolidado. En el trabajo de Sierpinska y Lerman (1996) sobre
epistemologia de las matemadticas y de la educacién matematica, podemos ob-
servar la gran diversidad de enfoques tedricos que conviven actualmente. En
ciertos momentos esta diversidad puede ser inevitable e, incluso, enriquecedo-
ra; pero el progreso de la disciplina y la potenciacion de sus aplicaciones prac-
ticas exige aunar esfuerzos para identificar un nucleo firme de conceptos y
métodos que, a la larga, deberian cristalizar en un verdadero Programa de In-
vestigacion, no necesariamente tnico. Algunos trabajos recientes sugieren avan-
ces en esa direccion (Gascon, 1998 y 1999).

A fin de mostrar la importancia, y hasta la necesidad imperiosa, de que la
didactica de las matematicas alcance este estadio de desarrollo como paso pre-
vio al reconocimiento social y cultural de nuestra disciplina y, lo que es mas
importante, como paso previo a una verdadera incidencia de la investigacion
didactica sobre el Sistema de Ensenanza de las Matematicas, basta pensar en el
problema del curriculo de matematicas: «Qué matemadticas han de formar parte
de la ensenanza obligatoria para todos los ciudadanos? ;Como deben reorgani-
zarse para ser ensenadas? Este es un problema crucial que no podremos abor-
dar cientificamente hasta que no dispongamos de un Programa de Investigacion
minimamente consolidado. Entretanto, las opiniones de presuntos «expertos» en
la materia dan a entender claramente que el problema puede abordarse desde el
simple «entido comun» y la «experiencia docente».
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El origen del problema de investigaciéon que abordamos en este proyecto
coordinado se sitia en el ambito de la epistemologia de la didactica de las
matematicas. Hasta el momento el problema de la articulacion de (algunos de)
los diferentes enfoques tedricos sélo ha sido abordado de manera parcial y sin
especificar un ambito concreto desde el que realizar dicha integracion. Exis-
ten, eso si, numerosas investigaciones que, sin ninguna pretension de articula-
cion tedrica, utilizan de manera ecléctica dos o mas de las teorias citadas
anteriormente (como, por ejemplo, TSD y TCC; o bien TSD y TAD).

En este proyecto se pretende iniciar el andlisis conjunto de los cuatro mo-
delos tedricos mencionados. Se persigue basicamente clarificar los constructos
(primitivos y derivados) y los postulados de cada una de las teorias, analizar
sus respectivas potencialidades para el anilisis diddctico -en las facetas episté-
mica, cognitiva e instruccional- y discernir la compatibilidad y complementa-
riedad, o por el contrario, la incompatibilidad y redundancia de las mismas. La
finalidad dltima consiste en identificar los elementos basicos, o nicleo firme,
de una aproximacion integradora que permita formular una agenda de inves-
tigacion coherente y productiva para la didactica de las matemadticas y, en
particular, que permita abordar el problema del curriculo.

Como estrategia metodologica inicial hemos elegido un tema didactico-
matematico sobre el que aplicar las diversas herramientas tedricas. Se trata de
la problematica de la medida de magnitudes en la escuela primaria. Hemos
seleccionado un articulo (G. y N. Brousseau, 1991) que describe las experien-
cias, investigaciones y reflexiones sobre el tema de la medida en la escuela
elemental.

Dentro de este proyecto se han producido las primeras versiones de cuatro
trabajos (elaborados, respectivamente, desde cada una de las cuatro teorias
citadas) que se han presentado en las XIV Jornadas SIIDM celebradas en Can-
gas en abril de 2000 y cuyos textos pueden recuperarse en la pagina web del

grupo.

4. OBSERVACIONES FINALES

El enfoque epistemologico en didactica de las matematicas, entendido como
hemos descrito en la seccion 2 de este trabajo pretende, en primera instancia,
poner a punto herramientas conceptuales que ayuden a describir y comprender
los problemas relativos a la ensenanza y el aprendizaje de las matematicas; por
esta razon estd llamado a jugar un papel esencial en el desarrollo de la educa-
cion matematica. Constatamos, sin embargo, que durante los ultimos decenios
el enfoque epistemologico ha estado confinado a un ambito relativamente res-
tringido a nivel internacional, siendo su incidencia en los foros puiblicos e inclu-
so su influencia en la comunidad cientifica mucho menor de lo que mereceria la
calidad y la originalidad de algunos de los trabajos producidos en el marco de
dicho enfoque. Creemos, no obstante, que en los dltimos anos se empiezan a
observar sintomas de un acercamiento progresivo entre determinadas teorias
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surgidas en el marco del enfoque cognitivo y teorias del enfoque epistemologi-
co (Gascon, 1999).

Consideramos que los trabajos del grupo DMDC de la SEIEM pueden contri-
buir al analisis critico de las teorfas que se estan desarrollando dentro del enfo-
que epistemologico, asi como a su confrontacion, difusion y apertura. Este tra-
bajo constituye para nosotros una aventura intelectual apasionante, comparable
a los esfuerzos de fundamentacion de las matemadticas de la segunda mitad del
siglo XIX: el nacimiento y consolidacion de una nueva disciplina cientifica.
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RESUMEN

Analizamos las posibilidades de Internet para potenciar las relaciones e
interacciones en el colectivo de educadores matematicos en los paises ibero-
americanos. La existencia de diversas sociedades nacionales de investigadores
y profesores de matematicas, de revistas, jornadas, simposios, asi como foros
de discusion propios, nos lleva a proponer la creacion de una Comunidad
Iberoamericana Virtual de Educacion Matematica (CIVEM), apoyada en el
soporte técnico de RedlIris del CSIC. Esta red telematica permitira potenciar la
comunicacion entre los diversos colectivos y el desarrollo cooperativo de pro-
yectos de innovacion e investigacion sobre la ensefianza y el aprendizaje de
las matematicas.

1. INTRODUCCION

Vamos a centrar nuestra contribucion al tema de la mesa redonda sobre
dnternet como herramienta y objeto para la investigacion en didactica de la
matemdtica», en el IV Simposio de la SEIEM (Sociedad Espanola de Investiga-
cion en Educacion Matemadtica), en presentar informacion sobre los recursos
ofrecidos a través de Internet para potenciar las relaciones e interacciones entre
las comunidades cientificas y profesionales interesadas por la ensenanza y el
aprendizaje de las matematicas, asi como en el desarrollo del drea de conoci-
miento de didactica de la matemadtica.



JEsts ENFEDAQUE - Juan D. GobmNo

Vamos también a analizar las acciones necesarias para potenciar el uso de
los recursos disponibles y sobre todo la creacion de vinculos entre las socieda-
des y comunidades constituidas cuyo objetivo comin es promover la mejora
de la educacion matemadtica en el ambito iberoamericano. En particular anali-
zaremos el funcionamiento de los foros de discusion Indimat y Edumat, las
posibilidades de colaboracion mutua, la creacion de otros grupos de discusion
orientados a temas especificos, asi como el uso de estos dispositivos para
potenciar el logro de los objetivos de la SEIEM y su proyeccion internacional,
en particular en la comunidad iberoamericana. Consideramos que la SEIEM
puede desempenar un papel promotor en la puesta en marcha de una Comu-
nidad Iberoamericana Virtual de Educacion Matematica (CIVEM), tratando de
superar el relativo aislamiento y descoordinaciéon de las distintas sociedades y
recursos disponibles.

2. COMUNIDADES VIRTUALES: POSIBILIDADES Y MEDIOS
DISPONIBLES

Una comunidad se define en términos de comunicacion; si se comparte
informacion y se intercambia, se puede decir que existe comunidad. Una co-
munidad virtual aparece cuando una comunidad real usa la telemdtica para
mantener y ampliar la comunicacién. El hecho de que la interacciéon entre las
personas se pueda realizar entre personas fisicamente distantes pero enlaza-
das mediante redes telematicas es lo que lleva a hablar de comunidades vir-
tuales. De un modo mas preciso Iparraguirre (1998) define una comunidad
virtual como

- un grupo humano que comparte una serie de inquietudes o intereses;

- via telematica, es decir, salvando los limites espaciales y temporales;

- tienen la posibilidad de interactuar de todos hacia todos.

Los servicios que puede prestar la constitucion de una comunidad virtual
son:

- Compuartir cuestiones, problemas e inquietudes;

- Compartir medios (bibliografia, datos experimentales, etc.)

- Trabajar conjuntamente sobre un tema especifico.

En Espana la RedIris del Consejo Superior de Investigaciones Cientificas (CSIC)
esta ofreciendo un soporte técnico para la creacion y funcionamiento de comu-
nidades virtuales de usuarios (CVU), también denominadas redes tematicas (Sanz
de las Heras, 2000). Este servicio define genéricamente una CVU como un co-
lectivo de usuarios de la Red que comparten un mismo perfil académico o
cientifico. Los miembros de una CVU no pertenecen a ninguna organizacion
especifica sino que se encuentran dispersos entre muchas de ellas y, por lo
tanto, no pueden ser coordinados por los servicios de las respectivas organiza-
ciones, mas enfocados a ofrecer apoyo interno. La RedlIris ofrece este nuevo
servicio aportando un conjunto de herramientas integradas para el trabajo co-
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operativo en grupos de interés organizados. Se trata de ayudar a la creacién y

organizacion de estas CVU, aunque siendo sélo responsable del correcto fun-

cionamiento de la parte técnica de los servicios. Sanz de las Heras (2000) descri-
be los objetivos especificos de las Redes Temadticas (o CVU) del siguiente modo:

1. Concentrar recursos y contenidos (publicaciones, proyectos de investiga-
cion, etc.)

2. Crear mecanismos y flujos de cooperacion entre los colectivos académico-
cientificos de ambito nacional e internacional, con especial hincapié en Ibe-
roamérica y Europa.

3. Fomentar la creacion de vinculos con los colectivos no pertenecientes a la
Comunidad RedlIris (sociedades cientificas y/o multidisciplinares, fundacio-
nes, agrupaciones, foros especializados, etc.)

4. Disponer de una plataforma horizontal donde pueda encajar cualquier ini-
ciativa relacionada con la tematica.

Ejemplo de CVU: Tecnologia Educativa

Un ejemplo en pleno desarrollo de CVU, constituida en el seno de la RedI-
ris, es la del area tematica de Tecnologia Educativa, la cual pretende servir de
plataforma para potenciar el conocimiento y el uso de las nuevas tecnologias
en el ambito educativo mediante la distribucion de materiales periddicos rela-
cionados con la temdtica, proporcionar un canal de difusion de actividades,
experiencias relacionadas y la puesta a disposicion del colectivo de recursos
educativos.

Concretamente pretende ser un espacio donde los profesionales de este ambito
compartan, intercambien y promuevan proyectos relacionados con la explota-
cion de las posibilidades educativas de las tecnologias de la comunicacion,
mediante:

- El debate académico en el ambito iberoamericano respecto a las tecnologias
de la comunicacion aplicadas a la educacion.

- Elintercambio de experiencias referidas al diseno, produccion, uso y evalua-
cion de nuevos medios didacticos.

- La organizacion de debates telematicos, y otras actividades apoyadas en las
posibilidades comunicativas de las redes.

- La experimentacion de herramientas de aprendizaje colaborativo.

- Experimentacion y evaluacion de Web tools, etc.

- Promover proyectos de innovacion por parte de grupos de profesores del
colectivo, etc.

En los diferentes espacios de la Comunidad Virtual de Tecnologia Educativa,
encontramos recursos variados: Foros de discusion; paginas webs; revistas elec-
tronicas; documentos; zona de trabajo comun; chat; tablon de anuncios.

En la siguiente seccion estudiaremos estos recursos, actualmente en funcio-
namiento, aunque de manera dispersa y descoordinada, en la comunidad de
educacion matemadtica iberoamericana. Estudiaremos también las posibilidades
y estrategia para la constitucion de una CVU o red tematica de educacion mate-
matica bajo el soporte técnico de la Redlris del CSIC.
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3. PROYECTO DE CREACION DE CIVEM

La tecnologia basica en la que se basan las comunidades virtuales estd for-
mada por el correo electronico y los programas de gestion de listas de distribu-
cion, el almacenamiento de informacion en paginas web, la transferencia de
ficheros via ftp, programas para textoconferencias (chats) y videoconferencias,
y programas como BSCW que permiten crear dreas de trabajo comun. Estos
recursos son ofrecidos y gestionados por la infraestructura de la RedIris.

3.1. FOROS DE DISCUSION

Los foros de discusion basados en el uso de listas de distribucion tienen unas
caracteristicas especificas y diferentes respecto a los foros presenciales que tie-
nen lugar en un recinto y en un lapso de tiempo breve. Aunque el uso mas
frecuente de los foros consiste en la demanda y el ofrecimiento de informacio-
nes sobre el drea de interés comun (en nuestro caso la educacion matematica)
referidas a bibliografia, celebracion de congresos, etc., también se pueden plan-
tear temas de discusion apoyados por la lectura de documentos que se ponen a
disposicion de los miembros del foro. En este caso, las diversas propuestas e
intervenciones quedan almacenadas y directamente accesibles a los miembros,
por lo que los temas posibles quedan abiertos por un tiempo indefinido. Ade-
mas no hay una estructura jerarquica en el foro, por lo que las intervenciones se
pueden producir entre cada miembro y los restantes en un plano de igualdad.

En la actualidad existen dos foros de discusion sobre educacion matematica,
bajo el soporte de Redlris, que pueden ser uno de los puntos de partida para la
constitucion de la Comunidad Iberoamericana Virtual de Educacion Matematica
(CIVEM). A continuacion describimos brevemente los objetivos de dichos foros.
En ambos hay que destacar el alto porcentaje de personas suscritas pertenecien-
tes a paises americanos.

3.1.1. EDUMAT

EDUMAT es una lista de distribucion de correo electronico dirigida a los
profesionales de la ensenanza de las matemadticas de todos los niveles educati-
vos (Infantil, Primaria, Secundaria, Universidad...). Surgi6 a iniciativa personal
de uno de los coautores de esta ponencia, en el marco del Departament de

Didactica de les Ciencies Experimentals i de les Matematiques de la Universitat

de Barcelona, el 10 de noviembre de 1998.

Algunos objetivos de EDUMAT en relacion con la educacion matemdtica son:

1. Servir de foro de debate y colaboracion de los ensenantes de las matematicas
en torno a las ideas y planteamientos sobre la educacion matematica.

2. Ser un centro difusor de informaciones de caracter general y especifico sobre
la ensenanza y aprendizaje de las matemadticas (congresos, conferencias, se-
minarios, jornadas, publicaciones en papel o electronicas...).

3. Ser un lugar de discusion sobre trabajos de investigacion en didactica de las
matematicas.
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4. Ser un centro de intercambio de experiencias e innovaciones educativas en
el campo de las matemdticas, prestando un especial interés a la introduccion
de la informatica e Internet en el aula de matemadticas.

5. Ser, en resumidas cuentas, un espacio abierto de comunicaciéon entre todas
las personas interesadas en la continua mejora y progreso de la ensenanza y
aprendizaje de las matemdticas en todos los niveles educativos.

Cualquier tema relacionado con la educacion matemadtica tiene cabida en
EDUMAT. La matematica recreativa, la historia de la matematicas y su uso en la
ensenanza, la filosofia de las matemadticas y de la educacion matematica, la
popularizacion y divulgacion de las matemadticas, la ethomatematica.... tienen
también su sitio en EDUMAT.

El ambito de la lista es internacional y la lengua preferente el castellano y
cualquier otro idioma latino (catalan, gallego, portugués, italiano y francés). Se
aceptan sin problemas textos escritos en euskera e inglés, siempre que vayan
acompanados de su correspondiente traduccion. La subscripcion a la lista es
abierta, no hay ningin cuestionario previo, por lo que no se puede hablar con
precision respecto de los componentes de la lista en cuanto a titulaciones profe-
sionales, ejercicio de la profesion, nivel educativo, experiencia docente, etc.

Para contactar con Edumat puede hacerse a través de dos vias, la de la
pagina web en Redlris: http://www.rediris.es/list/info/edumat.html, y en la pro-
pia de Edumat alojada en la Universidad de Barcelona, que sirve como antepro-
yecto a la futura Comunidad Virtual en Educacién Matematica: http://www.ub.es
edumat/

Uno de los activos mas importantes de Edumat es el cardcter internacional
de la lista. El nimero de subscriptores a la lista el 23 de junio del 2000 es de 387,
y la distribucion de los suscriptores por paises es la siguiente:

Argentina 50 Bolivia 2
Brasil 1 Chile 12
Colombia 3 Cuba 3
Espana 223 Finlandia 1
Holanda 1 Honduras 1
México 2 Peru 4
Suecia 1 USA 2
Uruguay 3 Venezuela 3
Dominio genérico (com, net, org... ) 75
3.1.2. INDIMAT

La Junta Directiva de la SEIEM tomo la iniciativa de crear un Foro de Discu-
sion en Internet con el nombre de INDIMAT (Investigacion en Didactica de la
Matematica), bajo el soporte técnico de la Redlris del CSIC. Se trata de un foro
que complementa al Foro EDUMAT, que viene funcionando desde Noviembre
de 1998 en la Redlris, centrindose de manera mas especifica en los temas de
investigacion en Didactica de la Matematica.
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El Foro INDIMAT fue puesto en funcionamiento el dia 4 de Abril del 2000.
Estd dirigido de manera abierta a todos los investigadores en Didactica de las
Matematicas y areas afines que estén interesados en:

1. Identificar y compartir documentos relevantes sobre los fundamentos teo-
ricos y metodolégicos de la Didactica de la Matematica, teniendo en cuenta las
distintas aportaciones de otras disciplinas relacionadas.

2. Conocer y analizar diversos enfoques de investigacion en didactica de las
matematicas, contrastando las diversas nociones tedricas y opciones metodolo-
gicas que se proponen, asi como sus implicaciones para la practica de la ense-
fnanza y el aprendizaje de las matemadticas.

3. Favorecer activamente la cooperacion e intercambio entre investigacion y
docencia en todos los niveles educativos.

4. Facilitar la discusion y difusion de los trabajos y proyectos que se elabo-
ren por los miembros suscritos al Foro entre la comunidad de investigadores en
Didactica de las Matematicas.

La suscripcion a la lista y el envio de contribuciones se puede iniciar desde
la propia pagina web de la SEIEM: http://www.ugr.es/local/seiem/, y desde la
pagina web de Indimat alojada en Redlris: http://www.rediris.es/list/info
INDIMAT.html

En el caso de la comunidad de investigadores en didactica de las matemati-
cas agrupada entorno a la SEIEM se ha optado, como uno de los medios de
accion mas importantes, por la celebracion de Simposios anuales. Pero el oficio
de cientifico hace ya tiempo que ha sido modificado por la disponibilidad de las
redes telematicas. Como afirma Echeverria (1999), “los cientificos no requieren
tanto verse las caras como ver sus respectivos esquemas, formulas, simulacio-
nes, datos y borradores» (p. 256). El teledidlogo que se puede mantener antes y
después de los simposios serd mds rico y profundo que las intervenciones im-
provisadas y espontdneas que se producen tras la presentacion oral de una
ponencia. El foro INDIMAT, apoyado en la lectura compartida de documentos
puestos a disposicion de los participantes en la red puede hacer posible y esti-
mular la discusion antes, y también después, de la celebracion de los seminarios
presenciales. Ademas, la implementacion del foro mediante listas de distribu-
cion hace posible la participacion a escala internacional.

El ndmero de subscriptores a INDIMAT el 5 de Julio del 2000 es de 107,
distribuido entre 12 paises del siguiente modo:

Argentina 24 Bolivia 2
Brasil 1 Chile 1
Colombia 5 Cuba 1
Espana 56 Francia 3
México 1 Uruguay 1
USA 1

Dominio genérico (com, net, org... ) 11
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3.2. SOCIEDADES Y GRUPOS PROMOTORES DE CIVEM

Consideramos que el proyecto de creacion de CIVEM deberia estar basado
en las comunidades reales existentes, procurando que no sea una iniciativa
aislada de una o dos personas. En Espana contamos con la existencia de la
SEIEM, cuya Junta Directiva, en su reunién de 9-6-2000, ha mostrado un gran
interés en este proyecto estando dispuesta a impulsarlo convocando una re-
union con la Junta Directiva de la FESPM (Federacion Espanola de Sociedades
de Profesores de Matemadticas).

Otras sociedades y comités que pueden ser invitados a participar en la pro-
mocion de la red tematica son:

- APM (Sociedad Portuguesa de Profesores de Matematicas), en cuyo seno hay
constituido un grupo de investigacion en diddctica de las matematicas.

- CIAEM: Comité Interamericano de Educacion Matemadtica, organizacion re-
gional latinoamericana afiliada al ICMI, promotor, junto con APM y FESPM,
de los CIBEM (Congreso Iberoamericano de Educacion Matematica)

Hay que destacar que, ademas de los congresos, reuniones y simposios pro-
movidos por estas sociedades, se estin editando diversas revistas (Suma, Qua-
drante, Epsilon, Numeros, Educacion y Matematica, etc.).

La CIVEM estaria gestionada por un Comité de Administradores, nombrados
por las distintas sociedades promotoras, y contaria con un sitio web alojado en
RedlIris que podria funcionar como el portal de entrada a los recursos telemati-
cos disponibles sobre educacion matematica en el dmbito iberoamericano.

3.3. OTROS RECURSOS OFRECIDOS POR REDIRIS

Ademis de espacio para alojar una pagina web de la comunidad virtual de
usuarios, y la gestion de listas de distribucion, se tiene la posibilidad de alojar
documentos recuperables por las personas suscritas a los foros. También se
pueden crear Zonas de Trabajo compartidas basadas en el uso del programa
BSCW, celebracion de texto, audio o videoconferencias y tablones de anuncios.

El programa BSCW es una aplicacion pensada para el desarrollo de docu-
mentos de un modo distribuido, basado en el uso del correo electrénico y de un
navegador (Castillo, 1999). Proporciona un mecanismo de control de version de
los distintos documentos que permite saber para cada version quién la ha reali-
zado, cuando y sobre qué documento. También permite la gestion de convoca-
torias de reunion presenciales o virtuales.

Una vez constituido una comunidad virtual en Redlris, se tiene acceso al
servicio de salas de texto-conferencias. Este servicio pretende cubrir las necesi-
dades de reuniones sincronas en los grupos de la comunidad, usando una apli-
cacion sencilla y de bajos requerimientos de recursos, como es la textoconferen-
cia. Para cada sala se nombra un administrador que sera el responsable de la
admision de altas y bajas. Las convocatorias se pueden hacer desde BSCW, lo
que comporta varias ventajas. La descripcion de este servicio se encuentra en

http://www.rediris.es/cvu/serv/chat
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La aplicacion del tablén de anuncios pretende, con la colaboracion de todos
los miembros, que las personas de la comunidad estén al dia de cualquier tema
relativo a los objetivos: anuncios de congresos y demds eventos que se vayan
convocando; comentarios, sugerencias de vinculos a otros sitios que se conside-
re de interés, etc.

4. OBSERVACIONES FINALES

La comunidad real de educacién matematica (profesores de matematicas e
investigadores en didactica de la matematica) es en la actualidad una comunidad
muy numerosa pero escindida y desconectada. Esta situacion puede ser natural
en un momento histérico determinado, pero pensamos que es posible y necesario
establecer vinculos y programas de actuacion conjunta entre los diversos colecti-
vos. La creacion de un portal en Internet, bajo la infraestructura de la Redlris del
CSIC, en el que se enlacen las diversas webs de sociedades y grupos, se gestionen
coordinadamente los foros de discusion EDUMAT e INDIMAT, se cree un espacio
de colaboracion para la edicion de revistas electronicas y la realizacion de proyec-
tos de actuacion conjunta puede ser un instrumento de extraordinario interés para
la mejora de la educacion matemdtica en el dambito iberoamericano.

El caracter distal y reticular del espacio cibernético, o tercer entorno (Eche-
verria, 1999), hace posible que un proyecto de investigacion o una experiencia
de innovacion se pueda realizar por personas situadas en distintos paises y
perteneciendo a distintas organizaciones. La red ofrece medios técnicos para
ese tipo de trabajo cooperativo.

Debemos ser conscientes, no obstante, que el uso de estos medios técnicos
no es inmediato, esto es, requiere un minimo de conocimientos y destrezas. Se
puede hablar de la necesidad de promover una cierta «alfabetizacion» por parte
de las comunidades reales que pretendan realizar su transformacion a una co-
munidad virtual. ;Como se pueden detectar las necesidades de alfabetizacion en
este campo? ;Puede haber un fenémeno de retraimiento por parte de aquellas
personas que tienen dificultades en la adquisicion de las nuevas destrezas re-
queridas y que no saben, o tienen reparo en pedir ayuda?
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LA EDUCACION MATEMATICA EN EL CIBERESPACIO.
PERSPECTIVAS PARA UN FUTURO PROXIMO
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RESUMEN

Se analiza en este trabajo la incidencia tan notable que Internet estéa te-
niendo en educacion, en particular en la educaciéon matematica. Se analiza
el cambio profundo de coordenadas espaciotemporales que introduce Inter-
net, que dan lugar al aula «irtual, en el «ciberespacio», apareciendo un nue-
vo campus, electronico, abierto, global. Se presenta un proyecto de investiga-
cién para la utilizacién de Internet en educacion matematica y se sefialan
algunos de sus principales objetivos, destacando el analisis de los procesos cog-
nitivos emergentes de la nueva tecnologia y el estudio semidtico de los sistemas
de simbolos empleados.

1. INTRODUCCION

La literatura especializada viene senalando, desde hace varios anos, las nue-
vas dimensiones que la tecnologia informdtica centrada en Internet abre al siste-
ma educativo. Pueden consultarse al respecto los articulos de Martinez (1994),
Tiffin y Rajasingham (1997); Gisbert, Adell Rallo, Bellver (1997-98). Barcelo,
Serra, Sinchez-Monge y Sola, 2000); Rubio, Océn, Fidalgo y Delgado (2000).

La incidencia de Internet sobre el mundo de la educacion no es ya una
cuestion teorica. El uso de la red de Internet como herramienta educativa se esta
incrementando rapidamente, existiendo en la actualidad una oferta educativa
cuantitativamente importante a través de la red. Cualquier persona con conexion
a Internet puede apuntarse a los muchos y variados cursos, de diferentes conte-
nidos y niveles, que se ofrecen en la red.
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También en el terreno de la formacion superior se observa un notable incre-
mento de las ofertas y demandas educativas. Una iniciativa importante al res-
pecto, por ejemplo, en nuestro ambito cultural, es la que estan llevando a cabo
la Organizacion de Estados Iberoamericanos (OEID y el grupo PRISA para desa-
rrollar programas de formacion y reconversion del profesorado en Iberoamérica
a través de Internet (URL: http://www.fidoc.com/)

La utilizacion de Internet con fines educativos es un campo abierto a la
reflexion y a la investigacion. Aparecen nuevos escenarios, nuevos entornos de
aprendizaje, que plantean desafios técnicos y pedagogicos que los profesores y
los investigadores debemos recoger.

Pueden considerarse diferentes lineas de estudio. En primer lugar, se pueden
estudiar las posibilidades que ofrece la red de Internet como herramienta edu-
cativa, complementaria de otras, mas tradicionales; lo que incluye el estudio de
sus posibilidades como fuente de informacion bibliografica, como instrumento
de formacion tedrica, como banco de recursos didacticos, etc.

Pero también se puede considerar la dimension educativa de la red de Inter-
net como objeto mismo de investigacion, analizando qué nuevos fendmenos,
qué nuevas variables aparecen en el fenémeno educativo como consecuencia
de la implantacion universal de dicha red.

2. INTERNET COMO HERRAMIENTA EDUCATIVA

Internet se puede usar como herramienta educativa en varios planos diferen-
tes: como fuente de informacion bibliogrifica, como fuente de recursos didacti-
cos, etc. A continuacion se indican, como mero botén de muestra, algunos
ejemplos de direcciones para consulta de recursos didacticos:

- Juegos aplicados a la ensenanza de las matematicas.

Por ejemplo, en la European Scool Net

(URL: http://www.ca.eun.org/vs/maths/maths.html).

- Juegos sobre el Euro

(URL:http://194.179.42.15/P/TU/iiop WebDispatcher PAGINA=HOM2TWEB&
SERVICIO=ENTRADA&ENTRADA=curoviaje).

- Animaciones de ordenador. Por ejemplo,

(URL: http://smard.cqu.edu.au/Database/Teaching/JavaMath.html

- Actividades con recursos tradicionales, como los bloques multibase

(URL: http://mason.gmu.edu/~mmankus/whole/base10/baseten.htm

- Calculadoras en linea

(URL: http://www-sci.lib.uci.edu/HSG/RefCalculators.html)

- Resolucion de problemas interactivos:

URL: (http://www.accessone.com/inew/)

- Software:

(URL: http://www.xtec.es/recursos/mates/aqui/index.htm)
(URL: http://www.educared.net/aprende/softwareEducativo/index.htm)

- Sitios genéricos. Por ejemplo:
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Programa de nuevas tecnologias del MEC

(URL: http://www.pntic.mec.es/)

Math Forum

(URL: http://forum.swarthmore.edu/)

Un sitio excelente es Armilar

(URL: http://www.xtec.es/~qgcastell/portada.htm

Esta es sOlo una brevisima muestra de la ingente cantidad de recursos que
existen en la red, aplicables a la educacion matematica.

3. INTERNET COMO OBJETO DE INVESTIGACION

Los ejemplos anteriores pueden ayudar a entender la importancia del feno-
meno Internet en educacion, en particular en educacion matematica. Pero con
ser tantas las aplicaciones que existen en la red, que pueden servir de apoyo a
la educacion matematica, lo que le confiere su auténtica potencialidad a la red
es su capacidad como vehiculo de comunicacion educativa. Esta capacidad in-
troduce cambios tan notables en el mundo de la educacion que plantea la
necesidad de estudiar en profundidad el significado de Internet en educacion.

El uso de Internet como instrumento de comunicacion educativa produce
una modificaciéon profunda de las coordenadas espaciotemporales que configu-
ran y determinan muchas de las variables del proceso de ensefanza/aprendiza-
je. La unidad basica tradicional de espacio educativo (el aula o clase), tiempo
educativo (el tiempo de clase) y accion educativa (todos en el mismo lugar, al
mismo tiempo, realizando las mismas actividades de aprendizaje), se ve afecta-
da, de acuerdo con Salinas (1997), por el uso de Internet.

El ambiente tradicional de ensehanza comienza a desdibujarse, al propiciar
las telecomunicaciones nuevas relaciones entre los actores del proceso de ense-
nanza/aprendizaje, en diversas circunstancias. La tradicional comunicacion “cara
a cara” entre profesor y alumnos se ve sustituida por una comunicacion media-
da por el uso del ordenador. Los procesos de comunicacion entre el profesor y
los alumnos, y de éstos entre si, pueden ser asincronos.

La introduccion de las nuevas tecnologias de la informacion y la comunica-
cién suponen, en consecuencia, la desaparicion del espacio escolar como espa-
cio fisico donde se desarrollan las actividades de aprendizaje.

De acuerdo con autores como Martinez (1994), o como Gisbert, Adell, Rallo,
Bellver (1997-98), en educacion aparecen nuevos conceptos, tales como el aula
“virtual”, situada dentro del “ciberespacio”, que sirven para definir el espacio en
que se produce la comunicacion, independientemente del lugar fisico que ocu-
pa cada uno de los sujetos y medios implicados en el proceso de ensehanza/
aprendizaje.

El centro escolar aparece, en este contexto, como senala Martinez (1994),
mas como una idea, como un concepto, que como una realidad fisica. El uso de
las redes informaticas abre nuevos escenarios de aprendizaje, atemporales, sin
ubicacion espacial determinada. Las tradicionales instituciones de ensenanza
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pasan a constituir simples nodos de un entramado de redes entre las que el
alumno-usuario se mueve, en unas coordenadas mas flexibles, dentro del cibe-
respacio.

Se configura un nuevo campus, electrénico, abierto, global, modificindose
profundamente el funcionamiento y el sentido de las instituciones u organiza-
ciones que administran la ensefanza, en cuanto que la utilizacion de las teleco-
municaciones implican nuevas estructuras de comunicacion del usuario con la
organizacion, nuevos sistemas de diseno de los cursos, de produccion y distri-
bucion de los recursos y materiales educativos, etc.

El importante cambio de escenario educativo que implica Internet origina,
indudablemente, cambios curriculares, que deben ser analizados.

Pues el uso, mediante la comunicacion electronica, de sistemas hipertexto,
bases de datos en linea, bibliotecas electronicas, etc., favorecen el desarrollo de
materiales curriculares dinamicos, no sélo ricos en contenidos sino también
motivadores y ficiles de usar para los alumnos.

Son nuevas maneras de presentar y acceder al conocimiento que superan
en muchos aspectos las formas tradicionales de la explicacion oral, la pizarra,
los apuntes y el manual. No es necesario explicar las bondades de las simula-
ciones de procesos, la representacion grafica, la integracion de texto, imagen
y sonido o de la navegacion hipertextual. De acuerdo con Adell (1997), en el
futuro, este tipo de soportes serdan utilizados de modo creciente en todos los
niveles educativos.

Ello supone cambios en los procesos de diseno instruccional. En la ensehan-
za convencional habitualmente se descuida, en la planificacion curricular, la
indagacion y exploracion del alumno. Entre otras razones por cuestion de tiem-
po. Sin embargo, este nuevo marco para el diseno curricular “obliga” al ‘didlogo’
o ‘conversacion’ entre profesores y estudiantes, fomentando los aspectos de
interaccion y cooperacion del proceso de ensenanza-aprendizaje.

Los enfoques conversacionales que induce el uso de las redes informaticas
en educacion se basan en la suposicion de que la comunicacion estd en el
centro del proceso educativo. Hay una conversacion constante entre profesores
y estudiantes, simulada mediante la interaccion de los estudiantes con los cursos
preproducidos (delegada por parte del profesor), y real, por medio de la comu-
nicacion a través de medios convencionales o de las nuevas tecnologias con los
profesores.

Para Salinas (1999a, 1999b), las nuevas tecnologias de la informacion y la
comunicacion demandan en educacion curricula flexibles y abiertos. Requieren
materiales y cursos que, al estar centrados en el alumno, incluyan entre sus
cualidades instruccionales la flexibilidad y adaptabilidad a las distintas situacio-
nes de aprendizaje en las que tienen que integrarse. Implican estrategias que
proporcionen al usuario control sobre el propio proceso de aprendizaje y la
interactividad necesaria para aportar un estilo conversacional o de didlogo al
proceso.

Se produce un importante cambio en el papel del profesor. El profesor deja
de ser fuentes del conocimiento y pasa a actuar de guia de alumnos para facili-
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tarles el uso de recursos y herramientas que necesitan para acceder a un amplio
rango de recursos de aprendizaje.

Un uso abierto y flexible de Internet en educacion permite fomentar el apren-
dizaje colaborativo. El término aprendizaje colaborativo refiere a un método de
instruccion en el que estudiantes de varios niveles de rendimiento trabajan jun-
tos en pequenos grupos hacia un objetivo comun (Gokhale, 1995).

Los modelos de aprendizaje colaborativo estin siendo aplicada en situacio-
nes de aprendizaje mediadas por el uso de redes de ordenadores, como un
entorno, en el que la interaccion entre estudiantes es monitorizada y controlada
a través de un sistema informatico (Suresh, 1996a, 1996b).

4. UN PROYECTO DE EDUCACION MATEMATICA,
A TRAVES INTERNET

En esta linea de pensamiento hemos disenado un proyecto de investigacion,
a desarrollar en tres anos, cuyo objetivo central es disenar escenarios educativos
sustentados en la red de Internet, aplicados a la educacion matemadtica, anali-
zando los procesos de ensenanza/aprendizaje que tienen lugar en dichos esce-
narios.

Un antecedente importante en este ambito son los proyectos desarrollados al
respecto por Josep M* Fortuny, en la Universidad Auténoma de Barcelona (URL:
http://blues.uab.es/~ipdm4/Fortuny.html

Como objetivos concretos de nuestro proyecto, nos hemos planteado los
siguientes:

Aplicar las posibilidades que ofrece Internet dentro de la asignatura “Ma-
tematica y su Did4ctica “, en la Facultad de Ciencias de la Educacion de
Cordoba, para el tercer curso de la especialidad de Educacion Primaria.
Crear un sistema de informacion bibliografica y sobre recursos metodolo-
gicos, mediante un espacio web, aplicable a la asignatura considerada,
con enlaces con una diversidad de espacios webs existentes en la red, a
niveles nacional e internacional, procurando abarcar una amplia variedad
de enfoques y contenidos.

Disenar un sistema de ensenanza/aprendizaje basado en la formulacion
de tareas por parte del profesor, que permitan y favorezcan procesos
colaborativos entre los estudiantes, compatibles con sus propios proce-
sos personales de construccion del conocimiento.

Procurar un intercambio progresivo de experiencias con otros centros
universitarios, nacionales e internacionales, que desarrollen ensenanzas
cercanas en contenido y metodologia.

Organizar un sistema de tutoria compatible con la flexibilidad y riqueza
creativa del sistema de ensenanza/aprendizaje indicado.

Analizar los procesos cognitivos que se producen en dicho sistema de
ensenanza/aprendizaje, valorando las estrategias seguidas por los estu-
diantes para buscar y organizar la informacién necesaria, para aplicar
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dicha informacion a las tareas propuestas, para comunicar sus resultados
a otros agentes intervinientes(otros estudiantes, el profesor, la comunidad
educativa, etc).

Analizar, de modo especifico, los sistemas de signos usados en dichos
procesos de ensenanza/aprendizaje, considerando los aspectos semioti-
cos de los mismos como un problema de investigacion de especial rele-
vancia.

Nuestro sistema de ensefianza se basard en propuestas de trabajo concretas,
que los alumnos deberdn desarrollar. Por ejemplo, una propuesta serd elaborar
e introducir en la red un taller sobre el Euro. El taller serd de tipo practico, de
manera que servira para que alumnos de Educacion Primaria puedan aprender
sobre el mismo conceptos matemdticos que puedan relacionarse con el Euro.
Mas aun, seleccionaremos a alumnos de diferentes niveles de Educacion Prima-
ria para que participen en ese taller y puedan confirmar, de modo empirico, la
calidad pedagogica de la propuesta que se les ofrezca.

5. ASPECTOS SEMIOTICOS DERIVADOS DEL USO EDUCATIVO
DE LA RED DE INTERNET

Como hemos indicado, una parte importante de nuestro proyecto serd la
exploracion de los niveles de construccion de conocimientos matematicos al-
canzados por los estudiantes, a través del estudio de los sistemas de signos
intervinientes en el proceso.

El ordenador es esencialmente un medio para transmitir senales de emisores
humanos a receptores humanos. En el centro de esta relacion esta el signo, que,
segin Holmgqyvist y Jensen (1993), envuelve tres aspectos implicados en la cons-
truccion de significados: (1) el signo percibible, fisico (representante); (2) la
realidad externa que el signo refiere (objeto); y (3) el efecto del signo sobre la
mente del usuario (interpretante).

Del estudio de los signos y el modo en que funcionan en la produccién de
significado se encarga la semidtica. La semidtica estd basada en la asumcion de
que la creacion y comunicacion de significados estd basada en signos y codigos.
La tecnologia basada en los ordenadores induce un estudio de los procesos que
pone en marcha, desde un punto de vista semiético e, inversamente, convierte
a la semidtica en una aproximacién cientifica especialmente privilegiada para el
estudio de los ordenadores.

A nosotros nos interesa especialmente analizar los cambios derivados de la
introduccion de una nueva tecnologia de comunicacion en los procesos educa-
tivos, que da lugar a diferentes formas de transmitir y recibir la informacion,
interesindonos, en particular, los sistemas simbdlicos que se utilizan y el papel
que juegan distintos tipos de codigos como soportes del contenido en cada una
de esas tecnologias. Es de especial importancia para nosotros la investigacion
del grado de abstraccion del codigo utilizado, 1o que es expresion, de acuerdo
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con Recio y Godino (1996), del nivel de profundidad conseguido en el desarro-
llo del pensamiento matematico.

En este apartado, partiremos de otros estudios que hemos realizado anterior-
mente (Godino y Recio, 1998; Recio, 2000).
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INTERNET COMO HERRAMIENTA Y OBJETO PARA LA
INVESTIGACION EN DIDACTICA DE LA MATEMATICA

Francisco Ruiz

ENRIQUE CASTRO

Juan D. Gobino
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RESUMEN

Presentamos una recopilacion de sitios en Internet que proporcionan in-
formacion de interés para distintas fases del proceso de investigacion en di-
dactica de la matematica (fuentes documentales, difusion de las investigacio-
nes), asi como sobre centros, organismos y asociaciones profesionales relacio-
nadas con la educacion matematica.

1. INTRODUCCION

La celebracion de la mesa redonda sobre el tema dnternet como herramienta
y objeto de investigacion en Didactica de la Matematica», dentro del IV Simposio
de la SEIEM, nos ha permitido profundizar en nuestro conocimiento de la red al
obligarnos a recabar, de manera sistemdtica, informacion disponible sobre el
tema elegido. Nuestra contribucién la hemos centrado en el inventario de los
recursos ofrecidos en Internet para facilitar la investigacion en nuestra drea de
conocimiento, inventario que no pretendemos sea exhaustivo dadas las dimen-
siones y complejidad de la informacion contenida en la red y la limitacion de
espacio. Las distintas direcciones web seleccionadas las clasificamos teniendo
en cuenta su uso potencial en las principales fases del proceso de investigacion;
ademas del correspondiente URL (Uniform Resources Locator) damos una breve
descripcion del contenido y un comentario sobre su potencial utilidad.
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Las fases del proceso de investigacion para las cuales podemos encontrar
informacion relevante en Internet son las siguientes:

(1) Antecedentes y estado de la cuestion sobre un tema: bases de datos y

publicaciones electronicas (revistas, tesis doctorales, monografias,etc.)

(2) Difusion de resultados: congresos /conferencias, actas, publicaciones

electronicas.

Ademads de recursos para facilitar el proceso de investigacion encontramos
herramientas para la bisqueda de fuentes bibliogrificas y medios de difusion de
las investigaciones. Encontramos también un nimero cada vez mayor de recur-
sos cuyo empleo para favorecer los procesos de ensenanza y aprendizaje de las
matematicas reclama el diseno, desarrollo y evaluacion de investigaciones espe-
cificas, proporcionando nuevos temas de investigacion didactico-matemadtica.
En este trabajo nos limitamos a mencionar algunos ejemplos de sitios web que
nos pueden interesar como investigadores.Incluimos un tercer apartado con el
nombre genérico (3) Recursos objeto de investigacion didactico-matemadtica (soft-
ware y material diddctico).

Debido a que la actividad de investigacion se realiza en el seno de grupos y
requiere el apoyo e infraestructura de diversas organizaciones incluimos tam-
bién un epigrafe sobre:

(4) Centros de investigacion (organizaciones, departamentos, grupos)

Dentro de cada apartado listamos las direcciones por orden alfabético, y
concluimos con un comentario sobre la relevancia relativa de las mismas.

2. BASES DE DATOS Y PUBLICACIONES ELECTRONICAS

2.1. BASES DE DATOS

ERIC: (Educational Resources Information Center)

URL: http://www.ericse.org/mathindex.html

Base de datos de EE.UU. que incluye referencias y resimenes de publicacio-
nes seleccionadas de revistas especializadas en temas de educacion matematica.

Las universidades andaluzas tienen libre acceso y completo a ERIC en la
direccion http://bdserver.cica.es/bdatos

MATHDI:

URL: http://www.emis.de/MATH/DI.html

Version electronica del Zentralblat fiir Didaktik der Mathematik que incluye
referencias y resimenes de publicaciones de didactica de la matematica desde
1976 extraidas de mas de 350 revistas especializadas. Es una base de datos
comercial cuya consulta completa requiere darse de alta en el servicio corres-
pondiente. No obstante, indica el numero de referencias existentes para cada
término de busqueda y acceso a 3 de dichas referencias.

TESEO

URL: http://www.mec.es/teseo
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La Base de Datos TESEO, del Consejo de Universidades, recoge y permite
recuperar informacion acerca de las tesis doctorales leidas y consideradas aptas
en las Universidades espanolas desde 1976. Ademas de los datos referenciales
de la tesis (autor, titulo, universidad, ano) informa del director de la tesis y un
resumen de entre 15 y 20 lineas. Es de libre acceso.

UMI ProQuest Digital Dissertations:

URL: http://wwwlib.umi.com/dissertations

Base de datos de la University Microfilm International. Contiene casi la tota-
lidad de las tesis doctorales realizadas en las universidades de EE.UU y gran
cantidad de otros paises. El acceso completo a los resimenes y a las tesis debe
hacerse previo pago de su importe. No obstante, sepermite el libre acceso a las
tesis publicadas en los dos Gltimos anos.

2.2. PUBLICACIONES ELECTRONICAS

Las revistas sobre investigacion en educacion matemadtica estan presentes en
Internetfundamentalmente de dos maneras:

a) Revistas ELECTRONICAS: Revistas nuevas que han surgido al calor de las posi-
bilidades de Internet; estin publicadas y pueden ser leidas Gnicamente
en Internet. Estas revistas muestran sus articulos completos en la red.

b) REVISTAS CON EDICION IMPRESA que muestran solo los titulos y los abstracts.
Aunque es necesario inscribirse como suscriptor para leer sus articulos,
podemos pedir que nos los envien via Internet.

Gran parte de estas revistas ofrecen resimenes de sus contenidos a través de
Internet. Puesto que la lista de revistas es grande, conviene que empecemos con
un servidor que nos preste un servicio de busqueda a través de la red y que esté
especializado en revistas. Uno de estos servidores es:

e EBSCO Online: (nombre proveniente del fundador Elton B Stephens CO)

URL: http://www-sp.ebsco.com/online/Reader.asp

Es un servicio de revistas electronicas a través Internet. Permite a los usua-
rios acceder y manejar estas revistas y consultar otras de manera restringida. Las
revistas y articulosse pueden buscar a través de palabras clave, o ver resimenes
y hojear articulos completos. También se puede acceder a los resimenes en las
revistas de acceso restringido a suscriptores.

2.2.1. Revistas con edicién impresa
e EDUCATIONAL STUDIES IN MATHEMATICS
URL: http://www.wkap.nl/journalhome.htm/0013-1954
Editada por Kluwer.
e JOURNAL OF MATHEMATICS TEACHER EDUCATION
URL: http://www.wkap.nl/journalhome.htm/1386-4416
Editada por Kluwer.
e JRME Online. The Journal for Research in Mathematics Education.
URL: http://www.nctm.org/jrme
Es una revista oficial del National Council of Teachers of Mathematics.
e MATHEMATICAL THINKING AND LEARNING
URL: http://www.erlbaum.com/Journals/journals/MTL/mtl.htm e
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MATHEMATICAL COGNITION

URL: http://www-sp.ebsco.com/online/direct.asp?JournallD=101906

[JCAME .The International Journal of Computer Algebra in Mathematics Edu-
cation

URL: http://www.tech.plym.ac.uk/maths/CTMHOME/ijcame.html
INTERNATTIONAL JOURNAL OF COMPUTERS FOR MATHEMATICAL LEAR-
NING

URL: http://www.tufts.edu:80/~uwilensk/I[JCML/journal.html
MATHEMATICAL THOUGHT

URL: http://www.soton.ac.uk/~gary/Math thought.html

Publicada por el Centre for Research in Mathematics Education at the Univer-
sity of Southampton, UK.

RECHERCHES EN DIDACTICTIQUES DES MATHEMATIQUES

URL: http://www.labomath.univ-orleans.fr/ARDM/revue.htm

Es la revista cientifica de I’Association pour la Recherche en Didactique des
Mathématiques. Publica tres ndmeros por ano, desde 1980, en inglés, francés
y espanol.

REVISTA EMA: INVESTIGACION E INNOVACION EN EDUCACION MATE-
MATICA

URL: http://www.oei.es/n2577.htm

Universidad de los Andes. Colombia

ENSENANZA DE LAS CIENCIAS: Revista de investigacion y experiencias di-
dacticas. Instituto de Ciencias de la Educacion, Universidad Auténoma de
Barcelona. URL: http://blues.uab.es/rev-ens-ciencias

2.2.2. Revistas eléctrénicas

BOLETIN SEIEM

URL: http://www.ugr.es/local/seiem

Boletin de la Sociedad Espanola de Investigacion en Educacion Matematica.
Iniciado en 1997 con 3 niimeros al ano.

CHREODS

URL: http://s13a.math.aca.mmu.ac.uk/Chreods/Chreods Intro.html
ICMI BULLETIN

http://elib.zib.de/IMU/ICMI/bulletin/index.html

PHILOSOPHY OF MATHEMATICS EDUCATION JOURNAL

URL: http://www.ex.ac.uk/~PErnest

RELIME (no se encuentra esta direccion)
URL:_http://www.cinvestav.mx/clame/relime/relime.html

Revista Latinoamericana de Investigacion en Matematica Educativa.
JOURNAL OF STATISTICAL EDUCATION

URL: http://www.amstat.org/publications/jse

SERN (Statistical Education Research Newsletter)

URL: http://www.ugr.es/~batanero/sergroup.htm

Elaborada por C. Batanero en la Universidad de Granada.
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3. CONFERENCIAS Y CONGRESOS

CERME: Congreso Europeo de Educacion Matematica

URL: http://www.erme.uni-osnabrueck.de/erme98.html

Congreso internacional organizado por la Sociedad Europea de Investiga-
cion en Educacion Matematica, ERME.

ICME (International Congress in Mathematics Education):

URL: http://www.ma.kagu.sut.ac.jp/~icme9

Congreso promovido y organizado por el ICMI cada 4 anos. El noveno con-
greso tendrd lugar en Japon en Julio de 2000.

ICOTS (International Conference on Teaching Statistics):

URL: http://www.swin.edu.au/maths/icots6/

Conferencias internacionales sobre educacion estadistica promovidas y orga-
nizadas por el IASE. La VI Conferencia tendra lugar en el 2002 en Durban (Suda-
frica).

PME (Psychology of Mathematics Education Conferences):

URL: http://members.tripod.com/~IGPME/welcome.html

Conferencias anuales promovidas y organizadas por el International Commi-
tee of the PME Conferences. En Julio del 2000 se realiza la 24 Reunién en
Hiroshima (Japon).

PMENA:North American Chapter of the International Group for the Psycho-
logy of Mathematics Education

URL (dltimo congreso México 1999):

http://www.cinvestav.mx/mat_edu/PMENAXXIL.html

URL (proximo congreso Arizona 2000): http://www.west.asu.edu/cmw/pme

RELME (Reunion Latinoamerica de Matematica Educativa):

URL: http://www2.cinvestav.mx/clame/relme-14/relme.html

Reunién anual promovida y organizada por el CLAME. En Julio del 2000
realiza su 14* Reunion en Panama.

SIMPOSIOS SEIEM (Sociedad Espanola de Investigacion en Educacion Mate-
matica):

URL: http://www.ugr.es/local/seiem

Reunién anual promovida y organizada por la SEIEM. En Septiembre del
2000 se celebra el TV Simporio en Huelva.

4. RECURSOS OBJETO DE INVESTIGACION POTENCIAL PARA LA
DIDACTICA DE LA MATEMATICA

4.1. RECURSOS PARA ALGEBRA Y CALCULO

AlgebraHelp.com:

URL: http://www.algebrahelp.com/index.htm

Una fuente creciente online de ayudas para el algebra, que emplea algunas
de las Gltimas tecnologias para ayudar a aprender y comprender dlgebra. Esta
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pagina web contiene un conjunto de calculadoras que muestran como resolver
problemas paso a paso.

Visual Calculus:

URL: http://archives.math.utk.edu/visual.calculus/

Es una coleccion de modulos para el estudio o la ensenanza del cilculo.
Originalmente, esta coleccion fue disenada para dar idea a los ensenantes de
como utilizar la tecnologia y en particular los ordenadores, en la ensenanza del
calculo. La coleccion se ha expandido e incluye tutoriales, médulos interactivos
(MathView, Java, and Javascript) que pueden ser utilizados, bien por los estu-
diantes o por los profesores. También incluye instrucciones detalladas de las
calculadoras graficasTI-85 y TI-86.

Graphics for the calculus classroom

URL: http://www.math.psu.edu/dna/graphics.html

Contiene una coleccion de demostraciones graficas para ser empleadas en
un curso de introduccion al cdlculo.

4.2. RECURSOS PARA GEOMETRIA

The Geometry Center:

URL: http://www.geom.umn.edu/

Contiene dos grandes apartados de geometria interactiva: Gallery of Interac-
tive Geometry y JAVA Gallery of Interactive Geometry. Cada uno de estos apar-
tados contiene una coleccion de pluggins y applets para geometria.

Gallery of Interactive Geometry:

URL: http://www.geom.umn.edu/apps

Material para: representacion de curvas, teselaciones no periodicas, genera-
cion de los 17 grupos cristalograficos, visualizar objetos en 3-D.

JAVA Gallery of Interactive Geometry:

URL: http://www.geom.umn.edu/java/

Manipula Math with Java:

URL: http://www.ies.co.jp/math/java

El material para estudiantes de secundaria, bachillerato, universidad, y para
todos aquellos que estén interesados por las matematicas. Programas interacti-
vos que se pueden manipular y unas animaciones que pueden ayudar a enten-
der el significado de ideas matematicas.

MathsNet:

URL: http://www.anglia.co.uk/education/mathsnet/intro.html

Brinda la posibilidad de manejar una gran variedad de software interactivo.
Podemos ejecutar animaciones y programas interactivos de hojas de calculo,
logo, geometria dinamica, Cinderella, Sketchpad, programas de graficos, alge-
bra, puzzles, etc.

43 RECURSOS PARA ESTADISTICA

Es recomendable empezar con paginas que incluyen enlaces comentados de
otros lugares. TASE, y el Grupo de Estocistica del PME (véase seccion de orga-
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nizaciones y grupos) han organizado listas de recursos clasificados. Otras pagi-
nas de interés son:

Statistical Methodology:

URL:http://www.maths.uq.oz.au/~gks/webguide/methods.html

Con vinculos a otras paginas dedicadas a métodos y topicos estadisticos.

The Globally Accessible Statistical Procedures (GASP):

URL: http://www.stat.sc.edu/rsrch/gasp

Esta pagina tiene enlaces a varios Applets en Java que tratan con regresion,
intervalos de confianza, el teorema central del limite, y otros. Contiene ademas
la posibilidad de acceder a WebStat, un paquete estadistico para el analisis de
datos en la Web.

VassarStats:

URL: http://faculty.vassar.edu/~lowry/VassarStats.html

Dedicada al calculo estadistico online.

Interactive Stats:

URL: http://members.aol.com/johnp71/javastat.html

Ademads de constituir en si misma un potente paquete de software estadisti-
co, podemos encontrar un listado de enlaces online de libros sobre estadisitica,
tutoriales, software de libre disposicion, y recursos relacionados. Todos los re-
cursos son de libre acceso por Internet.

Rice Virtual Lab in Statistics:

URL: http://www.ruf.rice.edu/~lane/rvls.html

Es un extenso curso de estadistica online.

4.4, MATERIALES DIVERSOS

CCP. Connected Curriculum Project
URL: http://www.math.duke.edu/education/ccp/materials
Materiales de aprendizaje interactivo para las matematicas y sus aplicaciones.

5. ORGANIZACIONES Y CENTROS DE INVESTIGACION

En este apartado incluimos direcciones de instituciones internacionales o
nacionales relacionadas con la educacion matemdtica, asociaciones profesiona-
les, departamentos universitarios con programas de doctorado, proyectos y gru-
pos de investigacion en didactica de la matematica.

5.1. ORGANIZACIONES

ARDM (Association pour la Recherche en Didactique des Mathématique):

URL: http://www.labomath.univ-orleans.fr/ARDM/

Es la sociedad francesa de investigacion en diddctica de la Matematica. So-
porta la publicacién de la revista Recherches en Didactique des Mathématiques,
entre otras publicaciones, y organiza las escuelas de verano que se celebran
cada dos anos, las cuales han logrado un alto reconocimiento internacional.
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CLAME: Comité Latinoamericano de Matematica Educativa

URL: http://www.cinvestav.mx/clame/

Organiza las reuniones internacionales conocidas como Relme (la 14* re-
union se celebra en Julio del 2000) y edita la revista electronica Relime.

CIAEM: Comité Interamericano de Educacion Matemadtica.

URL: http://euclid.barry.edu/~luna/iacme/ciem.html

Organiza las Conferencias Interamericanas de Educacion Matemadticas y cola-
bora en la organizacion de los CIBEM (Congreso Iberoamericano de Educacion
Matemadtica). Publica un boletin informativo.

ERME (European Research in Mathematicas Education):

URL: http://www.erme.uni-osnabrueck.de/erme98.html

Sociedad Europea de Investigacion en Educacion Matematica, constituida en
1998. Ha organizado su primer congreso europeo en Osnabrueck (Alemania)
cuyas actas estan disponibles en la red.

TASE (International Association for Statistical Eduation):

URL: http://www.cbs.nl/isi/iase.htm

Es una de las sociedades del IST (International Statistical Institute) encargada
de los temas de educacion estadistica (ensenanza e investigacion). Organiza los
ICOSTs (International Conference on Teaching Statistics), otros eventos interna-
cionales y diversas publicaciones. Su pagina web contiene una gran cantidad de
enlaces a recursos para la educacion estadistica.

ICMI (International Commision in Mathematics Instruction):

URL: http://elib.zib.de/IMU/ICMI

Comision de la IMU (International Mathematical Union) encargada de los
temas de educacion matematica desde 1908. Como principales actividades pro-
mueve la celebracion de los ICME (The International Congress on Mathematical
Education) y los ICMI Studies (prestigiosas monografias sobre temas de educa-
cion matematica).

PME (Psychology in Mathematics Education):

URL: http://members.tripod.com/~IGPME

Organizacion internacional asociada al ICMI que organiza desde 1976 Confe-
rencias internacionales que han logrado un alto reconocimiento entre la comu-
nidad de investigadores en educacion matematica por el proceso riguroso de
revision de los informes de investigacion incluidos en las Actas.

PME Stochastic Group:

URL: http://www.beeri.org.il/stochastics

SEIEM: Sociedad Espanola de Investigacion en Educacion Matematica.

URL: http://www.ugr.es/local/seiem

Edita un Boletin electronico con informaciones diversas y organiza un Sim-
posio anual (el IV Simposio se celebra en Huelva en Septiembre de 2000).

SUBCOMISION ESPANOLA DEL ICMI:

URL: http://www.matesco.unicam.es /icmi.es

CMESG. Canadian Mathematics Education Study Group

URL: http://plato.acadiau.ca/courses/educ/reid/cmesg/cmesg.html

Edita la revista For the Learning of Mathematics.
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5.2. CENTROS DE INVESTIGACION

CINVESTAV: Centro de Investigacion en Matematica Educativa del Instituto
Politécnico Nacional de México.

URL: http://www.cinvestav.mx/matedu

CIRDIS, Centro Interuniversitario di Ricerca per la Didattica delle Discipline
Statistiche:

URL: http//www.stat.unipg.it/CIRDIS

CSME (Center for the Study of Mathematics Education, University of Notting-
ham, UK.)

URL: http://www.nottingham.ac.uk/csme/csmemenu.html
FREUDENTHAL INSTITUTE:

URL: http://www.fi.ruu.nl/en/algemeen.html

Es el Centro Nacional Experto para la Educacion Matematica en los niveles
de primaria y secundaria de Holanda. Estd integrado en la Universidad de
Utrecht.

ROYAL STATISTICAL SOCIETY. CENTER FOR STATISTICAL EDUCATION:

URL: http://science.ntu.ac.uk/rsscse

SERVIDOR WWW EDUCACION MATEMATICA:

URL: http://ued.uniandes.edu.co

Es un servicio de “una empresa docente”, centro de investigacion en educa-
cion matematica de la Universidad de los Andes (Colombia). Da acceso a los
siguientes servicios: Recursos de Informacion, Comunidad, Lineas de Investiga-
cion, Proyectos, Eventos y cursos, Premios, Otros sitios en la red relacionados,
Listas de distribucion.

5.3. DEPARTAMENTOS ESPANOLES CON PROGRAMAS DE DOCTORADO EN DIDACTICA
DE LA MATEMATICA

Departamento de Diddctica Matemdtiques i de les Ciéncies Experimentals
(Universitat Autonoma de Barcelona):

URL: http://blues.uab.es/~ipdm4/PrgDcot/doctorat.html

Departamento de Didactica de la Matemadtica de la Universidad de Granada:

URL: http://www.ugr.es/local/dpto-did

Departamento de Didactica de la Matemadtica de la Universidad de Valencia:

URL: http://www.uv.es/~didmat/doctorado/index.htm

Departamento de Didactica de las Ciencias y Filosofia de la Universidad de
Huelva

URL: http://www2.uhu.es/3erciclo/Default.htm

5.4. GRUPOS Y PROYECTOS

Incluimos en este apartado las direcciones web de los Grupos de Trabajo de
la SEIEM, y otros grupos que desarrollan proyectos de investigacion, los cuales
incluyen enlaces a otros servidores relacionados con temas de investigacion
especificos:
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DMDC (Grupo de Investigacion de la SEIEM, “Didactica de la Matemadtica
como Disciplina Cientifica”) (continuacién del SIIDM):

URL: http://www.ugr.es/local/jgodino/si-idm.htm

DIDACTICA DE LA MATEMATICA: PENSAMIENTO NUMERICO (Universi-
dad de Granada)

URL: http://www.ugr.es/local/dpto_did/gpnumerico/gpnumerico.html

CDPP (Grupo de Investigacion de la SEIEM, “Conocimiento y desarrollo pro-
fesional del profesor”):

URL: http://www?2.uhu.es/luis.contreras

EDUCACION ESTADISTICA (Universidad de Granada)

URL: http://www.ugr.es/local/batanero/

GRUPO DE INVESTIGACION EN EDUCACION MATEMATICA (Universidad
de Sevilla)

URL: http://www.cica.es/~ddmus/giem.htm

GRUPO DE TRABAJO “APRENDIZAJE DE LA GEOMETRIA” de la SEIEM:

URL:http://www.uv.es/~didmat/angel/Pg33AG.html

TEORIA Y METODOLOGIA DE INVESTIGACION EN EDUCACION MATE-
MATICA (Universidad de Granada)

URL: http://www.ugr.es/local/jgodino

INTERACCIONES TELETUTORIALES SOBRE EDUCACION MATEMATICA.

URL: http://blues.uab.es/~ipdm4/profesDep/Fortuny.html

GRUPO DE LA’UNIVERSITAT AUTONOMA DE BARCELONA”: Procesos del
Pensamiento Matematico Avanzado

URL: http://blues.uab.es/~ipdm4/recerca/GrupPMA.html

GRUPO DE INVESTIGACAO “DIDACTICA E FORMACAQO” (Facultad de Cien-
cias de la Universidad de Lisboa)

URL: http://educ.fc.ul.pt/investiga/

6. OTRAS DIRECCIONES DE INTERES PARA LA DIDACTICA DE
LA MATEMATICA

6.1. SOCIEDADES DE PROFESORES DE MATEMATICAS

APM (Associasao de Professores de Matematica):

URL: http://www.apm.pt/home.htm

Organiza encuentros nacionales de profesores de matematicas y de investi-
gadores en didactica de la matematica y publica las revistas “Educacao e Mate-
matica” y “Quadrante” (Revista tedrica y de investigacion).

FESPM: Federacion Espanola de Sociedades de Profesores de Matematicas:

URL: http://www.smpm.es/fespm/fespm.html

Organismo coordinador de 12 Asociaciones de Profesores de Matematicas de
distintas comunidades del Estado Espanol. Organiza las JAEM (Jornadas sobre
Aprendizaje y Ensenianza de las Matematicas) y publica la revista SUMA..
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MAA Online (The Mathematical Association of America, Teaching and
Learning)

URL: http://www.maa.org/t and l/index.html

NCTM (National Council of Teachers of Mathematics)

URL: http://www.nctm.org

Sin duda la mas poderosa asociacion de profesores de matemdticas. Organi-
za en USA congresos nacionales, publica materiales y recursos para la educa-
cion matematica, asi como las revistas Journal for Research in Mathematics Edu-
cation (la Unica revista incluida en los indices de impacto del JSCD), Mathema-
tics Teacher y Arithmetics Teacher.

THALES (Sociedad Andaluza de Profesores de Matematicas):

URL: http://thales.cica.es/

TIMSS (Third Internacional Mathematics and Science Study):

URL: http://forum.swarthmore.edu/social/timss/

6.2. MISCELANEA

Otras direcciones web que contienen informacion complementaria a la que
presentamos en este trabajo son las siguientes:

Math Forum - Math Education Research:

URL: http://forum.swarthmore.edu/mathed/mathed.research.html

Math WWW VL: Software

URL: http://euclid.math.fsu.edu/Science/Software.html

7. OBSERVACIONES FINALES

Esta recopilacion de sitios en Internet sobre recursos para la investigacion en
Didactica de la Matematica, a pesar de que no puede ser exhaustiva, permite, no
obstante, apreciar el fuerte impacto de la red en el desarrollo de nuestra area de
conocimiento. El trabajo del investigador sobre los problemas de la ensenhanza y
el aprendizaje de las matematicas, en la fase de busqueda de fuentes documen-
tales para el planteamiento de los problemas de investigacion y la elaboracion
del estado de la cuestion, queda completamente afectado por la red dado el
acceso cada vez mas facil y exhaustivo a las bases de datos “on.line”. También
se abren grandes perspectivas para la difusion de los resultados de las investiga-
ciones por medio de las publicaciones electronicas, y sobre todo mediante la
creacion de paginas webs tanto personales como de los grupos de investigacion
en las cuales se pueden publicar y recuperar cualquier resultado de las investi-
gaciones. El problema de difusion de la “literatura gris” (memorias, informes)
que con frecuencia no pueden ver la luz en las revistas por su gran tamano,
pueden ser incorporadas en las paginas personales, las cuales son facilmente
indexadas por los potentes buscadores de la red.

Queda, no obstante, abierto un problema grave por la superabundancia de
informacion. ;Como seleccionar los trabajos relevantes para nuestro problema
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de investigacion? ;Como identificar los trabajos que cumplen unos estindares de
calidad aceptables? ;Esta proxima la fecha en que todas las publicaciones cien-
tificas serdn electronicas, editadas con fondos publicos y libremente accesibles?

La informacién que hemos recopilado puede ser un primer paso para la
elaboracion de un portal sobre educacion matematica que comprenda sitios
orientados tanto a la investigacion como a la docencia, cuya construccion y
actualizacion podria ser asumida por la SEIEM y puesta al servicio de la Comu-
nidad Iberoamericana de Educacion Matematica.
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MARTES 12
18,00-20,00

MigrcoLEs 13
09,00-11,30

11,30-12,00
12,00-13,30
13,30-15,30
15,45-17,30

17,45
23,30

JUEVES 14
09,00-11,30

11,30-12,00
12,00-14,00

14,00-16,00
16,00-18,00
18,15-19,15
19,30
24,00

PrOGRAMA

Entrega de documentacion.

Seminario de Investigacion I: Representacion y comprension.
Coordinadora: Dra. C. Azcdrate.

Ponentes: Dr. L. Rico (Coordinador), Dra. M. Bosch, Dra, I. Rome-
ro, Dra. V. Sanchez.

Descanso.

Debate del Seminario de Investigacion 1.

Comida (Comedor Universitario).

Proyecto 1. Coordinador Dr. S. Llinares.

Proyecto: Estudio sobre la ensenanza-aprendizaje de conceptos fun-
damentales del analisis matematico (Iimite, continuidad, derivada
e integral) en manuales y estudiantes de Bachillerato LOGSE y
primer curso universitario. Investigador principal: Dr. A. Contreras
(CIDE, convocatoria 1997).

Proyecto II. Coordinador Dr. S. Llinares.

Proyecto: Desarrollo de técnicas interactivas de tutorizacion y for-
macion. Aplicacion a situaciones especiales de educacion Matema-
tica. Investigador principal: Dr. J.M*. Fortuny ( DGES, convocatoria
1996). Ponente: Dr. P. Cobo.

Redactora de los Proyectos I y II: Dra. L. Serrazina.

Visita turistica a los lugares colombinos y cena en la Hosteria de la
Rabida (Inauguracion Oficial).

Regreso a Huelva.

Seminario de Investigacion II: Pensamiento numérico y algebraico.
Coordinador: Dr. M. Socas.

Ponentes: Dr. J. A. Garcia Cruz (Coordinador), Dra. A. Bruno, Dr. J.
L. Gonzalez y Dr. A. Ortiz.

Descanso.

Paneles. Coordinador Dr. J. D. Godino.

Panel 1. Grupo de Trabajo: Didactica de la Estadistica, Probabili-
dad y Combinatoria. Ponente: Dra. M. J. Canizares.

Panel 2. Grupo de Trabajo: Diddctica de la Matemdtica como disci-
plina cientifica. Ponentes: Dra. P. Orts y Dra. L. Ruiz.

Comida (Comedor Universitario).

Grupos de Trabajo.

Asamblea de la Sociedad.

Salida para Punta Umbria (paseo en canoa y cena).

Regreso a Huelva.
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VIERNES 15

09,00-11,00 Mesa Redonda: Internet como herramienta y objeto para la investi-
gacion en Didactica de la Matematica.
Coordinador: Dr. J. D. Godino.
Ponentes: Dr. J. D. Godino, Dr. A. M. Recio, Dr. F. Ruiz.
11,00-11,30 Descanso.
11-30-13,30 Grupos de Trabajo.
14,00 Almuerzo de Clausura.
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NOMBRE Y APELLIDOS

CONCEPCION F. ABRAIRA FERNANDEZ
CELIA ANGLADA Pozo

MARIO ARRIECHE ALVARADO
CARMEN AZCARATE GIMENEZ
PrArR AZCARATE GODED
EDELMIRA BADILLO

RicarRDO BARROSO CAMPOS
CARMEN BATANERO BERNABEU
EviLio BEDOYA MORENO
SONSOLES BLAZQUEZ MARTIN
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SEMINARIO: REPRESENTACION Y COMPRENSION SOBRE LAS
NOCIONES DE REPRESENTACION Y COMPRENSION EN LA
INVESTIGACION EN EDUCACION MATEMATICA

Luis Rico
Universidad de Granada

CUESTIONES GENERALES

Centrar el debate y servir como referencia en el Seminario Representacion y
Comprension del TV Simposio de la Sociedad Espanola de Investigacion en
Educacion Matematica (SEIEM) es objetivo general de este estudio. Con anterio-
ridad a la celebracion del Simposio, y a peticion de su Comité Cientifico, se ha
redactado este documento, que ha sido conocido por las autoras de las tres
ponencias que estructuran el Seminario y, a partir de €l, han elaborado su traba-
jo. Entre los miembros de la SEIEM también tuvo difusion con anterioridad al
Simposio.

El documento se propone abordar las siguientes cuestiones generales:

a) Qué se entiende por representacion y comprension; analisis conceptual,

delimitacion de significados y conexiones.

b) Analizar la complejidad de la nocion de representacion: funciones episté-

micas, objetividad, diversidad, paradojas.

¢) Reflexionar en torno al interés general que tienen estas nociones para la

investigacion en educacion matematica.

De este modo, y mediante una serie de interrogantes, se abre y centra el
debate sobre las nociones de representacion y comprension en la investigacion
en diddctica de la matematica.

Conocimiento y representacion

Entender el conocimiento humano es un problema central en la reflexion
filosofica: scomo es que el hombre puede tener presentes los objetos del mundo
externo? ;donde y como se ubican los conocimientos?
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Conocer consiste en «ener la idea o nocion de alguna cosa; llegar a saber
por el ejercicio de las facultades intelectuales la naturaleza, cualidades y relacio-
nes de las cosas»; ¢ener en la mente la representacion de alguien o algo»; «perci-
bir el objeto como distinto de todo lo que no es €l; distinguir a alguien o algo
entre otros semejantes» (Cuervo, 1998; Seco, Andrés y Ramos, 1999).

En este mismo orden de reflexion, comprender significa «percibir mentalmente
algo», «captar el significado de algo», «entender con claridad lo que quiere decir
alguien», «conocer en un objeto todo lo que en €l es conocible», dlegar a conocer
la naturaleza o modo de ser de una cosa» (Cuervo, 1998; Seco, Andrés y Ramos,
1999). La comprension resulta asi un modo destacado de conocimiento.

Conocer es una actividad intencional, dirigida a un estado de cosas que debe
aprehenderse, que tiene como resultado lo que llamamos saber disponible in-
tersubjetivo, organizado y estructurado mediante representaciones (Krings y cols.,
1978). El conocimiento humano es central en los procesos de ensenanza y
aprendizaje, procesos que tienen como objetivo final el incremento de la com-
prension sobre un campo concreto. De ahi el interés que para la didactica de la
matematica tienen las nociones de representacion y comprension.

La epistemologia ha encontrado en la nocion de representacion y nociones
conexas, claves para entender e interpretar el modo en que los seres humanos
conocen y comprenden; mediante estos y otros conceptos se aborda el estudio
del conocimiento humano. La tradicion racionalista ha postulado una entidad
intermedia entre el sujeto y el objeto, a la que llama representacion, ya sea
intelectual o imaginativa. La nocion de representacion es un concepto clave en
la filosofia del conocimiento, que se ha manejado y sometido a critica de mane-
ra sistematica. Todas las disciplinas cuyo objeto es el estudio del conocimiento
humano manejan las nociones de representacion y comprension. De ahi el inte-
rés por clarificar estas nociones.

La tradicion filosofica.

Platon, en el mito de la caverna, postulé que nuestro conocimiento es repre-
sentacion de un mundo de ideas, a las cuales tenemos acceso indirectamente.

Descartes, cuando enuncia los principios que deben guiar su entendimiento,
propone admitir exclusivamente «aquello que se presentara tan clara y distinta-
mente a mi espiritu que no tuviera motivo alguno para ponerlo en duda» (Dis-
curso del método).

Kant sitda en la base de su epistemologia la nocion de representacion:

«Como podria ser despertada a actuar la facultad de conocer sino mediante
objetos que afectan a nuestros sentidos y que ora producen por si mismos repre-
sentaciones, ora ponen en movimiento la capacidad del entendimiento para com-
parar esas representaciones, para enlazarlas o separarlas y para elaborar de ese
modo la materia bruta de las impresiones sensibles con vistas a un conocimiento
de los objetos denominado experiencia?» (Critica de la razon pura, B 1).

Los sentidos representan los objetos tal como se manifiestan, mientras que
el entendimiento los representa tal y como son. (...) El entendimiento y la sen-
sibilidad que nosotros poseemos solo pueden determinar objetos si actian con-
juntamente. Si los separamos tendremos intuiciones sin conceptos o conceptos
sin intuiciones.» (Critica de la razén pura, B 314)
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Para Kant no hay otro sujeto mas que el que piensa y no hay otro objeto
conoscible que el que obedece a las exigencias de la representacion.

Muchos otros filésofos también se han ocupado de profundizar en la nocion
de representacion, tratando de entender algunos de sus enigmas; entre ellos han
destacado Husserl, Heidegger y Wittgenstein (Llano,1999). No es objetivo de
este seminario hacer un estudio filoséfico sobre la nocion de representacion,
s6lo indicar su importancia en la historia de la filosofia, senalar algunas de sus
dificultades y poner de manifiesto su complejidad. La historia de la filosofia y de
la ciencia muestran la riqueza de sentidos e interpretaciones que tiene este
concepto (Ferrater, 1981; Real Academia de Ciencias, 1990).

REPRESENTACIONES EN EDUCACION MATEMATICA

En la década de los 80 se detecta un empleo sistemdtico de la nocion de
representacion en educacion matemdticas. En estos trabajos, el concepto de
representacion se toma como equivalente a sefal externa que muestra y hace
presente un concepto matematico, también como signo o marca con el que los
sujetos piensan las matemadticas e, incluso, como aquellos esquemas o imagenes
mentales con los que la mente trabaja sobre ideas matemadticas. Entre varias
alternativas conceptuales similares pero no equivalentes: simbolos (Skemp, 1980),
sistema matematico de signos (Kieran y Filloy, 1989), sistemas de notacion (Ka-
put, 1992), sistema de registros semiéticos (Duval, 1993), la comunidad se decan-
t6 por dar prioridad al término representaciones. Las representaciones matema-
ticas se han entendido desde entonces, en sentido amplio, como todas aquellas
herramientas -signos o graficos- que hacen presentes los conceptos y procedi-
mientos matematicos y con las cuales los sujetos particulares abordan e interac-
tdan con el conocimiento matematico, es decir, registran y comunican su cono-
cimiento sobre las matemadticas. Mediante el trabajo con las representaciones las
personas asignan significados y comprenden las estructuras matematicas; de ahi
su interés didactico (Radford, 1998).

Desde entonces las representaciones se han considerado parte esencial
del aparato conceptual necesario para analizar los procesos de aprendizaje y
comprension de las matemdticas. Pero esta eleccion no ha estado exenta de
dificultades ya que el término elegido es complejo y encierra multiples signi-
ficados. A la productividad del concepto ha habido que acompanar intentos
de clarificacion y precision sistematicos, debido a las confusiones e impreci-
siones que se han derivado de su uso. La continuacién de este esfuerzo es
adn necesaria.

El objetivo principal de este seminario lo constituye la aproximacion critica
al concepto de representacion, relevante para la investigacion que en Didactica
de la Matematica se viene realizando en Espafa, ya que se puede presentar e
interpretar desde distintas perspectivas. Esta critica permitird generar un debate
sustentado en experiencias y reflexiones propias de nuestra comunidad.
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ANTECEDENTES

Goldin (1993) puso de manifiesto el interés que tiene la nocion de represen-
tacion en las lineas recientes de investigacion en educacion matematica.

Los estudios de Janvier, que culminan en su tesis en 1978, estan entre los
trabajos pioneros mas conocidos que utilizaron la nociéon de representacion y
procedian de los trabajos previos de Bell y otros (Janvier, 1987). Janvier realiza
un detallado y conocido estudio de algunas dificultades sobre la comprension
del concepto de funcion basado en las representaciones graficas. Los materiales
elaborados posteriormente en el Shell Centre de la Universidad de Nottigham
(1986), que abordaron una ensenanza por diagnoéstico sobre este campo con-
ceptual, contribuyeron a difundir la nocion de representacion y otras asociadas.

Con el concepto de nimero racional también se ha trabajado sobre la base
de considerar y analizar diferentes sistemas de representacion. Los trabajos de
Behr, Lesh, Post y Silver (1983) se encuentran entre los pioneros en el estudio de
los sistemas de representacion para ese conjunto numérico, campo que ha con-
tinuado ofreciendo resultados productivos (Carpenter, Fennema y Romberg,1993).

En 1984 se celebrd un simposio en la Universidad de Québec en Montreal,
organizado por el CIRADE, para presentar y discutir las Gltimas etapas de un
proyecto de investigacion sobre representacion. Resultado de este simposio es
el documento Problems of Representation in the Teaching and Learnig of Ma-
thematics> (Janvier, 1987), en el que se plantea el estado de la cuestion y la
potencialidad para la investigacion en educacion matemadtica del concepto en
estudio.

El interés del topico se puso especialmente de manifiesto por la existencia
del Working Group on Representations, en el seno del International Group for
the Psychology of Mathematics Education, desde 1990 hasta 1995.

Desde una aproximacion semiotica, el profesor Duval de la Universidad de
Estrasburgo, ha venido trabajando sobre la nocién de representacion y la com-
prension de los objetos matematicos desde comienzos de la década de los 80;
sus trabajos Semiosis y Noesis (1993) y Semiosis y Pensamiento Humano (1999),
son aportaciones valiosas en este campo. La Revista Les sciences de I'education,
editada por el C.E.R.S.E. de la Universidad de Caen, edit6 el monografico Les
Représentations Graphiques dans I'Enseignement et la Formation (Baillé et Mau-
ry, 1993), que incluye una serie de contribuciones notables sobre las represen-
taciones graficas.

Sierpinska (1994), Von Glasersfeld (1995) y muchos otros autores, han re-
flexionado también sobre estas nociones. En la obra colectiva Didactics of Mathe-
matics as a Scientific Discipline (Biehler y cols., 1994), el concepto de representa-
cion se trabaja y emplea extensamente: <La representacion de hechos y relaciones
es un aspecto muy importante del aprendizaje y el pensamiento matematico, por
ello los educadores matematicos han estado fuertemente interesados en la investi-
gacion psicoldgica que contribuye a la comprension de las representaciones..

Sin dnimo de ser exhaustivos, encontramos explicitamente entre nosotros la
nocion de sistema de representacion en las tesis de Encarnacion Castro (1994),
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José L. Gonzalez (1995), Isabel Romero (1995), Eduardo Lacasta (1995), Francis-
co Ferndandez (1997), José M. Gairin (1998)y Francisco Ruiz, (2000); también en
Coriat y Scaglia (2000) hay un uso extenso de estas nociones. Castro y Castro
(1997) hacen un andlisis conceptual detallado de esta nocion, que se se ha
utilizado en muchos otros trabajos e investigaciones.

COMPLEJIDAD DE LA NOCION DE REPRESENTACION

La nocion general de representacion es compleja y se ha utilizado en la
investigacion en Didactica de la Matematica de manera productiva.

Sin embargo, resulta un concepto conflictivo.

Consideremos algunos de los significados asociados con el concepto de re-
presentacion, analicemos su complejidad y explicitemos las dificultades que
plantea para la investigacion en educacién matematica.

En este documento centraremos nuestra consideracion en la representacion
de conceptos mateméaticos y en su funcion durante los procesos de ensenanza y
aprendizaje. No pretendemos extender estas reflexiones a otras cuestiones de
interés para la Didactica de la Matematica, como pueden ser las diversas repre-
sentaciones que hace el profesor sobre esos mismos procesos o sobre otras
componentes del sistema educativo. Nuestro ambito de reflexién se centra en el
conocimiento matematico (Rico y Sierra, 2000).

OBJETIVIDAD Y REPRESENTACION

Representar es sustituir, dar presencia a un ausente y, por tanto, confirmar su
ausencia. La representacion supone en este caso una dualidad representante-
representado. Se representa para hacer presente algo, pero ese algo es distinto
y existente a lo cual la representacion sustituye. En la nocion de representacion
subyace el supuesto de un algo objetual que se representa.

De este supuesto surge el esfuerzo por ir a la cosa misma, sin intermediarios
de palabras o imagenes. Toda critica a la representacion se esfuerza por alcan-
zar un conocimiento no mediado. Sin embargo, el acceso principal al modelo
sigue siendo la copia; un peligro es que la representacion pretenda pasar por la
presencia, el signo por la cosa misma.

Simbolo y concepto asociado son dos cosas diferentes (Skemp, 1980). Kaput
(1987) senala esta dualidad y muestra las dificultades que de ella se derivan para
las matemadticas: «El concepto de representacién da por supuesta la considera-
cion de dos entidades relacionadas, pero funcionalmente separadas. Uno de
estos entes se denomina el objeto representante (simbolo o representacion), el
otro es el objeto representado (concepto), también esta implicita cierta corres-
pondencia entre el mundo de los objetos representantes y el mundo de los objetos
representados.»
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De esta manera, «cualquier especificacion particular de la nocién de repre-
sentacion debiera describir, al menos, cinco entidades:

1° los objetos representados,

2° los objetos representantes,

3° qué aspectos del mundo representado se representan,

4° qué aspectos del mundo representante realizan la representacion,

5° la correspondencia entre ambos mundos o conjuntos.

En buena parte de los casos importantes uno o ambos de los mundos pueden
ser entidades hipotéticas e, incluso, abstracciones» .

Algunos interrogantes abiertos que se derivan de este planteamiento son:
¢donde surgen los conceptos matemdticos? ;donde se ubican? ;qué objetividad
tienen? ;qué relacion guardan con sus representaciones? ;como se aprenden los
conceptos matematicos?

El espejo es la superficie que muestra esta paradoja de ausencia-presencia.
Esta paradoja se resume y expresa en la dualidad representante- representado.
La anterior lectura de Kaput pone de manifiesto una posible consideracion pe-
ligrosa de la nocién de representacion. Esas ideas permiten postular un plantea-
miento realista para los conceptos matematicos, como objetos con existencia
propia en algin mundo conceptual trascendente, a los cuales tenemos acceso
mediante sus representaciones.

REPRESENTACIONES MENTALES

Representar es reproducir en la mente. Este supuesto se derivé de los cam-
bios que, en el siglo XVII, se produjeron en la interpretacion de los mecanismos
de la percepcion: el rayo visual que, supuestamente, salia del ojo y «palpaba- los
objetos, se transformé en rayo luminoso que penetraba en el ojo e «dntroducia»
las imdgenes de los objetos en la retina y, de ahi, en la mente del hombre. Esta
teoria de la percepcion llevé nuevas dificultades para la nocion de representa-
cion. ;Como se reproduce en la mente la realidad exterior?

La dificultad de la pregunta ha llevado a buscar distintas soluciones. Por un
lado, al tratar de entender los mecanismos de la representacion, se multiplicaron
las etapas y los intermediarios (teorias del homunculo interior). Por otra parte, la
imagen o idea del objeto se distancié de él en cuanto fue necesario concentrarla
en los signos y en las palabras. Finalmente, se llegd a postular que toda la activi-
dad mental se reducia a la representacion, corriendo el riesgo de transformar las
representaciones en objetos puramente mentales en los que el representante,
finalmente, se representa s6lo a si mismo y no a una realidad exterior, que resulta
inaccesible. Berkeley mostré las consecuencias mas radicales de este supuesto.

El interés de las representaciones mentales es reconocido por gran parte de
la comunidad de los investigadores en Didactica de la Matematica, aquellos que
de manera mas o menos amplia suscriben el paradigma cognitivo.

«Para pensar sobre ideas matematicas y comunicarlas necesitamos represen-
tarlas de algun modo. La comunicacién requiere que las representaciones sean
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externas, tomando la forma de lenguaje oral, simbolos escritos, dibujos u objetos
fisicos. (...) Para pensar sobre ideas matematicas necesitamos representarlas in-
ternamente, de manera que permita a la mente operar sobre ellas. (Hiebert y
Carpenter, 1992). Con diferentes matices, diversos autores aceptan esta distin-
cion. Asi, Kaput (1992) considera un mundo de operaciones mentales y un mun-
do de operaciones fisicas, mientras que Duval (1993) postula la existencia del
mundo de las representaciones mentales y el de las representaciones semidticas,
y sostiene que el desarrollo de las representaciones mentales se efectia como
una interiorizacion de las representaciones externas.

En estos casos las representaciones desempenan un papel destacado para
los procesos de construccion de conceptos y, por ello, son importantes en la
ensenanza, aprendizaje y comunicacion del conocimiento matematico; de ahi el
interés que tienen para la investigacion en educacion matematica (Hitt, 1997).

Sin embargo, una de las mayores dificultades para un uso productivo de esta
dualidad radica en el cardcter conjetural e hipotético de las representaciones
internas o, dicho de otro modo, su naturaleza de inobservables. Si el riesgo para
el filosofo es el solipsismo, para el cientifico es un escepticismo radical sobre la
necesidad de postular las representaciones mentales.

Esta paradoja se resume en la dualidad representacion mental- representa-
cion externa, y plantea nuevos interrogantes:

las representaciones internas ¢son necesarias o prescindibles? ;qué relacio-
nes mantienen con las representaciones externas? ;qué papel desempenan estas
representaciones en educacién matematica? jy en la investigacion? ;qué papel
desempena el paradigma cognitivo en la postulacion de las representaciones
mentales?

DIVERSOS TIPOS DE REPRESENTACIONES.

Representacion visual versus representacién conceptual. Una vez reconocida
la imposibilidad de construir un mundo real a partir de nuestras representacio-
nes, la filosofia aceptd que lo percibido precede a la imagen que lo replica y
que, en el origen, estd la palabra. La representacion como copia, imagen, huella
o concepto se basa siempre en una teoria del signo. La historia de la filosofia
considera en la idea la representacion de la cosa, y en la palabra la representa-
cion de la idea. La palabra es un complejo representativo e incluye cuatro tipos:
la palabra oida, la palabra emitida, la palabra escrita y la palabra leida. De ahi
que las representaciones verdaderas se puedan reducir a una imagen visual, que
remite directamente a una cosa, y a una forma verbal que propone el sentido de
la cosa mediante un concepto.

Dentro de los modos convencionales de representacion es usual distinguir
dos grandes familias de sistemas: representaciones simbdlicas y representacio-
nes graficas. Entre las primeras se encuentran las representaciones de cardcter
alfanumérico, que se pueden simular mediante programas informaticos y cuya
sintaxis viene descrita mediante una serie de reglas de procedimiento. Los siste-
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mas de representacion graficos recogen las representaciones de tipo figurativo,
de cardcter analdgico, cuya sintaxis viene dada principalmente por reglas de
composicion y convenios de interpretacion (Castro y Castro, 1997).

Esta paradoja se relaciona con la dicotomia representacion visual- represen-
tacion simbdlica. La dualidad de las representaciones es un intento de capturar
con pocas variables toda la complejidad de situaciones y mecanismos de repre-
sentacion. Algunos de los interogantes que produce son: jcuantos tipos de re-
presentaciones se pueden establecer? ;cudles son sus principales variedades?
¢cuando se puede afirmar que algo representa a un concepto matematico? ;cua-
les representaciones son mas adecuadas? shay diferencias entre un modelo y
una representacion del mismo concepto? slas hay en matematicas?

NITIDEZ DEL SIGNIFICADO Y ARBITRARIEDAD DE LA
REPRESENTACION

Representar es atribuir significado, ubicarse en un sistema. El concepto no
es algo externo, objetual, sino un significado que ocupa el centro de un espacio
semantico. El principio de realidad no es la representacion de una exterioridad
fisica o de una idea trascendente, sino la representacion de un espacio seman-
tico en el que las palabras y los signos, disputando su sentido, se hacen cargo
del mundo, dibujan en €l fuerzas, fijan sus nicleos a través de un juego de
analisis y sintesis. La representacion, no es una mera imagen especular sino que
toma sentido dentro de un sistema de significados y relaciones.

En la filosofia contempordnea, el término representacion se emplea para
referirse a cualquier cosa que puede evaluarse semanticamente (Dancing y Sosa,
1993). De las representaciones puede decirse: que son verdaderas, que se refie-
ren a, que son verdaderas de algo, que son acerca de algo, que son precisas, etc.
Contenido es el término técnico utilizado para denominar aquéllo que en una
representacion la hace semanticamente evaluable; asi, de un enunciado se dice
que tiene como contenido una proposicion o condicion de verdad; de un térmi-
no se dice que tiene un concepto como contenido; de una grafica que expresa
una relacion adecuada entre sus componentes. Desde este planteamiento son
representaciones las expresiones simbolicas, enunciados, diagramas, graficos y
otras notaciones usuales de las matematicas ya que cada una tiene un contenido
cuyo significado se puede establecer y evaluar; estos contenidos son objeto de
estudio en matemadticas.

En cualquier dominio conceptual, y tal es el caso de las matematicas, las
representaciones convencionales contextualizadas (signos dotados arbitrariamente
de sentido) hacen presentes a los conceptos (Puig, 1994). La representacion es,
justamente, la condicion para establecer cualquier tipo de objetividad (Ibarra y
Mornann, 1997). Pero las matematicas no se pueden reducir a los simples siste-
mas estructurados de codificacion mediante signos o graficas. El modo especifi-
co de representar en matemadticas permite manipular y procesar esas represen-
taciones de manera que los distintos modos de manipulacion expresen, a su
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vez, diversas propiedades y relaciones estructurales entre los conceptos e ideas
representados. Las representaciones matematicas conllevan un modo dindmico
de procesamiento, que las dota de una potencia incuestionable.

Si bien la representacion de un concepto matemdtico consiste en hacerlo
presente mediante unos signos especificos, convencionales y contextualizados,
con unas reglas sintacticas de procesamiento, dicha representaciéon con sus re-
glas no agota el concepto sino que solo pone de manifiesto algunas de sus
propiedades relevantes. La moderna conceptualizacion de las matemadticas estd
basada en las nociones de estructura y de sistema; no nos referiremos a concep-
tos matematicos, simplemente, sino a sistemas o estructuras. Una estructura
matematica es un conjunto de entes abstractos expresados simbélicamente, do-
tado de unas operaciones o modos de composicion y de unas relaciones me-
diante las que se comparan y organizan dichos entes; la consideracion conjunta
de los entes, sus operaciones y sus relaciones es lo que caracteriza una estructu-
ra (Feferman, 1989).

La representacion de una estructura matematica ha de tener tambien cardcter
sistémico (Kaput, 1987), por ello hablamos de sistema o sistemas de representa-
cion cuando nos referimos a una estructura matematica en su totalidad (Rico,
Castro y Romero, 1990).

Pero ¢hasta que punto las convenciones predominan en un sistema de repre-
sentacion? ;qué objetividad transmiten los sistemas de representacion? ;qué
muestran y qué ocultan? ;qué ponen de manifiesto?; la convencionalidad del
sistema gjustifica la arbitrariedad? ;como el dominio de unas convenciones per-
mite determinar la profundidad de una comprension?

Esta paradoja se resume y expresa en la dualidad objetivo- convencional.
Apunta hacia la construccion social del conocimiento. El tejido de signos con el
que envolvemos la realidad dibuja la extension de nuestras formas y los limites
de nuestra realidad. De modo que no hay hechos, sino solo interpretaciones. La
interpretacion es la sustancia de la vida intelectual. Nada asegura que lo sentido
y lo concebido sean isomorfos, que las representaciones sensibles y conceptua-
les estén en correspondencia.

DIVERSIDAD DE REPRESENTACIONES

Representar es una practica y abarca una multiplicidad de opciones. La re-
presentacion es un acto creador, consiste en cambiar de aspecto un mismo dato
para verlo de otro modo. No se trata de un cuadro mental, interior e incomuni-
cable, sino el esfuerzo por recoger la polisemia de lo percibido, el desplaza-
miento que permite modificar su aspecto. No es un estado sino una practica,
una técnica, una manera de tratar lo percibido y lo pensado. Cada tipo de
representacion se crea su propio objeto, sin medida comin que permita reunir-
los a todos. La disyuncion entre lo que veo alld, pero no puedo decir, y lo que
digo aqui sin hacerlo ver, no es mas que la réplica en el seno mismo de la
representacion. Lo real no esta dado, lo confeccionamos en figuras cambiantes.
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Ninguna sera verdadera, la representacion no tiene modelo, no reproduce nada,
hace por si sola todo el original, ella es la creacion (Eaudeau, 1999).

Siguiendo a Wittgenstein (1988) cuando reflexiona sobre los «diversos juegos
de lenguaje matemadticos», es posible sostener que cada concepto matematico
viene establecido por sus diferentes significados y usos y, por tanto, por diver-
sas representaciones. Son los usos de cada concepto los que establecen por
extension su campo semantico, y cada modo significativamente distinto de en-
tender un concepto necesita de un sistema de simbolizacion propio, de algin
modo de representacion para ser distinguible.

Desde una perspectiva cognitiva esta reflexién implica que cada concepto o
estructura matematica necesita para su total comprension del empleo y juego
combinado de mas de un sistema de representacion. No es usual considerar
cudles son los aspectos y propiedades de un concepto que se destacan median-
te cada tipo de simbolizacion. Cada uno de los modos de representacion, junto
con las reglas que los acompanan, propone una caracterizacion distinta del
correspondiente concepto. Identificar los conceptos con cualquiera de sus re-
presentaciones es una simplificacion escolar, inadecuada para la investigacion
en educacion matematica. Por ello se deben diferenciar varias representaciones
en cada concepto.

Caracteristica distintiva de los conceptos y estructuras matematicas es la ne-
cesidad de emplear diversas representaciones distintas para captarlos en toda su
complejidad, como han puesto de manifiesto distintos investigadores (Janvier,
1987; Kaput, 1987; Golding, 1993; Castro, 1994; Romero 1995, Ruiz, 2000). Du-
val (1993) sostiene la necesidad de diversos sistemas semioticos ligados a un
mismo concepto matemdtico y establece que las diferentes representaciones
semiodticas de un objeto matematico son absolutamente necesarias, ya que los
objetos matemdticos no son directamente accesibles por la percepcion o por
una experiencia intuitiva inmediata como lo son los objetos cominmente llama-
dos fisicos. Esto lleva a la necesidad de considerar las relaciones entre los diver-
sos sistemas de representacion para un mismo concepto. Janvier habla de tra-
duccion (translations) entre distintos sistemas, mientras que Duval se refiere a
estas relaciones con el término conversion.

Esta paradoja se resume y expresa en la dualidad univocidad- pluralidad.

Entre los interrogantes que se pueden plantear tenemos los siguientes: ;como
seleccionar los sistemas de representacion adecuados para cada concepto y
cada edad? ;como abordar determinadas dificultades de comprension mediante
el juego de las representaciones? ;como profundizar sobre los conceptos? ;qué
oculta y qué muestra cada sistema de representacion?

CONCLUSION

El analisis conceptual iniciado y las cinco paradojas senaladas son un avance
que resume parte de la complejidad de las nociones de representacion y com-
prension. De algiin modo, las dicotomias contempladas afectan al uso del térmi-
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no representacion. Si bien es cierto que cada disciplina puede marcar un signi-
ficado mds preciso para esta nocion y establecer los usos aceptados que van a
tener legitimidad en su practica, no es menos cierto que hay toda una tradicion
de pensamiento que atribuye una gran diversidad de significados a esta y otras
nociones conexas, que afectan al uso coloquial y cotidiano del concepto y que
contaminan su empleo en la practica.

Cuando se trata de conceptos como los que nos ocupan, que tienen un peso
importante en el desarrollo de la investigacion reciente en Didactica de la Mate-
matica, la reflexion detallada y la discusion a fondo se hacen necesarias. Por ello
es interés de este seminario continuar con la reflexion iniciada, de modo que se
pueda avanzar en el debate centrado en los siguientes puntos:

©) Interés general que tienen estas nociones para la investigacion en didac-

tica de la matematica.

d) Interés particular que tienen estas nociones para la investigacion en di-

dactica de la matematica. Punto de vista que se asume.

e) Ejemplificacion del uso de las nociones de representacion y comprension

en investigaciones concretas realizada por cada ponente.

f) Cuestiones abiertas. Evaluacion critica de otras opciones.
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