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RESUMEN

Estudiamos, desde perspectivas simbolica y fenomenologica, diferencias y
analogias existentes entre dos definiciones: la de limite finito de una sucesion y la de
sucesion de Cauchy. Las diferencias entre una y otra definicion parecen acentuarse en
el aspecto fenomenologico, ya que observamos fenomenos distintos en cada una de
ellas.

ABSTRACT

We study, from symbolic and phenomenological points of view, those definitions
for (1) the limit of a finite set, and (2) a Cauchy set. The differences between both
definitions seem to become more noticeable from the phenomenological perspective, as
we observe different phenomena in either one or another.
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INTRODUCCION

El concepto de limite es uno de los términos mas investigados en el campo de la
didactica de las matematicas.

Se tiene constancia de varios intentos de clasificar los trabajos relativos al
concepto de limite (Blazquez (2000) 6 Williams (2001)). Este estudio la comprension
de los estudiantes sobre el concepto de limite y clasifico las investigaciones relativas al
concepto de limite en tres grandes areas: (1) Investigaciones que hacen uso de las
nociones concept image y concept definition, propuestas por Tall y Vinner (1981), y
analizan las relaciones entre una definicion informal y una definicion formal. (2)
Investigaciones que se centran en los obsticulos de aprendizaje (dificultades de
aprendizaje), tengan éstos su origen en los alumnos, el contexto social, la instruccion o
en del propio concepto; en esta linea se sitiian también los trabajos de Cornu (1991) y
de Brousseau (1983); Brousseau, en particular, usé el término obstaculo epistemologico
para referirse a las dificultades que surgen debido a la propia naturaleza del concepto.
(3) Trabajos, principalmente debidos a Dubinsky (1991) y Cottril y otros (1996), que se
apoyan en un esquema (una colecciébn mas o menos coherente de objetos y procesos),
donde los objetos son comprendidos basicamente como objetos mentales y fisicos y los
procesos como acciones mentales realizadas sobre los objetos.

Por su parte, Blazquez (2000) establecié los siguientes campos de interés: (1)
Investigaciones sobre concepciones del concepto de limite. Se trata de trabajos que
tratan de estudiar las concepciones que tienen los alumnos en torno al limite funcional.
El término concepcion se toma en el sentido sefialado por Vinner y Tall(1981) en su
teoria de la imagen conceptual. (2) Investigaciones sobre errorves y dificultades del
concepto de limite. En este apartado sitlia investigaciones que se centran en el andlisis
de errores (causas y clasificaciones, métodos de andlisis), su tratamiento curricular o la
formaciéon de los profesores en cuanto a observacidn, analisis, interpretacion y
tratamiento de los errores de los alumnos. (3) Investigaciones sobre el concepto de
limite en los manuales. En este tipo de trabajo sitia la investigaciones que han estudiado
como se ha presentado el concepto de limite en los manuales de texto (tipos de
definiciones de limites o uso de ejemplos, entre otras posibilidades). (4) Investigaciones
sobre la enserianza del concepto de limite. En este apartado trata los trabajos que se han
centrado en la deteccion de errores y obstdculos en torno al limite y en el posterior
desarrollo de una secuencia didactica que mejore su comprension por parte de los
alumnos.

Aunque Blazquez (2000) aborda el concepto de limite finito de una funciéon en
un punto, en su tesis recoge investigaciones relativas al concepto de limite de una
sucesion e incluso considera como hipdtesis de trabajo la idea de que el enfoque en
términos de tendencias, con sucesiones, ayuda a mejorar la comprension del limite
funcional. Por ello Blazquez y Ortega (2000) y Blazquez y Ortega (2002) proponen una
nueva definicion de limite finito de una funcién en un punto, en términos de tendencias.
La definicion que proponen es la siguiente:

Sea “'f” una funcion y “a” un numero real, el numero “L” es el limite de la funcion “f”
en el punto “a” y se escribe lim x—a f(x)=L, si cuando “x” se acerca al numero “a”,
sus imadgenes f(x) se acercan a “L”, mds que cualquier otro numero. (pag.4)
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Estos autores sefialan que en la investigacion que han llevado a cabo se ha
constatado que esta definicion, menos formal pero no menos precisa, ha resultado ser en
la practica mas ventajosa respecto a las utilizadas hasta el momento en los procesos de
ensenanza-aprendizaje con alumnos de Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales y
abre un camino a un nuevo tratamiento de los topicos de analisis.

Muchas investigaciones se ocupan del estudio del limite en general (sucesion y
funcion) a pesar de que sefialen la existencia de diferencias entre los distintos tipos de
limite. Esto lo observamos, por ejemplo, en el estudio de los obstaculos epistemoldgicos
relativos al concepto de limite realizado por Sierpinska (1985, 1987 y 1990), que
incluye secuencias didacticas destinadas a superar estos obsticulos. En esta extensa
investigacion no se estudian de manera particular los diferentes tipos de limites.

Nuestro trabajo sobre el concepto de limite se inicid en el afio 2000. Durante este
tiempo hemos dedicado una especial atencion al estudio de dos tipos de limite: el limite
finito de una sucesiéon mondtona creciente o decreciente y el limite finito de una funcion
en un punto. La restriccion que llevo a estudiar estos dos tipos, prefiriéndolos frente a
otros (como el concepto de limite infinito de una sucesion o el limite finito de una
funcion en el infinito), se hizo porque son los tipos de limite mas trabajados en
Secundaria y sobre todo por la enorme “diferencia” que observamos entre ellos; asi, en
Claros, Sanchez y Coriat (2006) y Sanchez, Claros y Coriat (2007) se observaron
diferencias simbodlicas y se establecieron diferencias fenomenoldgicas que consideramos
determinantes. El estudio, desde un punto de vista fenomenologico, de las definiciones
correspondientes a estos dos tipos de limites, permitid poner de manifiesto lo siguiente:

(1°) La definiciéon de limite finito de una sucesion organiza al menos dos fenomenos: la
aproximacion simple intuitiva (abreviado a.s.i) y la retroalimentacion o ida-vuelta en
sucesiones (abreviado i.v.s).

(2°) La definicion de limite finito de una funcién en un punto organiza también dos
fendmenos: la aproximacion doble intuitiva (abreviado a.d.i) y la retroalimentacion o ida
y vuelta en funciones (abreviado i.v.f).

Estos dos pares de fendmenos explican, por si solos, las diferencias que
establecimos en su momento entre ambas definiciones. Véase el Anexo.

En los ultimos dos afos venimos preguntandonos si la definicion de limite
organiza otros fendmenos, ademas de los descritos. En concreto la definicion de limite
finito de una sucesion debe ser capaz de organizar la aproximacion relativa creciente que
se observa entre los términos de una sucesion de Cauchy. Como toda sucesion de
Cauchy es matematicamente equivalente a una sucesion con limite finito, nos hemos
preguntado si hay una manera de organizar los respectivos fendmenos usando una sola
de las definiciones matemadticas implicadas. Por ello, nuestro interés se ha centrado en el
analisis simbdlico y fenomenologico de la definicion de sucesion de Cauchy, para
establecer analogias y diferencias entre ¢sta y la definicion de limite finito de una
sucesion.

En este trabajo analizamos las dos definiciones indicadas desde un punto de vista
simbolico y desde un punto de vista fenomenolédgico. El punto de vista simbodlico se
centra, sobre todo, en la acotacion, los procesos infinitos y los tipos de infinitos,
mientras que, desde la otra perspectiva, caracterizamos nuevos fenémenos que
observamos en la definicion de sucesion de Cauchy y exhibimos modelos en los que la
observacion de tales fendmenos es comoda.
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Dedicamos también dos apartados a estudiar las analogias y diferencias entre los
fenémenos observados en la definicion de sucesion de Cauchy y los fendmenos
observados en la definiciéon de limite finito de una sucesion. Concluimos anotando la
necesidad de abordar cada tipo de limite de manera diferenciada.

DEFINICIONES SELECCIONADAS
Las definiciones que hemos seleccionado para realizar el estudio comparativo son:

Definicién de limite finito de una sucesién. (Spivak, 1991, p. 615.)

Una sucesion {a,} converge hacia | (en simbolos gl_’z an=1) si para todo >0 existe

un numero natural N tal que, para todos los numeros naturales n, si n> N entonces
la, —[l|<e.

Definicién de sucesioén de Cauchy. (Spivak, 1991, p. 624.)

Una sucesion {a,} es una sucesion de Cauchy si para €>0 existe un numero natural
N tal que, para todo m y n, si m,n>N, entonces |a,-an,|<Ee.

(Esta condicion se escribe generalmente lim m,n— | a,-a,,|=0)

Las dos definiciones son matematicamente equivalentes. Esto se demuestra con
ayuda del teorema de Bolzano—Weirestrasss, que afirma que toda sucesion acotada tiene
una subsucesion convergente (Véase Spivak, 1991, pagina 623 y 624).

En lo sucesivo, nos referimos a la definicion de limite finito de una sucesion con
la abreviatura Def-L, y a la definicion de sucesion de Cauchy con la abreviatura Def-C.

Ambas definiciones tienen un aspecto formal. Su eleccion estd argumentada de
la siguiente manera; Def-L, o “definicion epsilon-N”, que fue tomada de Spivak (1991),
fue la definicion mas aceptada, entre ocho definiciones de limite finito de una sucesion
que se presentaron en un cuestionario que se administrd a siete profesores de la
universidad de Maélaga en el afio 2000. Estos profesores desarrollaban su labor como
matematicos en la Facultad de Ciencias y en la ETS de Ingeniera Informatica. Por su
parte, Def-C se eligi6 teniendo en cuenta su equivalencia formal con la anterior.

DIFERENCIAS SIMBOLICAS

En un estudio anterior en el que se comparaba el limite finito de una sucesion y
el limite finito de una funcién en un punto (véase Claros, Sanchez y Coriat, 2006),
después de analizar la dos definiciones de manera minuciosa se concluyé que los
aspectos a comparar deberian ser: dependencia, orden, valor absoluto y cota, procesos
infinitos y tipos de infinitos. Con estos aspectos pretendiamos cubrir todos los
conceptos que estdn presentes en ambas definiciones. Las revisiones sucesivas que se
hicieron de aquel documento llevaron a simplificar los términos a estudiar, porque
algunos conceptos quedaban recogidos dentro de otros. Esto ocurri6 con la dependencia
que en sucesiones (n-a,) y en funciones (x-f(x)) es distinta, pero que puede observarse
mejor cuando se estudia el apartado dedicado a los tipos de infinito; el infinito actual en
el caso de las sucesiones es numerable y en el caso de las funciones es no numerable. El
concepto de orden, fue obviado porque trabajamos con numeros reales tanto en
sucesiones como en funciones, y en R tenemos una relacion de orden total compatible
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con la adicion y la multiplicacion. El valor absoluto también se elimind de la
comparacion, ya que el concepto de acotacion puede abarcarlo.

Teniendo en cuenta esto, y siguiendo la técnica de andlisis del texto citado,
compararemos simbodlicamente las definiciones de limite finito de una sucesion y de
sucesion de Cauchy, estudiando tres aspectos: acotacion, procesos infinitos y tipos de
infinitos.

Acotacion

“Un conjunto A de numeros reales se dice que es acotado superiormente si existe un
numero x tal que xza para todo a de A. Un numero x con esta propiedad se dice que es
una cota superior de A”. (Spivak, 1991, p. 171)

“Un conjunto A de numeros reales se dice que es acotado inferiormente si existe un
numero x tal que xsa para todo a de A. Un tal numero x recibe el nombre de cota
inferior de A” (Spivak, 1991, p. 173)

Cuando un conjunto estd acotado superiormente e inferiormente diremos
unicamente que es un conjunto acotado.

Si analizamos la primera definiciéon, podemos deducir que una sucesion que
tiene limite estd acotada. De hecho el concepto de acotacidbn es necesario para
comprobar que un candidato, seleccionado como limite, lo es o no. Si una sucesioén no
estd acotada entonces no tendrd como limite un nimero real.

La acotacion de la sucesion se muestra en el hecho siguiente: si una sucesion
tiene limite, a partir de un cierto n en adelante todos los términos de la sucesion
cumplen que a-e< x,<ate. Con esta condicion observamos que todos los valores de la
sucesion quedan, a excepcion de un numero finito, dentro del entorno de centro a y
radio €.

El concepto de acotacion también se da en las sucesiones de Cauchy. La
demostracion de que una sucesion de Cauchy es acotada puede verse en Spivak (1991,
p. 624).

Observamos por tanto en las dos definiciones que de las dos variables que
manejamos n y a, solo la variable dependiente estd acotada (a,). La variable
independiente no est4 acotada ya que n crece indefinidamente.

Procesos infinitos

En def-L, se manejan dos procesos infinitos. El primero, se refiere a la variable
independiente, se expresa matematicamente con la frase n— o y se apoya en la nocion
primitiva de sucesor. Un segundo proceso infinito se genera al construir el valor de los
términos de la sucesion. A cada valor de n le hacemos corresponde un valor de aj.

En def-C, se manejan también dos procesos infinitos. El primer proceso, referido
a la variable independiente, es idéntico al de la primera definicion. El segundo proceso
se genera, también, al construir el valor de los términos de la sucesion pero en este caso,
se seleccionan dos valores n 'y m, a los que asociamos sus correspondientes valores a, y
am.
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Las diferencias, en este segundo proceso infinito, se producen porque, en el caso
de def-L, los valores de la sucesion se acercan a un determinado valor denominado
limite, mientras que en el segundo caso, los valores de la sucesion se acercan entre si.

Tipos de infinitos

Ortiz (1994) realiza un recorrido historico sobre autores que se han ocupado del
estudio del infinito y estudia la posicidbn que mantuvieron, al respecto, Aristoteles,
Cantor o Bolzano, entre otros.

En el libro III de la Fisica de Aristoteles, hallamos evidencia del rechazo que
Aristoteles muestra ante el infinito actual. En el fondo de este rechazo encontramos el
cardcter finito que Aristoteles empleaba en todos sus razonamientos. Aristdteles
distinguid dos tipos de infinitos: el infinito como un proceso de crecimiento sin final o
de subdivision sin final y el infinito como una totalidad completa. Respectivamente,
reciben las denominaciones de infinito potencial e infinito actual. Aristoteles refuta la
existencia del infinito actual, apoyandose en que, aunque el tiempo y el movimiento son
procesos potencialmente infinitos, nunca estan dados como una totalidad infinita.

Ortiz (1994), sefiala que la nociéon de infinito potencial se basa en las
operaciones reiteradas e interminables; por muy grande que sea n siempre podemos
concebir uno mayor, y uno mayor que este ultimo y asi sucesivamente.

En Def-L, el infinito potencial se usa en el fragmento:

“si para todo €>0 existe un numero natural N tal que, para todos los numeros naturales
n,sin>N *“

“N” depende del epsilon que tomemos, y permitird avanzar en la comprobacion
de las condiciones de la definicion.

En Def-C, el infinito potencial se usa en el fragmento:
“si para >0 existe un numero natural N tal que, para todo m y n, si m,n>N"

El papel de “N” es el mismo en ambas definiciones, aunque, de una a otra,
cambie la condicion que debe estudiarse.

Respecto al infinito actual, Ortiz(1994) recuerda que la idea de infinito actual
sirvié de base para la formalizacion del célculo infinitesimal.

Cantor rechazo la negativa de Aristoteles a considerar el infinito actual como
objeto de una argumentacioén. Cantor, siguiendo a Bolzano, considerd la biyeccion
como el principio basico para demostrar que dos conjuntos son equipotentes; de éstos
surge la cardinalidad. Pudo asi definir un conjunto infinito como un conjunto
equipotente a uno de sus subconjuntos propios. Para Cantor, la mente puede aprehender
el infinito en abstracto; cuando lo hace en relacién con el numero o el tipo de orden,
llega a la idea de lo transfinito.

Dedekind demostré que en una linea recta hay mas puntos que en el conjunto de
los nimeros racionales; esto dio lugar a, al menos, dos tamafios de infinito actual: el
infinito discreto y el infinito continuo.

Todos los procesos infinitos que hemos observado en Def-L y en Def-C son
discretos, ya que el cardinal de los conjuntos que manejamos tanto en la variable
independiente como en la variable dependiente es Xo.
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Merece la pena, no obstante, resefiar una diferencia: en el caso Def-L, al
conjunto de valores de la sucesion se anade un nuevo elemento, externo a ella: su limite.
Esto, por supuesto, no modifica la cardinalidad de los conjuntos infinitos implicados,
pero sin embargo si sirve para resefiar una diferencia entre Def-L y Def-C, y es que en

la primera el limite es conocido pero en la segunda es desconocido.

Las analogias y diferencias simbdlicas halladas se concretan en la siguiente

tabla.

Analogias y diferencias

Def-L

(LIMITE FINITO DE
UNA SUCESION)

Def-C

(SUCESION DE
CAUCHY

Acotacion

-Variable independiente no
acotada.

- Variable
acotada.

dependiente

-Variable independiente no
acotada.

- Variable
acotada.

dependiente

Procesos infinitos

- Aproximacion unilateral en
la variable independiente.

- Aproximacion al limite
mediante valores superiores
o inferiores.

-procesos infinitos discretos

- Aproximacion unilateral en
la variable independiente.

- Las diferencias entre dos
términos cualesquiera de la
sucesion se van haciendo
cada vez mas pequefias.

- procesos infinitos discretos

Infinito potencial

- Sucesor de n

- “existe un numero natural
N tal que sin >N.”

-Sucesor de n

- Yexiste un numero natural
N tal que, para todo m y n, si
m,n>N"

Infinito actual (X )

Los valores de la sucesion y
el limite 1 de ésta: {a,}U{l}.

Los valores de la sucesion

Limite

Conocido

Desconocido

Tabla 1

FENOMENOS ORGANIZADOS POR LA DEFINICION DE SUCESION DE

CAUCHY

Cuando hablemos de fenomenos y de fenomenologia lo haremos en el sentido de

Freudenthal (1983); véase también Puig (1997). Antes de establecer las diferencias
fenomenoldgicas tenemos que establecer los fendmenos con los que hemos trabajado.
Los fendomenos organizados por la definicion de limite finito de una sucesion se
establecieron en Claros, Sanchez y Coriat (2006 y 2007), se describen con mas detalle
en el Anexo y se han indicado también en la Introduccion de esta comunicacion. En este
apartado establecemos los fendmenos organizados por la definicion de sucesion de
Cauchy y los caracterizamos mediante un modelo. Def-C se present6 en el Apartado 2.
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La condicion de Cauchy afirma que una sucesion es convergente si y solo si es de
Cauchy. En la definicion de sucesion de Cauchy elegida, establecemos la presencia de
al menos dos fenémenos: Aproximacion Simple Intuitiva de Cauchy y Fendmeno de
Cauchy en sucesiones.

Aproximacion simple intuitiva de Cauchy (ASIC)

Dados k& términos ordenados de una sucesion, generalmente consecutivos, (7,
ay), (2, az), ..., (k,ay), caracterizamos la aproximacion simple intuitiva de Cauchy como
el fendmeno observado al inspeccionar cualquier secuencia de valores; a medida que
avanzamos en la sucesion, la diferencia entre dos valores |a, — a,,| “parece acercarse” a
cero. Es decir a medida que avanzamos en la sucesion, las diferencias existentes entre
cualesquiera dos valores de la sucesion se hacen cada vez mas pequeiias.

Modelo: En la sucesion (1,1), (2,1/2), (3,1/3),..., las diferencias |I/n- 1/m
acercarse a 0 a medida que n y m crecen.

, parecen

Si calculamos las diferencias entre los términos consecutivos podemos observar que en

la sucesion anterior las diferencias entre los términos se van haciendo cada vez mas
pequenas: [1/2 —1]| <|1/3 =1/2| <|1/4-1/3| < ...

Fenomeno de Cauchy (IVSC)

En la definicion de sucesion de Cauchy se dan dos procesos:

Si e>0 existe un N perteneciente al conjunto de los numeros naturales (Primer proceso)
Sin, m >N entonces |a, — an| <€ (Segundo proceso).

La observacion conjunta de estos dos procesos da lugar a lo que denominamos
fenomeno de Cauchy, que definimos de manera precisa a continuacion.

El fendmeno de Cauchy se manifiesta al interpretar y aplicar las acciones incluidas en la
definicion de sucesion de Cauchy desde una perspectiva métrica, la cual exige construir
una funcién e-N. Dicho en términos coloquiales y graficos, el fendémeno de Cauchy
corresponde a un proceso de ida-vuelta; este fendmeno es distinto del proceso de ida-
vuelta implicado en la retroalimentacion o i.v.s organizado por Def-L.

En el fenomeno de Cauchy se lleva a cabo la construccion efectiva de una nueva
funcion que queda vinculada univocamente a la sucesion. De hecho, con el apoyo de la
propia sucesion de referencia, la definicion de sucesion de Cauchy induce la
construccion simbolica de tal funcion, o en su defecto la demostracion de su existencia,
la cual sirve a su vez para establecer una propiedad de la sucesion dada. Esta nueva
funcion emergente, en el caso de las sucesiones de Cauchy, resulta ser una funcién
natural de variable real (e, N(¢))

Modelo: Partiendo de la sucesion (n, 1/n) se construye la funcion (g, E(1/¢) + 1) donde

E designa la funcion parte entera. Detallemos un poco mas coémo obtenemos el valor N
=E(1/e) + 1
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Si fijamos €, tenemos que determinar N de manera que si n, m pertenecen al conjunto

n m

de los niimeros naturales se cumpla que <e€.

1 .
< — es una desigualdad que se cumple para todo n,m = 1 y n<m
n

n m

Sabemos que

, 1 . . .
pero ademads se cumple que — < ¢, por la propiedad arquimediana. Entonces tomando
n

n m

N=E(1/¢) + 1 tenemos asegurado que <€.

DIFERENCIAS FENOMENOLOGICAS

La Tabla 2 resume las definiciones que manejamos, definidas en el Apartado 2,
y los fendmenos respectivamente organizados por cada una de ellas.

Definicién de limite 1 de una sucesion. Definiciéon de Cauchy
(Véase Anexo) (Apartado 4)
a.s.1 (aproximacion simple intuitiva a.s.i..c (aproximacion simple intuitiva
términos-limite) términos entre si)

1.v.s (retroalimentacion o ida-vueltaen | i.v.s.c (fendmeno de Cauchy o ida-vuelta en
sucesiones) sucesiones de Cauchy)

Tabla 2

En este apartado realizamos una comparacion entre Def-L y Def-C desde un
punto de vista fenomenoldgico; buscaremos diferencias y analogias existentes, por un
lado, entre los fendmenos de aproximacion intuitiva (fenémeno a.s.i y fenémeno a.s.i.c)
y por otro lado entre los fenémenos de retroalimentacion (ida-vuelta en sucesiones y
fenomeno de Cauchy o ida-vuelta en sucesiones de Cauchy). Para realizar este estudio
tomaremos como idea directriz el hecho de que en Def-L es necesario conocer el limite,
mientras que en Def-C dicha informacion no es necesaria.

Comparacion entre la aproximacion simple intuitiva (ASI) y la aproximacion
simple intutiva de Cauchy (ASIC)

En los dos fenémenos se da una sola aproximacion; la consideramos “simple”
por afectar solamente a la variable dependiente. Analicemos las diferencias entre ambas
aproximaciones:

- En la aproximacion simple intuitiva, la aproximacion es de los valores de la sucesion a
su limite; el valor al que se acerquen los términos de una sucesion cuando estudiamos el
fendomeno a.s.i, puede ser positivo, negativo o cero.

- En la aproximacion simple intuitiva de Cauchy la aproximacion es de la diferencia de
los valores a cero.
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Este fendmeno a.s.i.c puede presentarse de dos maneras diferentes:

- Calculamos diferencias entre valores cualesquiera de la sucesion y observamos si
estas diferencias se van haciendo cada vez mas pequenas a medida que n crece.

- Calculamos diferencias entre valores consecutivos y observamos si estas
diferencias se van haciendo también més pequefias a medida que n crece

El acercamiento a cero de las sucesiones construidas de ambas maneras da una
primera informacién sobre si la sucesion es de Cauchy. Este hecho solo podra
establecerse usando la definicion formal de sucesion de Cauchy.

Diferencias y analogias entre la retroalimentacion (IVS) y el fendmeno de Cauchy
(IVSC)

En cada fendmeno de ida y vuelta se dan dos procesos, pero el segundo proceso
toma un aspecto distinto en cada uno de ellos.

Estudio de diferencias

- En la retroalimentacion de Def-L, el segundo proceso (si n> N entonces |a, — 1| <€)
implica una diferencia entre los valores de la sucesion y el candidato a limite. Si dicha
diferencia puede hacerse tan pequefia como queramos, es decir, si se cumple que |a, — ]|
< ¢ para todo €, entonces la sucesion a, tiene limite 1.

- En el fendmeno de Cauchy el segundo proceso (si n, m >N entonces |a, — am| <€)
implica una diferencia entre dos valores de la sucesion. En este caso no es necesario
tener un candidato a limite. La comprobacion de la desigualdad |a, — an| <€ para todo e,
asegurara que la sucesion estudiada tiene limite, pero no cudl es el limite de la sucesion.
El candidato a limite tendra que salir de la observacion directa de la sucesion; es decir
tendremos que observar hacia donde se acercan sus términos.

Estudio de funciones “épsilon-N"’ y entornos asociados

- Con ambas definiciones se construyen funciones (e N(e)), que dependeran de la
sucesion a, que estemos manejando.

- En Def-L, explicitamente o no, se maneja un entorno de centro el limite | y radio «.

- En Def-C no conocemos el limite de la sucesiéon y no podemos apoyarnos en un
candidato para construir un entorno: en su lugar, construimos algo asi como una
sucesion doble, calculando las diferencias entre dos valores de la sucesion dada;
obviamente, estas diferencias permanecen en un entorno de centro 0 y radio €.

CONCLUSIONES

(1) Hemos puesto de manifiesto que la equivalencia matematica entre Def-L y Def-C no
tiene una contrapartida fenomenologica. Hemos observado que los fendmenos
asociados a cada una de las definiciones seleccionadas no son equivalentes. En el caso
de los fenémenos de aproximacion, los fendmenos a.s.i y a.s.i.c presentan diferencias
notables: en el primer caso los valores de la sucesion se aproximan al candidato a limite
(que puede ser un nimero negativo, cero o positivo), mientras que en el segundo caso,
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son las diferencias entre los valores de la sucesion las que se aproximan a un Unico
valor que tiene que ser cero para toda sucesion convergente

También hay algunas diferencias simbdlicas notables entre Def-L y Def-C. En el primer
caso hay un proceso infinito que asocia a cada valor de n un a,, mientras que en el
segundo caso hay un proceso infinito que asocia a cada valor de n y m, dos valores a, y
am. Este proceso infinito genera una sucesion que podriamos llamar doble, ya que exige
que se generen dos términos de la sucesion.

(2) La presencia de los fendémenos organizados por cada una de las definiciones no
descarta que existan mas fendmenos que sean organizados por Def-L o Def-C. Quedaria
para un trabajo posterior la posibilidad de categorizar todos los fendmenos que son
organizados por cada definicion.

(3) La presencia de fenomenos diferentes en Def-L y Def-C abre un camino para el
estudio diferenciado de cada una de las definiciones de limite de sucesiones que
conocemos, asi como el estudio de cada una de las definiciones de limite de funciones
(limite finito de una funcion en un punto, limite infinito de una funcién en un punto,
etc), ya que como creemos haber establecido, cada definicion de limite organiza
fendomenos diferentes.

Agradecimientos: Agradecemos a los andnimos lectores externos de este trabajo las
matizaciones formuladas que, en nuestra opinién, mejoran la legibilidad y claridad del
trabajo.
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ANEXO
Aproximacion simple intuitiva (ASI)

Dados k términos ordenados de una sucesion, generalmente consecutivos, (1, aj;), (2,
as), ..., (kay), caracterizamos la aproximacion simple intuitiva como el fendémeno
observado al inspeccionar la secuencia de valores a;, a,. .., ar cuando ‘“parecen
acercarse” a otro valor fijo.

Modelo: En la sucesion (1,1), (1,1/2), (1,1/3),..., los términos 1/n, parecen acercarse a 0
a medida que n crece.

Retroalimentacion o ida-vuelta en sucesiones: (IVS)

El andlisis de la definicion métrica seleccionada da lugar a la observacion de dos
procesos:

- El primer proceso denominado de ida que se produce cuando en la definicion aparece
la expresion:

“para cada >0, existe un numero natural N”’

- El segundo proceso denominado de vuelta que se produce cuando en la definicion
aparece la expresion:

“sin =N se cumple que [a,-l [<e”

La observacion conjunta de estos dos procesos da lugar a lo que denominamos
retroalimentacion o ida-vuelta en sucesiones, que definimos de manera precisa a
continuacion.

La retroalimentacion se manifiesta al interpretar y aplicar las acciones incluidas en la
definicion formal de limite desde una perspectiva métrica, la cual exige construir una
funcion (e-n para sucesiones). Dicho en términos coloquiales y graficos, la
retroalimentacion corresponde a un proceso de ida-vuelta: una vez establecido el
entorno en el limite con el ¢ dado “vamos” desde éste hacia la variable natural para
determinar el correspondiente n asociado, segliin sea el caso, y “volvemos” al entorno
del limite para comprobar que las iméagenes asi obtenidas pertenecen al entorno
considerado.

En la retroalimentacion se lleva a cabo la construccion efectiva de una nueva funcion
que queda vinculada univocamente a la sucesion. De hecho, con el apoyo de la propia
sucesion de referencia, la definicion formal de limite finito de una sucesion induce, la
construccion simbolica de tal funcion, o en su defecto la demostracion de su existencia,
la cual sirve a su vez para establecer una propiedad de la sucesion dada.

Esta nueva funcion emergente, en el caso de las sucesiones, resulta una funcion natural
de variable real (g, n(c)), hablamos del fenomeno de idea y vuelta en sucesiones (IVS).

Modelo ivs: Partiendo de la sucesion (n, 1/n) se construye la funcion (g, E(1/g) + 1)
donde E designa la funcion parte entera.
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