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Resumen. Se analiza una clase de matematicas de primero de bachillerato, en cuanto
al concepto de limite de una funcion, bajo el marco teorico del enfoque ontosemiotico
de la cognicion matematica (Godino, 2002; Godino, Contreras y Font, 2000),
utilizando las herramientas de la trayectoria y configuracion instruccional, asi como
las configuraciones de referencia correspondientes a un proceso de estudio. Se discuten
los resultados que se obtienen, haciendo explicitos ciertos fenomenos didacticos
relacionados con los conflictos semioticos, y se describen los procesos dialogicas
presentes en el aula, mostrando la complejidad ontosemiotico de dicho proceso de
estudio.

Abstract. In this paper, students’ concept of limit of a function by ontological-semiotic
framework of mathematical cognition is analyzed (Godino, 2002; Godino, Contreras y
Font, 2006). The students are in first level of Spanish baccalaureate. Tools of
instructional trajectory and configuration are used. Configurations of reference of a
study process are used, too. The findings are discussed and, we have found some
didactic phenomena related to semiotic conflict. Processes of dialogue are described
and, ontological-semiotic complexity of this process of study is showed.

1. INTRODUCCION

Dado que la comprension del concepto de limite de una funcidon es uno de los mas
problematicos del Andlisis Matematico, al estar asociado a las ideas de infinito
potencial y actual, su ensefianza siempre ha supuesto una fuente de problemas
didacticos de dificil solucion. Esto hace que no extrafie la existencia de numerosos
trabajos de investigacion relacionados con el aprendizaje de esta nocion. Incluso, se
puede apreciar en la literatura que la profundizacion acerca de la naturaleza y
fundamentacién de esta nocion, junto a otras del Analisis Matematico, ha sido motor de
la construccion y formalizacién de algunas de las teorias mas conocidas hoy en la
Didactica de las Matematicas, como es el caso de la teoria APOS (Asiala y als., 1996;
Baker y als., 2001).

Desde marcos tedricos diferentes, se han realizado tesis doctorales sobre la enseflanza-
aprendizaje del limite de una funcion en los niveles pre y universitarios. En nuestro
pais, por ejemplo, Sanchez (1997) lo estudié desde la perspectiva de la teoria de los
obstaculos epistemolodgicos; Espinoza (1998) aplicdé la teoria antropoldgica de lo
didactico; Blazquez (1999) utiliz6 el método de la epistemologia genética y los actos de
comprension de Sierpinska. En otros paises, investigadores como Vinner y Tall (1981),
Cornu (1983), Robinet (1983), Sierpisnka (1991), Deledicq (1994); y, mas
recientemente: Szydlik (2000), Schneider (2001), Mamona-Downs (2001) y Przenioslo



(2004), o bien han utilizado la ingenieria didactica, o la teoria de obstaculos
epistemologicos, o el APOS, o la teoria antropologica de lo didactico.

Esta situacion, nos ha impulsado a proponer en este trabajo un tema de investigacion
sobre "las causas de naturaleza ontosemidtica de las dificultades mostradas por los
alumnos, respecto al concepto de limite de una funcioén en 1° de Bachillerato". Se trata
de un estudio que busca describir, explicar e identificar factores condicionantes de la
ensefianza-aprendizaje del limite de una funcion en un contexto institucional fijado.

En esta comunicacion se realiza una sintesis de la trayectoria instruccional de un
proceso de estudio correspondiente a una clase de primero de bachillerato sobre el
limite de una funcion (Contreras, Garcia y Sédnchez, 2006). El objetivo es extraer datos
de dicho proceso de estudio que permiten analizar significados y conflictos semio6ticos
presentes en el aula, mostrando la complejidad ontosemidtica del mencionado proceso
de estudio.

2. MARCO TEORICO

La modelizacion de la instruccidn matematica como un proceso estocastico formado por
diversas trayectorias con diversos estados potenciales, proporciona un procedimiento
con el que se identifican regularidades en la secuenciaciéon de estados en cada
trayectoria, o en las interacciones entre dos o mas trayectorias. Se trata de describir
como se relaciona el profesor con los alumnos a proposito de un saber matematico dado,
usando determinados recursos materiales.

Llamaremos trayectoria instruccional a la secuencia interactiva de estados de las
diferentes trayectorias que tienen lugar a proposito de las distintas situaciones-problema
que componen dichas trayectorias. Una trayectoria instruccional se compone de las
trayectorias docente y discente en interaccion, ademds de las correspondientes
mediacionales y emocionales. En este trabajo se utilizardn fundamentalmente la
trayectoria docente y la trayectoria discente, estudiadas junto con aspectos
topogenéticos y cronogenéticos (Sensevy et al., 2000).

Toda trayectoria instruccional estard compuesta por diversas configuraciones
instruccionales, segun las distintas situaciones-problema que aparecen en el proceso de
estudio.

Estas nociones van a permitir un analisis detallado de los procesos de instruccion
matematica, segun los modelos teoricos que nos servirdn de referencia (Godino,
Contreras y Font, 2006).



Se consideraran cuatro tipos de configuraciones instruccionales tedricas que van a
desempefiar el papel de configuraciones de referencia y que se designan como
configuracion magistral, adidactica, personal y dialogica.

La primera configuracion, magistral, corresponde a la manera tradicional o clasica de
ensefiar matematicas, basada en la presentacion de los contenidos, seguida de ejercicios
de aplicacion de los conocimientos presentados. Es decir, primeramente se presenta el
componente discursivo del significado de los objetos matematicos (definiciones,
enunciados, demostraciones), y se deja la responsabilidad de dar sentido al discurso a
los propios estudiantes por medio de los ejemplos, ejercicios y aplicaciones que se
proponen. En realidad, en este tipo de configuracion instruccional no se suprimen los
momentos de exploracion, de formulacién y de validacion, sino que quedan bajo la
responsabilidad del estudiante, o bien se ponen en juego en momentos aislados de
evaluacion.

La configuracion adiddctica viene marcada por la teoria de situaciones didacticas, la
cual propone una manera de organizar el trabajo del profesor y los alumnos a proposito
de un saber matematico pretendido, que se considera Optimo en términos de los
aprendizajes de los alumnos. La secuencia de situaciones adidacticas de accion,
formulacion, validacidn, y la situacion didactica de institucionalizacion, especifican los
papeles del estudiante en interaccion con el medio. Esta configuracion puede
interpretarse como un tipo de configuracion instruccional de naturaleza tedrica ya que la
propia teoria de situaciones didacticas no afirma que todos los saberes matematicos
puedan, ni deban, ser estudiados de esta manera.

La configuracion instruccional dialogica debe verse como una estructura tripolar:
profesor, alumno, clase (lo que Sensevy et al. (2000) denominan estructura general
dialogica), y es intermedia entre las configuraciones instruccionales adidéctica y
magistral, respetdindose en ella el momento de exploracidon, aunque los procesos de
formulacion y validaciéon se construyen entre el profesor, algunos alumnos
determinados y la clase. Incluso la institucionalizacion tiene lugar mediante un didlogo
contextualizado entre el docente y los alumnos.

Por tultimo, la configuracion instruccional personal surge cuando la resolucion de una
situacion-problema la realiza directamente el estudiante sin una intervencion directa del
docente. En la practica esto es lo que ocurre cuando los alumnos resuelven ejercicios
propuestos por el profesor, o estan incluidos en el libro de texto y estan capacitados para
resolverlos. Es decir, se trata de un tipo de configuracion instruccional en la que
basicamente predomina el estudio personal.

Como se sefala en Godino, Contreras y Font (2006), en la figura siguiente se
representan en los cuatro vértices de un cuadrado los cuatro tipos de configuraciones
instruccionales tedricas descritos.
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Figura

Las configuraciones instruccionales empiricas que acontecen en los procesos de estudio
reales pueden representarse mediante un punto interior del cuadrado y estar mas o
menos proximas a estas configuraciones tedricas, es decir, oscilaran entorno a los cuatro
tipos tedricos.

En funcidn, pues, de las configuraciones de referencia magistral, dialogica, adidactica
y personal, vamos a describir la trayectoria instruccional seguida en una sesion de clase
sobre el objeto limite de una funcion.

3. TRAYECTORIA INSTRUCCIONAL DE UNA SESION DE CLASE

La sesion corresponde al calculo de limites de funciones continuas en un punto. Se ha
dividido en seis unidades de analisis de las cuales se describe la primera, cuya
transcripcion aparece en el Anexo.

Unidad de analisis 1: Limite de una funcién continua en un punto.

0. Profesor: Hasta ahora hemos visto el limite en el infinito, lo que nos ha llevado a
una idea agradable de asintotas.

La accién del profesor es comentar lo visto hasta ahora en las dos sesiones anteriores,
pero la sintesis que hace en este comentario tan breve no es muy afortunada porque el
alumno puede entender que el limite en el infinito lleva asociado necesariamente la
apariciéon de asintotas, tanto verticales como horizontales, ya que el docente no
especifica més su afirmacion. Podemos, pues, afirmar que el profesor conduce a los
alumnos al conflicto semidtico siguiente: cuando se estudia el limite en el infinito,
entonces aparecen asintotas.



De todas formas, sigue intentado mantener la atencion y la implicacion del alumnado en
la tarea, haciendo ver que este estudio es muy asequible para los alumnos y que no se
pueden desanimar (...idea agradable de asintotas).

1. Profesor: Hoy vemos el limite en un punto. Dada y = f(x) hay que hallar lim f'(x).

La accion del profesor es plantear la tarea que toca a partir de ahora, aunque no
entendemos por qué ha titulado la cuestion a tratar como “limite de una funcion
continua en un punto”, cuando ain no va a abordar la continuidad de las funciones. El
alumnado se puede crear una concepcion de continuidad que mas tarde no se ajuste a la
realidad.

El profesor, que a largo de sus clases tiene acostumbrados a los alumnos a utilizar una
técnica de enseflanza en la que trata con objetos extensivos (ejemplos particulares) y
luego generaliza a intensivos, cambia su discurso comenzando la explicacion
directamente con un intensivo. Es decir, utiliza una técnica cronogenética de aceleracion
para llegar rapidamente a la definicién de limite en un punto.

2. Profesor: Veremos una idea intuitiva, a ver grdficamente en qué deriva. Un
esquema:
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De nuevo, el planteamiento comienza con un esquema grafico para comentar la idea de
limite en un punto, aunque, por el dibujo, se desprende que quiere plantear el concepto
de entorno en un punto, cuando tampoco lo ha desarrollado anteriormente.

El profesor, en su discurso, utiliza términos que son confusos para los alumnos, como es
el caso de “idea intuitiva”, cuando esta usando intensivos.

3. Profesor: El valor es...
4. Alumnos: f(a).

El profesor estd sefialando el valor de “a” que ha marcado en el eje de abcisas,
siguiendo con el dedo hasta llegar al eje de ordenadas, por lo que s entiende como los
alumnos responden correctamente a su demanda.



De forma implicita, el profesor est4 diciendo que se necesita que exista f(a) para poder
hablar de limite. Es decir, introduce otro conflicto semiético: si hay limite, entonces la
funcién es continua.

5. Profesor: ;Qué ocurre con una serie de valores muy proximos tanto a la derecha
como a la izquierda? Las imagenes, ;qué pasa con ellas?

La primera accidén es plantear una pregunta expresada incorrectamente, tratando de
introducirles en la idea de entorno, ya que no especifica que se trata de valores a la
derecha como a la izquierda del valor que ha seleccionado como “a”. Pensando en la
transparencia del concepto, su segunda accion es preguntar por las imagenes de estos
puntos en relacion con f(a).

Cabe la posibilidad de que parte del alumnado no sepa interpretar el sentido de estas
preguntas porque da la impresion de que la presentacion que hace el docente del
concepto se ha realizado de una forma un tanto rapida, presionado, tal vez, por la falta
de tiempo de ensefianza ya que queda muy poco para acabar el curso y muchos
contenidos por desarrollar.

6. Alumnos: Se acercan a f(a).

Algunos alumnos responden a la demanda del profesor, aunque muchos ratifican la
respuesta una vez que la han oido de sus compatfieros. El tiempo de que se dispone hace
que el profesor haya propiciado lo que hemos denominado “efecto del alumno genérico”
(considerar que todos los alumnos conocen lo que dice un Unico estudiante) en sus
alumnos.

7. Profesor: [Da valores separados por una centésima, una milésima...]. Las imdgenes
estaran tan cerca de f(a) como yo quiera.

La accion del profesor es sefialar valores muy cercanos al valor de “a” para analizar el
comportamiento de las imagenes de estos valores, siempre desde un punto de vista
grafico y prescindiendo de una tabla de variacion numérica, con la dificultad afiadida de
“comprobar” la afirmacion posterior de “tan cerca como yo quiera” que tanto se repite
en el trabajo con limites. Ademas, no resulta 16gico que se den valores concretos si no
se sabe cuanto vale a.

8. Profesor: ;Cudal es la diferencia de los valores con “a’?

La accion del profesor es preguntarles por la relacion antes descrita del “tan cerca como
yo quiera” respecto al valor “a”, e inducirles que la diferencia también se hard tan



pequeia como se quiera. La dificultad de este razonamiento estriba en que todo lo esta
tratando con valores genéricos en los que es imposible analizar la idea de aproximacion
sin contar con una tabla de valores que haga mas explicito este comentario.

El uso de intensivos dificulta la comprension del objeto matematico “tan cerca como yo
quiera”.

9. Alumno [Luis]: Infinitamente pequeiia.

Un alumno parece caer en la cuenta de esta idea de aproximacion y contesta
correctamente, utilizando una expresion demasiado precisa como para que el profesor
no haya sacado partido de ella comentdndola més explicitamente.

10. Profesor: Una forma de decir “estar muy cerca” es ésa: si x-a—p 0 implica f(x)-
L.

El profesor pretende conducir a los alumnos a la idea de que unos valores muy préximos
también se pueden estudiar desde otro punto de vista: su diferencia “tiende” a cero. Se
deja entrever que el profesor quiere introducir la definicién de limite de una funcién en
un punto y les esta presentando distintas “partes” de esta definicidn que, mas adelante,
intentard enlazar en la misma.

11. Alumnos: [Dudan de lo que les pasa a las imagenes. No lo ven. Dicen f(a). Uno s6lo
dice 0].

Una prueba de que el concepto que se esta tratando no es nada transparente es que los
alumnos no saben encontrar el significado de lo que pretende el profesor con estas
preguntas y aqui lo demuestran con sus dudas y errores. Parece que estan pidiendo mas
claridad en la explicacion del profesor, pero éste no termina de adivinar dicha demanda.
S6lo hay un alumno que responde correctamente, pero ni siquiera enfatiza su respuesta.

Se observa como la técnica cronogenética de la confrontacion no ha funcionado.

12. Profesor: Si tomo valores de x tan cerca de a como yo quiera, las imdgenes estardn
tan cerca de f(a) como yo quiera, pero pueden estar antes o después.

El profesor no atiende a la demanda de los alumnos sobre una mayor claridad y da por
hecho de que todos han respondido lo dicho por uno solo (efecto del alumno genérico),
con lo que sigue su guién de considerar ahora que esas diferencias puedan ser positivas
0 negativas, comentario que puede hacer que los alumnos terminen por no ver el sentido
a la linea de explicacion que el profesor ha utilizado.



Da la impresion de que el profesor quiere introducir un concepto de forma brusca y
rapida, provocando en los alumnos el que no sepan seguirle como lo han hecho hasta
ahora, por lo que se podria estar produciendo una ruptura del contrato didactico que
haga que la motivacion del alumnado decaiga.

Una de las confusiones viene dada por no haberse definido, mediante practicas
adecuadas, el entorno de un punto. Es decir, hay un conflicto semio6tico obvio: utilizar
un objeto matematico sin haber realizado practicas con el mismo.

13. Profesor: Si x es mds pequeiio que a, x-a sera negativa. Pero si tomo valor
absoluto:

|x—a| - 0|:>|f(x) —L| — 0. Ya da igual.

La accion del profesor es proponer la solucion de evitar diferencias negativas utilizando
el valor absoluto, institucionalizando una implicacion fundamental en la definiciéon de
limite, aunque el comentario que hace al final es muy significativo: ya da igual que las
diferencias sean del signo que sean, o da igual que los alumnos hayan, o no, entendido
el concepto (perece ser consciente de lo poco fructifera que ha resultado su exposicion).

Se da una topogénesis descendente al utilizar la clase magistral, por medio de una
técnica cronogenética de aceleracion.

14. Profesor: El limite de f(x) es un valor L, cuando se verifica: en un entorno de a con
todos los valores de x de ese entorno, ;qué les pasa a sus imdagenes? Pues que las
f(x) estaran en un entorno de L.

Se trata de una definicion intuitiva de lim f(x), que no tiene en cuenta el término “tan
xX—a
cerca como quiera”.

En esta accidn del profesor se ratifica en lo anterior: ha tomado conciencia de que no va
a dar una definicion rigurosa de limite en un punto, dado el desconcierto que su
exposicion ha creado en la mayoria del alumnado, enunciando sin rigor lo que ¢l ha
querido tratar y que no ha conseguido.

4. CONCLUSIONES

En este trabajo se muestra la complejidad ontosemidtica de un proceso de estudio sobre
el limite de una funcion, mediante el andlisis de la trayectoria instruccional, al haber
aflorado una serie de conflictos semidticos, un conjunto de técnicas cronogenéticas y
topogenéticas, asi como ciertos fendmenos diddcticos como el del alumno genérico.
Ademas, el estudio ha permitido relacionar elementos de la teoria del enfoque



ontosemidtico de la cognicidon matematica con la teoria de Sensivy et al. (2000), asi
como con aspectos de la teoria de situaciones.

A lo largo del proceso se han utilizado las configuraciones instruccionales empiricas de
la leccion magistral y dialdgica. En el caso de la leccién magistral se ha observado que
estd asociada, en general, a una técnica cronogenética de aceleracion, lo cual indica que
el objetivo del profesor, por razones de escaso tiempo en el desarrollo del curriculum, es
acortar el tiempo de ensefianza, en detrimento, obviamente, del tiempo de aprendizaje
de los estudiantes. En cuanto a la configuracion dialdgica, nos parece importante como
técnica de ensefianza, aunque se cae, a veces, en efectos del tipo “del alumno genérico”,
una vez mas por cuestiones del tiempo de ensefianza. Con respecto a la configuracion de
referencia, se puede apreciar que la configuracion empirica esta situada entre la leccion
magistral y el proceso dialogico.

Por ultimo, se han podido observar también lagunas de contenido, como la funcién
continua y el valor absoluto (no impartidos como conceptos, aunque utilizados de forma
intuitiva), lo cual ha producido notables dificultades en la comprension de los
estudiantes para poder seguir el discurso del profesor.
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ANEXO: Transcripcion de un segmento de una clase de matematicas
- Curso: 1° de Bachillerato-LOGSE
Unidad de analisis 1: Limite de una funcién continua en un punto

0. Profesor: Hasta ahora hemos visto ¢l limite en el infinito, lo que nos ha llevado a una
idea agradable de asintotas.

1. Profesor: Hoy vemos el limite en un punto. Dada y= f(x) hay que hallar lim f'(x).

2. Profesor: Veremos una idea intuitiva, a ver graficamente en qué deriva. Un esquema:
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3. Profesor: El valor es...
4. Alumnos: f(a)

5. Profesor: ;Qué ocurre con una serie de valores muy proximos tanto a la derecha
como a la izquierda? Las imagenes, ;/qué pasa con ellas?

6. Alumnos: Se acercan a f(a)

7. Profesor: Da valores separados por una centésima, una milésima ... y dice, las
imagenes estaran tan cerca de f(a) como yo quiera.

8. Profesor: ;Cual es la diferencia de los valores con a?
9. Alumno (Luis): Infinitamente pequeia
10. Profesor: Una forma de decir “estar muy cerca” es ésa: x-a—% 0 implica f(x)-L...

11. Alumnos: Dudan en lo que les pasa a las imagenes. No lo ven. Dicen f(a), uno so6lo
dice 0.

12. Profesor: Si tomo valores de x tan cerca de a como yo quiera, las imagenes estaran
tan cerca de f(a) como yo quiera, pero pueden estar antes o después.

13. Profesor: Si x es mas pequefio que a, x-a sera negativa. Pero si tomo valor absoluto:
|x—a| -0 = |f(x)—L| — 0. Ya da igual.

14. Profesor: El limite de f(x) es un valor L, cuando se verifica: en un entorno de a con
todos los valores de x de ese entorno, ;qué les pasa a sus imagenes? Pues que f(x)
estard en un entorno de L.



