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RESUMEN

Presentamos una investigacién en Diddctica de la Matemdtica en el dmbito de la innovacién
curricular en Educacién Primaria, sobre un campo numérico concreto: el conjunto de los nimeros ra-
cionales positivos. Nuestro trabajo, que estd en fase de realizacion, se sittia en el marco conceptual del
Pensamiento Numérico y utiliza la metodologfa denominada Investigacion-Accién. Contiene una pro-
puesta curricular, basada en la utilizacién de modelos de aprendizaje, sobre los que los escolares de 4°
y 5° curso de Educacién Primaria significan y conectan los sistemas de representacién fraccionario y
decimal del nimero racional positivo.

ABSTRACT

The research work on Didactics of Mathematics in the area of curricular innovation in Primary
Education which we present is based on a concrete numerical field: the set of positive rational numbers.
Our research work, which is still in its process of elaboration, can be integrated into the conceptual
frame of Numerical Thought and uses Research. Action methodology. It presents a curricular project,
based on the use of learning patterns, in which schoolchildren, in their fourth and fifth years of Primary
Education, can understand and link the systems of fractionary and decimal representation of positive
rational numbers.

INTRODUCCION

El concepto de nimero racional positivo presenta dificultades de aprendizaje. Los estudios sobre
errores cometidos por los escolares, recogidos por Gairin (1999, pdg 24) constatan una desconexién
entre:

a) los dos sistemas de representacién simbdlicos de los ntimeros racionales: la notacién fraccionaria

y la notacién decimal.

b) el conocimiento conceptual de los racionales y los procedimientos utilizados en la

manipulacién de simbolos, sobre todo con expresiones decimales.

* Este trabajo estd subvencionado por el proyecto UZ00-CIEN-02 de la Universidad de Zaragoza
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¢) los distintos significados del nimero racional.

Ademds, se constata que la ensefianza tradicional es altamente vulnerable a la critica (Groff, 1996).
La instruccién de los ndmeros racionales positivos, que se deriva del andlisis de los textos escolares de las
editoriales de mayor difusidn de nuestro pafs, presenta caracteristicas que nos parecen inadecuadas:

a) Existencia de un tinico procedimiento para relacionar las notaciones fraccionaria y decimal: la
ampliacién de la divisién entera. No existe un modelo que conecte los dos sistemas de
representacion.

b) Presencia de la fraccidn con el significado prioritario de parte-todo, mientras que otros
significados como operador, medida, cociente o razén, se omiten o se presentan desconectados
de los otros constructos.

En consecuencia, al priorizar el significado de la fraccién como relacién parte-todo se dificulta la
plena comprensién del ndmero racional, puesto que no hay representaciones de las ideas matemdticas
que tengan cardcter universal; cualquiera de ellas destaca algunos aspectos mientras que oscurece otros
(Figueras, 1988).

De hecho este significado provoca la aparicion de problemas como la pérdida del status de nimero
de la fraccién; sobrevaloracién de la cardinalidad; dificultad de interpretacion de las fracciones impropias,
etc. Ademds, se facilita una traslacién de significados ya consolidados para los niimeros naturales que da
lugar a concepciones no deseadas, tanto en las relaciones (cada nimero racional tiene un siguiente; dos
ndmeros racionales estdn separados por una cantidad finita de ndmeros racionales; ...), como en las
operaciones (la multiplicacién produce un resultado mayor que cualquiera de los factores; no se puede
dividir por un ndmero mds grande; ...).

OBJETIVO DE LA INVESTIGACION

El objetivo principal del estudio es explorar las potencialidades y limitaciones de la propuesta de
innovacién curricular. Nuestra hipdtesis de investigacién es que la secuencia de ensefianza implementada
favorece la comprensién de los nimeros racionales positivos de los escolares de Educacion Primaria que
intervienen en la fase experimental.

Nuestra propuesta diddctica es original, ha sido elaborada explicitamente para este estudio y ha
sido implementada por el autor de este informe que ha actuado como profesor de aula. La secuencia de
ensefianza excluye el significado de la fraccién como parte-todo y aborda los significados propios de la
fenomenologia del racional positivo como medida y reparto.

Describimos los objetivos parciales que sustentan el disefio de la propuesta:

1. Conceptualizar la fraccién con significado de medida de cantidades de magnitud.

En cuarto curso de Educacién Primaria se introduce la fraccién como resultado de una medida
(longitud, peso, supetficie y cardinalidad) y se estudian las relaciones de equivalencia y orden de fraccio-
nes.

Cuando los escolares de cuarto curso trabajan con los modelos de medida asociados a estas magni-
tudes, la necesidad de comunicar el resultado de la medida les obliga a introducir la representacién usual
de la fraccidn.

Asf, 2 indica que han fraccionado la unidad de longitud en b subunidades iguales y que han nece-
sitado colocar a subunidades, una tras otra, para completar la cantidad de magnitud del objeto a medir.

a

ax+=2
b b
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2. Dar significado y justificar desde los modelos de medida las operaciones entre nimeros raciona-
les positivos.

Los alumnos de quinto curso de Educacién Primaria identifican las operaciones de suma y resta de
fracciones, y las de multiplicacién y divisién de una fraccién por un natural en un contexto de resolucién
de problemas. Ademds, justifican desde el modelo los procedimientos de cdlculo.

3. Conceptualizar la fraccién como el resultado de un reparto.

Los escolares de quinto curso reciben ensefianza de la fraccién con significado de cociente partitivo.
El modelo viene caracterizado por cuatro variables:

objetos: barras de regaliz, todas de la misma la longitud.
accién: reparto igualitario.
magnitud: longitud.

técnicas de medida: reparto en una fase y reparto en varias fases.

Si el reparto se realiza en una sola fase aparece la notacién fraccionaria. La expresién admite una
doble evaluacién semdntica. Por un lado posee el significado de medida e indica el resultado del reparto.
Y por otro lado expresa las condiciones iniciales del reparto; asi, a es el nimero de barras de regaliz y b
es el nimero de personas que van a participar en el reparto.

4. Conectar los sistemas de representacién fraccionario y decimal.

Una variacién de la técnica del reparto permite introducir el nimero decimal. En efecto, si modi-
ficamos la técnica del reparto de modo que éste se realiza por fases, aplicando el criterio de la mayor parte
(Gairin, 1999), y fraccionando las partes sobrantes en diez partes iguales, el resultado del reparto aparece
como una suma de partes enteras y partes alicuotas de la unidad cuyos tamafios son las sucesivas poten-
cias de ~ . Esta suma recibe el nombre de representacién polinémica decimal del reparto.

Se recuerda que el criterio de la mayor parte consiste en dar en cada fase del reparto la mayor canti-

dad posible de magnitud.

Ejemplificamos el reparto “5 barras de regaliz entre 4 personas” realizado con esta técnica:
Fase del Accion Cantidad que recibe Cantidad que queda
reparto cada persona por repartir

Primera Repartir 1 barra 1 barra
Segunda | Fraccionar en 10 partes iguales 2 2

1 barra y después repartir Ede barra 10 de barra
Tercera | Fraccionar en 10 partes iguales 5 No sobra cantidad
P 100 de barra
0 de barra y después repartir
2

La representacién polinémica decimal de este reparto es 1 + o + 7= barras de regaliz.

El criterio de economia en la representacion escrita del result;c'io del reparto lleva a introducir la
notacién decimal del reparto. En nuestro ejemplo, la representacion decimal 125 barras de regaliz ex-
presa el resultado del reparto porque la aplicacién del principio del valor relativo de las cifras hace que
éstas informen de las cantidades que se han repartido en cada fase.

Los escolares proceden de forma simbélica evocando mentalmente las acciones realizadas, en tareas
anteriores, con el material manipulativo. El proceso del reparto por fases lo simbolizan del siguiente

modo:
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Se observa que la notacién fraccionaria y la notacién decimal tienen un mismo significado y surgen
de simbolizar una misma accidn, el reparto igualitario, con técnicas diferenciadas. Ambas representacio-
nes admiten una misma evaluacién semdntica como cocientes partitivos, y poseen la misma estructura
numérica subyacente, de la que informa la representacién polinémica decimal asociada al reparto.

5. Dar significado y justificar desde modelos de aprendizaje las relaciones y operaciones entre nu-
meros decimales.

Los alumnos de quinto curso de Educacién Primaria ordenan nimeros decimales desde el modelo
de medida; identifican las operaciones de suma y resta de decimales, y las de multiplicacién y divisién de
un decimal por un natural . Ademds, justifican desde los modelos de medida y de reparto los procedi-
mientos de cdlculo.

MARCO TEORICO

Nuestro marco conceptual se denominada Pensamiento Numérico. Esta linea de investigacion tiene
una triple orientacién: por un lado, se ocupa de las estructuras numéricas especificas; en segundo térmi-
no, estudia las funciones cognitivas que los seres humanos desarrollan mediante el uso de conceptos y
propiedades numéricas; en tercer lugar, tiene en cuenta los problemas y situaciones que se abordan y se
resuelven mediante la estructura numérica considerada (Castro, 1994; Gonzdlez, 1995; Rico, 1995).

Dentro de esa linea, nuestro trabajo se ocupa de la segunda dimension de las tres mencionadas; es
decir, del aspecto cognitivo. La nocién de comprensién (Hiebert y Carpenter, 1992) del ndmero racio-
nal positivo estd caracterizada por el dominio de sus sistemas de representacion y de los distintos tipos
de actividades cognitivas asociadas a los mismos (Duval, 1995).

Nuestras herramientas conceptuales son los sistemas de representacién y los modelos de aprendi-
zaje.

El instrumento elegido para poner de manifiesto las concepciones de los alumnos es la nocién de
sistema de representacién (Kaput, 1987; Duval, 1993; Rico, Castro y Romero, 1996). Hip6tesis impor-
tante en los estudios basados sobre la nocidn de representacién es que, para alcanzar la comprensién del
concepto que se considera es necesario, entre otros aspectos, el dominio coordinado de dos o més siste-
mas de representacién (Kaput, 1992; Romero, 1995). Un objetivo prioritario de nuestro estudio es
conectar los sistemas de representacién fraccionario y decimal.
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El instrumento utilizado para formular las propuestas de trabajo de campo es la nocién de modelo
(Lesh, 1997). Pensamos que la construccién del conocimiento exige que el aprendiz actiie sobre un
entorno o modelo con objetos y acciones bien definidas (Kieren, 1988). En nuestra propuesta diddctica
los modelos de aprendizaje juegan un papel esencial porque los alumnos aprenden cuando actiian sobre
el modelo con la intencién de resolver situaciones problemdticas; en consonancia con la tercera dimen-
sién en nuestra linea de investigacién en Pensamiento Numérico que hemos mencionado anteriormente.

METODOLOGIA

Este trabajo es un estudio de tipo exploratorio e interpretativo, que se enmarca en el paradigma
cualitativo.

El estudio se articula en dos Etapas, en las que se evalta una experiencia de aula sobre una innova-
cién curricular, en la linea de Investigacién-Accién empirica y diagnéstica. En la Primera Etapa se evalda
la propuesta did4ctica implementada en 4° curso de Educacién Primaria y en la Segunda Etapa la de 5°
curso de Educacién Primaria.

La utilizacién del método de Investigacidn-Accidn se ajusta a nuestro propdsito porque queremos
reflexionar sobre la prictica educativa a través de una indagacién introspectiva colectiva (Kemmis-
McTaggart, 1988, pdg. 9), con la intencién de mejorar la calidad educativa (McNiff, 1991, pdg. 1) y
porque permite al investigador participar directamente en la experiencia de aula.

La componente experimental de nuestro estudio se ha llevado a cabo con dos grupos naturales de
docencia de 4° y 5° curso de Educacién Primaria de un colegio de la ciudad de Zaragoza durante dos
afios académicos consecutivos. Asi, hemos implementado la propuesta diddctica en dos grupos de 4° de
Educacién Primaria durante el curso 1999-2000 y, en el siguiente curso 2000/2001, hemos
implementado, con los mismos escolares, la propuesta correspondiente a 5° curso de Educacion Prima-
ria.

Las actuaciones en las dos Etapas de la investigacién se suceden en torno a las siguientes fases:

Planificacion

a) Andlisis y caracterizacién de la ensefianza de las fracciones y de los niimeros decimales en la
Educacién Primaria.

b) Delimitacion de los errores y dificultades de aprendizaje de las fracciones y nimeros decimales.

¢) Disefio de la propuesta de ensefianza a implementar en las dos Etapas. Se han disefiado nueve
sesiones referidas a la medida de magnitud longitud, superficie, masa y capacidad que se implementan en
cuarto curso antes de que reciban ensefianza de la fraccién con el significado de medida.

Accidn

En la Primera Etapa se han implementado los contenidos de medida de magnitudes (9 sesiones de
clase, entre el 12-1-00 y el 24-1-00); la fraccién con significado de medida y las relaciones de equivalen-
cia y orden (26 sesiones entre el 25-1-2000 y el 8-3-2000).

En la Segunda Etapa se han implementado los contenidos de operaciones con fracciones, la frac-
cién y el decimal como cocientes partitivos, y las relaciones y operaciones de nimeros decimales (47
sesiones de clase, entre el 2-11-2000 y e1-3-2001).

Entre ambas Etapas los alumnos de 5° curso han realizado, durante los dias 13 y 14 septiembre de
2000, una prueba de evaluacién de los aprendizajes alcanzados en el curso anterior. Con los datos ob-
tenidos se reformuld la propuesta diddctica a implementar en la fase de accién de la Segunda Etapa.
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Observacién

Los datos de la experimentacion se han obtenido del diario del investigador, de las grabaciones de
audio o video, de los documentos escritos de los alumnos y de las observaciones de los profesores de aula.

Se ha elaborado un sistemas de categorias para informar de la Organizacién del Contenido, de la
Comprensién del Contenido y de la Interaccién Didéctica.

CONCLUSIONES

En este momento, nuestro estudio estd en fase de realizacién avanzada aunque no estd concluido.
Queda por completar las fases de observacion y de reflexién de la Segunda Etapa de la Investigacién. En
estas condiciones, adelantamos algunos resultados referidos a la comprensién de los escolares y a las
potencialidades y limitaciones de la propuesta experimentada en la Primera Etapa del disefio de inves-
tigacién.

A) Sobre la comprensién de los escolares:

1° Los alumnos no intuyen la necesidad de fraccionar en partes iguales la unidad de medida.

20 Los alumnos construyen con facilidad el sistema de representacion en las tareas en las que uti-
lizan material con las magnitudes longitud, supetficie y cardinalidad. Sin embargo, han tenido dificulta-
des con la magnitud masa.

30 Los alumnos saben construir la cantidad de magnitud a partir del conocimiento de la represen-
tacién simbdlica de la fraccién. No obstante, obtienen mejores resultados en tareas en las que se cons-
truye el sistema de representacién que en las tareas de evaluacién semdntica del sistema de representa-
cién

40 La mitad de los escolares saben expresar, por escrito, el significado del numerador y denomina-
dor de la fraccién.

5° No se detectan diferencias significativas en la comprension de los escolares cuando actian con
los modelos longitud o superficie.

6° Los alumnos saben construir fracciones equivalentes a una dada utilizando como recurso diddc-
tico materiales manipulativos. Desde las primeras tareas, observan que una misma cantidad de magnitud
puede venir expresada por diferentes fracciones.

7° Los escolares saben ordenar fracciones que tienen el mismo denominador cuando se presentan
de forma simbélica. Asi, el 66% de los alumnos sabe ordenar y justificar el resultado. El rendimiento baja
al ordenar fracciones con el mismo numerador, o con distinto numerador y denominador (entorno al
50%).

80 Cuando los alumnos de 4° curso ordenan fracciones utilizan como estrategia bésica el significado
de fraccién como medida. Muy pocos alumnos se sirven de otras estrategias como la comparacion con
fracciones intermedias conocidas o la equivalencia de fracciones.

90 Los escolares de 4° curso, incluso los que muestran tener un nivel de comprensién alto, tienden
a utilizar estrategias aditivas para construir fracciones equivalentes. Cuando afrontan las tareas de equi-
valencia de fracciones, al margen de los modelos manipulativos, y operan con representaciones simbdli-
cas utilizan estrategias aditivas frente a las multiplicativas, ain en situaciones inapropiadas.

B) Sobre las potencialidades del modelo:

1° Los modelos de aprendizaje basados en la magnitudes continuas (longitud y superficie) han
permitido a los escolares:

a) construir y evaluar semdnticamente el sistema de representacion fraccionario

b) dar significado a las relaciones de equivalencia y de orden
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20 Las representaciones graficas facilitan la transicién entre las acciones realizadas con materiales
manipulativos y las representaciones simbdlicas.

C) Sobre las limitaciones del modelo:

1° Hemos detectado dificultades con el modelo masa asociadas a la complejidad de la percepcién
visual de la cantidad.

2° Hemos observado dificultades para gestionar la equivalencia de fracciones a nivel simbélico,
porque los escolares de cuarto curso:

a) No enuncian la regla de obtencion de fracciones equivalentes a una dada, a pesar de que preten-
demos como objetivo de la ensefianza que los escolares conjeturen la regla de formacion de fracciones
equivalentes antes de que el profesor institucionalice este conocimiento en el aula.

b) No utilizan la equivalencia en las tareas de ordenacién de fracciones.

Hemos constatado que los mismos alumnos, un afio después, en quinto curso han utilizando la
estrategia basada en la equivalencia de fracciones para resolver situaciones problemdticas sobre relaciones
y operaciones con fracciones.
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