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RESUMEN

Uno de los problemas de la investigacion en Didactica de la Matematica es
la diversidad de resultados. Resultados que al no estar integrados en un todo
coherente no trascienden a la préactica docente. Otro problema es que la ma-
yor parte de los modelos y teorias que son referentes en los disefios curriculares
no tienen en cuenta estos trabajos puntuales. Desgraciadamente la pluma de
muchos autores aporta mas que la investigacion. Podemos decir que existen
modelos y planteamientos tedricos necesitados de verificacion empirica. Este
estado es lo que aconseja aunar esfuerzos para desarrollar lineas de investiga-
cioén coherentes en cuanto al contenido, los fines, los planteamientos y los
meétodos. Los investigadores en Razonamiento Inductivo Numérico y Algebrai-
co pretendemos desarrollar una linea de investigacion cuyos resultados posi-
biliten la construccion de un modelo teérico de desarrollo evolutivo del razo-
namiento inductivo en aritmética y algebra.

1. INTRODUCCION

Realizadas las busquedas bibliograficas necesarias en las diferentes fuentes
de documentacion cientifica, podemos llegar a la conclusion siguiente: no exis-
te en Diddctica de la Matematica una linea de investigacion cuyo objeto sea el
Razonamiento Inductivo, que no sea la que estamos presentando.
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Por otra parte, si existen propuestas curriculares en las que se considera el
razonamiento inductivo como imprescindible para la comprension y construc-
cion por parte de los escolares del conocimiento matematico: Winter y Ziegler
(1975), Rico (1978, 1982), Estandares Curriculares y de Evaluacion para la Edu-
cacion Matematica del N.CT.M. (1991).

También nos encontramos autores que proponen situaciones didacticas para
que los alumnos trabajen el razonamiento inductivo: Shanon and Austin (1992)

Desde la propia investigacion matemdtica se concluye la trascendencia e
importancia de la induccion y del razonamiento inductivo: Godement (1948),
Lakatos (1978), Diudonné (1989), etc.

Estas y otras son justificaciones suficientes para iniciar una linea de investiga-
cion cuyo objeto sea indagar el papel del razonamiento inductivo en los proce-
sos de ensenanza aprendizaje de la matematica, en concreto de la induccion
numérica y el estudio de patrones en el aprendizaje de las diferentes estructuras
numeéricas.

Considerando que una linea de investigacion debe especificar en lo posible
los problemas a investigar, me veo en la necesidad de explicar los origenes y la
situacion actual de nuestro campo de investigacion. También consideramos ne-
cesario orientar como conseguir los objetivos definidos en un marco teorico,
exponiendo un marco metodologico.

2. ORIGENES TEORICOS Y EMPIRICOS DE LA LINEA DE
INVESTIGACION: SU OBJETO

En sus inicios, esta linea de investigacion se ha sustentado en tres dmbitos de
investigacion: Epistemologia de las Ciencias y la Matematica, Psicologia del
Aprendizaje y Educacion Matematica.

Consideramos la Epistemologia de las Ciencias y la Matematica como fuente
inagotable de reflexion didactica y de analisis del conocimiento matematico, por
ello, en los marcos tedrico de las diferentes investigaciones hemos de poner en
relacion el problema a investigar con las caracteristicas Matematicas, Logicas y
Epistemoldgicas del Razonamiento Inductivo: Bacon (1620), Descartes (1638),
Mill (1843), Jevons (1873), Peirce (1867, 1901, 1910, 1918), Poincaré (1902),
Russell (1912), Keynes (1921), Cohen (1931), Popper (1933), Carnap (1950),
Polya (1944,1953, 1962-64), Piaget (1953, 1956, 1967, 1971, 1974, 1979,1980,
1985), Piaget y Morf (1970), Hempel (1966), Stebbing (1967), Black (1974), Chals-
mers (1976), Lakatos (1978, 1987), Manzano (1981), Dancy y Sosa (1992), Kiaer
(1995)

El objeto de las indagaciones epistemologicas es profundizar en lo que se ha
entendido y se entiende por razonamiento inductivo en distintas ramas del co-
nocimiento cientifico y cual es su papel elaborador en las mismas, para cons-
truir modelos que se ajusten al desarrollo de los razonamientos aritméticos y
algebraicos en los escolares: “El objeto de este analisis es la busqueda de modelos
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inductivos que sirvan para plantear hipotesis e interpretar resultados de una
fase empirica” (Ortiz, 1997)

En cuanto a la Psicologia del aprendizaje, decir que nos hemos acercado a
este campo de investigacion con dos intenciones claras: La primera, ver el papel
que juega la induccion en los modelos interpretativos de la inteligencia del ser
humano y la segunda, obtener informacion de las técnicas de investigacion
utilizadas.

Desde la perspectiva psicolégica nuestros primeros trabajos (Ortiz, 1993)
consideraron las teorias y autores del cuadro adjunto.

Conductismo clasico: Inducir por asociaciones Hull, 1920
Teoria continuidad
(E-R)
La induccion de reglas procedi-
miento en el aprendizaje de

conceptos: Mayer, 1985
Cognitivismo: La induccién como una
Teorifa discontinuidad ~ « capacidad: Pellegrino, 1976
Paradigma mediacional Anilisis de procesos cognitivos: Holtzman, 1983
Elaboracién de la informacion: Stemberg, 1986
Errores del razonamiento inductivo: Ross, 1981

INDUCCION
EN PSICOLOGIA
Piaget, 1955
Oléron, 1963
Sastre y Moreno,
1983

La induccion como instrumen-
Constructivismo to intelectual:
de J. Piaget La induccién como generaliza-
cion de estructuras

La induccion como
Psicometria instrumento de medida

ilford, 195
(Test de inteligencia): Guilford, 1959

Debemos tener en cuenta que cada perspectiva psicolégica modifica la in-
tencionalidad de una investigacion, por tanto introduce matices a tener en cuen-
ta que pueden modificar las hipétesis, los objetivos y la metodologia.

Por udltimo, en cuanto a la Educacion Matematica, tal y como hemos expues-
to en la introduccion, no existe en Didactica de la Matematica una linea de
investigacion en Razonamiento Inductivo; a pesar de ello el tema ha sido de
interés, como lo avalan los trabajos publicados en los dltimos 30 afios, los cuales
hemos organizado de acuerdo con los siguientes apartados:

a) Método de induccion completa.

Hay una gran cantidad de publicaciones: Macarow (1972); Avital (1972);
Malcom (1974); Pinker (1976); Hirsch (1976); Higgins (1990). En ellas se ha
considerado el método de induccion completa como componente del conoci-
miento matemadtico y, por tanto, estas publicaciones se centran en trabajos ex-
perimentales con alumnos de cursos avanzados para estudiar y analizar el domi-
nio que poseen del método de induccion completa. En la mayoria de los casos
son estudios experimentales.
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b) Modelos 16gicos

Desde la modelizacion 16gica del razonamiento inductivo, Dubinsky (1986)
amplia los trabajos del apartado anterior al considerar la regla del “modus po-
nens” en un modelo denominado descomposicion genética de la induccion
matematica.

¢) Modelos cognitivos

Desde una perspectiva psicolégica se ha considerados la inducciéon de patro-
nes desde el punto de vista del procesamiento de la informacion: Lee (1982),
Ropo (1987).

En el momento actual y en Educacion Matematica son relevantes las investi-
gaciones en relacion con el papel de la representacion en la construccion esco-
lar del conocimiento matematico (Tall (1991), Vinner (1983)). En este sentido,
dentro del grupo de Pensamiento Numérico destacan trabajos como el de Castro
(1995), en el que se ve la importancia de las representaciones graficas para
interpretar y descubrir patrones en sucesiones numéricas. En la misma linea,
Cuoco (1992) expone el significado de la Matematica Inductiva en un contexto
visual.

d) Propuestas curriculares

Se han realizado propuestas didacticas de la induccion numérica para Prima-
ria y Secundaria, como la desarrollada por Christiansen (1970). También, desde
una perspectiva de orientacién curricular, podemos considerar los resultados
obtenidos por Castro (1995).

Existen publicaciones como la de Maurer (1995) que no constituyen investi-
gaciones en relacién con la induccion, pero que, sin embargo, sugieren aspec-
tos concretos que pueden ser de utilidad para el profesor desde un punto de
vista de la practica docente.

3. LINEA DE INVESTIGACION EN INDUCCION NUMERICA Y
ALGEBRAICA

Con esta linea de investigacion se pretende ampliar nuestro conocimiento
sobre los procesos cognitivos del razonamiento inductivo. Su objeto es la rela-
cion entre los procesos de razonamiento inductivo en los sujetos y la construc-
cion-aprendizaje de las diferentes estructuras numeéricas.

Hasta el momento solo hemos investigado sistemas inductivos de Peano
(Sistemas que son modelos de los axiomas de Peano de los nimeros naturales
(Manzano (1981)). Las series numéricas son ejemplos de estos sistemas y cons-
tituyen el soporte material de las investigaciones realizadas.

Considerando el razonamiento inductivo numérico como un razonamiento
en el que intervienen procesos mentales, l6gicos, aritméticos o algebraicos, impli-
citos en la realizacion de inferencias o generalizaciones inductivas en series
numéricas, asi como los conceptos y propiedades del nimero que se utilizan en
dichos procesos, hemos construido un modelo teérico del razonamiento inducti-
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vo numérico desde una perspectiva evolutiva. Para describir el modelo hemos
considerando la construccion escolar de las estructuras numéricas a nivel arit-
mético y algebraico (Ortiz 1997)

Una sintesis del modelo se expone en el cuadro adjunto. Los descriptores
utilizados para los diferentes bloques consideran la aritmética elemental. En las
distintas investigaciones se pretende relacionar los diferentes bloques con las ca-
racteristicas epistemologicas, 16gicas y psicologicas del razonamiento inductivo.

Hasta el momento s6lo se han investigado los bloques Numérico y Aritmé-
tico y desde una perspectiva finita (sin consideracion del infinito). Hemos de-
mostrado que en Educacion Primaria (6-12 anos) la capacidad en razonamiento
inductivo numérico de los alumnos evoluciona de acuerdo con seis niveles.
Simultineamente se ha obtenido un test para clasificar a los alumnos de Educa-
cion Primaria segin estos niveles.
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4. MARCO TEORICO: ALGUNAS CUESTIONES CENTRALES

Consideramos que el marco tedrico de una linea de investigacion es cuestion
de planteamientos y de postulaciones previas que dan sentido y significacion,
rigor, completitud, exactitud, coherencia (tanto interna como externa) y validez
de constructo (Bizquerra (1989), Fernandez Cano (1995)) a las investigaciones
concretas.
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Partimos de la consideracion de que todo conocimiento cientifico tiene dos
caracteristicas bdsicas: una extension y una comprension (Stegmuller (1970),
Mosterin (1980)).

En cuanto a la extension, en toda disciplina, y por tanto en Matemadticas,
siempre las fronteras son difusas. Dificilmente podemos desde la propia Mate-
matica interpretar toda su extension (Godel, 1931) y en consecuencia este pro-
blema siempre esta abierto. La conclusion holistica a la que llegamos es que los
conocimientos no estan claros y por tanto el acceso al conocimiento es un
misterio dificil de dilucidar. En tal sentido, la investigacion en Didactica de la
Matematica debe esclarecer algunas cuestiones centrales.

El problema de la comprension tiene que ver con los origenes de los cono-
cimientos. Para algunos autores todo conocimiento nuevo se construye a partir
de uno viejo. Nuestra pregunta en Aritmética la podemos formular: ;Cuales son
las nociones y procesos basicos en los comienzos de la aritmética que supeditan
las construcciones posteriores?.

Para responder a esta pregunta hay que tener en cuenta la diversidad Mate-
matica, debido a la cual un mismo concepto puede obtenerse a partir de siste-
mas axiomadticos distintos. Esto ocurre en Aritmética como en cualquier otra
rama del saber matematico.

También hay que tener en cuenta al sujeto cognoscente, planteindonos un
nuevo problema: el de la objetividad y subjetividad. Consideramos la objetivi-
dad como una adaptacion a unas hipétesis de partida y a un método, ambos
condicionados por la subjetividad que los fija a partir de un sistema conceptual
que determina lo que pensamos y condiciona nuestros juicios y las conclusio-
nes a las que podamos llegar. Estos juicios dependen a su vez de los conceptos
que disponemos en un momento determinado y de la capacidad de razona-
miento individual. A todo ello, hay que anadir que la verdad depende del tipo
de verdad (Hessen (1925) que pretendemos obtener.

Debemos tomar una postura que minimice problemas como los planteados
y, por tanto, consideramos que una postura evolutiva es propia para la investi-
gacion en Didactica de la Matematica. Ver el conocimiento matematico como
algo cambiante tanto cualitativamente (comprension) como cuantitativamente
(extension). El enriquecimiento intelectual no solo es cuestion de descubrir
nuevas verdades, sino cambiar las perspectivas del propio conocimiento; ello
nos lleva a considerar el conocimiento desde el punto de vista de su desarrollo.

Pretendemos encontrar en grupos determinados de escolares espanoles dis-
tintos estados de razonamiento inductivo en numeracion, aritmética y algebra,
marcando las pautas de su evolucion progresiva.

5. MARCO METODOLOGICO

En relacion con los planteamientos del Marco Tedrico, debemos ser conse-
cuentes, buscando un marco metodolégico adecuado o que sea lo mas adecua-
do posible. Nosotros pretendemos medir de alguna manera la evolucion de los
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conceptos y las estrategias de razonamiento en los escolares, construyendo ins-
trumentos que posibiliten determinar tanto el estado global de un nutcleo de
escolares (evolucion tanto de los conceptos como de las estrategias por edades
y cursos) como el estado en que se encuentra un escolar determinado.

Por el momento y desde una perspectiva evolutiva, pretendemos construir
escalas acumulativas con modelos paramétricos (Guttmann (1950), Ellis y Woll-
emberg (1993), Mokken (1971), Molenaar (1982, 1983, 1986, 1994), Molenaar y
Sijtsman (1987,1999)), que permitan diferenciar a los alumnos por niveles de
comprension, conceptualizacion y razonamiento. Por este motivo las investiga-
ciones deben utilizar una metodologia mixta, combinando métodos cuantitati-
vos para la construccion de escalas, y cualitativos (entrevistas, etc.) para obtener
los perfiles cognitivos de los distintos niveles. Para la construccion de las escalas
es necesario un andlisis y validacion empirica de tareas.

En los inicios de la linea de investigacion y para organizar los conocimientos
que intervienen y plantear nuestro modelo evolutivo hemos seguido una meto-
dologia no empirica, como es el Andlisis Didactico (Gonzalez, 1995, Fernandez
Cano, 1996), que incluye estudios historicos y curriculares. En las cuestiones
pendientes de investigar no es necesario indagar en los antecedentes, si expo-
ner el estado de la cuestion. Ello posibilita una mayor eficacia en la investiga-
cion produciéndose un efecto multiplicador de resultados.

Pretendemos llegar a un método lo mds sistematico posible por el bien de la
investigacion en Didactica de la Matematica. En cada investigacion particular,
una vez definido el problema a investigar como consecuencia del estado de la
cuestion, el proceso a seguir podemos ordenarlo en tres fases:

12 fase: Analisis y validacion empirica de tareas

El problema a resolver es como observar lo mas fielmente posible la situa-
cion real de las competencias de los escolares de distintas edades y cursos, en
razonamiento inductivo.

Encontrar las tareas que posibiliten al investigador descubrir pautas y regula-
ridades que discriminen a los alumnos. Tareas que sean idoneas, exigiéndoles
requisitos de funcionalidad en la recogida de informacion como en el tratamien-
to posterior de la misma. No es un estudio piloto.

Las constantes que se puedan extraer a partir de los resultados obtenidos
con las tareas idoneas nos llevan a considerar los conocimientos que intervie-
nen y localizar empiricamente el problema.

22 fase: Construccion de una escala

Las tareas se aplican a una muestra significativa para obtener una escala
acumulativa que discrimine a los escolares. De acuerdo con un diseno previo en
el que se han fijado las variables a tener en cuenta, se estudia si la escala
obtenida discrimina por edades y cursos, viendo qué factores los determinan,
previo un estudio piloto.

32 fase: Estudio cualitativo

Para confirmar e interpretar los niveles obtenidos, se preparan actividades
complementarias con el fin de validar la escala obtenida, determinando el perfil
de los escolares de cada nivel. La escala se confirma si alumnos de niveles
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diferentes, al razonar, utilizan esquema inductivos diferentes, y alumnos de un
mismo nivel esquemas equivalentes.

Existen razones tedricas y practicas que aconsejan un mismo marco teorico y
metodologico para aunar resultados. Consideramos fundamental la uniformidad
tedrica y empirica en la investigacion en Didactica de la Matemadtica para obte-
ner modelos interpretativos de los procesos de ensehanza aprendizaje de la
Matematica.

6. AGENDA DE INVESTIGACION

Tenemos por delante dos etapas diferenciadas:

primera etapa: culminar la investigacion en sistemas inductivos de Peano en
las distintas estructuras numéricas tanto a nivel finito como infinito.

segunda etapa: Pasar a otros sistemas inductivos.

Restringiéndonos a la primera etapa, nos hemos planteado los siguiente objetivos:

a) Terminar de confirmar el modelo evolutivo de Razonamiento Inductivo

Numérico tanto en niveles superiores como inferiores a la Educacion Prima-

ria. Con la consideracion de la generalizacion aritmética , el paso al dlgebra

y al infinito para los niveles superiores.

b) Introducirnos en estructuras numéricas como los nimeros relativos, racio-

nales y reales

¢) Completar los perfiles en Razonamiento Inductivo Numérico y Algebraico

de los diferentes niveles.

7. INVESTIGACIONES EN CURSO DE REALIZACION

A continuacion exponemos brevemente las investigaciones en curso de rea-
lizacion. En su mayor parte estan terminando la primera fase o iniciando la
segunda, por lo que esperamos obtener resultados de aqui a un par de anos.

1) Andlisis del Razonamiento Inductivo Numeérico a partir de series numéri-

cas naturales complejas.

El objetivo fundamental de este trabajo es el de determinar estrategias y
procedimientos de descubrimiento de regularidades numéricas utilizados por
los escolares de Educacion Secundaria y estudiar su desarrollo, determinando
una escala que discrimine evolutivamente a los alumnos.

En Educacién Secundaria el curriculum en aritmética se orienta mas al Alge-
bra que a profundizar en una aritmética avanzada del namero, por ello se plan-
tean a los alumnos tareas de continuar series cuyos criterios no son elementales.

2) Evolucion del Razonamiento Inductivo Numérico en las sucesivas amplia-

ciones del campo numérico.

En la ensenanza de la aritmética del nimero natural se omite el nimero
natural relativo, lo que aumenta considerablemente el problema de compren-
sion en el aprendizaje de los nimeros enteros.
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A partir de situaciones de induccion en situaciones relativas simples, que
son situaciones en las que intervienen tres medidas referidas a una misma
magnitud, de las cuales una de ellas es una medida natural relativa (Gonzalez,
1995), se pretende evaluar la evolucion del Razonamiento Inductivo Numérico
considerando los nimeros naturales, los naturales relativos y los nimeros
enteros.

3) Razonamiento Inductivo Numérico en la transicion de la Aritmética al

Algebra.

Considerando que en el paso de la aritmética al algebra se producen dos
fenémenos basicos como son la generalizacion de las propiedades aritméticas y
un cambio de representacion desde un lenguaje natural a un lenguaje simboli-
co-algebraico, se pretende caracterizar el proceso cognitivo de generalizacion
de series numéricas, desde el descubrimiento de criterios hasta la generalizacion
algebraica de los mismos mediante sus términos generales.

4) Relaciones Logicas-ordinales entre los términos de la secuencia Numérica

en nifios de 3 a 6 afios.

Se confrontan dos planteamientos clasicos como son el modelo piagetiano,
que se preocupa fundamentalmente de la madurez cognitiva, y el enfoque de
procesamiento de la informacion, que favorece la precocidad y la cuantificacion
de lo adquirido.

Desde la perspectiva piagetiana se considera la secuencia numérica sobre la
base de la estructura operatoria de seriacion (Piaget y Szeminska (1941), Flavell
(1982), Kamii (1982), Fuson (1988).

Desde el modelo de integracion de habilidades o procesamiento de la infor-
macion se considera la secuencia numérica como una componente del conteo
(Siegler y Robinson (1982), Fuson (1982, 1985, 1988), Fuson y Hall (1986), Gel-
man y Gallister (1978), Richards y Briards (1982), Wagner y Walters (1982), Saxe
( 1977, 1981, 1989), Song y Ginsburg (1988), Klahr y Wallace (1976), Sofhian
(1977), Acredolo (1982).

Teniendo en cuenta los trabajos correspondientes a los dos planteamientos
anteriores, nuestra investigacion esta centrada en el estudio del establecimiento
de relaciones ordinales en la secuencia numérica. Trabajamos con niflos que
dominan parcial o totalmente el conteo o recitado de la secuencia numérica
para poder determinar la evolucién de las relaciones ordinales.

5) Usos y significados del signo igual en Aritmética y Algebra.

A partir de un estudio de los usos y significados de la igualdad y del signo
igual en la vida cotidiana, en los libros de texto, en Logica y Matematicas, se
pretende investigar la evolucién de la igualdad en los escolares desde las prime-
ras identidades numéricas hasta las identidades algebraicas, pasando por las
transformaciones aritméticas.

Este trabajo ha surgido por necesidad para interpretar ciertas relaciones in-
ductivas planteadas en las investigaciones anteriores. No es un trabajo en razo-
namiento Inductivo Numérico pero si de interés para interpretar perfiles cogni-
tivos en los diferentes niveles de Razonamiento Inductivo Numérico.
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