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RESUMEN

La importancia de los sistemas de representacion a la hora de abordar la
comprension sobre un tépico matematico es hoy ampliamente reconocida en
nuestra comunidad de Educacion Matematica. El presente trabajo recoge los
esfuerzos de nuestro grupo de investigacion en Pensamiento Numérico por
sistematizar, operativizar y poner en practica una serie de ideas en torno a
este tema. En lo que sigue, expondremos nuestro punto de vista sobre cuestio-
nes ontoldgicas, psicolégicas y didacticas en torno a las representaciones y la
comprension. Asimismo, ilustraremos como hemos puesto en practica dichas
ideas en algunas de nuestras investigaciones y qué resultados hemos obtenido.
Finalizaremos con algunas reflexiones y cuestiones pendientes para el futuro.

1. INTRODUCCION

Desde la década de los 80, las ideas en torno a las representaciones y a los
sistemas de representacion han ido ganando terreno a la hora de abordar el
estudio de la comprension en matematicas y se han consolidado como herra-
mienta util a tal efecto. Dentro del grupo de investigacion Pensamiento Numé-
rico hemos venido trabajando en este campo durante aproximadamente una
década, aplicando el resultado de nuestros esfuerzos al estudio de la compren-
sion de distintos sistemas numéricos y cuestiones afines.

En mi intervencion en este seminario trataré de poner de manifiesto algunas
de las posturas de nuestro grupo sobre el tema de la Representacion y la Com-
prension; en particular, sobre varias de las cuestiones que Luis Rico ha dejado
abiertas a modo de introduccion. Nuestro marco tedrico ha tenido en cuenta las
nociones de representacion y sistemas de representacion tratadas por Janvier et
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al. (1993) y Kaput (1987, 1992), el anilisis semidtico de Duval (1993, 1995), los
trabajos de Hiebert et al. (1986, 1992) y de Sfard (1991) sobre conocimiento mate-
matico y comprension, y la teoria de los campos conceptuales de Vergnaud (1990).

2. CUESTIONES ONTOLOGICAS Y PSICOLOGICAS

Cuando hablamos de representacion surge, casi de inmediato, la dualidad
representante-representado. Parece que en la nocidon misma de representacion
se halla implicita la existencia de algo a lo cual ésta representa. Y asi, podriamos
postular la existencia de dos mundos: el mundo de los objetos representantes y el
mundo de los objetos representados. En nuestro caso, los objetos representantes
serian los objetos matemadticos, de los cuales podriamos preguntarnos de donde
surgen, donde se ubican, qué objetividad tienen, etc.

Quisiera hacer notar aqui que el planteamiento ontolégico no es absoluta-
mente necesario a la hora de trabajar con las representaciones. Podriamos sim-
plemente contemplar la cuestion en su aspecto psicologico y concentrarnos, a la
hora de estudiar la comprension, en tratar de explicar la efectividad de la mente
humana para manejar ideas y procesos extremadamente sofisticados, tanto con-
cretos como abstractos. Y podriamos postular aqui, de nuevo, la existencia de
dos mundos: un mundo de operaciones mentales, que es siempre hipotético, y
un mundo de operaciones fisicas, en el que se incluyen las operaciones con
sistemas de notacion. No serfa necesario entonces aludir explicitamente a la
existencia de objetos o conceptos matematicos a los que se refieran nuestras
operaciones mentales o fisicas.

La discusion de si es pertinente postular la existencia de conceptos matema-
ticos en un mundo aparte de la actividad cognitiva de los sujetos (cuya aprehen-
sion seria el fin dltimo de dicha actividad) o si, por el contrario, s6lo deberiamos
referirnos a esquemas de operaciones y redes de significados tomados como
compartidos por sujetos que hacen matemadticas -y que se ponen de manifiesto
parcialmente en situaciones determinadas- ha sido objeto de largo debate. Per-
sonalmente, me resulta dificil inclinarme por una u otra opcion (incluso cuando
pienso en qué supuesto objeto matematico corresponderia a mis esquemas so-
bre diversos aspectos del nimero real, los cuales se activan de forma parcial
dependiendo de las demandas de circunstancias concretas).

Sin embargo, a efectos practicos, hemos considerado util referirnos a objetos
matemadticos -y mds concretamente, a conceptos y estructuras numeéricos- como
un constructo tedrico que nos sirve de punto de partida a la hora de determinar
los significados y usos que podemos observar en relacion con los mismos, y que
se ponen de manifiesto a través de los sistemas de representacion. No entramos
en las cuestiones de la existencia o no de un mundo aparte de objetos matema-
ticos y de la fidelidad con que se representaria dicho mundo, sino que, al posi-
cionarnos, adoptamos el punto de vista de las modernas teorfas de la ciencia y
nos preocupamos Unicamente por cuestiones de utilidad, coherencia, capacidad
de explicacion y acuerdo intersubjetivo.
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Llegados a este punto, nos establecemos a nivel psicologico, y retomamos la
distincion entre un mundo mental (interno) y un mundo fisico (externo) para
los sujetos. Dentro del mundo mental de la persona, siempre hipotético, situa-
mos las llamadas representaciones internas, las cuales se refieren a las operacio-
nes y estructuras mentales y a las concepciones' de los objetos matematicos a
los que aludimos en el parrafo anterior.

Dentro del mundo fisico situamos las estructuras fisicas y las llamadas repre-
sentaciones externas, que corresponden a los sistemas de notaciéon o sistemas
semidticos. Entendemos por ello sistemas de reglas para identificar o crear sus
caracteres, operar sobre ellos y determinar relaciones entre los mismos. Los
caracteres no tienen por qué ser cadenas de letras o digitos, sino que pueden
incluir graficos y diagramas, o incluso objetos fisicos como bloques, regletas,
piezas de puzzles, etc; ademds, los tipos de accion pueden variar segin la
naturaleza particular del sistema empleado.

Dejamos de lado la cuestion de si las representaciones internas son necesa-
rias o prescindibles; son ttiles para nosotros como constructo teérico por cuan-
to dichas representaciones y las actividades cognitivas asociadas a las mismas
nos permiten dotar de significado a las actividades de los individuos manifesta-
das a través de los sistemas de representacion externos. Y viceversa, realizamos
acciones sobre las representaciones externas en un intento de aprehender signi-
ficados, los cuales son de naturaleza interna.

A continuacion, describimos una serie de actividades asociadas a los siste-
mas de representacion, las cuales nos permitirin caracterizar nuestra nocion de
comprension posteriormente.

DD La formacidn de representaciones identificables en un sistema dado. Im-
plica una seleccion de rasgos y datos en el contenido que se quiere
representar. Debe respetar unas reglas cuya funcion es asegurar las con-
diciones de identificacion y reconocimiento; se trata de reglas de confor-
midad no de reglas de produccion efectiva de un sujeto. La enunciacion
de una frase, la elaboracion de un texto, el diseno de una figura geomé-
trica, la escritura de una formula son ejemplos de actividades matemati-
cas, que reflejarfan actividades cognitivas asociadas a sistemas dados de
representacion.

ID La transformacion dentro de un sistema de representacion. Debe respe-
tar unas determinadas reglas sintacticas, con o sin referencia a significa-
dos exteriores.

I1D) La traduccion entre sistemas de representacion. Bajo esta accion, es po-
sible conservar la totalidad o s6lo parte del contenido, o ampliar el con-
tenido de la representacion inicial. De cualquier forma, la traduccion
supone la coordinacion entre distintos sistemas de representacion.

1. Utilizaremos los nombres “concepto” u “objeto matematico” cuando nos refiramos a una idea
matematica en su forma “oficial” —como un constructo teérico dentro del “universo formal del
conocimiento ideal”. Para referirnos a toda la red de representaciones internas y asociaciones evo-
cadas por el concepto —la contrapartida del concepto en el universo interno y subjetivo del conoci-
miento humano—utilizaremos la palabra “concepcion” (Sfard, 1991; p. 3).
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IV) La cristalizacion o consolidacion de relaciones y/o procesos en objetos
conceptuales o “entidades congnitivas”, los cuales pueden ser utilizados
en relaciones o procesos en un nivel de organizacién mas elevado.

V) La modelizacion. Este tipo de actividad incluye la construccion y prueba
de modelos matemdticos. Supone una traduccion entre aspectos de si-
tuaciones y sistemas de representaciones.

Nuestra nocion de comprension asume que el conocimiento se caracteriza
por ser rico en relaciones. Puede pensarse como una membrana conectada de
conocimientos, una red en la que las relaciones de conexion son tan importan-
tes como las piezas discretas de informacion. Partiendo de la posicion que he-
mos establecido anteriormente, suponemos que el conocimiento se representa
internamente, y que esas representaciones internas estan estructuradas. La com-
prension de un concepto consiste entonces en el modo y grado de integracion
en la estructura de conocimientos de un sujeto:

“Una idea, procedimiento o hecho matematico es comprendido si
forma parte de una red interna. Mas especificamente, las matematicas
son comprendidas si su representaciéon mental forma parte de una red
de representaciones. El grado de comprension viene determinado por
el namero y la fuerza de las conexiones. Una idea, procedimiento o
hecho matematico es comprendido a fondo si se liga a redes existentes
con conexiones mas numerosas 0 mas fuertes” (Hiebert y Carpenter,
1992; p. 67).

Por tanto, podemos afirmar que se ha producido la comprension de un
concepto por parte de un sujeto cuando éste manifieste que ha enriquecido sus
redes internas de conocimiento. Y esta manifestacion sélo puede hacerse a
través de los sistemas de representacion y mediante las actividades asociadas a
los mismos. Observando el dominio que el sujeto presenta a este nivel podemos
inferir algo acerca de su organizacion mental interna y del grado de estructura-
cion y la riqueza de la misma, la cual permitiria caracterizar diversos niveles de
comprension para un concepto determinado.

3. CUESTIONES DIDACTICAS

Una cuestion diddctica fundamental es la escasez de variedad en actividades
relacionadas con los sistemas de representacion que se han venido realizando
en el sistema de ensenanza tradicional. Por lo general, s6lo se suelen tener en
cuenta las dos primeras actividades cognitivas mencionadas en el apartado pre-
cedente; una vez que se dominan las actividades de identificacion y transforma-
cion dentro de distintos sistemas de representacion, se ha venido considerando
que el resto de las actividades se dominan espontidneamente. En lo que sigue,
veremos que esto no es asi e intentaremos dar algunas razones para ello. La
repercusion que puede tener para la comprension de los conceptos matemati-
cos se sigue directamente de la definicion dada en el apartado precedente.
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3.1. SOBRE LA TRADUCCION ENTRE DISTINTOS SISTEMAS DE REPRESENTACION

Algunos de los bloqueos y obstdculos para la mencionada comprension sur-
gen de la imposibilidad de representar mediante un cierto sistema aspectos de
un concepto que solo pueden ser expresados mediante otros; esto es, de la
irreductibilidad entre sistemas de representacion. El interés de la traduccion
entre los distintos sistemas de representacion de un concepto para lograr una
coordinacion entre los mismos tiene varios motivos. Por una parte podemos
referirnos a una economia de tratamiento, ya que hay facetas de un concepto
que un determinado sistema de representacion puede poner de manifiesto con
mas claridad que otros. También hay acciones ligadas a un concepto en cues-
tion que pueden llevarse a cabo con mas facilidad utilizando uno de sus siste-
mas de representacion en detrimento de los otros. Asi, la existencia de varios
sistemas de representacion permite cambiar de registro y, de este modo, trabajar
de la manera mas econdmica y mas potente en cada caso.

Por otra parte, también existe una complementariedad de los sistemas, ya
que una vez elegido un sistema de representacion para un contenido, se impo-
ne una seleccion de algunos elementos significativos o de informacion del con-
tenido que se representa; esta seleccion se hace en funcion de las limitaciones y
las posibilidades del sistema elegido. Esto quiere decir que toda representacion
es cognitivamente parcial en referencia a lo que ella representa y que de un
sistema de representacion a otro no son los mismos aspectos de un contenido
los que se representan. Los sistemas de representacion pueden dividirse en los
siguientes grupos: digitales y analégicos, analiticos y visuales, o simbdlicos y
graficos. En toda tarea de pensamiento estan presentes ambos, y la proporcion
entre uno y otro no solo varia con la tarea o el aspecto que se quiera mostrar,
sino también con las caracteristicas de los sujetos, que pueden mostrar mayor
habilidad o preferencia para uno u otro.

Por ultimo, nos referiremos a la necesidad de coordinacién e integracion de
registros de representacion para la conceptualizacion. Como continuacion de la
idea anterior, si cada sistema de representacion ofrece una consideracion parcial
para un concepto, el cruce de representaciones relativas a ese concepto mejora
la informacion sobre el mismo; pero esto plantea mayores dificultades para el
sujeto que estd aprendiendo tales conceptos.

3.2. SOBRE LA CRISTALIZACION

El siguiente paso, después de que el alumno haya interiorizado distintos
sistemas de representacion de un concepto y se haya familiarizado con las rela-
ciones dentro de los mismos y entre los mismos, es el de la cristalizacion de las
relaciones y/o procesos aprehendidos en objetos conceptuales. Estos objetos
funcionan como entidades cognitivas que pueden ser utilizadas en procesos o
relaciones de un nivel de organizacion mas elevado. De esta manera, las redes
conceptuales no sélo crecerian horizontalmente, fortificando y enriqueciendo
conexiones, sino que crecerian también verticalmente, de un modo jerdrquico, a
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través de estructuras cada vez mas potentes que incluyen y permiten organizar
a las anteriores.

La coordinacion de distintos sistemas de representacion de un concepto jue-
ga un papel fundamental aqui, aunque la cristalizacion supone un salto mas
alla, un salto en el que varias representaciones de un concepto pasan a ser
unificadas semanticamente por un constructo abstracto, puramente imaginario.

El potencial de los nombres, simbolos, graficos y otros sistemas de represen-
tacion en la cristalizacion dificilmente puede sobreestimarse. A juzgar por la
historia, en numerosas ocasiones la cristalizacion de conceptos ha estado ligada
a los sistemas de representacion. Por ejemplo, la introduccion de la recta numé-
rica puede considerarse como un paso definitivo para la conceptualizacion de
los ndimeros negativos, lo mismo sucede con la ampliacion del sistema decimal
de numeracion para incluir las fracciones decimales, en el caso de los nimeros
irracionales, y con la invencion de lo que hoy conocemos como el plano Argand
para considerar a los nimeros complejos como objetos matematicos legitimos.
Parece razonable esperar que las representaciones puedan jugar un papel simi-
lar en el aprendizaje individual. Esta hipotesis, sin embargo, requiere un mayor
trabajo empirico para ser corroborada.

3.3. SOBRE LA MODELIZACION

Por ultimo, la modelizacion presenta un aspecto distinto de la utilizacion de
sistemas de representacion. Hasta ahora nos hemos referido a aspectos que
tienen que ver con la construccion de significados a través del uso de represen-
taciones ya establecidas. Sin embargo, cuando intentamos usar las matematicas
en situaciones de la vida real, los procesos que ponemos en juego implican la
necesidad de hacer descripciones simbolicas de situaciones que ya son signifi-
cativas de por si. También aqui el dominio con los sistemas de representacion es
clave para realizar con éxito este tipo de actividad matematica.

Asi, cuando los estudiantes desarrollan modelos para describir situaciones y
dinamicas de la vida real, usualmente lo hacen utilizando una amplia variedad
de representaciones que interactian unas con otras y muchas de las cuales
conllevan diagramas y graficos e incluso sistemas de notacion introducidos e
inventados por los propios estudiantes.

En general, cuando se produce una descripcion inicial de la situacion que
serd modelizada, puede haber una combinacion de palabras habladas, simbolos
escritos, dibujos o diagramas. Pero, en cada caso, la representacion tiende a
organizar y simplificar la situacion de manera que sale a la luz informacion
adicional y, de esta forma, la atencion puede dirigirse hacia patrones y regulari-
dades subyacentes que pueden, a su vez, producir un cambio en las concepcio-
nes. Esta nueva informacién a menudo crea la necesidad de una descripcion
mas refinada y elaborada, la cual tiende a hacer posible otro ciclo en el que
vuelve a salir a la luz informacién adicional. Por tanto, en la construccion de un
modelo matemadtico, los sistemas de representacion internos y los externos inte-
ractian y evolucionan en ciclos que se suceden hasta que la correspondencia
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entre el modelo y lo modelizado le parece al sujeto o sujetos suficientemente
potente para producir los resultados deseados sin mas adaptaciones.

Esta necesidad de una estabilidad conceptual cada vez mayor es fundamen-
tal para la progresiva diferenciacion e integracion de sistemas conceptuales rele-
vantes; los sistemas de representacion externos son imprescindibles, tal como se
ha descrito, para que el proceso se lleve a cabo. Mas atn, las habilidades mate-
maticas que se han senalado pueden llevar a los estudiantes mds alla de pensar
mediante el uso de una representacion o un sistema de representacion dados
para desarrollar un pensamiento critico y ser capaces de evaluar los puntos
fuertes y débiles de sistemas de representacion alternativos.

4. EJEMPLIFICACION DEL USO DE LAS REPRESENTACIONES PARA
CARACTERIZAR COMPRENSION DE LOS ESTUDIANTES EN
NUESTRAS INVESTIGACIONES

Dentro del grupo de investigacion Pensamiento Numérico se han venido rea-
lizando trabajos que tienen en comun el interés por poner de manifiesto la plura-
lidad de los sistemas de representacion mediante los que se expresan las estructu-
ras numéricas. Cada sistema numérico, como complejo de entes, relaciones y
operaciones, necesita de la coordinacion de distintos sistemas de representacion
para expresar aspectos esenciales de su estructura. En lo que sigue, ejemplificare-
mos como hemos trabajado este tipo de actividad con los alumnos en dos de
nuestras investigaciones, en las cuales las representaciones grificas han ocupado
un lugar relevante paralelamente con las representaciones simbolicas. Mostrare-
mos las potencialidades y las dificultades que hemos observado en la coordina-
cion de sistemas de representacion en estructuras numeéricas y en otras activida-
des tales como la identificacion de representaciones y la cristalizacion.

4.1. EXPLORACION DE PATRONES NUMERICOS MEDIANTE CONFIGURACIONES
PUNTUALES CON ALUMNOS DE SECUNDARIA

Este trabajo se centro en el estudio de las sucesiones de nimeros naturales,
lineales y cuadraticas, mediante el empleo de tres sistemas de representacion:
figurativo (configuraciones puntuales), simbélico estructurado (sistema decimal
de numeracién) y operatorio (desarrollos aritméticos). Se pretendi6 incidir en
los patrones de formacion de secuencias, tanto puntuales como numéricas.

Por lo que respecta a la identificacion de representaciones y a las actividades
correspondientes a transformaciones dentro de un mismo sistema de represen-
tacion, los escolares con los que se trabajo (primer ciclo de secundaria: 12-14
anos) admitieron sin dificultad el sistema de representacion puntual para los
numeros naturales y lo utilizaron adecuadamente, trabajando con diferentes
modelos geométricos y enunciaron una gran riqueza de relaciones para nime-
ros triangulares y cuadrados.
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Con respecto a la coordinacion entre distintos sistemas de representacion,
estos alumnos establecieron argumentos que conectaban el patrén geométrico y
su correspondiente patron aritmético a través de las representaciones puntuales.
La economia de tratamiento se puso de manifiesto cuando sus trabajos mostra-
ron que, de los tres sistemas empleados en la representacion de nimeros, la
configuracion puntual es el mds intuitivo debido a su caricter grafico, lo cual
permite un tratamiento y analisis visual de la estructura de una cantidad.

Sin embargo, este sistema adquirié su mayor potencia cuando se trabajo
conjuntamente con los desarrollos aritméticos y la notaciéon decimal usual.
Una configuracion puntual completa su sentido cuando se emplea como vi-
sualizacion de un determinado desarrollo aritmético de un ndmero, o familia
de nameros concretos. Esto ilustra la complementariedad de los sistemas de
representacion, que requiere el apoyo continuado y alternado entre unos y
otros -especialmente entre los de tipo grafico y los de tipo simbdlico- para
lograr el dominio de ellos, tal como para andar requerimos usar coordinada-
mente nuestras dos piernas.

En la investigacion que nos ocupa surgieron también dificultades a la hora
de coordinar los tres sistemas de representacion que se manejaron. Tal como
senalamos en apartados precedentes, la dificultad estriba en que cada uno de
estos sistemas de representacion ofrece una consideracion parcial de las
sucesiones a las cuales representan y del término general de las mismas. Asi,
cuando se pide obtener el término general de una sucesion, lo que se pide es
encontrar -mediante la notacion algebraica- una expresion general de la
estructura comuin de todos los términos. Esta pregunta no puede ser respondida
desde el sistema decimal de numeracion, ya que, en este sistema, cada término
viene dado por un simbolo tGnico y no se considera su estructura compartida;
de ahi que la respuesta mas comin que se encuentra es N, que es un simbolo
Unico y representa “un término general”. En la representacion mediante
configuraciones puntuales si se aprecia la estructura comin, pero el cardcter
concreto de tales representaciones dificulta la obtencion de un término genérico.
S6lo mediante los desarrollos aritméticos es posible generalizar los términos
de una sucesion. Sin embargo, tal como ya vimos, el cruce de representaciones
relativas plantea dificultades de integracion de las mismas. En los alumnos de
este estudio se aprecié una integracion muy débil entre los tres sistemas de
representacion para expresar la nocion de término general de una sucesion.
Muy pocos identificaron el término general con la estructura operatoria comin
que comparten los términos de una secuencia, cuya notacion mas adecuada
viene dada por el desarrollo aritmético. La comprension de los escolares de
12-14 anos sobre la nocion de término general fue priacticamente inexistente
dado que no se aprecio estructuracion entre las representaciones mentales
correspondientes a los diferentes sistemas de representacion utilizados. Sélo
unos pocos estudiantes, que integraron total o parcialmente los tres sistemas,
dieron muestras de un cierto dominio de la nocion de término general de una
sucesion. El salto a la cristalizacion, en el cual las distintas representaciones se
unifican semanticamente en una nocion abstracta, se revela una vez mas como
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problematico de dar para una gran mayoria de los alumnos, al menos en los
primeros intentos de integrar representaciones.

4.2. INTRODUCCION DEL CONCEPTO DE NUMERO REAL EN SECUNDARIA

En el segundo trabajo que presentamos se realizo un estudio de la intro-
duccion de los conceptos de nimero irracional y nimero real en secundaria.
Dicha introduccion tuvo lugar en un curso de estudiantes de 14-15 anos y en
ella jugaron un papel fundamental los distintos sistemas de representacion de
los nimeros reales: el sistema de notacion decimal y la notacién operatoria de
los reales, dentro de las notaciones simbolicas, y el modelo de la recta, junto
con la medida de longitudes en el terreno de las representaciones graficas.

En cuanto a la identificacion y el manejo de sistemas de representacion,
nuestros alumnos mostraron comprension del significado de los digitos en el
sistema de notacion decimal y algunas dificultades a la hora de interpretar sig-
nos graficos. Asi ocurrié con los significados atribuidos al concepto de punto,
segmento o linea, en los que salio a la luz la confusion entre aspectos empiricos
y tedricos de las representaciones graficas, y cuya aclaracion resulté fundamen-
tal para la comprension de la existencia de longitudes inconmensurables.

Por lo que respecta a la traduccion entre distintos sistemas de representa-
cion de los reales y a la coordinacion entre los mismos, pudimos observar
como nuestros estudiantes llegaron a dominar relaciones de complementarie-
dad y economia de representaciones, pasando adecuadamente de unas a otras
cuando la ocasion lo requeria. Asi, fueron capaces de recurrir a la notacion
fraccionaria de decimales periddicos cuando el fin era realizar operaciones
aritméticas con ellos, o viceversa, cuando se trataba de ordenarlos, asi como
de utilizar pertinentemente las notaciones operatorias para pasar a las repre-
sentaciones geométricas y, de este modo, argumentar que determinados deci-
males no periddicos podian representarse exactamente.

No obstante, como sucedi6 en la investigacion anterior, el hecho de que
cada representacion de los reales dé cuenta de aspectos parciales del concep-
to en cuestion provoco dificultades a la hora de integrarlas. Asi, pudimos
observar la resistencia de varios alumnos a considerar como equivalentes re-
presentaciones de los nimeros reales que presentan facetas distintas y exclu-
sivas de cada una. Un punto clave aqui es llegar a admitir que un decimal
infinito puede ser “igual exactamente” a su notaciéon operatoria correspon-
diente (fraccion, si éste es periodico, raiz cuadrada, etc.) y también que un
decimal infinito pueda corresponder a la medida de una longitud finita y bien
delimitada. No todos los alumnos parecen dispuestos a admitir esto de buen
grado, aunque el hacerlo facilita el paso siguiente de la cristalizacion de con-
ceptos como numero irracional y nimero real.

Un considerable progreso hacia la mencionada cristalizacion se produjo a
través de los reiterados intentos por dotar a los decimales no periddicos de un
estatus de objeto actual, trascendiendo asi su consideraciéon como mero pro-
ceso operatorio o como una secuencia de digitos imposible de controlar -en
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cualquier caso como un proceso infinito-, en lugar de cémo un objeto mate-
matico, susceptible de ser manipulado y utilizado. Fruto de estos intentos fue
el que algunos estudiantes aglutinaran a determinadas longitudes inconmen-
surables con la unidad- tales como las correspondientes al Numero de Oro, a
p y a raices cuadradas- y les asociaran el término “proporcion”. De esta forma,
distinguieron una clase especial de entre todos los decimales infinitos, corres-
pondientes a lo que ellos llamaron proporciones, diferente de aquellos otros
decimales infinitos que eran periddicos o que tenian cifras arbitrarias.

Nuestros alumnos dieron asi el primer paso de un proceso en el que surge
un nuevo objeto matematico, separado del proceso que le dio origen, y que
empieza a derivar su significado de ser miembro de una determinada catego-
ria. Es esta categoria la que otorgard, al consolidarse, su estatus de existencia
definitivo al nuevo concepto matematico. Si bien los estudiantes con los que
trabajamos estaban lejos de tener una conceptualizacion solida de los nime-
ros reales, consideramos un logro que el trabajo didactico con los sistemas de
representacion diera lugar, de forma natural, a que surgiera en la comunidad
de la clase este tipo de cristalizaciones o consolidaciones.

Para una consideracion mas especifica de estas investigaciones -en las que
puedan observarse con profundidad las descripciones de los distintos sistemas
de representacion mencionados, asi como de las actividades asociadas a los
mismos que se trabajaron con los alumnos y los resultados obtenidos- remiti-
mos a las referencias de los trabajos de Castro, Rico y Romero.

5. CUESTIONES ABIERTAS

1) El hablar de “objetos matemadticos” o “conceptos” dentro de un universo de
conocimiento ideal me sigue resultando un tanto problematico. Concreta-
mente, en el caso de los conceptos numéricos, que son verdaderos siste-
mas y estructuras numéricas, no resulta facil la caracterizacion exhaustiva
de todos los entes, operaciones, y relaciones que constituyen dichas estruc-
turas. Es decir, no resulta ficil caracterizar estas parcelas conceptuales den-
tro del conocimiento ideal y toda la extension de sus campos semanticos,
los cuales vienen establecidos por sus distintos usos. Parece como si no
pudiéramos mds que realizar aproximaciones sucesivas en este sentido.
Estas aproximaciones a una caracterizacion exhaustiva vendrian mediadas
por la persona o personas que las realizan y, en ese sentido, siempre me
parecen susceptibles de ser ampliadas y enriquecidas.

Ahora bien, si atendemos a la idea de Fey (1990), de que la estructura de cada
sistema viene determinada por un grupo reducido de grandes y potentes ideas, si
que seria factible, y ademas necesario, contar con la delimitacion de éstas para
cudntas mas estructuras conceptuales mejor. El estudio de los sistemas de represen-
tacion de dichas estructuras puede seguramente ponernos en la pista de ctales son
esas claves. ;Qué otros parimetros necesitariamos? ;Existen procedimientos genera-
les que nos permitan acometer el trabajo para cualquier estructura conceptual?
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2) Una vez caracterizadas las estructuras conceptuales que seria deseable
que los alumnos aprendieran, lo cierto es que el Gnico medio que tene-
mos para lograr nuestro objetivo es el trabajo con situaciones didacticas a
través de sistemas de representacion. Asi, tendremos ocasion de observar
e interactuar con esquemas de operaciones y redes de significados mani-
festados a través de representaciones externas, normalmente dentro de la
comunidad de la clase. En este punto es esencial recordar que los siste-
mas de representacion son, en realidad, sistemas de comunicacion, me-
diante los cuales construimos y compartimos significados. ;Qué tipo de
comunicacion seria deseable establecer en nuestras comunidades de apren-
dizaje? ;Como podriamos utilizar los sistemas de representacion al servi-
cio de una comunicacion significativa, que promueva un progreso cogni-
tivo auténtico?

3) Dentro de las actividades asociadas a los sistemas de representacion,
hemos argumentado la importancia de todas ellas para lograr un dominio
de las ideas y estructuras matematicas representadas. En nuestros trabajos
empiricos hemos tratado ampliamente con las tres primeras, es decir con
la identificacion y formacion de representaciones, con las transformacio-
nes dentro de un mismo sistema de representacion y con la coordinacion
entre sistemas. También nos hemos acercado a la actividad de la cristali-
zacion, constatando su dificultad. Dada la importancia de la quinta activi-
dad, de modelizacion, tedricamente explicitada, serfa muy deseable con-
tar con estudios empiricos que nos permitieran ilustrar y profundizar en
este punto.
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