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Resumen

El bagaje cientifico de los investigadores en didéctica de las mateméticas incluye en
muchos casos algunos conocimientos de estadistica matemética. Sin embargo, la
distancia entre la estadistica matemética y la estadistica aplicada dificulta la aplicacion
de esos conocimientos. El objetivo de este seminario es facilitar la incorporacion de
herramientas estadisticas al trabajo de los investigadores en didéctica de las
mateméti cas.

A partir del establecimiento de unos conceptos bésicos: modelo, variable, contingencia,
significacién de una medida, condiciones del rechazo o aceptacion de una hipotesis,
etc., se presentan de una manera razonada algunos de los principales métodos
estadisticos aplicables.

En particular se describen algunas aportaciones que, dentro del andisis multivariante
de datos, se han realizado desde e campo de la didactica de las mateméticas, y més
concretamente e andlisis implicativo.

Se exponen con detalle la construccion de un sencillo test de hipétesis para tratar un
caso puntual surgido en el tratamiento de una encuesta 'y € andlisis de un resultado
concreto, obtenido através del andisisimplicativo.

Abstract

The scientific background of researchers in Mathematics Education includes some
knowledge of Mathematical Statistics. Nevertheless, the distance betwen Mathematical
Statistics and Applied Statistics is a handicap in order to apply that knowledge. The
purpose of this lecture is to provide researchers in Mathematics Education with tools
form Applied Statistics.

Based upon some basic concepts such as model, variables, contingency, significance of
ameasure, conditions of rejection or acceptance of a hypothesis, etc., some of the main
techniques in Applied Statistics will be presented in a reasoned segquence.

Contributions from the field of Mathematics Education to the Multivariate Analysis of
Data, such asimplicative analysis, will be specially described.

Furthermore, the lecture includes the detailed designing of a smple test of hypothesis
for a case which appears in the treatement of a particular item and the analysis of a
particular result obtained by Implicative Anaysis.

1. La estadistica en la I nvestigacion en Didactica de la Matematica
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¢ES necesaria la estadistica?

La didéctica de las mateméticas no dispone en genera actualmente de respuestas para
la mayor parte de las preguntas que se le plantean. Sin embargo, para fundamentarse
cientificamente, superando la mera opinién, tiene que poder formular hipotesis
correspondientes a esas preguntas.

Dependiendo del problema de investigacion y de los datos disponibles, sera adecuado
0 no €l uso de la estadistica. Por tanto, no se puede pretender que sea imprescindible.
Sin entrar en el fondo del debate metodoldgico, si que pensamos que en didéctica de
mateméticas se dan las condiciones necesarias para asegurar al maximo que, cuando se
utilice, se haga con un control y un conocimiento de los méodos estadisticos
utilizados.

¢Existen barreras también en didactica de las matematicas para una utilizacion agil
de la estadistica?

Quien hace una investigacion 0 mas en concreto una tesis en didéctica de las
matematicas, tiene la posibilidad de recurrir a expertos que le proporcionen las técnicas
estadisticas a aplicar para completar su trabajo. Pero creemos que, aln siendo a veces
muy necesaria la ayuda de expertos en estadistica aplicada —que es deseable que tengan
una buena formacién matematica—, €l investigador debe responsabilizarse al menos del
conocimiento y control de los métodos empleados.

A primera vista pudiera parecer que la formacion matemética que normalmente posee
el investigador en didéctica de las matematicas —que ha podido estudiar en su carrera
probabilidad y estadistica matematica con un ato nivel de formalizacién— le ha de
permitir abordar directamente € uso de los métodos estadisticos aplicados que le son
de interés. Sin embargo, la experiencia nos muestra que hay una gran distancia entre el
conocimiento tedrico y su aplicacion a problemas particulares y que normamente el
investigador no cuenta con una formacion préactica en la aplicacion de la estadistica.
Ademés, € crecimiento y la diversificacion de los métodos estadisticos en los Ultimos
afios ha sido tan espectacular, que es dificil para el no especialista mantenerse a dia en
las nuevas técnicas y posibilidades del andlisis de datos.

Por otro lado, la presentacion clasica de la estadistica inferencial, apoyada en una
construccion previa de la teoria de la probabilidad —presente en muchos manuales de
estadistica aplicada, como e excelente libro de Amon (1990)— se algja a veces de las
bases intuitivas y de las fuentes historicas de la estadistica, tan necesarias para la
comprension de los conceptos y para sus aplicaciones précticas.

Sin embargo, como veremos, es posible dar una introduccién intuitiva de las ideas
basicas en inferencia, necesaria para la comprension de los conceptos y para su
aplicacion préctica. Asi pues, no es absolutamente necesario seguir una exposicion
forma para ensefiar métodos estadisticos, existiendo buenos libros de estadistica
aplicada sin este enfoque.

Aportaciones desde la didactica de las matematicas
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Régis Gras (1992) propone "poner en marcha un dispositivo particular de recogida y
tratamiento de datos, susceptible de confirmar o invalidar las hipétesis
correspondientes a las preguntas que se plantean en didéctica de las matematicas y de
avanzar conclusiones’. EI mismo reconoce que es una estrategia muy ambiciosay que
no se puede aplicar efectivamente desde las primeras aproximaciones de |os fenébmenos
a observar y de los que surgen las cuestiones, pero "acaba imponiéndose
posteriormente si se quiere que las decisiones didacticas se apoyen en una estabilidad y
una pertinencia de las respuestas, ganando asi precision, vaidez y capacidad de
predecir".

Varias aportaciones en esta linea estratégica, como € andlisis a priori  de la
contingencia ideado por Brousseau o |os estudios de Pluvinage sobre los " cuestionarios
con modalidades' han enriquecido e bagage cientifico de la didéctica de las
matematicas. Un caso particular es € del andlisis implicativo de Gras (1996) a que nos
referiremos més adel ante con cierto detenimiento.

Objetivo de este Seminario

Més que exponer los pros y contras de los distintos métodos estadisticos, nuestro
objetivo es el de exponer de una manera sistematica un abanico metodoldgico lo mas
amplio posible. En e fondo, lo mas importante es que € investigador tenga un criterio
para decidir los métodos adecuados y conocer su alcancey sus limites.

Hemos dicho que la exposicién de métodos estadisticos sera "sistematica’, pero no
seguiremos la presentacion formal —como se ha visto, no sdlo por razones de espacio—,
sino que, entre las diferentes aproximaciones posibles, nos apoyaremos en Brousseau
(1993a).

2. Algunos principios generales del analisis estadistico

Con €l fin de establecer un minimo repertorio de conceptos necesarios para desarrollar
nuestros objetivos, describiremos algunos de ellos, siguiendo € trabagjo que acabamos
decitar.

El primer objetivo del andlisis estadistico es e de describir un conjunto de datos de
manera fiel y econdmica, es decir, dar un resumen. Pero estas dos condiciones son
bastante contradictorias, porque para ser fiel hay que dar toda la informacion y
entonces no hay tal economia.

La contingencia

La contingencia es todo 1o que es y podria no ser o podria ser de otra manera.
Considerar un hecho como contingente supone pues tener en cuenta que podrian haber
ocurrido otros hechos en su lugar y supone por tanto situarlo en un conjunto de hechos
posibles, es decir, en una estructura. En la practica, la contingencia esta constituida por
observaciones, datos recogidos, etc.

Lasvariables

Los datos recogidos tienen que estar estructurados a priori; es decir, tienen que
reconocerse, antes de cualquier tratamiento, como un objeto matematico de un cierto
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tipo. Cada hecho que se produzca se considerard como un "valor" tomado en un cierto
conjunto, llamado variable, en & que se han definido ciertas operaciones.

Las variables son pues estructuras y, por tanto, es importante identificar a priori la
estructura pertinente méas completa posible. Ejemplos de estructuras son las variables
nominales, ordinales, de intervalo, de razon...

Los restimenes o0 modelos

En la préctica, la contingencia, los datos, se representan mediante resimenes. Los
mejores resimenes son aquéllos que, a igua longitud, permiten recongtituir la
informacion inicial de la manera mas precisa. Esta reconstitucién exige que el receptor
conozca el codigo utilizado por el autor del resumen. Por otra parte, sera Util indicar la
fidelidad del resumen mediante una medida de su parecido a la contingenciainicial.
Pero representar la contingencia mediante sistemas mateméticos es también e objeto
de la modelizacion. Una misma contingencia puede modelizarse de distintas formas;
por gemplo, mediante una distribucion de probabilidad, una serie de relimenes o de
caracteristicas estadisticas. Los modelos habra que escogerlos de modo que
representen los datos o mejor posible.

Para Brousseau (1993a), "la estadistica matematica es el estudio de estos codigos, de
las distintas modelizaciones de la contingencia, de sus propiedades y de los métodos de
eleccion”.

Propiedades de |os modelos

En una primera aproximacion, € modelo debe:

- Representar bien |as observaciones (pertinencia).

- Constituir un resumen més simple que las observaciones (comunicabilidad).

- Permitir lo mejor posible la reproduccién del conjunto de las observaciones
(fidelidad).

- Permitir la comprension de los datos, es decir, poder situarlos con relacion a
modelos familiares, universales y, por tanto, poder compararlos con otros modelos
(inteligibilidad).

- Ser accesibles al control matemético (consistencia).

Ejemplos de model os pueden ser una funcion, unaley, etc.

3. Primera estrategia estadistica: situar una medida con relacion a una
distribucion

Sgnificacion de una medida

Con frecuencia vemos en articulos de investigacion (aln en revistas de reconocido
prestigio) hacer comparaciones de valores, de medias 0 de porcentajes y establecer
conclusiones sin tomar precauciones. También se puede ver como se adjudica el
carécter de "significativa' a una diferencia de valores, sin que se describa claramente e
criterio empleado. A lo més, se suele recurrir a tamafio de la muestra para relativizar la
solidez de la argumentacion, sin ir més alla de la intuicién. En lo que sigue, haremos
una aproximacion de la significacion estadistica, que permite tomar una decision sobre
s las diferencias encontradas se pueden explicar facilmente por la variabilidad aeatoria
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del muestreo, o bien s es muy raro que esos valores se hayan obtenido debido a esa
variabilidad (azar).

La significacion estadistica indica la rareza de un valor, 0 més bien la rareza de los
valores mayores (0 menores) que é; es decir, o que indica si ese valor es grande o
pequerio en las condiciones en las que se ha medido y bajo unas hipétesis determinadas
(0 sea, en relacion con un cierto modelo). La rareza relativa de un vaor serd la
proporcién de valores mayores (0 menores) que é en un cierto modelo. Habitualmente
Se expresa en procentgje y viene a ser la "significacion” de un valor; es decir, en una
perspectiva clésica, la probabilidad de obtener ese valor u otro mayor
(alternativamente menor) debido a la variabilidad aeatoria, en las condiciones de
medicién dadas y bajo un model o supuesto.

Evidentemente, para poder determinar la rareza relativa de un valor, la variable tiene
que ser a menos de carécter ordinal. En la figura 1 hemos reproducido un histograma
de frecuencias de una variable en porcentajes.

A
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Fig. 1

Frecuencias (%)
En e caso del histograma de la figura 1, un vaor que esté en la clase C1 es bastante
raro, puesto que a lo sumo hay un 5% mas pequefios que él; también un valor que
estuviese en la clase C7 seria bastante raro, porque a lo sumo habria un 5% mayores
que é. En ambos casos podemos medir larareza de ese valor, diciendo que ese valor
es raro 0 no se puede explicar por e azar, con una probabilidad del 95%. En
psicologia, por eemplo, se puede rechazar un modelo que proporciona una
distribucion en la que e vaor encontrado (la contingencia) es raro con una
probabilidad del 95%, pero en medicina, las probabilidades habitual mente utilizadas son
por 1o menos del 99,9%.
Para determinar la significacion de un valor o una diferencia de valores encontrados,
existen en la mayoria de |os casos pruebas o tests, que nos dicen cud es la probabilidad
de encontrar esos valores, para el tamario de la muestra utilizado.
Los tests de hipétesis
Para explicar un hecho dado, se elige un modelo de distribucion. La hipétesis nula
consiste en la declaracion "el hecho observado esta de acuerdo con el modelo”. En la
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literatura estadistica existen numerosos tests de hip6tesis aplicables alo distintos casos
gue € investigador se pueda encontrar. En estos tests se calcula e valor de un
estadistico de contraste cuya distribucién es conocida y que nos permite rechazar o
aceptar la hipétesis nula, segiin que dicho valor sea "raro" en esa distribucion o no, con
una probabilidad dada.
Condiciones del rechazo o de la aceptacion de una hipétesis
El rechazo y la aceptacion no congtituyen una aternativa; no rechazar un modelo no
quiere decir que se acepte. En efecto, puede ser que varios modelos estén lo
suficientemente préximos de la contingencia como para no rechazar ninguno, pero a
mismo tiempo seria absurdo aceptarlos todos con sus contradicciones. Por €l contrario,
no hay ningln inconveniente en rechazar varios modelos, ya sean compatibles o no
entre ellos.
El conocimiento cientifico debe pues fundamentarse en e rechazo de modelos y no en
Su aceptacion.
Losriesgos de rechazar o no un modelo
Desde & momento en que se acepta la idea de que la contingencia observada no es més
gue un gemplar extraido de un conjunto con muchos gemplares parecidos y que se fija
una probabilidad arbitraria para la decision, aparecen dos riesgos.

- € de rechazar un buen modelo del que la contingencia se algja accidentalmente,
que sellamaerror detipoI.

- e de no rechazar un ma modeo, porque ocasionamente et cerca de la
contingencia, que es el error detipo Il.
Todo modelo que no es rechazado puede "aceptarse” de manera hipotética, aungue no
se pueda establecer como verdadero. Hay pues que poner en pie una jerarquia de
preferencias en e conjunto de los modelos, en funcion de su verosimilitud. Pero seréa
preciso controlar estas decisiones y estos niveles de confianza arbitrarios bajo €
control de una teoria para poder controlar esos riesgos; ese es el objeto de la teoria de
ladecision.
Los procedimientos de la estadistica inferencial
Régis Gras (1992) resume la manera de proceder en la estadistica inferencial: a partir
de un muestreo de una poblacion, que hay que suponer que se ha efectuado mediante
pruebas independientes y de la misma distribucion:

- se gusta a la variable 0 a dos variables [...] una variable predictiva con una
finalidad de prediccion o de explicacion;

- se decide validar o invaidar juicios e hip6tesis de modelos mediante los Ilamados
tests de hip6tesis (esto Ultimo también en el caso de la estadistica no paramétrica). »
Las condiciones que legitiman estos procedimientos propios de lo que hemos llamado
"primera estrategia" son:
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- presuponer en la mayoria de los casos hip6tesis de normalidad de las variables, lo
que es dificilmente verificable y restrictivo (no es € caso para los métodos no
paramétricos);

- aceptar métodos largos y fastidiosos de cruce de variables 2 a 2;

- saber formular las hipdtesis nulasy

- diluir laindividuaidad de los sujetos en e muestreo. »

Sin embargo, estas condiciones no se satisfacen facilmente en € estado actua de la
didéctica de las mateméticas. Parece indispensable poder recurrir a otros métodos
digtintos para sintetizar y estructurar los datos y poder identificar las variables, los
factores implicados, sus relaciones, su jerarquia, etc.

El caso de la estadistica no paramétrica

Dentro de la estadistica clasica, |as técnicas no parameétricas se prestan especia mente a
tratar los datos de didacticay en general de ciencias de la conducta, puesto que en ellas
no se supone que los datos que se estan analizando se hayan sacado de una poblacién
distribuida de una determinada manera; por gemplo, de una poblacion distribuida
normamente. Sidney Siegel (1990) hace una exposicion amplia de los métodos no
paramétricos, acompafiada de gemplos, en la que se andizan las exigencias de la
estadistica paramétrica y no paramétrica. Guy Brousseau (1993b) desarrolla en un
volumen los tests no paramétricos mas utilizables en nuestro caso, en la misma
perspectiva que aqui hemos adoptado y con abundantes €jempl os, todos €llos referidos
ala didéctica de las matematicas.

La estadistica no paramétrica dispone de tests aplicables a distintos casos (como los de
Wilcoxon, Cochram, Kendal, etc.). Todos los paguetes estadisticos estandar
(Statgraphics, SPSS, BMDP, etc.) tienen incorporados los calculos no paramétricos.
Un test de hipétesis para un caso particular

Si no se dispone de tests ya confeccionados, 0 S no existen, se pueden crear pruebas
ad hoc, que a veces pueden ser muy simples, como la que exponemaos a continuacion.
En & gemplo correspondiente a la tabla 1, tomado de Lacasta (1995), se pasd un
cuestionario a 23 profesores de instituto, sobre diversas cuestiones relacionadas con €
papel de los gréficos cartesianos de funciones en la enseflanza. Se observd que en
algunas preguntas abiertas, se repetian algunos tipos de respuesta, que en latabla 1 se
han codificado con lasletras a, b, ¢, etc.

Nos encontramos por giemplo con que € 71,4% de los profesores (15 profesores de
los 21 que contestaron a esta pregunta) responden de la manera "a" (en concreto,
declaran que "a acabar el COU, los alumnos utilizan correcta y suficientemente los
gréficos cartesianos’).

Con una muestra de 23 profesores de instituto, no podemos pretender establecer
conclusiones para € conjunto de todos los profesores de instituto, pero si que nos
podemos plantear s ese conjunto de profesores se decanta claramente
("significativamente") por € "si" o por € "no". En particular queremos saber S ese
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71,4% puede haberse obtenido por azar o se agjatanto del 50% que es demasiado raro
gue ocurra por azar y, por tanto, refleja mas bien una tendencia clara por € "si".

Tipos de respuesta
C d

Profesores
pO1
p02
p03
p04
p05
p06
p0O7
p08
p09
pl1l0
pll
pl2
pl3
pl4
p15
pl6
pl7
pl8
pl9
p20
p21
p22
p23
Total| 15 10 14

N° de respuestas 21 21 17

Porcentajes| 71,4 47,6 82,4 52,9

Tabla 1
Tipos de respuestas de profesores a preguntas de un cuestionario
Naturalmente, s no hay una preferencia de estos 23 profesores por € "si" o por €
"no", € porcentgje de sies no tiene por qué ser exactamente del 50%; podra ser un
poco més (por g emplo, 52,9%), un poco menos (37,5%)... ¢Coémo definir un criterio
de decision para saber s existe 0 no un acuerdo entre los 21 profesores que han
contestado a la cuestion?
En este caso se tomd € proceso de decision como una distribucion binomia en la que
existian n = 21 decisiones "si" 0 "no", cuyas probabilidades, de no haber acuerdo, eran
p =g = 0,50. Lamedia de esta distribucién es (= np = 10,5y lavarianzaes [ 2= npq
= 5,25. Aproximando la distribucion a la normal, la probabilidad de obtener a menos
15 veces la misma respuesta es. P(X [115) = 0,025... Asi pues, no hay més que un

I P, | |

| P, | O |
| © 1 ©oo|d
| P, | O R|=—

PRPRRPRPRPPRPPRPRPPP|] POOCOORrRO]| OR|o
PRPPOOOOOOFrRROO| OFRPORRFREE | FO|T

PrRPRRPRRPRRPROORR | RPRERL]| RPOR |

HHolroororrool rr | oOr |
Kokl coccococo | rr | OOR |

N5 rr Il coororol or | coco |

37,5
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2,5% de probabilidad de obtener este valor por azar, luego este resultado es
significativo con una probabilidad del 95%.

Andogamente se puede calcular que e 37,5% de respuestas afirmativas (6 respuestas
de 16 que contestan) del tipo"f" (que consiste en una declaracion explicita de la
superioridad o de la necesidad del gréfico en la ensefianza, del tipo "una imagen vale
mas que mil palabras’ o similares) se produce por azar con una probabilidad: P(X [5)
=0,158... O sea, que hay aproximadamente hasta un 16% de probabilidad de obtener
por azar este valor, luego este resultado no es significativo con una probabilidad del
95% y no podremos argumentar que exista una tendencia clara de esos profesores a
hacer 0 ano hacer ese tipo de declaraciones.

La primera estrategia consiste en comparar la estadistica observada (datos, modelo,
medida de calidad) a la distribucién de la cual ha sido extraida y, cuando sea
preciso, decidir acerca de su interés en tanto que resumen, seguin la rareza relativa.

4. Segunda estr ategia estadistica: la eleccion del mejor modelo

Los métodos propios de esta segunda estrategia se suelen conocer como analisis de
datos, aungque ésta es una expresion que tiene distintos significados para algunos
autores. En ela se pueden llegar a englobar € andlisis multivariante, & andlisis
exploratorio o € andlisis cuditativo de datos (que a su vez puede ser también
exploratorio e inferencial, multivariante o0 univariante); incluso hay autores que
consideran la inferencia estadistica dentro del andlisis de datos. En lo que sigue,
nosotros nos referiremos preferentemente al andlisis multivariante.

Para Gras (1992) d andlisis de datos (que sitlia en una "ruptura epistemol6gica’ de la
estadistica) se distingue a la vez de la estadigtica inferencia y de la estadistica
descriptiva clasica. Su nacimiento histérico se debe alaformalizacion del agebralineal,
de la geometria y de las probabilidades y por otro, al hecho de que los ordenadores
permiten calculos rdpidos en estructuras complejas, sin tener que disminuir € tamafio
de lastablas de datos a tratar, y permitiendo al mismo tiempo representaciones variadas
de lainformacién obtenida.

En e andlisis de datos se asigna a conjunto de observaciones un conjunto de puntos,
entre los que se define una distancia. Esta idea permite adoptar un punto de vista
geométrico, lo que explica la potencia de este tipo de andlisis. El establecimiento de
una distancia abre pues nuevas posibilidades, entre otras, la de conseguir
representaciones gréficas que permiten visudizar los datos y, como vemos a
continuacion, la de controlar la calidad de un modelo.

Las distancias de un modelo a la contingencia

Para saber s un modelo es un buen representante de la contingencia, la segunda
estrategia estadistica consiste en representar la calidad de la representacién mediante
un ndmero, una medida de la calidad y, més concretamente, mediante una distancia
entre el modelo y los datos.

Para un tipo de distancia dado (euclidea, euclidea relativa, (02, etc.) € mejor modelo
sera aquél para e que se obtiene € valor més pequefio. Aungue muchas veces no es
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posible encontrar un modelo que sea con certeza Optimo, podemos decir en general
que €@ resultado de un andlisis estadistico serd € mejor modelo obtenido en su
categoria, junto con la distancia de este modelo a la contingencia. Esta distancia es
indispensable paraindicar la calidad del modelo propuesto.

El modelo se puede interpretar como la parte explicada de la contingenciay la distancia
como una parte que no se ha tomado en cuenta; por ello se la llama distancia
"residua"”.

¢QUué tipo de megjor modelo propone cada distancia en € estudio de la representacion
de un conjunto de nimeros por un NUMero?

La eleccion de las distancias

Segun las condiciones, existen distancias mas apropiadas que otras. Ya sea porque
tienen propiedades mateméticas mas interesantes, ya sea porque nos Sitdan en un
lengugje familiar al anadistao a destinatario del andliss.

Ejemplo: la distancia euclidea relativa

La distancia euclidea es la de nuestro espacio familiar y estamos acostumbrados a ella
para hacer comparaciones, pero la dimension del espacio es en este caso invariante. Sin
embargo, en estadistica, la dimensién de los vectores cambia con € tamafio del
conjunto de los datos. Como la distancia euclidea es una suma de términos positivos,
crece con € nuimero de términos. Asi pues se hace dificil comparar, por gemplo, la
calidad de un modelo para representar un conjunto de 10 valores, con la calidad de un
modelo que representa un conjunto de 1.000 valores.

Por tanto, se prefiere utilizar la distancia euclidea relativa, en la que la suma de las
diferencias cuadréticas esta dividida por € tamafio de la muestra (es decir, ladimension
del espacio). En € caso particular de la distancia entre un nimero y una variable
numérica (por gemplo, un conjunto de nimeros E = {x1, X2, X3, ...Xj, ..., Xn} Y un
nimero "a'), se pueden considerar esos "n" nimeros como las componentes de un
vector X = (X1, X2, X3, ...X, ..., Xn). Entonces, buscar un nimero que represente a
vector X consiste en buscar un vector constanteA = (a, 4, a, ..., 4, ..., & queesté ala
menor distancia posible de X. En estas condiciones, la distancia euclidea relativa es.

d (A X) = \/% (S (a- xi)z)

Lo mismo que con la distancia euclidea, e modelo que minimiza la distancia "d" es
también la media aritmética. A la distancia euclidea relativa se le llama desviacion
tipica y a su cuadrado varianza.

Ejemplo: la distancia de 02

Supongamos ahora que se tiene como modelo un conjunto de frecuencias tedricas o
esperadas, que proporcionan € vector E = (E1, E2, E3, ...Ej, ..., En) y que €

conjunto de las frecuencias observadas empiricamente (es decir, en la contingencia) da
el vector O = (01, O2, O3, ...0j, ..., Op). S se consdera en cambio que la
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aproximacion de "Ej" a"Oj" es tanto mejor cuanto pequefio sea (Ej - O;)2 respecto a
"Ej", se obtiene ladistancial de 02 del vector "E" a vector "O":

. 2
dE o)=[] 95" EiE')
La modelizacion estadistica
En forma smplificada, en lafilosofia del andlisis de datos, ala contingencia (lo que es,
pero podria no ser, la variabilidad) se opone la necesidad (las tendencias). |dealmente
las tendencias serian consecuencia | 6gica obligada de los hechos realizados.
Tedricamente, las tendencias se expresarian mediante reglas, leyes, teoremas,
relaciones establecidas, deducciones, explicaciones, razonamientos, caculos de
prevision...
Para construir un resumen de un conjunto de hechos, parece razonable y econémico
identificar todos los que ya estén determinados o casi (se les llama ligados) por otros
(Ilamados libres), con el fin de no comunicar mas que estos Ultimos, acompafiados de la
ley de produccion o de dependencias de |os primeros.
Cuando la estadistica debe rendir cuenta de diversas variables, nos hemos planteado s
la mejor estrategia es la de dar un modelo para cada una de dllas, incluso s es
locamente € mejor modelo posible. Nos planteamos ahora la cuestion de saber s no
seria mejor tener en cuenta las informaciones que algunas de las variables pueden dar
sobre otras, para disminuir € tamafio de un modelo Unico més general 0 aumentar su
inteligibilidad o su precision.
Asi pues, siempre hay que tratar de buscar modelos y clasificarlos. Siguiendo siempre
la primera estrategia, un estudio estadistico consistiria entonces, a la vista de la
contingencia, en proponer no solo un objeto matemético, o varios, encargados de
representarla —un resumen—, sino también un conjunto de relaciones organizadas en un
verdadero modelo, acompafiado de pardmetros que los determinen y que sirva para
discriminar en las observaciones o que es explicado por una regularidad o,
metaf oricamente, por una "necesidad".
Presentacion y tratamiento de los datos
La eleccién de la estructura a priori tiene su importancia, como se ha visto para
determinar € tipo de distancias utilizables.
En un caso bastante general, un conjunto de datos puede presentarse en forma de una
tabla (ver tabla 2) en la que las "n" lineas son los individuos observados y las "m"
columnas representan variables cuyos valores son las observaciones hechas en relacion
con esos individuos. Cada elemento de esa matriz es por gjemplo un nimero que puede
representar una medida, un rango, una frecuencia absoluta, una presencia 0 una
ausencia. En sentido estricto, esta matriz es la matriz de contingencia si los valores que
la constituyen son frecuencias absolutas.

1 Hay que advertir que, de hecho, esta férmula no satisface todos los axiomas de las
distancias, es mas bien un indice de distancia
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Variables
Individuos |V1 (V2 |V3 Vm
01
02
03
n
Tabla 2

El andlisis factoria (en las dos versiones que presentaremos brevemente més adelante)
permite e tratamiento de un cierto nimero de variables y/o de individuos Ilamados
suplementarios, que no entran a formar parte de la contingencia, pero cuya situacion
se puede determinar en relacion a la representacion de los individuos y variables
contingentes. El andlisis a priori antes citado consiste basicamente en €l control de las
dependencias de variables y/o individuos, independientemente de la contingencia. De
esta manera se puede saber s las dependencias puestas de manifiesto por € andisis
factorial son debidas a la contingencia o s estaban ya determinadas previamente. Un
desarrollo de este andlisis se encuentra en Brousseau y Lacasta (1995).
Entonces se puede considerar esa tabla ("n" individuos x "m" variables) de maneras
muy diferentes, por g emplo como:

a) Un conjunto amorfo de n x m puntos en R.

b) Un punto tnico de R"* ™ (el espacio sobre R de dimensién n x m).

c) m vectores de R" que representan las p variables.

d) n vectores de R™ que representan |as n observaciones.

e) unaaplicacion de R™ en R

) una aplicacion vectoria de R en R™X, etc.
Aplicando nuestro primer principio a la modelizacion de esta tabla, siguiendo estas
diferentes estructuras a priori, se engendran tipos de andlisis estadisticos distintos.
Algunos métodos del analisis de datos
El Andlisis en Componentes Principales (ACP)

En el caso general del punto d), los sujetos son puntos en e espacio R™, cuyos ges
representan cada uno caracteres observados. EI método consiste en buscar 1os planos
principales determinados por los ges de inercia'y e centro de gravedad de la nube,
para representarla seguin las mejores proyecciones, realizadas con la métrica euclidea.
Este andlisis permite ademés precisar en qué medida las variables estan correlacionadas
o ligadas entre dlas. En la interpretacion estadistica los ges principaes se llamaran
"factores principales’.

En teoria no se excluye utilizar el ACP para estudiar € punto de vista c), pero las
correlaciones entre los sujetos son mas delicadas de interpretar.

La calidad de la representacion se define en este método como el coseno del dngulo

formado por una observacion (un vector de R™) con su proyeccion sobre el subespacio
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de los ges factoriales que se consideren. Esto hace que las observaciones que estan
préximas a origen estén mal representadas.
El Andlisis Factorial de Correspondencias (AFC)

Sigue & mismo principio, pero la distancia utilizada es la de Dz, lo que permite tratar
mejor €l caso de una matriz de incidencia (variables dicotémicas).

Ademas los sujetos y las variables se pueden situar en un mismo espacio. De esta
manera es posible interpretar las proximidades de los sujetos entre ellos, la de las
variables entre ellas y las de los sujetos con las variables. Este andlisistrata alavez los
puntos de vistac) y d).

El AFC utiliza como datos tablas de contingencia (andlisis de correspondencias simple)
disyuntivas completas o de datos ordinales (andisis de correspondencias muiltiples).
Para el caso de tablas de contingencia se estudia la estructura de asociacién entre dos
variables cualitativas, permitiendo apreciar qué valores de cada una de las variables esta
asociado con cada valor particular de la otravariable.

En & caso de andisis de correspondencias mdltiple, se propone dar una
representacion geométrica, en general en un espacio de dimension grande, de una
distribucion conjunta de dos conjuntos. E (en general € conjunto de los sujetos) y V
(en genera € de variables o € de las modalidades de |as variables).

Cada uno de estos conjuntos E y V admite un espacio de representacion en € que los
puntos son los "perfiles’ de uno sobre € otro, traduciendo asi las relaciones, las

correspondencias entre E y V. Al estar estos espacios provistos de una distancia Dz,
diremos que dos sujetos estén tanto méas proximos cuanto mas parecido es su
comportamiento en relacion con las variables y, en particular, en relacion con las
variables menos frecuentes y por tanto las menos triviales.

El método analitico consiste entonces en entonces en extraer, a partir de los espacios
de representacion, subespacios de dimensidn reducida, pero tales que, en elos, la nube
de puntos de E o0 de V se represente de manera éptima mediante sus diferentes
proyecciones. A los ges de estos subespacios corresponden factores discriminantes en
los conjuntos E'y V: e primero es e que més informacién suministra, e segundo algo
menos, etc. El investigador en didéctica debe entonces determinar la significacion de
estos factores, mediante la observacion de la oposicién y la proximidad de las
proyecciones de los puntos. Esta significacion le servird para analizar y después
interpretar las informaciones més escondidas que se deducen de ella. Asmismo se
interesara en las contribuciones de ciertos puntos a estos factores y, por gemplo, en las
posiciones relativas de |os subgrupos de la poblacién estudiada, entre otras cuestiones.
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El Andlisis Jerérquico de Similitudes segin |. C. Lerman

Como en todos los métodos de clasificacion, se busca congtituir particiones cada vez
menos finas, en € conjunto V de las variables, construidas de manera ascendente en
arbol, con la ayuda de un criterio de similitud entre variables. El investigador en
didéactica se interesa en este tipo de andlisis que le permite estudiar e interpretar en
términos de tipologia y de proximidad (y de Igania) decreciente de los nlcleos de
variables, constituidos significativamente a ciertos niveles del arbol, oponiéndose a
otros nucleos en esos mismos niveles.

El criterio de similitud se expresa de la manera siguiente:

- Dos variables "a" y "b" estén tanto mas proximas, cuanto mas importante es €
nimero de sujetos que las satisfacen smultaneamente (A O B) con relaciéon a los
cardinales de A y B y con relacion a los que habria habido s las variables "a' y "b" no
hubiesen estado ligadas a priori (ver figura 2). Esta proximidad se mide a través de la

probabilidad de su inverosimilitud.

De esta manera, @ indice definido entre las variables no esta sesgado por las
frecuencias absolutas y puede servir posteriormente para definir un indice de similitud
entre clases de variables.

A@ B(b)

Figura 2

Asi pues, para construir un érbol de clasificacidn, primeramente se relinen en una clase
a nivel més bgjo las dos variables que més se parecen seguin este indice, después se
unen otras dos variables o, como en el gemplo de lafigura 3, una variable ala clase ya
formada, después otras variables o clases de variables, etc.

,_I_|

f ¢ b d a c
Figura3
El Andlisis Implicativo
Al contrario de todos los métodos anteriores, en los que la distancia o € indice de
similitud son simétricos, € méodo implicativo no es simétrico. La problematica
general que introdujo & método es la siguiente (ver figura 4), en €l caso en € que las
variables consideradas son binarias (un individuo satisface o no una variable):
S A y B son las subpoblaciones de los sujetos que han satisfecho respectivamente las
variables"a' y "b", ¢en qué medida se puede decir a entonces b, sin que laimplicacién
seadebidaa azar?
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S B [A, la proposicion se verifica, pero normalmente lo que se tiene es una

interseccion A 0 B no vacia.
El indice de implicacion mide, de una manera comparable a de similitud, hasta qué

punto es la pequefiez de A 0 B con relacion a la independencia a priori y a las
frecuencias absolutas observadas. Asi pues, se dira por ggemplo que, siendo X e 'Y dos
partes aleatorias de E, que tienen respectivamente los mismos cardindesque A y B, es
admisible con una probabilidad igual a0,95 s y solamente Si:

Prob [card (X 0 Y ) < card (A 0 B )] < 0,05.

Figura4

Un arbol implicativo rinde cuenta del orden parcial inducido por esta intensidad de
implicacion.

La implicacién entre variables no resulta suficientemente sintética en algunos casos y
Régis Gras cred a partir de ella (y para satisfacer una demanda surgida de la didéctica
de las matematicas, en concreto de Gérard Vergnaud) la implicacion entre clases de
variables.

En unareciente obra (Gras 1996), € autor expone en detalle el método, su fundamento
tedrico y sus aplicaciones didéacticas.

De una manera general, los dos métodos basados en la similitud y la implicacion han
permitido en diversos trabajos definir procedimientos e incluso concepciones estables y
consistentes, a partir de clases de comportamientos; Batanero C., Godino J. D. y
Navarro-Pelayo V. (1995), aplican € andlisis implicativo, en combinacién con otros
métodos, ala evaluacion del razonamiento combinatorio de alumnos secundaria.
Procedimiento para la utilizaciéon de los métodos del analisis de datos

Para Gras (1992), las nuevas perspectivas que ofrece € andisis de datos crean la
ilusion de que los datos recogidos y tratados sin una eleccion oportuna del método a
seguir y sin hipdtesis previas, van a proporcionar informaciones claras y resultados
organizados.

El procedimiento que propone Gras (1992) es el siguiente:

- elegir un método de andlisis;
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- elaborar una tabla de datos exhaustiva, pertinente, homogéneay compatible con el
método elegido;

- poseer un conocimiento matematico que controley facilite lainterpretacion e

- interpretar los resultados numéricos y graficos de manera sintéticay con una cierta
distancia y saber restringir o extender los datos para un segundo analisis que confirme
0 critique las primeras interpretaciones. Finalmente y, llegado € caso, practicar un
método inferencial ».
El "segundo andlisis' puede convertirse en varios andlisis sucesivos, puesto que las
observaciones efectuadas en didactica de las mateméticas tienen en general un caracter
dinamico y para dar cuenta de él no basta con un solo andlisis, que vendria a ser como
una instantdnea —una fotografia— de la contingencia.
5. Un resultado del analisisimplicativo
En un cuestionario sobre proporcionalidad (Lacasta 1995) en e que se planteaban a
una muestra de 110 alumnos problemas paraelos, redactados de diversas formas (a
través de un grafico, de un texto y de una tabla numérica), entre otros andlisis
multivariantes, se realiz6 un andlisis implicativol y se encontré que e éxito en los
problemas planteados a través de un texto o de una tabla numérica (variables "Tx" y
"Th"), implicaba € éxito en los problemas planteados gréficamente (variable "G"):
{Tx, Th} G}
Se podria pensar que serd mejor plantear primero los problemas mediante textos o
tablas, porque su resolucién implica la resolucion gréfica
Ahora bien, en términos conjuntistas, € conjunto de los alumnos que resuelven los
problemas planteados a través de texto o tabla (Ilamémosle "T") esta "estadisticamente
incluido" en & de los adumnos que resuelven los problemas de proporcionalidad
planteados graficamente (Ilamémosle "G"):
G ar
Se podria pues pensar también que, puesto que précticamente sdlo entre los alumnos
que resuelven graficamente esos problemas, se pueden encontrar aquéllos que
continuaran resolviéndolos planteados de otra forma, serd mejor empezar por €l
planteamiento grafico.
Esta especie de paradoja pone de manifiesto que, s bien € andisis implicativo es un
buen instrumento para el investigador, € establecimiento de conclusiones no se puede
hacer, llevados por la novedad o por la pertinencia del método (éste u otro), de
manera smplista 0 meramente empirista. Frangois Pluvinage (1986), sin referirse en
particular a andlisis implicativo, advierte que no existe un "método canénico” que
pueda practicarse con la exclusion de los demésy que.
6. Tercera estrategia estadistica: ordenar los modelos sucesivos, separar la
variabilidad explicada de la variabilidad aleatoria

1 Se rediz6 a través de una de las versiones del programa informético CHIC
(Classification Hiérarchique Implicative et Cohésive), Université de Rennes 1, IRMAR,
35042 Rennes Cedex - FRANCIA.
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Las dos estrategias anteriores ponen de manifiesto que, ante un conjunto de datos, se
pueden proponer distintas leyes matematicas y modelos estocasticos y se pueden
aplicar varios métodos para probar € vaor de esas leyes como modelos para esos
datos. Tras esta aplicacion de los métodos, finamente se retendran algunas de esas
leyesy se rechazarén otras.

Pero en este caso hay que establecer una estrategia de conjunto para elegir los modelos
gue se examinaran sucesivamente.

Se trata de examinar las fluctuaciones de los valores en torno a la media, 0 mas
generamente en torno a modelo y la ley que se le puede atribuir: es decir, andizar la
varianza.

La tercera estrategia consiste en descomponer la varianza en varianza explicada por
el modelo determinista y varianza residual explicada por € azar y comparar las
proporciones de unay otra.

7. A modo de conclusion

En la busgueda de la validacién de una hip6tesis, coincidimos con Régis Gras en que se
trata de encontrar un justo equilibrio entre el desprecio de los métodos estadisticos, €
rechazo a invertir tiempo y esfuerzo en este campo y la "estadisticomania’, que
conduce a una gran cantidad de resultados inaprovechables. Si e investigador en
didactica de las mateméticas conoce los principios, alcance y limitaciones de esos
métodos, podra usarlos 0 no, pero estard en mejores condiciones para tomar las
decisiones oportunas en su trabajo y para juzgar la pertinencia del aparato estadistico
utilizado en otras investigaciones.

La existencia de numerosos programas estadisticos (SPSS, STATITCF, BMDP, Excd,
CHIC, etc... ) puede fecilitar € que € investigador se lance a una vorégine estéril de
representaciones y céculos, utilizando e méximo de méodos, lo més sofisticados
posible, despreciando algunas veces las aplicaciones estadisticas més sencillas (como la
mera observacion de un histograma de frecuencias), que le pueden ayudar mucho més
eficazmente en los primeros pasos de su investigacion.
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